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2 Formulaire de logique

Notations du formulaire. Les schémas de déduction sont notés dans des boites
divisées en deux compartiments. Celui de gauche (éventuellement vide) contient
les prémisses et celui de droite contient la conclusion. Dans tout le formulaire, les
métavariables A, B, C, R, S représentent des propositions; E, T, U, V représentent
des termes; x, vy, z, u, f représentent des variables.

LOGIQUE PROPOSITIONNELLE

Déductions élémentaires

S1 I;AEA | hypothése
52 I'AEB | a fortiori

s3 [TFA TFB|TFActB | et-introduction

sS4 [TFAetB|[THA | [TFAetB|[TFB | et-dimination

S5 |F}—A|F|—AouB HF}—BlFI—AouB ‘ou—z’ntroductian

S6 |FFAouB TAEC F;BFCII‘FC ‘ disjonction des cas

S7 | I'"AEB | 'A=B | =-introduction

S8 |I‘FA FFAéBlFFB | modus ponens

S9 | I'A T FnonA | 'L | L -introduction

S10 ex falso quodlibet

S11 | AR L | I' - nonA ‘ réduction a l’absurde J

S12 | T;nonAkE L | A ‘ réduction a l'absurde K

s13 [TFA=B TFB=A|TFA®sB | a-introduction

s14 [TFA<B|IFA=B ||[TFA&B|TFB=A | o dimination

Relation fausse, contradiction

S15 I L est fausse

S16 | I'A T'FnonA I I'-B | tout se déduit d’une contradiction

S17 ||FFnon(A et nonA)|
s18 [TFAouB IFnonA|TFB |[TFnonAouB IFA|TFB |

Schémas d’implication

S19 I I'EA= A | réflexivité de l'implication

S20 | 'rA=B T'FB=C | T'cA=C ‘ transitivité de 'implication

S21 | I'FB | I'-A=B ‘ tout implique le vrai

522 |F}—nonA | 'rA=1B | le fauz implique tout
[TFA[TFnonA=B |
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Schémas d’implication et disjonction

S23 ||F|—A:>(A ou B) HlF}—B:>(A ou B) |0u—mtr0ductz'on (bis)
s24 [TFA=C I'rB=C|I+(AouB)=C |
[ITFA=C I'FB=D|IF(AouB)= (CouD) |

526 [TFAouB I'FA=C T'FB= C|[IFC | disjonction des cas (bis)
526 [TFAouB TFA=B|ITFB |

s27 [TFA=B|TIF(AouC) = (Bou() |
|FFA¢B|FF(CouA)é(C0uB) ’

Schémas d’implication et conjonction

s28 [[TF(AetB)=>A | [[TF(AetB)=B |
s29 [IFC=A THC=B|[I-C=(AetB) |
[TFC=A I'FD=B|I'F(CetD)= (AetB) |
$30 [TFA=B|IF(AetC)= (BetC) |
[ITFA= B[+ (CetA) = (CetB) |

Schémas d’implication et négation

831 | I'FA=B | I' F nonB = nonA | contraposition

|F}—nonB:>non/-\|F|—A:>B |

s32 [IFA=B TI'FnonB|IFnonA |

$33 [[FA=B I'FunomA=nonB|[TFA&B

Tiers exclu, disjonction des cas contraires

s34 I I'F A ounonA | tiers exclu

S35 | I'AEC TynonAkC | I'+C ‘ disjonction de cas contraires
|[I;AFC TinonAFD [T (CouD) |

$3 [[FA=C IFnonA=C|[TFC |

|F}—A:>C FI—nonA:>D|F}—CouD |

$37 |[PFnonCouA T'CouB|TFAouB |

S38 |FFAetB|FF(CetA)ou(nonCetB) ‘

Schémas d’équivalence

S39 |1"}—A FI—A<:>B|F}—B | modus ponens (bis)
[T-FB I'FA&B|IFA |
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S40 |F;AFB F;BFA'FFA@B ‘@—mtmduction (bis)
|F;AFB F;nonAFnonBIFFA@B ‘

sat1 [[TF(A=B) s (A=B)et (B=A) |

S42 | I'tA T'HB | 'A< B | deux propositions vraies sont équivalentes

543 | I'FnonA I't nonB | I'FA&B ‘ deux prop. fausses sont équivalentes

S44 [TFA TFnonB|TF non(A< B) |

845 | | I' F non(A < nonA) |

S46 I I'-A& A | réflezivité de l’équivalence

S47 | I'FA<B | 'FB< A ‘ symétrie de l’équivalence

s48 [TFA©B TFB&C|TFASC | transitivité de 'équivalence

s49 [TFA=B I'FB&C[TFA=C |
[TFA&B I'FB=C|[IFA=C |

Substitutivité de 1’équivalence

$50.1 [TFA& B[+ nonA < nonB |

$50.2 [TFA&B[TF(AouC) & (Boul) |

$50.3 [IFA&B[TF(CouA) & (CouB) |

(

(
$504 [TFA&B|[IF(AetC) = (Bet C) |
$505 [TFA&B|IF(CetA) = (CetB) |
$506 [[FA&B|ITFA=0sB=0 |
$507 |[IFA&B|IH(C=A) & (C=B) |
s508 [IFA&B|IFA&QOsBsC) |
8509 |[IFA&B|IH(C&A & (CsB) |

Algebre de Boole

S51.1 | |F|—A®nonnon/—\ ‘

S$51.2 |F}—A®nonB|Fl—nonA<:>B ||F}—nonA®B I'HA < nonB

852.1 | | I' - non(A ou B) < (nonA et nonB ‘ De Morgan

$52.2 | | I' - non(A et B) < (nonA ou nonB ‘ De Morgan

552.4 ‘ | I'+ (A et B) < non(nonA ou nonB ‘

562.3 | | I' - (A ou B) < non(nonA et nonB

)
)
)
)

s525 [|TF(AouA) A |
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$526 [[TF(ActA) <A ]

$527 [|[TF(AouB) & (BouA) |

$528 | [TH(AetB) & (BetA) |

8529 | [TF(Aou(BouC) = (AouB)ouC) |
$52.10 [ [T (Aet (BetC) & (AetB) et €) |
s5211 | [T (Aet (BouC)) & ((AetB)ou (Aet C) |
$52.12 | [TF(Aou(Bet C)) < ((AouB)et (AouC)) |
$52.13 [ [T ((AetB)ouB) < B |

s52.14 [[TF((AouB)etB) & B |

$52.15 | [T ((A et nonA) ou B) & B |

$52.16 | | T ((A ou nonA) et B) & B |

Formes booléennes de 'implication et de I'équivalence

$63 [ [T+ (A= B) < (nonAouB) |
S54 ||FF(AouB)®(nonA:>B) ‘

S55 | | '+ (A= B) < non(A et nonB) |
| | I'F non(A = B) < (A et nonB) |

S56 | | I'F (A et B) < non(A = nonB) |

s57 | [T+ (A= B) & (nonB = nonA) | contraposition (bis)
s581 | [TF((AouB) = 0O & (A=C et (B=C) |
$582 [[TH(C= (AetB) & (C=A)et (C=B)) |
(
(

§59.1 | | ' (A< B) < ((nonA ou B) et (nonB ou A)) ’
$59.2 | | T'F (A< B) & ((nonA et nonB) ou (A et B)) |

Simplifications conditionnelles

$60.1 [TFA[TF(AetB)&B |
$60.2 [T FnonA[TF (AouB) =B |
$603 [TFA=B|IF(AetB) <A |
$60.4 |[TFA=B|IF(AouB)&B |
$60.5 [IFA[TF(A=B) =B |
$60.6 | FnonB [T+ (A= B) < nonA |
$607 [TFA|[TH(A=B)&B |
$60.8 [T FnonA [T+ (A< B) < nonB |




6 Formulaire de logique

LOGIQUE DES PREDICATS

Déductions élémentaires

S61 | I'F VXA I T (Tx)A ‘ Si T est librement substituable a x dans A.

I'F¥xA | Six ne figure pas librement dans T'.

S63 | ' (Tx)A | ' 3IxA ‘ Si T est librement substituable & x dans A.

S64 | I'3xA T;AEB | I'-B | Si x ne figure librement ni dans B, ni dans I

Schémas dérivés

s65 [TFWA|TFA |[|[TFWA=A |

s66 |[TFA[TF3XA | [[TFA= 3xA |

$67 [IFuonxA [TFA=B |

568 |[DFWA|TF3xA | [ [TFvxA= 3xA |

S69 [ITFA=B|TFVxA=VWB | [TFA=B|TF3xA= 3B |
Si x ne figure pas librement dans I'.

570 [TFASB|[IFwA&WB | [TFASB[IF3A & 3B |
Si x ne figure pas librement dans I

S71 | | I' F nondxA < VxnonA | | | I' F nonVxA < JxnonA |
‘ | I' F 3xA < nonVxnonA | | | I' F VXA < nondxnonA |
s72 [ [T FvxwyA < vywxA | [[TF3x3yA < Jy3xA |

s73 [ | T+ 3xvyA = WA |

574 | [T F V(A et B) & (¥xA et VxB) | | | T'F 3x(A ou B) < (3xA ou IxB) |

576 [ [T F3x(Aet B) = (3xA et 3xB) | [ [ T F (V¥xA ou ¥xB) = x(A ou B) |

s76 | |TFWA & WyA | | [TF3xA < y(yA |
Si y est réversiblement substituable a x dans A.

ST7 [T FWxq VA [ TF (Tafxt, .o, Talx)A |

Si Tq,..., T, sont librement substituables a xi,...,x, dans A.
578 [T F (Talx1,- -, Talxa)A [ TF 3x1 - 3x,A |
Si Tq,..., T, sont librement substituables a xi,...,x, dans A.

S79 | T'FA | TE (Tix1,.. o, Tplxn)A ‘ Si x1,...,x, ne figurent pas librement
dans I et si Tq,..., T, sont librement substituables & xq,...,x, dans A.

s80 [[TFwB & B | [[TF3xB & B Sixne figure pas librement dans B.

s81 [ [THVx(AouB) < (WA ouB) | |[TF3x(A et B) & (3xA et B) |

|| TF (A et B) & (¥xA et B) | | | T'F 3x(A ou B) & (3xA ou B) |
Si x ne figure pas librement dans B (condition pour les quatre schémas).
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LOGIQUE DES PREDICATS AVEC EGALITE
Déductions élémentaires

s82 | [THT=T | réflexivité de l'égalité

S83 | 'FT=U Tk (Tx)A | ' (Ux)A ‘ substitutivité de l’égalité
Si T et U sont librement substituables a x dans A.

Déductions dérivées

s84 [TFT=U[TFU=T |[[TFT=UsU=T | symétric de l'égalité

s85 [DFT=U TFU=V|TFT=V | transitivité de I'égalité
[[TFT=VetU=V)>T=V |
$86 [TFT=U[TF (TA= (UxA |
Si T et U sont librement substituables a x dans A.
s87.1 | [TH(T=Uet (TIYA) & (T = U et (UxA) |
s872 [[TH(T=U= (TA) = (T=U= (UxA) |
$873 [IFB=>T=U|TF (Bet (T[XA) & (Bet (UxA) |
Si T et U sont librement substituables & x dans A (pour les trois schémas).
s88 [TFT=U[TF (TV=(UxV ]
Si T et U sont librement substituables a x dans V.
S89 I 'k 3x(x=T) | Six ne figure pas librement dans T.
$90 [;x=TFB|I'FB |
Si x ne figure librement ni dans I', ni dans T, ni dans B.

S91 | Iix=TFA | ' 3IxA | Si x ne figure librement ni dans I', ni dans T.

$92 [[THF:x=TetA) & (TA | [[TEFWx=T=A) & (TA |
Si x ne figure pas librement dans T et si T est librement substituable & x
dans A.

Quantificateurs d’unicité

Définitions

S93 | | I'F HxA < UxVy[ (A et (y[x)A) = x =y] ‘
Si y est distincte de x et réversiblement substituable & x dans A.

s94 [ [ TH3XA & (3xA et HXA) |

Schémas dérivés
595 [ [T FHxA & (3xA = 3xA) | [[ T F HxA & (non3xA ou xA) |
596 | |TFHxA & Hy(yx)A | [T F3xA & Jy(y[x)A |
Si y est réversiblement substituable a x dans A.

597 [[TFHxA & 3yWw(A=x=y) | [[TF3xA s IywAsx=y) |
Siy est distincte de x et ne figure pas librement dans A.
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598 [TFA=x=T|[TFHxA | [TFA&Xx=T[IFIxA |
Si x ne figure librement ni dans I', ni dans T.

$99 [TFHxA TH(TYA TF(UNA[TFT=U |
Si T et U sont librement substituables a x dans A.

$100 [TFA=B|TF HxB = HxA |

[ITFASB|TFHxASHxB | [TFASB|TF3XA < IxB |
Si x ne figure pas librement dans I' (condition pour les trois schémas).

LOGIQUE DES PREDICATS AVEC EGALITE ET SELECTEURS

Déductions élémentaires

SEL1 [TF3XA THT=SxA|TF(T0A |
Si T est librement substituable & x dans A.

SEL2 | I'FrAs B | T'+ SxA = SxB ‘ Si x ne figure pas librement dans I'.

SEL3 | | I'F SxA = Sy(y|x)A ‘ Si y est réversiblement substituable & x dans A.

Schémas dérivés

SEL4 | [TF3xA & (SXAA | [[TF WA & (SxuonA[x)A |
Si SxA est librement substituable & x dans A.

SEL5 | | FE(Sx(x=T))=T | Si x ne figure pas librement dans T.

SEL6 | [T F 3xA & Vx(x = SxA = A) |

SEL7 | [T FHxA & W(A=x=5xA) | [[TF 3xA & vx(A = x=SxA) |

SEL8 [T FHxA|TFA s (GxAetx=SxA) | [TF3IxA [T A& x=SxA |

Termes conditionnels

TC1 Définition
| | ' SiAT Ty = SX[(A=x=T) et (nonA = x=T»)] ‘
Si x ne figure librement ni dans A, ni dans Ty, ni dans Ta.

Tc2 [TFA & B]|LF SiAT;To = SiBT T, |

T3 |[TFA|THSAT I To=T, | [TFHnonA|TF SIAT, To =T, |

Tca | |TFSATT=T |

Tc5 |TFA=T, =T, |k SiATT, = SiAT| T, |
[T FnonA= Ty =Th [T+ SiAT Ty = SiAT, T |

TC6 [T F Ty =T1 [T+ SiAT T, = SiAT{ T, |
|DFTo =Ty | T F SiAT T, = SiAT, T} |

TC7 | A= B |+ SiATi(SiBT,T;) = SiB(SiAT T2)T; |
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THEORIE DES ENSEMBLES

Inclusion, égalité, ensemble vide (§10.7)

E1l
E2

E3

E4

E5

E6
E7

E8
E9
E10
E11

E12
E13

E14

E15

E16
E17

Axiome de linclusion Fx Cy < Va(a € x = a€vy).
Axiome de I'ensemble vide  Vz(z ¢ O).

[[TFTicToeVe(zeTi=zeTy) |
Si z ne figure librement ni dans Ty, ni dans Ts.

L[TFTiCT[TFEET, = EeT, |
2.[TFT,CT, TFEEeT,|TFEET, |
3. [TFTiCT, THFEZT,|[TFEZT, |

L[TFzeTi=>zeT|[TFTiCT, |

2. [LzeTiFzeT, [TFTiCT, |
Si z ne figure librement ni dans I'; ni dans Ty, ni dans To.

FxCa.

FOCu.

L[ TFW(xe@=RK) |
F@xCyetyCz)=>axCz

Axiome d’extensionalité Fz =y < (x CyetyC ).
[TFT =T, |[TFECT ©EcT, |
FecODer=0.

Fo=0 & Va(a € ).

Fz+# s Jaa € ).
Fcyety=0)=z=¢.
FzCcyetz#D)=y+d.
[DzeTHL|[TFT=02 |

Si z ne figure librement ni dans I', ni dans T.

Fr=y&Valacr e acy).

Si z ne figure librement ni dans T, ni dans Ts:
L[ TFTi=Thoevi(zeTiszeT)) |
Si, en outre, z ne figure pas librement dans I':
2. | T'FzeT,ezeT, | 'FT=Ts ‘

3.|TizeTiFzeTy TizeTobFzeT |[TFTi=Ts

Réunion et intersection de deux ensembles (§10.7)

E18

E19
E20
E21
E22

Axiome de la réunion de deux ensembles
FrzceaUbs (z€aouxed).
FaUa=a.

FaUb=bUa.

FaU((bUe) =(aUb)Uc.

FaUuQ = a.
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E23 FaCaUb FbCaUb.

E24 F(aCcetbCec)eaUbCe

E256 FaCb&aUb=0.

E26 F(aCd etbCd)= (aUbCa UD).

E27 FaUb=C & (a=Detb=9).

E28 Axiome de l'intersection de deux ensembles
Freanbe (zcaetzebd).

E29 FaNa=a.

E30 Fanb=bNa.

E31 Fan(bne)=(and)ne.

E32 Fan@=0.

E33 FanbCa FanbcChb.

E34 F(cCaetcCb)<cCand.

E36 FaCb&anb=a.

E36 F(aCd etbCd)=(anbCa NV).

E37 Fan(bUec)=(anb)U(anc).

E38 FaU((bNe)=(aUb)N(aUc).

E39 Fanb=@ e Vz(z€a=z&b).

Ensemble complémentaire d’un ensemble (§10.7)

E40 Axiome de l’ensemble complémentaire
FzeC,b)e (xcaetxgd).

E41 +(,(b) Ca.

E42 F(C,(b)=asanb=0C.

E43 F(C,(0)=D < aCh.

(

E4 +FC,D)=a F(C, ()=
E45 +F Cp(b) =0.

E46 "¢X(0Ub):¢x(a)m¢x(b)
EA7 F(Cx(anbd)=Cx(a)UCx(O).

E48 FaCb= Cx(b) C(xla).
aCX;bCXkFacCcbe Cx(b) C(xla).

E49 F(x(Cx(a)=XnNa.
E50 FaC X & Cx(€x(a)=a.

Ensembles a deux éléments (§11.3)

E51 Axiome de 'ensemble & deux éléments
Fze{able (x=aouz=0).

E52 Fa€{a,b} Fbe{a,b}.

E53 + {a,b} # .

E54 | Va3z(a € x).

E55 + {a,b} = {b,a}.

E56 ‘ | I't 3z(z € {a,b} et R) & ((a|z)R ou (bjz)R) ’
[[TFVa(z € {a,b} = R) & ((alz)R et (bx)R) ]
Si a et b sont librement substituables & z dans R.
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F{a,b} c X & (ae X etbe X).
F{a,b} ={a,c} & b=c.

Ensembles a un seul élément (§11.3)

E59
E60
E61
E62
E63
E64
E65
E66
E67
E68
E69
E70

Définition (axiome) F {a} = {a,a}.
Théoréme principal Fz € {a} © z = a.
Fae{a}.

F{a} #£9.

Fla}c X < aceX.
Fla}nX #0 < ae X.

F{a} c{b} & a=0.

Fla}={b} ©a=0.
Fa=b<s {a,b} ={a}.

F {a,b} = {a} U {b}.
Fla}n{b} #D < a=0.
FXc{a}e (X=CouX=/{a}).

Ensemble des parties d’un ensemble (§11.3)

E71
E72
E73
E74
E75
E76
E77

Axiome de I’ensemble des parties Fx € P(a) < x C a.
FaePla) et D e Pla)

FP(a) # Q.

FP(D) = {J}.

EP({z}) = {D.{a}}.

- Pl u)) = 1D (o}, {0}, (.01}

Facbe Pla) CP(D).

Couples (§12.2)

E78
E79
E80

E81
E82

E83

E84
E85

Définition (axiome) F (a,b) = {{a},{a,b}}.

Théoréme principal F (a,b) = (a’,b') & (a=a’ et b=1V').
F (a,b) = (b,a) = a=0b.

Définition (axiome) F (z est un couple) < Ja3b(z = (a,d)).
F (z,y) est un couple.

Axiome des projections d’un couple

F z est un couple = z = (pr;z, pryz).

Fpri(zy) =z Fpry(e,y) =y
F z est un couple < z = (pr; z, pryz).

Graphes (§12.2)

E86

E87
E88
E89
E90

Définition (axiome)

F G est un graphe < Vz(z € G = z est un couple).

F & est un graphe.

F Si G est un graphe, alors z € G < (z est un couple et z € G).

F Si G est un graphe et F' C G, alors F' est un graphe.

F Si G et G’ sont des graphes, alors GU G’ et GN G’ sont des graphes.
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E91 I Si G et G’ sont des graphes, alors
G C G & Vavy((z,y) € G = (z,y) € G');
G =G & Vavy((z,y) € G& (z,y) € G').
E92  Si G est un graphe, alors
G =@ & Vavy((a,y) & G);
G # D < JxTy((z,y) € G).

Réunions (§14.1)

E93 Schéma de réunion.
Premier schéma de déduction élémentaire spécifique de Tgns

‘ |FFEU[Vy(yEu@Hx(xEEctyeT(x)))} ‘

Si x, u, y sont des variables distinctes; x ne figure pas librement dans E;
u et y ne figurent librement ni dans E, ni dans T.

E94 Définition

TH{JTx) =Su[W(ycue HKK eEetyeT(K)))]
x€E

Si X/, u, y sont des variables distinctes; x” est réversiblement substituable

a x dans T; T(xX') est le terme (x'|x)T; x’ ne figure pas librement dans E;

u et y ne figurent librement ni dans E, ni dans T.

E95 Schéma principal

Thyel T & KK eEetyeT())
x€E

Si x’ et y sont des variables distinctes; x est réversiblement substituable

a x dans T; T(x) est le terme (x'|x)T; x’ ne figure pas librement dans E;

y ne figure librement ni dans E, ni dans T.

B Irre=¢|r-JTw =T
x€eE x€E’

FETx)=T(x) [ TF UT(X) = UT'(x) Si x ne figure pas
x€E x€E librement dans I'.

E97 N U T(x) = U T(z) | Siz est réversiblement
x€E z€E substituable a x dans T.

Dans les schémas de théorémes E98-E105, T(x) représente un terme; T(a)
et T(b) représentent les termes (a|x)T et (b|z)T; on suppose que a et b sont
librement substituables a = dans T.

E98 + |JT(2)=T(a)UT(b) FUT@) =T(a).

z€{a,b} ze{a}
E99 I—Umzaub I—Uarza.
z€{a,b} z€{a}
E100 F | JT(2)=@.
zed

E101 FACB= (JT(z)c |JT@).
€A zE€B
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E102  (JT@) = JT@ v {JT@).
z € AUB €A z€B
E103 FzeA=T() c |JT(@).
z€EA
E104 FzeA=T(x) e [ J{T@)}
rzEA
E105 F | JT(@) CY & Va(ze A= T(x)CY).
€A

Produits cartésiens (§14.1)

E106 Définition X xY = U < U{(nj,z )} )

rzeX yey
E107 Fz€ X XY & (z est un couple et priz € X et proz €Y).
E108 K X XY est un graphe.
E109 Théoreme principal F (z,y) e X xY & (z € XetyeY).
El10 FXxY =0 & (X=CZouY =09).
E11l F(XCX et Y CY)=XxY CX' xY'.
E112 FSi X £ et Y # O, alors
(XcX etYCY)eXxYCX' xY.

E113 F(X xY)N (X' xY)=(XNnX)x (Y NnY’).
E114 F X x(AUB) = (X x A)U (X x B).

FAUB)x X =(AxX)U(BxX).
E115 F {a} x {b} = {(a,b)}.

F{a} x {b,c} = {(a,b),(a,c)}.

F{a,b} x {c} = {(a;¢), (b,0)}.

F{a,b} x {c,d} = {(a,¢), (a,d), (b,c), (b,d)}.

Projections d’un graphe (§14.1)

E116 Définition
F G est un graphe = (PrlG = U {pryz} et ProG = U {pr2z}>.
z€G zeG
E117 Théorémes principaux
G est un graphe -z € Pri1G < Jy((z,y) € G).
G est un graphe -y € ProG < Ja((z,y) € G).

E118 I G est un graphe = G C PriG x PryG.
E119 F Si G et G’ sont des graphes, alors
G C G = (PriG C Pr1G’ et ProG C PraG').

E120 FGC X xY = (PriGC X et PryoG CY).
E121 FY #0 = Pr (X xY) = X.

FX#Q@=PryX xY)=Y.
E122 G est un graphe - G = J & PriG = Q.

G est un graphe - G = @ < ProG = &.
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Graphe réciproque d’un graphe (§14.1)

E123 Définition
F G est un graphe = G~ ! = U {(pryz,pri2)}.
zeG
E124 F G est un graphe = G~1 est un graphe.
E125 Théoreme principal
F Si G est un graphe, alors (z,y) € G™! & (y,2) € G.

E126 G est un graphe - (G™1)~! =G.
E127 G est un graphe - Pri(G~!) = PrgG et Pry(G~1) = PriG.
E128 G et G’ sont des graphes - (GUG')"! =G luG'~L
G et G’ sont des graphes - (GN G’ ) =G tnG'~L
E129 -1 =0

Graphe identique d’un ensemble (§14.1)

E130 Définition FIdyxy = U {(a,a)}
aceX
E131 FIdx C X x X.

E132 I Idx est un graphe.
E133 Théoréme principal + (z,y) € ldx < (z € X et y = z).
E134 F Pri(Idx) = X et Pry(Idx) = X.
E135 +Idg=O.
E136 + Id(XUY) =Idx Uldy.
Fld(xny) = Idx N1dy.

E137 F (Idyx)™! =Idy.

Opérateurs de collection simples (§14.2)
E138 Définition
|[TF{x|R} =Syvx(xey & R) |
Si y est distincte de x et ne figure pas librement dans R.

E139 Définition
| | 'k {x|R} existe & Jy¥x(x € y & R) ’
Si y est distincte de x et ne figure pas librement dans R.

E140 | |F|—Hny(x€y<:>R) ‘
Si y est distincte de x et ne figure pas librement dans R.

E141 ||FI—VXXET<:>R < ({x|R} existe et T = {x|R}) ‘
Si x ne figure pas librement dans T.

E142 | |FF{X\R} existe & Vx(x € {x|R} & R) ‘

E143 [Tk {x|R} existeet T={x|R} [TFUe T & (UxR |

Si x ne figure pas librement dans T et si U est librement substituable

a x dans R.



E144

E145

E146

E147
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| T'FR& R | '+ {x|R} existe & {x| R’} existe |
[TFRe R | TF{x|R} = {x|R} |
Si x ne figure pas librement dans I'.

| | I'+ {x|R} existe & {z| (z|x)R} existe |
([T IR} = {2l (eoR) |

Si z est réversiblement substituable &4 x dans R.

Schéma de séparation
Deuxiéme schéma de déduction élémentaire spécifique de Tgns

| | I'F {x|x € E et R} existe | Si x ne figure pas librement dans E.

[TFR=x€E|TF{x|R} existe |
Si x ne figure librement ni dans E, ni dans I.

Transformé d’un ensemble par un graphe (§14.2)

E148

E149
E150

E151
E152
E153
E154

E155

E156
E157
E158
E159
E160
E161
E162
E163

Définition
= Si G est un graphe, alors

G(X) ={y|3w(z € X et (z,y) € G)}.
G est un graphe - {y |3z(z € X et (z,y) € G)} existe.
Théoréme principal
G est un graphe -y € G(X) & Jx(z € X et (z,y) € G).
G est un graphe - G(X) C PraG.
G est un graphe - G(Pr1G) = Pr,G.
G est un graphe - G(X) = G(X NPr1G).
G est un graphe - (z,y) € G & y € G{({z}).
G est un graphe - G(X) = UG({T})

zeX

G est un graphe - X C Y = G(X) C G(Y).
G est un graphe - G(X UY) = G(X) UG(Y).
G est un graphe F G(X NY) C G(X) N G(Y).
G est un graphe - G(X) =D & X NPriG = .
G est un graphe -z € Pri1G & G{{z}) # <.
G est un graphe - G() = &.
FIdy (X)=XNY.
FXCY o ldy(X) = X.

Collections vides. Réunion, intersection, inclusion de collections (§14.2)

E164

E165

| | [+ nondxR & ({x| R} existe et {x|R} = D) ‘

I'F {x|R} existe T I {x|S} existe
' {x|R ou S} existe et {x|R ou S} = {x|R} U {x|S}.

T+ {x|R} existe I'F {x|S} existe
I'F {x|R et S} existe et {x|R et S} = {x|R} N {x]|S}.

15
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E166 | {x|R} et {x|S} existent | [ F ¥x(R=S) & {x|R} € {x|S} |
[T+ {x|R} et {x|S} existent [ T F ¥x(R & S) & {x|R} = {x|S} |

Collections non existantes (§14.2)

E167 F {z|z € x} n’existe pas.

E168 | | I'F nonvx(x € E) ’ Si x ne figure pas librement dans E.
F nonJuvz(z € u). F Vudz(z & u).

E169 | F VxR | T'F {x|R} n'existe pas |

E170 | 'k {x|R} existe | I'F {x|nonR} n’existe pas ‘

E171 | I'FVy3x(Retye T(x)) | I'F {x| R} n’existe pas |
Si y est distincte de x et ne figure librement ni dans R, ni dans T.

Opérateurs de collection générauzr (§14.3)

E172 Définition
L[ TF{E[x xR} = {z]| Fx1- - Ixa(z=E et R)} |
Si Xq,...,Xpn, z sont des variables distinctes et si z ne figure librement ni
dans E, ni dans R.

E173 Définition
| | I'FA{E|x1-- x| R} existe < {z]|3x;--- I, (z = E et R)} existe |
Si Xq,...,Xpn, z sont des variables distinctes et si z ne figure librement ni
dans E, ni dans R.

I'tVz(ze T4 3xg- - Ixp(z = E et R))
T'FA{E|xq---x, | R} existe et T = {E|xq---xy, |R}

E174

TH{E|x1- x,|R} existe et T ={E|x1---x, | R}
I'tVz(ze T4 3x- -+ Ixp(z = E et R))

Si X1,...,Xpn, z sont des variables distinctes et si z ne figure librement ni
dans E, ni dans T, ni dans R.

E176 |PFE=FE |TF{E|x;- %, |R} = {E'[x1- - xa | R} |
[ITFR&R | TF{E[x %0 |R} = {E|x1 % [R'} |

Sixi,...,xp sont des variables distinctes et ne figurent pas librement dans I'.
E176 | [TF{E[x1--x\ R} = {E'|y1-ya [R'} |
Si x1,...,%, sont des variables distinctes; yi,...,y, sont des variables

distinctes qui ne figurent pas librement dans {E|xi---x,|R}; E' est le
terme (y1|X1,...,Yn|Xn)E; R est la proposition (yi|x1,...,yn|[xn)R; yi (i =
1,...,n) est libremement substituable & x; dans E et dans R.

TH{E|xy: x,|R}existe T'HFT={E|x1 -x,|R}
TEVz(ze T = A) & Vxg- -V (R = (E[2)A)

Sixi,...,Xn,2z sont des variables distinctes; x1, . .., X, ne figurent librement
ni dans T, ni dans A; z ne figure librement ni dans E, ni dans T, ni dans R;
E est librement substituable & z dans A.

E177
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TFA{E|x;---x, |R} existe T'FT={E|[x; --x,|R}

E178
THEFTCcU&V¥x---Vx,(R=EeU)

Sixiq,...,x, sont des variables distinctes et ne figurent librement ni dans T,

ni dans U.
E179 TFA{E|x;---x, |R} existe T'FT={E|[x; --x,|R}

TEVYx -V, (R=E€T)
Si x1,...,%, sont des variables distinctes ne figurant pas librement dans T.
I'F{(x,y)|xy|R} existe T'FT={(x,y)|xy|R

cry TFA06Y) xy[R) ex {0y |xy|R}

T'FWWy(R < (x,y) €T)

Si x, y sont des variables distinctes qui ne figurent pas librement dans T.

E181 |[FR=EcU|TF{E[x; x,|R} existe |
Si x1,...,%X, sont des variables distinctes et ne figurent librement ni dans
T, ni dans U.

E182 |F}—R:>XGV | I' - {E|x| R} existe |
Si x ne figure librement ni dans I', ni dans V.

Composé de deux graphes (§14.3)

E183 Définition
F G et G’ sont des graphes =
G' oG ={(a,b)|3z((a,z) € G et (z,b) € G')}.
E184 F G et G’ sont des graphes =
{(a,b)|3z((a,z) € G et (z,b) € G')} existe.

E185 Théoréme principal
F Si G et G’ sont des graphes, alors G’ o G est un graphe et
(a,b) € G' o G & Fx((a,z) € G et (z,b) € G').
E186 F G et G’ sont des graphes = G’ o G C Pr1G x PryG'.
E187 + G, G', G sont des graphes = G" o (G' 0o G) = (G" 0o G') 0 G.
E188 I G et G’ sont des graphes = (G' 0o G)"! = G 1o G'7L.
E189 F Si G et G’ sont des graphes, alors
Pri(G' 0 G) = G™1{Pr1G");
Pry(G’' o G) = G'{Pr2G);
Pri(G’' o G) C Pr1G et Prao(G’ o G) C PraG'.
E190 + G est un graphe = (Go =T et oG = D).
E191 F (G est un graphe et PriG C X) = Goldy =G.
F (G est un graphe et ProG CY) =Idy oG =Y.
E192 | G est un graphe = Idp;,¢ C G~ 1o G.
= G est un graphe = Idpr,g C G o G—L
E193 F G est un graphe = G(X) = Pra(G oIdy).
E194 F G et G’ sont des graphes = (G’ o G)(X) = G'(G(X)).
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FONCTIONS

F1 Définition
F F est une fonction < [F est un graphe et VzHy((z,y) € F)].

F2 + F est une fonction <
[F est un graphe et Va(z € PriF = Jlz((z,y) € F)))].

F3 F F est une fonction < (F est un graphe et F o F~! = Idpy,p).
F4 Définition
F F est une fonction = (DomF = Pri F et PrtF = ProF).
F5 Définition
F F est une fonction = F @z = Sy((z,y) € F).
F6 I+ Si F' est une fonction, alors
(z,y) € F < (x € DomF et y = FQu).
F7 F Si F est une fonction, alors
z € DomF & (z,FaQzx) € F,
PrtF = {F@x|z|z € DomF}.
F8 Définition
F(F:A— B) & (F est une fonction et DomF = A et PrtF' C B).
F9 FH(F:A—B)&
(F est une fonction et DomF = A et Va(r € A= FQuz € B)).
F10 F F est une fonction < (F : DomF — PrtF).

Fi1 f est une fonction et
't [Domf =E < f={(x, T(x))|x|x € E}
Vx(x € Domf = f@x = T(x))

Si f et x sont des variables distinctes et si x ne figure pas librement dans E.

F12 |+ F est une fonction & F = {(z, FQz) |z |z € DomF}.

F13 f est une fonction et
T 3f |Domf =E
Vx(x € Domf = f@x = T(x))

Si f et x sont des variables distinctes et si f ne figure librement ni dans E,
ni dans T.

F14 Définition

f est une fonction et
I'F (Ax€E).T(x) = Sf | Domf = E
Vx(x € Domf = f@x = T(x))

Si f et x sont des variables distinctes et si f ne figure librement ni dans E,
ni dans T.

F15 f est une fonction et
I'Hf=(A€E).T(x) & |Domf =E
Vx(x € Domf = f@x = T(x))

Si f et x sont des variables distinctes et si f ne figure librement ni dans E,
ni dans T.
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F23
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F25

F26

F27

F28
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| | '+ (Ax € E).T(x) est une fonction ‘

| [T F Dom((\x€E).T(x) =E |

| [T FUeDom((AxeE).T(x) = (A€eE).T(x)@aU =T() |

Si T(U) est le terme (U|x)T et si U est librement substituable & x dans T(x).

[[TF(xy) e AxeE)T(x) & (xeEety=T(x) |

[TFE=E'|TF(Ox€E).T(x) = \xeE).T(x) |
[TFT(x) =T'(x) [T F (\x€E).T(x) = (Ax€E).T'(x) |
Si x ne figure pas librement dans I" (2éme schéma seulement).

[[TF Ox€E).T(x) = (W €E).T(x) |

Si x” est réversiblement substituable & x dans T.

[T OxeE).T(x) = {(xT(x) [x|x € E} |
Si x ne figure pas librement dans E.

F F est une fonction < F = (Az € DomF).(FQx).

F Si F' et G sont des fonctions,
F =G & [DomF = DomG et Vz(x € DomF = Faz =GaQuz).
Fldx = (AzeX).x
F Idx est une fonction.
F Domldx = X.
FreX=Idxaz==x.

FF = & (F est une fonction et DomF = &).
FF =0 & (F est une fonction et PrtF = ).
F & est une fonction et Dom@ = & et Prtd = .
F(F:@9—-B)eF=0.
F(F:A- Q) (A=DJet F=0).
FAF(F: @ — B).
FA#Q = nondF(F: A— Q).
F Si F' et G sont des fonctions, alors
G o F est une fonction;
Dom(Go F) ={z|z € DomF et F @z € DomG};
Vz[z € Dom(Go F) = (Go F)Qz = Ga(Faux)].
= Si F' et G sont des fonctions et si Prt /' C DomG, alors
Dom(G o F)) = DomF.

F(F:A—-BetG:B—C)=(GoF:A—-C).
F(F:AHB)é(IdBoF:FCtFoIdA:F).

F Si G est un graphe, alors
JF(F est une fonction et F C G et DomF = PrG).

= Si G est une fonction, alors il existe une fonction F telle que
F est une fonction et G o F' = Idpi -
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F33

F34

F35
F36

F37

F38

F39

F40

F41
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Définition
= F' est une fonction injective <
(F est une fonction et F'~! est une fonction).
b F est une fonction injective < [F est une fonction et
vava/((x € DomF et 2/ € DomF et FQz =Faz) =z =2a')].

F Idx est une fonction injective.
F @ est une fonction injective.

F (F est une fonction injective) = (F~! est une fonction injective).

= Si F' et G sont des fonctions injectives, alors
G o F est une fonction injective.

= F' est une fonction injective <
(F est une fonction et F~1 o F = IdpomF)-

Définition
FF:A2 B)& (F: A— Bet F est une fonction injective).
F(F:A™ B)s (F:A— BetPrtF = B).
FFEAY B o (F: A Bet F: A2 B).
FSiF:A— B,alors
(F: A B)evVy(ye B=Ha(z € Aet y = Fan));
(F:A™.B)eVylye B=3z(rc Aety=Fax)),
(F: A ByevVyyeB=Az(zcAdety=Faz)).
F:A™ BetG:B™ )= (GoF: A ).
F:A™,BetG:B™C)= (GoF: A (O).
FAY BetG:BYL0y= (GoF: AL ).

FiAY By (F 1B Aet FloF =1dy).



