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5.3.3 Course à charge nulle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
5.3.4 Charge critique (flambage) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
5.3.5 Charge en traction-compression : modèle simplifié . . . . . . . 82
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6.3 Pivot RCC à deux lames . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
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Préface

La poursuite permanente de la miniaturisation conduit à des produits intégrant
un nombre croissant de fonctions dans un volume toujours plus réduit. Les instal-
lations de production, quant à elles, voient leur complexité, leurs dimensions, leurs
coûts de construction et de maintenance ainsi que leur consommation d’énergie aug-
menter sans cesse. Les concepts de micro- et nano-fabrique ont été proposés afin
d’inverser cette tendance en remplissant un grand nombre de fonctions dans un
espace restreint et confiné, isolé des perturbations mécaniques, thermiques, électro-
magnétiques, des poussières et de l’humidité. Les dimensions de ces installations sont
de quelques dizaines de dm3 et les précisions de mouvement des robots intégrés à ces
fabriques vont de quelques nanomètres au micromètre pour des courses dépassant le
centimètre.

Pour atteindre ces performances de précision et de propreté, il est indispensable
d’assurer une grande raideur des guidages et d’éviter tout frottement générateur
d’hystérésis et de poussières. Une solution avantageuse est d’équiper les robots de
paliers flexibles aux propriétés suivantes : une raideur élevée, aucun jeu, pas d’émis-
sion de particules et une réalisation relativement peu coûteuse sans système d’asser-
vissement ni apport d’énergie.

La thèse, dont cet ouvrage est issu, a établi les bases d’une méthode générale
de conception de cinématiques spatiales à guidages flexibles de haute précision. Ce
document contient les développements théoriques ainsi que les expressions et les
abaques utiles pour leur dimensionnement. Ces recherches ont également permis de
proposer et caractériser plusieurs concepts originaux de modules parmi lesquels on
peut citer une articulation à lames croisées à grande course, un guidage en translation
à rigidité réglable (la rigidité peut être imposée à zéro, voire à une valeur négative),
un robot parallèle à 2 rotations d’axes coplanaires et un autre robot parallèle à 3
translations. Les limites de fabrication par électroérosion d’articulations flexibles ont
été établies pour différents matériaux et leur comportement étudié en détail.

Cet ouvrage très complet où se côtoient harmonieusement concepts, méthodes,
résultats et exemples de réalisation intéressera tout ingénieur passionné par les mé-
canismes de haute précision, les microsystèmes, la robotique, la cinématique ou
la micro-fabrique. Il y trouvera une forte stimulation à l’innovation, des solutions
concrètes et une méthode rigoureuse de dimensionnement.

Professeur Reymond Clavel
Institut de systèmes robotiques, EPFL

17 juin 2001
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Avant propos

Cet ouvrage traite des structures mécaniques articulées qui constituent l’un des
éléments limitants des robots et des mécanismes de précision actuels. Résultant
d’évolutions apportées aux structures des premières machines et des premiers robots
industriels, elles utilisent généralement des guidages lisses ou roulants miniaturisés.
Cette approche a aujourd’hui pratiquement atteint ses limites en termes de précision
pour des raisons inhérentes au principe physique de guidage, telles que la présence
de frottement, la faible rigidité des éléments roulants de petites dimensions et les
tolérances de fabrication.

Les guidages flexibles reposent sur le principe physique de l’élasticité de la matière
qui ne souffre pas des limites de précision du contact glissant ou roulant entre solides.
Ils présentent les avantages d’être exempts de frottement, d’usure et de jeu, de ne pas
nécessiter de lubrification et de pouvoir être réalisés de manière monolithique donc
très compacte, précise et rigide. Ainsi, ils sont compatibles avec une augmentation
de la précision des robots, non pas de quelques pour cent, mais de plusieurs ordres
de grandeur.

Bien que les guidages flexibles soient connus et utilisés depuis plusieurs dizaines
d’années, les méthodes de conception qui sont proposées dans l’état de l’art restent
fragmentaires. Ainsi, l’objectif principal de cet ouvrage est le suivant :

Etablir les bases d’une méthode générale de conception des
structures articulées à guidages flexibles de haute précision.

Il offre un catalogue de guidages flexibles, des principes de conception, des méthodes
d’analyse et de synthèse et des règles au dimensionnement sous forme de formules,
de lois de similitudes et d’abaques. L’approche novatrice adoptée vise à effectuer un
saut technologique dans le domaine des structures articulées qui sorte la robotique
de haute précision de l’impasse dans laquelle elle se trouve et lui ouvre la voie vers
un très vaste spectre d’applications inaccessibles aujourd’hui.

La poursuite de cet objectif est également l’occasion d’explorer les limites du
micro-usinage par électroérosion à fil et de réaliser des robots démonstrateurs ré-
pondant aux besoins d’entreprises impliquées dans le domaine de la robotique de
haute précision.

La première partie du livre traite la théorie. Elle commence par le rappel des
fondements de la théorie de la mécanique des structures et l’interprétation en ses
termes des notions de rigidité, de course et de charge admissible. Cette théorie
est ensuite appliquée aux articulations flexibles élémentaires (lames, fils, barres de
torsion) pour calculer les paramètres essentiels à la conception de guidages. Cette
étude montre également quel rôle cinématique peuvent jouer ces articulations en
déterminant le nombre et la nature des degrés de liberté de chacune d’elles. La théorie
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est ensuite appliquée aux guidages flexibles à un degré de liberté en translation et
en rotation les plus courants. Ceci est réalisé de manière à aboutir à des formules
simplifiées qui soient d’utilisation et d’interprétation aisées. Les lois de similitude
sont également décrites et des abaques de dimensionnement sont tracés.

La deuxième partie du livre aborde les aspects expérimentation et techno-
logie. Nous explorons les limites technologiques de l’électroérosion à fil, qui est le
procédé d’usinage le mieux adapté à la fabrication de structures flexibles. Des es-
sais expérimentaux nous ont permis de trouver les limites de ce procédé d’usinage
en termes de géométries usinables (élancement des profils et des sections, fentes,
rayons), d’état de surface (rugosité, profondeur de la zone modifiée), de vitesse et
de coût. Nous avons ensuite sélectionné un sujet d’expérience pour tester les for-
mules théoriques. Il s’agit du col circulaire (isthme de matière reliant deux segments
rigides) que nous avons considéré comme étant l’articulation élémentaire la plus
représentative de l’ensemble des autres articulations. Nous avons alors réalisé des
mesures de rigidité (mesures réalisées sur 25 tables à quatre cols circulaires) ainsi
que des essais de fatigue (essais réalisés sur 217 cols circulaires). La conclusion de ces
mesures est que si la rugosité des surfaces électroérodées est faible (Ra ! 0.2 µm),
alors les modèles théoriques sont corroborés par nos expériences. Si la rugosité est
plus importante, alors il faut apporter des corrections aux formules utilisées. Ces
corrections étant corrélées avec les paramètres d’usinage, elles peuvent donc être
déterminées expérimentalement pour une technologie d’usinage donnée.

La troisième partie décrit la méthode de conception qui consiste en l’exercice
itératif de traductions analytiques et synthétiques entre les structures à guidages
flexibles et celles analogues à guidages idéaux. Cette approche permet d’utiliser les
méthodes classiques de conception cinématique pour synthétiser ou analyser des
structures flexibles. Ensuite les limites technologiques établies dans la seconde par-
tie sont prises en considération dans le modèle théorique pour montrer les limites
actuelles des guidages flexibles en termes de courses. Nous établissons également
des principes de conception qui permettent de maximiser les courses des guidages
et d’augmenter ou de diminuer leurs rigidités. Enfin, plusieurs démonstrateurs ori-
ginaux, réalisés selon des cahiers des charges établis par des industries impliquées
dans la robotique de précision, illustrent la mise en application de la méthode et
montrent à la fois son efficacité et son grand potentiel créatif.

La démarche méthodique de cet ouvrage et les principes généraux de conception
auxquels il a abouti ont conduit aux contributions nouvelles suivantes :

– Etablissement d’une méthode de conception originale et invention de structures
flexibles inédites.

– Développement de modèles théoriques et de formules de dimensionnement ori-
ginaux.

– Mise au point de protocoles expérimentaux nouveaux.
Cet ouvrage se veut être non seulement un outil de conception, mais également

un tremplin pour la créativité des ingénieurs et chercheurs qui y feront appel.
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Département de Microtechnique le l’Ecole Polytechnique Fédérale de Lausanne au
mois de juin 2000. Ce travail est une contribution au projet n◦6.01 ARTIST du
Programme Prioritaire MINAST du Conseil des Ecoles Polytechniques Fédérales
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Contexte

Depuis le début du XXe siècle, la miniaturisation est devenue l’une des tendances
les plus marquées de l’évolution technique. Il se trouve en effet qu’elle est un moyen
efficace d’augmenter les performances des systèmes techniques. C’est ainsi que les
appareils microtechniques tels que les téléphones mobiles, les stimulateurs cardiaques
ou les prothèses auditives par exemple voient leurs dimensions diminuer rapidement
au fil des années. Il en va de même de leurs composants (circuits intégrés, composants
opto-électroniques, microsystèmes, etc.) qui nécessitent des moyens de production
d’une précision sans cesse meilleure pour être fabriqués 1. Cette tendance s’accélé-
rant, il est indispensable d’adapter les instruments et les outils qui permettent de
percevoir et d’agir à l’échelle du micromètre, voire du nanomètre 2. Lorsque l’adap-
tation d’outils existants ne suffit plus aux besoins de la miniaturisation, il devient
nécessaire d’en inventer de nouveaux.

Les robots de haute précision constituent l’une des catégories d’outils qui nous
permettent d’agir sur la matière à l’échelle sub-micrométrique 3. Ils permettent d’ac-
complir, de manière généralement automatique, des tâches de manipulation, d’usi-
nage et d’assemblage qui dépassent de très loin les capacités manuelles de l’être
humain et ne peuvent, à l’heure actuelle, être réalisées par aucun autre moyen. Ces
robots sont le résultat de l’évolution des premiers robots industriels. La structure
mécanique, les actionneurs, les capteurs et la commande de ces robots ont été adap-
tés pour les besoins de la haute précision. Dans le cas des structures mécaniques,
cette adaptation a conduit à l’amélioration des guidages lisses et roulants utilisés
pour les articuler. Or cette progression a pratiquement atteint ses limites en termes
de précision pour des raisons physiques, telles que la présence de frottement, la faible
rigidité des éléments roulants de petites dimensions et les tolérances de fabrication.

1. Bien que la miniaturisation des systèmes s’accompagne d’une diminution du nombre d’élé-
ments qu’ils comportent, grâce à l’intégration d’un nombre maximal de fonctions dans un nombre
minimal de composants, les systèmes conservent nécessairement une interface avec le monde ma-
croscopique, qu’elle soit électrique, magnétique, optique ou mécanique. Les robots représentent un
outil indispensable à la réalisation de ces interfaces qui constituent souvent le talon d’Achille des
microsystèmes.

2. Le nanomètre (10−9 mètre) est une longueur d’un millième de micromètre, soit un millionième
de millimètre.

3. Les technologies du silicium ou les biotechnologies sont d’autres exemples de moyens non
robotiques d’agir sur le monde sub-micrométrique.
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Ces limitations sont intrinsèques au principe de guidage qui repose sur le frottement
ou le contact roulant entre solides. Le seul moyen de les dépasser est de changer
radicalement de principe physique de guidage pour en adopter d’autres qui soient
compatibles avec une augmentation de la précision des robots, non pas de quelques
pour cent, mais de plusieurs ordres de grandeurs. C’est le cas par exemple des gui-
dages sans contact tels que les guidages magnétiques, à air, ou hydrostatiques et des
guidages à articulations flexibles (Fig.1.1) 4 dont traite cet ouvrage. Ces derniers
reposent sur le principe physique de l’élasticité de la matière qui ne souffre pas des
limites de précision du contact entre solides.

Fig. 1.1 – Exemples de guidages flexibles monolithiques électroérodés.

1.2 Intérêt des guidages flexibles

Pour montrer quel est l’intérêt des guidages flexibles, nous les comparons aux
autres types de guidages : lisses, roulants, magnétiques, hydrostatiques, hydrodyna-
miques ou à air.

1.2.1 Comparaison avec les guidages lisses et roulants

Avantages des guidages flexibles

Absence de frottement : le contact roulant ou glissant entre solides engendre
inévitablement du frottement qui est généralement néfaste pour le fonctionnement
de la liaison. Il dissipe de l’énergie, provoquant un échauffement et un phénomène
d’hystérésis mécanique. Le frottement dépend de la vitesse de déplacement relatif
entre les corps de manière hautement non linéaire, ce qui provoque à basse vitesse
un mouvement saccadé (stick & slip) qui limite la résolution des mouvements. De
plus, il est à l’origine de l’usure des parties en contact. L’utilisation des guidages
roulants, pour des mouvements de très petite amplitude n’entrâınant pas de révo-
lutions complètes des éléments roulants, conduit à des phénomènes de fretting 5 qui
limitent la durée de vie des guidages en accélérant leur usure et leur corrosion.

4. Sauf indication contraire, les figures et les photographies sont de l’auteur.
5. Le fretting est une usure induite par des débattements d’amplitude trop faible pour que

les déchets d’usure soient évacués des zones de frottement. Il subsiste alors entre les surfaces en
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Les articulations flexibles, quant à elles, sont exemptes de tout frottement solide ou
frottement de roulement. Seul subsiste le frottement intérieur du matériau 6 sollicité
élastiquement ; il est pratiquement négligeable.

Absence d’usure : l’usure des guidages lisses et roulants diminue leur précision en
modifiant leur géométrie et en augmentant leurs jeux. De plus elle est le principal
facteur limitant leur durée de vie.
Les guidages flexibles sont exempts de toute usure. Leur durée de vie n’est limitée
que par la fatigue du matériau 7 utilisé et sa corrosion éventuelle.

Absence de risque de grippage : le grippage est une forme sévère d’usure adhésive
des surfaces en frottement qui les lie ou les soude et bloque le fonctionnement du
guidage. La présence de poussières ou d’impuretés peut favoriser le grippage.

Il n’existe pas de risque de grippage avec les guidages flexibles, ce qui leur confère
une grande fiabilité, même dans des milieux peu propres.

Absence de lubrification : les guidages lisses et roulants nécessitent généralement
une lubrification pour diminuer le coefficient de frottement et l’usure. Le maintien
d’une bonne lubrification durant toute la durée de vie des mécanismes requiert un
entretien régulier. De plus les lubrifiants peuvent difficilement être utilisés dans les
salles blanches et dans le vide partiel (microscopes, satellites) car ils constituent une
source de pollution.
Les guidages flexibles ne nécessitent aucune lubrification, ne libèrent aucune parti-
cule d’usure polluante et ne requièrent pas d’entretien.

Grandes rigidités transverses : il est indispensable d’avoir une structure méca-
nique très rigide pour obtenir des mouvements de précision. La rigidité des guidages
roulants est faible s’ils ne sont pas précontraints (pression hertzienne d’un corps
roulant sur une surface de roulement) et ce d’autant plus que les corps roulants sont
de petit diamètre.
Les rigidités transverses des guidages flexibles peuvent être extrêmement élevées si
ces derniers sont bien conçus. Plus les structures sont de petites dimensions, plus
l’avantage des guidages flexibles en termes de rigidités est grand.

Absence de jeu : lorsqu’ils ne sont pas précontraints, les guidages lisses et rou-
lants présentent du jeu mécanique duquel résultent plusieurs inconvénients. Les jeux

contact une fine poudre qui accélère l’usure en la rendant abrasive. Souvent cette poudre réagit
chimiquement avec l’air en s’oxydant, ce qui aggrave encore la détérioration des surfaces : on parle
alors de fretting-corrosion.

6. Le frottement intérieur d’un matériau est généralement défini comme étant l’inverse du fac-
teur de qualité Q−1 = tg δ d’un résonateur réalisé avec ce matériau (δ est le déphasage entre la
contrainte alternative appliquée au résonateur et la déformation mesurée)(Schaller & Benoit 1979).
Pour les aciers, il est typiquement de l’ordre de 10−4 à 10−3 (Moore 1975), ce qui est tout à fait
négligeable devant le frottement solide. Les sources de frottement intérieur sont le mouvement des
dislocations, les défauts ponctuels, les précipités, le mouvement des parois de Bloch et l’effet ther-
moélastique. Le frottement intérieur est ainsi d’une toute autre nature que le frottement solide. Il
est d’ailleurs possible que l’utilisation de matériaux dont le frottement interne est élevé permette
d’améliorer les performances dynamiques des structures flexibles en amortissant les vibrations pa-
rasites indésirables.

7. Comme nous le montrons dans les parties théoriques et expérimentales, un dimensionnement
judicieux permet de garantir des durées de vie en fatigue quasi-infinies.
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des guidages diminuent la précision des structures mécaniques qu’ils articulent de
deux manières. Du point de vue statique, ils modifient la cinématique des structures
articulées de manière généralement imprévisible. Du point de vue dynamique, ils
diminuent les fréquences propres de vibrations des structures, ce qui les rend moins
précises et ils peuvent être à l’origine d’affolements 8qui provoquent des chocs né-
fastes. Lorsqu’ils sont trop gênants, ces jeux peuvent être rattrapés par des systèmes
de précontrainte mécanique, mais ces derniers complexifient les mécanismes.
Les guidages flexibles sont exempts de jeu, de par leur principe.

Pièces monolithiques : les guidages lisses et roulants sont constitués de plusieurs
pièces mécaniques assemblées. Ces assemblages augmentent généralement l’encom-
brement des guidages et les tolérances de fabrication diminuent leur précision de
construction.
Les guidages flexibles peuvent être fabriqués de manière monolithique, ce qui les rend
très compacts et précis et évite l’assemblage délicat et coûteux de petites pièces 9.
La rigidité en flexion des poutres étant inversement proportionnelle au cube des
portées, une construction compacte permet donc d’augmenter significativement la
rigidité des structures.

Inconvénients des guidages flexibles

Courses limitées : la course des guidages lisses et roulants n’est, en principe,
limitée que par la taille des éléments les constituant.
Il n’en va pas de même pour les guidages flexibles qui voient leur course limitée par
les limites élastiques de la matière. Des déformations trop importantes des parties
flexibles engendrent des contraintes qui peuvent déformer plastiquement ou provo-
quer la rupture des articulations. Ceci limite l’usage des guidages flexibles aux ap-
plications à faible course. Pour cette raison, nous avons pris soin de décrire plusieurs
principes de conception permettant de maximiser les courses des guidages.

Force de rappel : les rigidités des guidages flexibles selon leurs degrés de liberté
(rigidités naturelles) ne peuvent généralement pas être ramenées à zéro, comme le
voudraient des liaisons idéales. Lors de la déformation des articulations, il apparâıt
une force de rappel qui tend à les ramener vers leur position non déformée. Dans
certains cas, cette force de rappel qui varie avec l’amplitude de la déformation peut
être gênante : par exemple, une partie de la force des actionneurs est utilisée pour
déformer la structure élastique, ce qui réduit la force utile. Dans d’autres cas, elle
peut être utile : la force de rappel peut, par exemple, être utilisée pour précontraindre
un mécanisme et supprimer ses jeux.

Modèles géométriques complexes : les liaisons idéales élémentaires (glissières,
pivots, appuis plans, rotules, etc.) suivent des modèles géométriques dont la descrip-
tion mathématique est simple (translation le long d’une droite, rotation autour d’un

8. On dit qu’un organe de machine est affolé lorsqu’il n’est plus en contact avec les autres corps
sensés le guider.

9. Mentionnons à ce sujet que certains auteurs qualifient cette approche de concep-
tion monolithique de Design For No Assembly paradigm (DFNA)(Ananthasuresh & Kota 1995;
Kota et al. 1999).
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point, etc.). Les guidages lisses et roulants reproduisent relativement fidèlement ces
mouvements idéaux.
En revanche, les guidages flexibles suivent généralement des mouvements plus com-
plexes à décrire (translation curviligne, rotation autour d’un centre instantané se
déplaçant au cours du mouvement, etc.). Ceci complique l’établissement des mo-
dèles géométriques des structures flexibles. Notons néanmoins que ces trajectoires
se répètent avec une très grande précision. Il s’agit donc là d’une difficulté de mo-
délisation et non d’un inconvénient de fonctionnement.

Conclusion

Il est intéressant d’utiliser des guidages flexibles à chaque fois que :
- les courses sont faibles,
- la précision des mouvements doit être élevée,
- le frottement, le jeu et l’usure sont gênants,
- la lubrification est gênante ou impossible,
- la fiabilité doit être très grande,
- la présence d’une force de rappel n’est pas gênante,
- l’encombrement est réduit,
- les mécanismes réalisés sont utilisés en salle blanche ou dans le vide partiel,
- la durée de vie doit être très longue,
- aucun entretien n’est prévu.

1.2.2 Comparaison avec les guidages sans contact

Guidages magnétiques

Les guidages magnétiques supportent un corps rigide mobile au moyen d’un
champ magnétique porteur, donc sans aucun contact mécanique avec lui. Ceci ap-
porte un grand nombre d’avantages (absence de frottement solide, d’usure, de lu-
brification, etc.). Ils présentent par contre l’inconvénient de nécessiter des électro-
aimants, des capteurs et une boucle de régulation active. C’est ce qui explique leur
apparition tardive dans l’histoire des techniques. Bleuler (1984) et Schweitzer et al. (1994)
situent l’apparition des premiers paliers magnétiques dans la première moitié du
XXe siècle (Kemper 1937; Beams et al. 1946) et l’expansion de son utilisation dans
les années 1970 (Sabnis et al. 1975). Ainsi, c’est la complexité de mise en œuvre et
de fonctionnement des guidages magnétiques qui les rend peu adaptés à la réalisa-
tion de structures articulées à plusieurs degrés de liberté telles que celles qui sont
utilisées en robotique de haute précision.

Guidages hydrostatiques et hydrodynamiques

Dans les guidages hydrostatiques et hydrodynamiques, un film fluide de lubrifiant
est utilisé pour séparer les corps en frottement relatif. Le film doit être suffisamment
épais pour que les aspérités des surfaces ne se touchent pas. Le frottement solide
est alors remplacé par le frottement fluide qui est plus faible et ne provoque pas
d’usure des surfaces. Pour que le film ait assez de portance pour supporter les charges
du guidage il doit être mis sous pression. Dans les paliers hydrodynamiques, le
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film lubrifiant se forme par le mouvement relatif des pièces grâce à la viscosité du
fluide. Ces paliers présentent l’inconvénient de ne fonctionner en état de frottement
fluide que lorsque la vitesse est suffisamment élevée. Ils ne sont donc pas utilisables
pour articuler des structures de robots. Pour pallier cet inconvénient, les guidages
hydrostatiques utilisent une pompe qui injecte le lubrifiant sous pression dans des
poches, ce qui permet de produire un film fluide même à l’arrêt. Cette solution
présente l’inconvénient de nécessiter une pompe, et un circuit de récupération et de
filtrage du lubrifiant. De plus elle consomme beaucoup d’énergie.

Les guidages hydrostatiques qui sont connus depuis la fin du XIXe siècle (Girard 1865;
Thurston 1885) ne sont utilisés dans les machines-outils que depuis les années 1950
(Dowson 1998). La complexité et le coût de leur mise en œuvre font qu’ils sont peu
adaptés à la réalisation de structures articulées de robots dotés de nombreux degrés
de liberté, sauf dans des cas particuliers où les charges sont très élevées et où le
coefficient de frottement de démarrage doit être maintenu aussi bas que possible.

Guidages à air

Les guidages à air reposent sur le même principe que les guidages hydrostatiques,
mais utilisent un gaz (l’air) comme lubrifiant au lieu d’un liquide. Ceci permet de se
passer de circuit de récupération puisque l’air peut être relâché dans l’atmosphère.
Ces guidages restent néanmoins complexes et coûteux puisqu’ils nécessitent un com-
presseur d’air et un circuit d’alimentation. Les guidages à air sont connus depuis
le XIXe siècle (Willis 1828; Hirn 1854). Les premières applications datent du début
du XXe siècle mais les développements les plus importants ont été réalisés après la
Deuxième Guerre mondiale dans des applications militaires et nucléaires.

Conclusion

En comparaison avec les guidages sans contact, les guidages flexibles sont d’une
mise œuvre beaucoup plus simple et moins coûteuse : ils ne nécessitent pas de
contrôle actif de position, ni de source d’énergie externe.

1.3 Classification des éléments flexibles

Nous avons choisi de classer les éléments flexibles en trois catégories de complexité
croissante :
Articulations flexibles élémentaires : cette catégorie comprend les éléments
flexibles les plus simples, tels que les poutres, les barres de torsion ou les membranes.
A elles seules, les articulations flexibles élémentaires ne permettent généralement
pas de réaliser de liaisons mécaniques à un degré de liberté. Ces articulations n’ont
généralement pas d’équivalent proche parmi les liaisons mécaniques standard 10.

Guidages flexibles : les éléments flexibles de cette catégorie sont constitués d’une
combinaison d’articulations élémentaires et de segments rigides reliés entre eux. Les

10. Nous désignons par liaisons mécaniques standard les liaisons de catégorie inférieure (lo-
wer pairs) telles que définies par Reuleaux (1875) (voir également (Hunt 1978) ou encore
(Waldron & Kinzel 1999)), à savoir les liaisons pivot, glissière, glissière hélicöıdale, pivot glissant,
appui plan, rotule, etc.
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guidages flexibles sont les homologues des guidages lisses ou roulants des structures
articulées classiques 11. Ils ont généralement des équivalents proches parmi les liaisons
mécaniques standard.

Structures articulées à guidages flexibles : les éléments flexibles de cette der-
nière catégorie, que nous appelons aussi plus simplement structures flexibles, sont
constitués d’une combinaison de guidages flexibles et de segments rigides. Ces struc-
tures sont les homologues des structures articulées classiques. Relativement com-
plexes, elles peuvent avoir un plus grand nombre de degrés de liberté (généralement
pas plus de 6). Certains segments rigides de ces structures sont conçus pour être
entrâınés par la force motrice d’actionneurs. L’un des segments constitue la base
fixe de la structure (bloc de base) et un autre l’organe terminal mobile (bloc mobile).

1.4 Buts de l’ouvrage

Le principal objectif de cet ouvrage est le suivant :

Etablir les bases d’une méthode générale de conception des

structures articulées à guidages flexibles de haute précision.

Il a pour but de constituer un outil de conception et un instrument d’analyse dédié
aux ingénieurs et aux chercheurs travaillant dans le domaine de la robotique de
haute précision. L’approche novatrice adoptée vise à effectuer un saut technologique
dans le domaine des structures articulées qui sorte la robotique de haute précision
de l’impasse dans laquelle elle se trouve aujourd’hui et lui ouvre la voie vers un très
vaste spectre d’applications encore inaccessibles.

Cet outil consiste en un catalogue de guidages flexibles, des principes de concep-
tion, des méthodes d’analyse et de synthèse et des règles de dimensionnement sous
forme de formules, de lois de similitudes et d’abaques.

La poursuite de cet objectif est également l’occasion de pousser les limites du
micro-usinage par électroérosion à fil et de réaliser des robots démonstrateurs répon-
dant aux cahiers des charges d’entreprises impliquées dans le domaine de la robotique
de haute précision. Cet ouvrage est un outil destiné principalement aux trois pre-
mières phases de conception des robots de haute précision qui vont de l’établissement
du cahier des charges au développement de la solution retenue (Fig. 1.2). Il consti-
tue également un outil de base pour les phases d’optimisation qui sont néanmoins
plus spécifiques aux applications, donc plus difficiles à généraliser et qui nécessitent
l’utilisation d’outils complémentaires tels que l’analyse modale numérique ou la mé-
canique vibratoire, par exemple.

1.5 Délimitation du domaine d’étude

Modélisation : cet ouvrage se limite à l’étude du comportement statique des struc-
tures à guidages flexibles. L’étude se concentre en particulier sur les rigidités, les

11. Par opposition aux structures articulées à guidages flexibles, nous désignons par structures
articulées classiques le squelette des robots traditionnels qui sont constitués de segments rigides
discrets reliés entre eux par des guidages lisses ou roulants.
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1 Etablissement du Cahier des Charges : nombre de DDL, volume de travail,
encombrement, précision absolue, répétabilité, vitesse de fonctionnement,
charges, rigidités, types d'actionneurs, types de capteurs, etc.

2 Etablissement du Catalogue de Solutions : recherche de cinématiques et
pré-dimensionnement.

3 Développement de la solution retenue : dimensionnement analytique,
étude statique.

4 Réalisation d'un premier prototype (éventuellement).
5 Optimisation : simulations numériques par éléments finis, étude

dynamique, analyse modale, modèles géométriques exacts, modèle de
contrôle.

6 Réalisation d'un second prototype.
7 Intégration d'un contrôleur.
8 Tests et caractérisation.
9 Poursuite de l'optimisation, étude d'industrialisation, etc.

Fig. 1.2 – Principales phases de conception d’un robot de haute précision. Cet ou-
vrage est un outil destiné essentiellement aux trois premières phases (accolade). Elle
peut également servir de base pour les phases d’optimisation (accolade en pointillés).

courses admissibles, les charges admissibles ainsi que la cinématique des structures.
Le comportement dynamique ainsi que les phénomènes vibratoires (Del Pedro & Pahud 1989)
de ces structures ne sont, quant à eux, pas traités.
Le but de cette modélisation est d’aboutir à un outil de conception et de dimension-
nement des guidages à articulations flexibles qui soit rapide et simple d’utilisation.
Ceci nous force parfois à privilégier la simplicité des modèles plutôt que leur exac-
titude 12. Pour cette raison nous nous limitons à l’étude des articulations flexibles
dans le cadre de l’hypothèse des petites déformations 13.
Matériaux : nous nous limitons aux alliages métalliques couramment utilisés en mé-
canique. Ainsi, nous n’abordons pas la possibilité d’utiliser des polymères (Domininghaus 1993),
des composites (Hull et al. 1996), des céramiques ou des alliages à mémoires de forme
(Bellouard 2000).

Procédés de fabrication : l’étude se concentre essentiellement sur l’électroérosion
à fil qui est aujourd’hui l’un des procédés de fabrication les mieux adaptés à l’usinage
des articulations flexibles. Les possibilités d’usinage par électroérosion à enfonçage
ainsi que par fraisage ou tournage conventionnels sont également mentionnées. En
revanche, d’autres procédés d’usinage, tels que l’usinage par laser, l’usinage par jet
d’eau ou le moulage par injection ne sont pas abordés.

Type d’articulations élémentaires : nous étudions principalement les guidages
flexibles constitués d’articulations élémentaires qui sont des poutres sollicitées en
flexion ou en torsion. Les autres articulations élémentaires telles que les membranes
flexibles ou les soufflets ne sont pas abordées.

12. Lorsque nous recourons à beaucoup de simplifications, nous nous efforçons de quantifier
l’erreur induite par les hypothèses simplificatrices.
13. L’hypothèse des petites déformations stipule que la déformation des structures est suffisam-

ment faible par rapport à leurs dimensions pour négliger leur effet sur le cas de charge.
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Applications : nous abordons les structures à guidages flexibles du point de vue
de leur utilisation pour des applications de robotique de très haute précision, telles
que la micro-manipulation, le micro-assemblage ou le micro-usinage de pièces de
petites dimensions (inférieures au centimètre). En revanche, nous n’étudions que
sommairement l’utilisation des guidages flexibles dans les instruments de mesure et
dans les machines de plus grandes dimensions. Nous ne traitons pas non plus des
microsystèmes (MEMS 14) fabriqués au moyen des technologies du silicium.

1.6 Plan de l’ouvrage

Nous avons choisi de structurer le livre en trois parties.
La première partie intitulée Théorie (chap. 3 à 6) est une approche purement

théorique du sujet d’étude. Premièrement les fondements théoriques de la modé-
lisation des articulations sont présentés. Nous utilisons essentiellement la théorie
classique de la mécanique des structures (calculs de rigidités) et nous abordons éga-
lement la théorie de la mécanique de la rupture par fatigue (calcul des courses ou
déflexions maximales). Par l’application de ces théories aux articulations flexibles,
nous cherchons à déduire des principes de conception et des règles de dimensionne-
ment (formules simplifiées, lois de similitude, abaques, etc.) des structures articulées
à guidages flexibles. Cette partie aborde les deux premières catégories d’éléments
flexibles qui sont les articulations élémentaires et les guidages flexibles.

Le but de la seconde partie intitulée Expérimentation et Technologie (chap.
7 à 9) est double. En premier lieu, nous identifions les limites technologiques de l’usi-
nage par électroérosion à fil en termes de précision (tolérances de fabrication), d’état
de surface, et de géométrie. En second lieu, nous effectuons des mesures expérimen-
tales visant à tester la validité des modèles théoriques établis dans la première partie.
Lorsque les modèles ne sont pas parfaitement corroborés par l’expérience, nous mon-
trons quelles modifications peuvent leur être apportées pour renforcer leur pouvoir
prédictif.

La troisième partie décrit la Méthode de conception des structures flexibles
(chap. 10 et 11). Cette méthode traite de la synthèse et de l’analyse cinématique des
structures flexibles complexes et décrit des principes de conception permettant de
maximiser leur volume de travail et de modifier leurs rigidités. Une synthèse entre les
résultats des parties théoriques et expérimentales montre quelles sont les limites des
guidages flexibles en terme de course. Plusieurs exemples de structures flexibles que
nous avons réalisées illustrent la mise en application de la méthode de conception.

1.7 Guide de lecture

En vue de son utilisation en tant qu’outil, cet ouvrage est écrit de manière à
ce que ses parties lues séparément restent compréhensibles. Ainsi, le lecteur dési-
rant dimensionner un guidage flexible particulier peut se référer directement à la
section correspondante dans la première partie (Théorie) sans nécessairement lire
ce qui précède. De même, le lecteur curieux d’apprendre la méthode de conception,

14. MEMS : Micro-Electro-Mechanical-Systems.
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mais ne désirant pas passer au travers des développements théoriques sous-jacents
peut ne lire que la troisième partie (Méthode de conception). Dans la deuxième
partie (Expérimentation et technologie), c’est essentiellement le chapitre 7 (Limites
technologiques de l’électroérosion) qui est utile au concepteur. Les chapitres 8 et 9
(Mesures de rigidité et Essais de fatigue) dont le rôle essentiel est de valider les
modèles théoriques peuvent être omis. Le formulaire placé en annexe résume les
principales formules établies dans le livre.



Chapitre 2

Etat de l’art

Ce chapitre décrit de manière synthétique les travaux antérieurs à cet ouvrage
qui traitent des guidages à articulations flexibles. Ces derniers sont utilisés en méca-
nique de précision depuis plus de 60 ans et ont été abondamment étudiés. Toutefois,
ils traitent essentiellement de guidages à 1 ou 2 DDL particuliers, dédiés à des ap-
plications particulières (instruments de mesure, instruments optiques, applications
spatiales) et ne proposent pas d’approche générale des guidages flexibles, ni de mé-
thode de conception unifiée.

Les nombreuses références de livres, d’articles et de brevets données dans ce
chapitre sont autant de portes d’accès aux études pointues complémentaires à cet
ouvrage.

2.1 Généralités sur les guidages flexibles

Les avantages des guidages flexibles étaient déjà bien connus au début du XXe

siècle. Par exemple, Eastman (1937) présente leurs avantages, discute du choix des
matériaux et présente une structure flexible parallèle à 3 DDL en rotation 1. Il discute
de l’importance des congés de raccordement aux extrémités des cols prismatiques
pour éviter le phénomène de concentration de contrainte. Il montre que la rigidité
des guidages dépend des charges transverses qu’ils supportent. Dans le cas du pivot
à lames croisées, il montre que la variation de rigidité dépend de la direction de la
charge (Eastman 1960).

Les moyens de fabrication utilisés pour réaliser les guidages présentés à cette
époque sont l’assemblage de lames (éléments discrets) et le fraisage. La difficulté
de fabrication limite grandement leurs possibilités d’utilisation 2. A cette époque,
l’électroérosion semble trop peu connue pour être mentionnée parmi les moyens de
fabrication.

Thorp (1953) décrit un guidage en translation dont la cinématique est celle des
“barres de Watt” (Fig. 2.1) utilisant des cols prismatiques pour pivots. Il calcule

1. Il s’agit d’une structure tridimensionnelle à centre de rotation déporté (RCC : Remote Center
Compliance) comportant 6 rotules flexibles. Ces dernières sont constituées de deux cols prismatiques
mis bout-à-bout perpendiculairement (voir rotules du robot Delta Cube sect. 11.4). Elles sont
fabriquées par fraisage.

2. “The difficulty of manufacturing flexure pivots with precisely defined elastic properties tends
to limit their use to applications in which restraint plays only a secondary part” (Eastman 1960).
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également la déformée de lames fléchies chargées en traction-compression. On trouve
dans (Notes on Applied Science 1956) des descriptions du pivot à lames croisées, de
la table à deux lames parallèles, de la table compensée à deux lames parallèles,
de mécanismes de réduction de mouvement utilisant le mouvement parasite de la
table à deux lames parallèles et d’autres mécanismes à lames. Différentes méthodes
pour encastrer les lames dans les segments rigides des mécanismes sont également
décrites.

Fig. 2.1 – Barres de Watt à lames renforcées en leur centre. Pour de faibles dépla-
cements, le centre du bloc mobile suit une trajectoire approximativement rectiligne.

(Inspiré de (Bassière & Gaignebet 1966))

Depuis cette période, la plupart des ouvrages sur les mécanismes de précision pré-
sentent les guidages flexibles comme alternative aux guidages roulants ou à couteau
(Bassière & Gaignebet 1966; Trylinski 1971; Smith & Chetwynd 1992; Slocum 1992;
Nakazawa 1994; Koster 1998) (Fig. 2.2) et de nombreux articles font de brèves syn-
thèses des possibilités offertes par les guidages flexibles (Billig 1960; Jones 1962;
Sydenham 1981; Sydenham 1984). A notre connaissance, il n’existe pas d’ouvrages
abordant les structures flexibles de manière générique comme nous le faisons ici.

A B

Fig. 2.2 – Articulations élémentaires non abordées dans cet ouvrage. A : Des mem-
branes judicieusement découpées permettent de réaliser une liaison généralement à
3 DDL (deux rotations et une translation). B : Le soufflet constitue une liaison à 5
DDL (seul le DDL correspondant à la torsion autour de son axe de révolution est
bloqué.)

(Bassière & Gaignebet 1966, A)(Smith & Chetwynd 1992, B)
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2.2 Guidages en translation

2.2.1 Tables à lames parallèles

Jones & Young (1956), Yoshimura et al. (1990) et Muranaka et al. (1991) étu-
dient les imperfections du second ordre de la table à deux lames parallèles, à savoir
la rotation parasite du bloc mobile lorsque la force n’est pas appliquée à mi-hauteur
des lames (Fig. 5.1) ou lorsque les tolérances de fabrication ou de montage ont pour
conséquence que les lames ne sont pas parfaitement parallèles. Ils considèrent égale-
ment l’effet de lames dont les rigidités sont légèrement différentes et l’effet des forces
de gravité. Ces considérations les conduisent à la table compensée avec couplage (§
10.3.2).

Neugebauer (1980) détermine l’effet d’une charge en traction-compression sur la
rigidité de la table à deux lames parallèles sans pour autant aboutir à une formule
simplifiée du type (5.43).

Clay (1937) dit avoir inventé le guidage à lames parallèles compensé (Fig. 10.6)
en 1925. Remarquant que ce guidage ne produit une translation rectiligne que si
les rigidités des lames sont identiques, Jones (1951) propose d’utiliser des petits
blocs rigides que l’on peut déplacer le long des lames pour équilibrer leurs rigidi-
tés. Plainevaux (1953) (Plainevaux 1954b; Plainevaux 1954a) étudie le mouvement
parasite vertical de la table compensée sous charge et propose de rigidifier la par-
tie centrale des lames et d’utiliser un système de couplage du mouvement du bloc
intermédiaire. Genequand (1998) décrit la conception d’un tel système de manière
monolithique.

Kyusojin & Sagawa (1988) présentent des variantes originales de tables à lames
parallèles compensées.

Les grandes déformations de la table à lames parallèles ont été étudiées en détail
par De Bona & Zelenika (1992) 3.

La table hyperguidée à quatre lames parallèles (sect. 5.2) a été étudiée par
Toyoda & Tanimura (1988) qui calculent sa rigidité mais pas sa course admissible
(§ 5.2.2). Ce guidage a également été utilisé par Battles et al. (1993).

2.2.2 Tables à cols

Le col circulaire est décrit en détail par Paros & Weisbord (1965) qui en cal-
culent les rigidités en flexion et en traction-compression. Ils décrivent également la
rotule à fil de section circulaire. Ces calculs sont repris par Her & Chang (1994)
qui les utilisent pour dimensionner une table de micro-positionnement et tracer un
abaque. Chen et al. (1992) font des simulations par éléments finis de cols circulaires
et observent, pour le cas particulier testé, un écart relatif avec les résultats analy-
tiques (Paros & Weisbord 1965) inférieur à 1%. Ils effectuent une analyse modale
dynamique d’une table X Y composée de deux tables à quatre cols montées en sé-
rie. Smith et al. (1987) effectuent également des simulations par éléments finis du
col circulaire et en déduisent une formule simplifiée pour le calcul de la rigidité an-

3. Voir également (De Bona et al. 1993; De Bona & Zelenika 1993; De Bona & Zelenika 1994b;
De Bona & Zelenika 1994a).
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gulaire 4. Ryu & Gweon (1997) étudient l’influence des tolérances d’usinage sur la
précision des mouvements de la table à quatre cols circulaires.

Kuetgens et al. (1994) et Dettmer et al. (1995) décrivent une table à quatre cols
circulaires usinée par fraisage avec des outils de coupe en diamant dans un bloc de
silicium monocristallin pour un interféromètre à rayons X. La structure est entrâınée
par un actionneur piézoélectrique. La forme du bloc mobile a été optimisée par des
simulations par éléments finis de manière à minimiser sa rotation parasite.

Genequand & Schwab (1985) et Schwab et al. (1988) décrivent une table à 2
DDL dotée de leviers de démultiplication. Cette structure est articulée par des cols
prismatiques. Elle est composée de deux plaques identiques montées en parallèle, ce
qui permet aux deux actionneurs à vis d’être fixés au bâti. Matsushima & Nishi (1984)
décrivent une autre structure flexible parallèle à 2 DDL X Y .

Letonje & Janezic (1999) simulent par éléments finis le col de profil hyperbolique
et comparent sa rigidité angulaire et sa course admissible à celles du col circulaire :
pour des dimensions extérieures identiques et une même épaisseur dans la partie cen-
trale, le col hyperbolique a une rigidité naturelle plus élevée et une course admissible
plus faible que le col circulaire. King & Xu (1996) (Xu & King 1996) comparent les
cols prismatique, elliptique et circulaire par des simulations par éléments finis. Pour
la réalisation d’amplificateurs de mouvement pour des actionneurs piézoélectriques,
ils préconisent l’utilisation de cols elliptiques avec des axes dont le rapport des lon-
gueurs est de 20.

Fig. 2.3 – Table hyperguidée à huit cols prismatiques avec actionneur piézoélectrique.
(Yang et al. 1996)

La table hyperguidée à huit cols (Fig. 2.3) est simulée par éléments finis par
(Hara et al. 1990; Yang & Jouaneh 1992; Yang et al. 1996). Pour des applications
à très faible course (typiquement une centaine de micromètres de course pour des
dimensions d’une dizaine de centimètres), cette structure permet de réaliser des
guidages rectilignes aux caractéristiques quasi-linéaires.

4. Nous discutons la concordance entre ces différentes formules dans (Henein et al. 1997).
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2.3 Guidages en rotation

2.3.1 Pivots à lames croisées

Le pivot à deux lames croisées est probablement le plus connu et le plus étudié
des guidages flexibles. On trouve à son sujet de nombreux travaux 5 traitant de sa
cinématique, de ses rigidités sous charge, de la disposition relative des deux lames
et de leurs encastrements. Des pivots à lames croisées peuvent être trouvés sur le
marché (Lucas Aerospace 1991; Meizel 1999) (Fig. 2.4). Weinstein (1965a) décrit
un pivot à lames croisées préchargé dont on peut régler la rigidité angulaire par la
variation de la précontrainte d’un ressort de précharge (Fig. 2.5).

A B

Fig. 2.4 – A : Pivot à lames croisées séparées disponible sur le marché. B : Cardan
flexible monolithique découpé par électroérosion à fil dans un tube. Cette structure
comporte quatre pivots à lames croisées non séparées.

(Sydenham 1984, A)(Haberland 1978, B)

Fig. 2.5 – Système de réglage de la rigidité angulaire du pivot à lames croisées.
(Weinstein 1965a)

Haberland (1977, Haberland (1978) décrit un pivot à lames croisées non séparées
(sect. 6.2) qu’il utilise pour réaliser un cardan de gyroscope (Fig. 2.4). Payne (1997)

5. (Young 1944; Haringx 1949; Wittrick 1948; Nickols 1951; Wittrick 1951; Troeger 1962;
Weinstein 1965a; Weinstein 1965b; Weinstein 1965b; Siddall 1970; Seeling 1970;
De Bona et al. 1999).
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décrit un pivot à lames multiples, liées en leur centre. Différentes méthodes de fa-
brication des pivots à lames croisées sont décrites dans de nombreux brevets 6.

2.3.2 Pivots à cols

Tanaka & Nakayama (1982) décrivent un pivot RCC à quatre cols (Fig. 6.4) uti-
lisé pour réaliser un goniomètre de haute précision (voir également (Tanaka & Nakayama 1983)).
(Tanaka 1983) étudie le comportement dynamique d’un guidage en rotation à quatre
cols circulaires. Nous n’avons pas trouvé dans la littérature d’autres descriptions de
pivots à quatre cols (sect. 6.5).

2.3.3 Barres de torsion

L’utilisation de barres de torsion pour réaliser des guidages (Fig. 2.6 et 2.7)
est relativement peu répandue (Jones 1955; Newell 1978; Nave 1982; Brooks 1989b;
Goldfarb & Speich 1997). Elles ont davantage été étudiées pour la réalisation de
ressorts (Duchemin 1985). Boresi et al. (1993) étudient le comportement en torsion
de barres de section non circulaire. Nous reprenons certains de ces résultats à la
section 4.4.

A B

Fig. 2.6 – Pivot et cardan utilisant des barres de torsion.
(Brooks 1989b, A) (Newell 1978, B)

2.4 Structures flexibles

Plusieurs structures parallèles planes à 2 et 3 DDLXY (θZ) réalisées avec des ar-
ticulations élémentaires à cols circulaires et entrâınées par des actionneurs piézoélec-
triques sont décrites dans la littérature (Goto 1989; Ryu et al. 1997; Ryu et al. 1999).
Arai et al. (1996) décrivent une structure flexible à 3 DDL en translation X Y Z ba-
sée sur la cinématique parallèle du robot “Star” (Hervé 1993).

Davies (1999) décrit une structure parallèle à 6 DDL utilisant des articulations
élémentaires de type fil (Fig. 2.8). Suivant la manière dont elle est entrâınée, elle
peut être ramenée à une structure à 3 DDL en rotation ou à 3 DDL en translation.

6. (Troeger 1974a; Troeger 1974b; Haberland 1981; Bahiman 1983; Flaherty 1987;
Leijenhorst (van) & Suringh 1987; Paulsen 1989; Brooks 1991; Backus et al. 1991; Krivec 1996;
Genequand 1997; Payne 1997; Brooks 1989a)
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A B

Fig. 2.7 – A : Pivot utilisant deux lames en torsion. B : Cage d’écureuil.
(Nave 1982, A) (Bassière & Gaignebet 1966, B)

Fig. 2.8 – Structure flexible parallèle. Si la plaque (1) est reliée au bâti par un pivot
(15), la structure a 3 DDL en translation (cette cinématique a la même configuration
qu’un robot Delta). Si la plaque (1) est reliée au bâti par une rotule (B), la structure
a 6 DDL.

(Davies 1999)

Hara & Sugimoto (1990) décrivent une structure parallèle plane à articulations
flexibles à 3 DDL X Y θZ et une à 6 DDL utilisant des actionneurs piézoélectriques
(Fig. 2.9). Tanikawa & Arai (1999) décrit une structure parallèle à 6 DDL dont
la cinématique est celle de la plate-forme de Stewart (1965). Mentionnons enfin
Pertsch et al. (1998) qui font un état de l’art des structures flexibles utilisées en
robotique de haute précision.

2.5 Méthodologie

2.5.1 Mécanismes compliants

Aux Etats-Unis, plusieurs équipes de chercheurs ont abordé les structures flexibles,
qu’ils dénomment“mécanismes compliants 7”, de manière générique (Midha et al. 1992;
Erdman 1993; Ananthasuresh & Kota 1995; Kota et al. 1999; Burns & Crossley 1966;
Shoup & McLarnan 1971; Midha et al. 1994). Ils catégorisent ces mécanismes en

– mécanismes “partiellement compliants 8”, qui comportent des guidages lisses
ou roulants et des guidages flexibles ;

– mécanismes “complètement compliants 9”, qui ne comportent que des guidages

7. Compliant mecanisms en anglais.
8. Partially compliant en anglais.
9. Fully compliant en anglais.



18 CONCEPTION DES GUIDAGES FLEXIBLES

Fig. 2.9 – Structure flexible à 6 DDL entrâınée par des actionneurs piézoélectriques.
(Hara & Sugimoto 1990)

flexibles ;
– mécanismes à“compliance localisée 10”, qui sont partiellement ou complètement
compliants et dont les articulations flexibles reliant les segments rigides sont
de petites dimensions par rapport aux dimensions du mécanisme ;

– mécanismes à “compliance distribuée 11” qui sont partiellement ou complète-
ment compliants et dont des segments entiers sont flexibles (Fig. 2.10).

Fig. 2.10 – Mécanismes compliants à compliance distribuée. Ces structures jouent
le rôle de petits préhenseurs.

(Kota et al. 1999) (Ananthasuresh & Kota 1995)

Ces auteurs proposent une méthode de synthèse systématique des structures
flexibles reposant sur des algorithmes d’optimisation (Frecker et al. 1997; Kota 1997)
dont les paramètres d’entrée sont les forces et les charges exercées sur la structure
ainsi que les déplacements désirés. Par un processus itératif entièrement automa-
tique, l’algorithme génère une cinématique puis en optimise les dimensions.

10. Lumped compliance en anglais.
11. Distributed compliance en anglais.
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A notre connaissance, cette approche n’a été utilisée pratiquement que dans la
conception de microsystèmes (MEMS) (Kota 1999) dont les mécanismes sont bidi-
mensionnels et généralement à 1 DDL. Elle a en particulier été utilisée pour amplifier
le mouvement d’actionneurs électrostatiques, piézoélectriques ou à matériaux à mé-
moire de forme. Les non-linéarités liées aux grandes déformations ne sont par prises
en compte par ces algorithmes.

Il parâıt impossible aujourd’hui de concevoir des structures flexibles tridimen-
sionnelles à plus de 3 DDL par de tels algorithmes. En revanche cette approche
numérique pourrait être intéressante pour optimiser certains paramètres des struc-
tures conçues selon notre méthode (chap. 10).

2.5.2 Modèle des corps pseudo-rigides

Dans le but de modéliser la cinématique de guidages flexibles, Burns & Crossley (1968)
proposent de remplacer les articulations flexibles par des guidages idéaux judicieuse-
ment placés, dotés d’une rigidité naturelle non nulle et reliant entre eux des segments
rigides. Ils appellent ce modèle“modèle des corps pseudo-rigides 12”. Initialement uti-
lisée pour modéliser des structures dont la compliance est localisée, cette approche a
plus tard été utilisée pour des articulations simples dont la compliance est distribuée,
comme une poutre en console 13. Elle est utilisée pour modéliser les phénomènes non
linéaires liés aux grandes déformations des articulations flexibles, sans recourir à
l’approche analytique 14.

Fig. 2.11 – Grande déformation d’une poutre en console et sa modélisation par le
“modèle des corps pseudo-rigides.”

(Salim & Wurmus 1998)

La méthode que nous proposons (chap. 10 à 12) ressemble au “modèle des corps
pseudo-rigides” mais vise un autre but : concevoir et analyser de manière aisée des
structures flexibles tridimensionnelles ayant jusqu’à 6 DDL. Ainsi nous ne cherchons
pas à modéliser avec la plus grande exactitude possible des articulations élémen-
taires comme le font les précédents travaux, mais nous proposons une méthode

12. Pseudo-rigid-body model en anglais.
13. (Howell & Midha 1994; Howell & Midha 1995; Salim & Wurmus 1998; Howell et al. 1996)
14. La modélisation analytique des grandes déformations des lames fait intervenir des intégrales

elliptiques pour résoudre des équations différentielles non linéaires du second ordre (Hymans 1946;
Ashwell 1950; Mattiasson 1981; Munteanu et al. 1996; De Bona & Zelenika 1997). Elle est par
conséquent lourde d’utilisation.
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simple qui permet la synthèse et l’analyse de structures flexibles complexes. Nous
établissons une équivalence 15 entre structures à guidages flexibles et structures à gui-
dages idéaux, et non pas une équivalence entre articulations élémentaires et guidages
idéaux.

2.6 Applications

2.6.1 Amplification pour actionneurs piézoélectriques

Les structures flexibles sont couramment utilisées pour amplifier le mouvement
d’actionneurs piézoélectriques 16. Une approche originale consiste à découper par la-
ser une structure flexible dans une plaque de céramique piézoélectrique, puis à coller
des électrodes dans les zones que l’on désire rendre actives ou sensibles (Breguet et al. 1997;
Breguet & Clavel 1998). Cette approche permet d’avoir dans un même bloc de ma-
tière la structure mécanique, les actionneurs et les capteurs.

2.6.2 Instruments de mesure

Les structures flexibles permettent de réaliser des corps d’épreuve de capteurs de
force. Les balances de précision Mettler-Toledo (Hungerbühler & Burkhard 1994),
par exemple, utilisent un corps d’épreuve sophistiqué (Fig. 2.12) qui permet de
démultiplier la force produite par la masse pesée avant de la compenser par un ac-
tionneur électromagnétique. L’utilisation d’une structure flexible monolithique per-
met de réduire considérablement le nombre de pièces nécessaires à la réalisation du
mécanisme et d’en augmenter la précision.

Nous avons participé à la conception d’un capteur de force inventé par Odiet (1999)
qui utilise une table à quatre cols circulaires comme corps d’épreuve.

Nickols (1955) décrit un mécanisme de précision utilisant le mouvement parasite
de la table à deux lames parallèles pour produire une très forte démultiplication de
mouvement dans un instrument de mesure.

Perry (1890) aborde l’étude du ruban vrillé (Fig. 2.12 B) utilisé comme ampli-
ficateur de mouvement.

2.6.3 Instruments optiques

Des structures flexibles à 1 ou 2 DLL sont couramment utilisées pour l’aligne-
ment de composants optiques 17. D’autres sont également utilisées pour la réalisation
d’interféromètres (Bradley 1962; Deslattes 1969) ou pour déplacer des échantillons
sous des microscopes (Stone 1988; Zhao et al. 1993). Ces applications optiques pré-
sentent la particularité de ne pas produire de forces autres que celles de gravité sur

15. Nous appelons cette équivalence cinématique analogie cinématique (§ 10.1.2)
16. (Scire & Teague 1978; Sato et al. 1991; Sato et al. 1993; King & Xu 1996; Xu & King 1996;

Salim & Wurmus 1998; Jänker et al. 1998; Hladky-Hennion et al. 1998; Dörrer 1998;
Pertsch et al. 1998; Barillot et al. 1999)
17. (Jones 1952; Jones 1956b; Jones 1956a; Genequand 1983; Schwab & Genequand 1985;

Rundle 1989)
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A B

Fig. 2.12 – A : Cellule de pesée de balance Mettler-Tolédo. Cette structure flexible
monolithique découpée par électroérosion à fil dans un alliage d’aluminium a pour
rôle de démultiplier, au moyen de leviers, la force produite par la masse pesée. B :
Systèmes flexibles d’amplification de mouvement pour appareils de mesure (rubans
de torsion découpés ou plein et amplificateur à lames).

(Hungerbühler & Burkhard 1994, A) (Bassière & Gaignebet 1966, B)

les guidages. Ainsi, les exigences en termes de rigidité sont moins importantes que
dans le cas des structures de robots comme celles que nous concevons.

2.6.4 Cardans de gyroscopes

De nombreux articles et brevets décrivent des cardans flexibles utilisés pour gui-
der des gyroscopes 18. On trouve également divers cardans flexibles dont les mé-
thodes de fabrication ont été brevetées 19. Plusieurs sont fabriqués par électroéro-
sion 20 (Fig. 2.13).

Fig. 2.13 – Usinage par électroérosion d’un pivot à lames croisées monolithique.
(Craig 1981)

18. (Weisbord & Krupick 1974; Haberland 1977; Haberland 1978; Wyse 1977; Previte 1978;
Duncan 1981; Rouston 1987; Kempas 1986)
19. (Kutash 1974; Wyse 1976; Craig & Council 1978; Previte 1980; Brown 1983)
20. (Craig et al. 1979; Craig 1981; Kempas 1987; Wilkey 1989)
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2.6.5 Applications aérospatiales

La grande fiabilité de fonctionnement et l’absence de toute lubrification 21 font des
guidages flexibles des éléments mécaniques parfaitement adaptés aux applications
aérospatiales. Zago et al. (1997) décrivent par exemple un support flexible utilisé
pour isoler un dispositif de communication inter-satellites par faisceau laser des vi-
brations du satellite sur lequel il est embarqué (Zago et al. 1998). Il décrit également
une structure flexible à 2 DDL en rotation (scanner θX θY ) utilisée pour dévier un
faisceau laser avec une très haute dynamique (même type d’applications). Il décrit
enfin un guidage en translation rectiligne utilisé pour déplacer le miroir d’un inter-
féromètre embarqué sur un satellite destiné à des observations météorologiques. Le
guidage est une table compensée à quatre lames parallèles avec un levier de cou-
plage (Fig. 10.6 et 10.7). Spanoudakis et al. (2000) décrivent un autre mécanisme
à 2 DDL en rotation (θX θY ) utilisé pour incliner le miroir d’un dispositif optique
qui sera également satellisé.

Olson (1970) décrit des essais de fatigue réalisés sur des pivots à lames croisées
avec un grand nombre de cycles (108) en vue d’applications aérospatiales.

2.6.6 Assemblages isostatiques

Yoder (1986) montre différentes manières de fixer des miroirs au moyen d’ar-
ticulations flexibles de manière à ne pas induire de contraintes qui pourraient les
déformer et à minimiser les déplacements parasites dus aux variations de tempéra-
ture. Slocum et al. (1997) décrivent d’autres assemblages isostatiques reposant sur
des articulations flexibles.

2.7 Conclusion

Nous voyons au travers de cette description de l’état de l’art que les guidages
flexibles qui sont utilisés en mécanique de précision depuis plus 60 ans ont été abon-
damment étudiés. Nous remarquons également que la plupart de ces études portent
sur des guidages à 1 ou 2 DDL, alors que les structures flexibles à plus de 3 DDL
sont relativement peu nombreuses. Enfin, nous notons qu’aucune approche globale
des guidages flexibles, ni méthode de conception générale ne sont proposées 22.

Ainsi, ces travaux pointus ne peuvent être que d’une aide ponctuelle pour l’in-
génieur ou le scientifique qui cherche à concevoir une structure articulée à guidages
flexibles pour une application particulière en robotique de haute précision. Ne dis-
posant pas d’outil spécifique, le concepteur doit recourir aux théories très générales
de la mécanique des structures, de la mécanique de la rupture ou de la modélisation
par éléments finis, par exemple, pour traiter son problème. Or ces théories qui sont
généralement utilisées dans le génie civil pour la conception et le dimensionnement
de structures métalliques de bâtiments ou de ponts et dans la mécanique tradition-
nelle pour le dimensionnement des machines ne sont pas façonnées de manière à être

21. Les lubrifiants ne peuvent pas être utilisés dans le vide, même partiel.
22. La seule approche générique des structures flexibles que nous connaissions est celle dite des

“mécanismes compliants”, or comme nous l’avons relevé, elle est inadaptée à la conception de
structures tridimensionnelles ayant jusqu’à 6 DDL dédiée à la robotique de haute précision.
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directement utilisées pour la conception de guidages flexibles. Ainsi, le concepteur
doit, d’une part, appliquer ces théories à des éléments dont la modélisation n’est pas
courante et, d’autre part, se soucier de vérifier si le modèle utilisé reste valable. En
effet dans le cas particulier des guidages flexibles de haute précision, le recours à des
éléments déformables dont les dimensions sont de quelques dizaines de micromètres
et dont les variations de section sont importantes est courant. Or à cette échelle,
il est légitime de se demander si les hypothèses de base de ces théories, à savoir la
continuité, l’homogénéité et l’isotropie (sect. 3.1) restent vérifiées. Ces deux étapes
constituent un frein considérable qui ralentit et limite la conception.

Pour cette raison, nous nous sommes donnés pour objectif d’appliquer ces théories
aux principaux éléments constitutifs des structures flexibles, afin de mettre à la
disposition du concepteur des formules de dimensionnement utilisables directement
et de vérifier expérimentalement la validité de ces théories dans le cas particulier des
articulations flexibles de petites dimensions usinées par électroérosion.
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Chapitre 3

Fondements théoriques

Ce chapitre établit les fondements théoriques à partir desquels sont calculées
les rigidités et les courses des articulations élémentaires (chap. 4) et des guidages
flexibles (chap. 5 et 6). Nous reprenons les hypothèses fondamentales de la méca-
nique des structures et nous traitons des articulations flexibles élémentaires comme
des poutres sollicitées en flexion simple ou en torsion. Pour le calcul des courses
admissibles, nous utilisons comme critère de plastification le critère de l’énergie de
distortion maximale. Pour déterminer la contrainte admissible dans le matériau, nous
prenons en compte le phénomène d’endommagement par fatigue. Il est nécessaire
d’apporter un facteur de correction aux résultats obtenus par des essais de fatigue
standard si l’on veut les utiliser pour des articulations flexibles. Ce facteur de cor-
rection peut être déterminé en effectuant des essais de fatigue sur des éprouvettes
spéciales sollicitant directement des articulations flexibles (chap. 9).

3.1 Hypothèses fondamentales

Les formules et abaques présentés dans ce document sont établis à partir de la
théorie de la mécanique des structures 1. Cette théorie est basée sur trois hypothèses
concernant la constitution de la matière : la continuité, l’homogénéité et l’isotropie,
ainsi que deux hypothèses relatives à la nature des déformations : leur proportion-
nalité avec les contraintes et leur grandeur très faible par rapport aux dimensions du
solide. Pour le calcul de la déformée des poutres en flexion, nous faisons intervenir
une hypothèse simplificatrice supplémentaire : nous considérons que la courbure des
poutres est égale à la dérivée seconde de leur déformée. Ceci nous permet d’utiliser
la relation

y′′(x) !
1

ρ(x)
=

−M(x)

EI(x)
+

{

η

GA(x)

dF (x)

dx

}

(3.1)

où y′′ est la dérivée seconde de la déformée de la poutre, ρ sa courbure, M le moment
fléchissant, E le module de Young, I le moment d’inertie de la section de la poutre,
F l’effort tranchant, η un coefficient de forme 2, G le module de glissement et A l’aire

1. La mécanique des structures (Del Pedro & Gmür 2001) est également appelée résistance
des matériaux (Del Pedro 1985) ou mécanique des matériaux (Massonnet & Cescotto 1994;
Gere & Timoshenko 1990). Ces ouvrages sont ceux que nous avons utilisés lors de la rédaction
de ce chapitre.
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de la section de la poutre. Le terme entre accolades représente l’influence de l’effort
tranchant que, sauf indication contraire, nous négligeons.

Les résultats présentés dans cet ouvrage ne sont corrects que dans la mesure où
ces hypothèses sont vérifiées.

Nous considérerons que les trois premières hypothèses le sont, à condition que
les dimensions des parties flexibles des articulations restent supérieures à quelques
dizaines de micromètres 3.

Un essai de traction permet de vérifier la validité de l’hypothèse de proportion-
nalité. Cette hypothèse est généralement valable pour les alliages élastiques utilisés
pour la réalisation d’articulations flexibles.

L’hypothèse des petites déformations est celle de laquelle les articulations flexibles
risquent de s’écarter le plus. En effet, vu que nous cherchons à maximiser la course
des articulations, les déformations ont souvent de grandes amplitudes. Toutefois, la
complexité du problème nous incite à ne pas de prendre en compte l’influence des
grandes déformations dans cet ouvrage.

L’influence de l’effort tranchant sur la déformée est souvent négligeable. Dans les
cas où elle ne l’est pas, nous la prenons en compte (sect. 4.5).

3.2 Courses admissibles

La course d’une articulation flexible est le plus grand débattement (en rotation ou
en translation) qu’elle peut supporter sans rupture ni plastification. Premièrement,
le modèle théorique servant à calculer la course fait intervenir un critère de plastifica-
tion (Collins 1993) permettant de déterminer quel état de contrainte limite provoque
la plastification de l’articulation (§ 3.2.1). Deuxièmement, le modèle fait intervenir
le phénomène d’endommagement par fatigue (Pomey & Lieurade 1982; Brand 1984;
Duprat 1997; Spinnler 1997a) car l’amplitude des contraintes nécessaires pour pro-
duire la rupture diminue lorsque le nombre de cycles de sollicitation augmente (§
3.2.2). Troisièmement, le modèle fait intervenir un facteur de sécurité qui prend
en compte l’incertitude sur la limite de fatigue ainsi que les incertitudes liées aux
imperfections et aux hypothèses simplificatrices du modèle utilisé pour calculer les
contraintes dans l’articulation (§ 3.2.4).

3.2.1 Critère de plastification

Pour définir l’état de contrainte limite qui provoque la plastification de l’arti-
culation, nous utilisons le critère de l’énergie de distorsion maximale 4 qui stipule
que l’énergie fournie pour augmenter ou diminuer le volume initial ne joue aucun
rôle dans la rupture de l’équilibre élastique ; seule l’énergie fournie pour déformer le
volume entre en ligne de compte.

2. Pour les sections rectangulaires, nous avons le coefficient de forme η = 6/5.
3. Si les dimensions des zones flexibles s’approchent trop de la taille des grains de la matière, les

hypothèses de continuité, d’homogénéité et d’isotropie risquent de ne plus pouvoir être appliquées
telles quelles.

4. Le critère de l’énergie de distorsion maximale est également appelé critère de Von Mises-
Hencky ou critère du plus grand travail de distorsion.
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Flexion

Pour le calcul des courses de certaines des articulations qui nous concernent ici,
nous considérons des poutres sollicitées en flexion. Nous négligeons généralement
l’effet de l’effort tranchant. L’état de contrainte dans la matière reste donc uniaxial :
les éléments de matière constituant la poutre sont sollicités en traction-compression.
Pour cet état de contrainte la plastification survient lorsque la contrainte de traction
compression atteint une valeur limite σlim qui peut être déterminée par un essai de
traction.

Dans la plupart des cas traités dans cet ouvrage, nous avons affaire à des poutres
prismatiques de section rectangulaire. Notons h l’épaisseur de la poutre, b sa largeur.
La contrainte normale subie par un élément de matière situé à une distance y de
l’axe neutre de la poutre, dans une section où le moment de flexion est M est selon
la formule classique :

σ =
My

I
avec I =

bh3

12
. (3.2)

Les contraintes normales sont donc maximales sur les fibres externes (en y = ±h/2).
Si la contrainte maximale admissible 5 dans la matière est σadm alors le moment
maximal admissible est donc :

Madm =
bh2σadm

6
. (3.3)

Nous utilisons cette formule à maintes reprises dans les chapitres suivants.

Torsion

Pour le calcul des courses d’autres articulations nous considérons des poutres sol-
licitées en torsion pure. Dans ce cas, le critère de l’énergie de déformation maximale
établit que la plastification se produit lorsque la contrainte de cisaillement atteint
une valeur limite τlim = σlim/

√
3.

Remarque : Un autre critère de plastification couramment utilisé est le critère
du plus grand cisaillement 6. Selon ce critère, pour les poutres en flexion pure, la
plastification survient lorsque la contrainte normale sur les fibres externes atteint la
valeur limite σlim. Ce résultat est identique à celui trouvé avec le critère de l’énergie
de distorsion maximale. Toujours selon le critère du plus grand cisaillement, pour les
poutres en torsion, la plastification survient lorsque la contrainte de cisaillement τ
atteint une valeur τlim = σlim/2. Ce résultat diffère légèrement de la valeur trouvée
avec le critère de l’énergie que nous avons choisi, où τlim = σlim/

√
3. Pour les aciers,

il semble que cette dernière valeur soit la plus réaliste (Spinnler 1997a).

5. La notion de contrainte admissible est définie plus en détail au paragraphe 3.2.4.
6. Le critère du plus grand cisaillement est également appelé critère de Tresca ou critère de la

contrainte tangentielle maximum.
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3.2.2 Endommagement par fatigue

Nous venons de voir comment le critère de plastification permet de prédire la
survenue de la plastification dans une poutre soumise à de la flexion ou de la torsion,
si l’on connâıt la contrainte limite σlim qui provoque la plastification d’une éprouvette
en traction. Il s’agit à présent de déterminer plus précisément quelle est la valeur de
σlim, sachant que le phénomène d’endommagement par fatigue a pour conséquence
de la faire varier en fonction du nombre de sollicitations. Pour la connâıtre, l’on
recourt couramment à des essais de fatigue réalisés sur des éprouvettes standardisées
sollicitées avec des contraintes périodiques, analogues à celles qui se produisent dans
l’articulation que l’on cherche à dimensionner. Une fois la valeur de la contrainte
limite connue pour les éprouvettes, un facteur de correction c, tenant compte des
différences entre les conditions de l’essai de fatigue et les conditions réelles de l’arti-
culation, permet de trouver la contrainte limite σlim que supporte l’articulation. Les
fournisseurs de matière disposent fréquemment de valeurs de limites de fatigue qui
permettent d’éviter de recourir au fastidieux travail des essais de fatigue.

Essais de fatigue

Définitions : La limite de fatigue σD est la plus grande amplitude de
contrainte pour laquelle il n’est pas constaté de rupture après un nombre infini de
cycles. La limite d’endurance σD(N) est la plus grande amplitude de contrainte
pour laquelle il est constaté 50% de ruptures après un nombre fini N de cycles.

Remarque : Pour les aciers et les alliages de titane, la limite de fatigue σD cor-
respond approximativement à la limite d’endurance pour 107 cycles σD(107). Ceci
n’est généralement pas le cas pour d’autres alliages tels que ceux d’aluminium ou de
cuivre pour lesquels il n’existe parfois pas de limite de fatigue.

Modes de sollicitation : Les essais de fatigue s’effectuent généralement selon
l’un des cinq modes de sollicitation suivants : efforts axiaux (traction ou compres-
sion), flexion plane, flexion rotative, torsion ou contraintes combinées. On distingue
également les modes de sollicitation par le taux de variation de contrainte 7R dont
les valeurs typiques nous concernant sont : R = 0 pour les contraintes répétées et
R = −1 pour les contraintes purement alternées.

Pour pouvoir déduire avec le plus de précision possible σlim à partir des essais
de fatigue, nous avons intérêt à ce que le mode de sollicitation utilisé lors de l’essai
soit le plus semblable possible au mode de sollicitation que subit l’articulation. Par
exemple, pour une articulation dont les parties flexibles sont sollicitées en flexion
dans les deux directions autour de sa position nominale, nous utilisons la limite
de fatigue du matériau en flexion plane sous contraintes purement alternées. Si le
fournisseur de matière ne dispose pas de cette valeur, il est possible d’utiliser la
limite de fatigue pour un autre mode de sollicitation à condition de faire intervenir
un facteur de correction. Pour le choix de ce facteur de correction nous pouvons
donner les indications suivantes :
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– la limite de fatigue en flexion est supérieure à celle en traction, qui est elle-
même supérieure à celle en torsion ;

– la limite de fatigue sous contraintes répétées est supérieure à celle sous contraintes
alternées.

3.2.3 Facteur de correction

Plusieurs facteurs influencent la résistance à la fatigue du matériau d’une arti-
culation qui peut s’écarter considérablement de celle des éprouvettes standardisées.
Voici les principaux paramètres :

– L’état de surface résultant de l’usinage et du traitement éventuel de la pièce : il
comprend la rugosité superficielle, l’état structural des couches superficielles du
matériau (écrouissage, phénomènes thermiques) et les modifications de l’état
de contrainte (contraintes résiduelles).

– La taille des pièces : lorsque la taille diminue, la probabilité de présence de
défauts diminue et l’appui des couches augmente (effet d’échelle) 8. Ces deux
phénomènes tendent à augmenter la limite de fatigue.

– La contrainte moyenne : l’intensité de la contrainte statique à laquelle se su-
perpose la contrainte cyclique influence le comportement en fatigue.

– La température : la limite de fatigue diminue lorsque la température augmente.

– L’effet d’entaille 9 : il concentre les contraintes et diminue la limite de fatigue.
– La corrosion : les piqûres de corrosion peuvent se comporter comme des petites
entailles facilitant l’amorce de fissures de fatigue.

La prise en compte de tous ces facteurs permet de trouver la limite de fatigue
corrigée

σ′
D = c× σD, (3.4)

c étant le facteur de correction englobant les différents phénomènes cités ci-dessus
et éventuellement le facteur de passage d’un mode de sollicitation à l’autre (§ 3.2.2).

7. Si la contrainte varie au cours du temps entre une valeur minimale σmin et une valeur
maximale σmax alors le taux de variation de contraintes est R = σmin/σmax. Remarque : les
contraintes sont comptées comme positives lorsque la matière est soumise à de la traction, et
comme négatives en compression.

8. Effet d’échelle : lorsqu’une pièce mécanique est sollicitée en flexion ou en torsion, ses couches
superficielles sont soumises à un gradient de contraintes. Plus les dimensions de la pièce sont petites,
plus ce gradient est élevé pour une même contrainte en surface. Cette augmentation du gradient de
contrainte pour une taille des grains de matière et des défauts qui reste inchangée a pour effet que
les couches les moins sollicitées sont plus rapprochées des couches fortement sollicitées et peuvent,
par conséquent, mieux les soutenir.

9. Le terme d’entaille est utilisé pour indiquer la présence d’une discontinuité dans la forme
de la pièce qui tend à concentrer les contraintes mécaniques.
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Incertitudes

Les essais de fatigue présentent toujours un certain caractère aléatoire 10. Pour
une série de mesures apparemment identiques, on trouvera des valeurs de limite de
fatigue différentes suivant approximativement une distribution gaussienne autour
d’une valeur moyenne. Ainsi, il subsiste toujours une incertitude sur les valeurs de
σD.

De plus, il y a inévitablement une incertitude sur la valeur du facteur de cor-
rection c, liée à l’impossibilité de quantifier précisément l’influence des différents
phénomènes en jeu. Ainsi, les incertitudes sur les valeurs des limites de fatigue cor-
rigées σ′

D sont toujours supérieures aux incertitudes sur les valeurs originales σD.

Détermination de σlim

La contrainte limite σlim n’est autre que la valeur de la limite de fatigue corri-
gée σ′

D(N) correspondant au nombre N de cycles que doit supporter l’articulation.
L’incertitude sur σ′

D(N) se retrouve donc intégralement sur σlim.
Déduire la valeur de la contrainte limite σlim à partir des résultats d’essais de

fatigue standard induit inévitablement une grande incertitude sur cette valeur.

3.2.4 Facteur de sécurité

La rupture survient lorsque la contrainte réelle au sein de la matière atteint la
contrainte limite σ = σlim. Pour éviter la rupture, il faut donc garantir que les
contraintes dans l’articulation restent inférieures à cette valeur limite : σ < σlim.
Nous venons de voir qu’il subsiste inévitablement une incertitude sur la valeur de
σlim. De plus, il existe une incertitude sur la valeur de σ due aux imperfections et
aux hypothèses simplificatrices du modèle utilisé pour calculer les contraintes dans
l’articulation en fonction de sa déformation. Ces incertitudes sur les deux termes de
l’inégalité nous obligent à faire intervenir un facteur de sécurité S qui permette de
garantir qu’elle soit toujours vérifiée. Nous choisissons donc une contrainte admis-
sible σadm inférieure à σlim :

σadm =
σlim
S

. (3.5)

Nous choisirons par exemple S entre 1,5 et 3 selon la marge de sécurité 11désirée.
Cette dernière est l’écart entre la plus forte contrainte σ qui puisse apparâıtre dans
l’articulation (en tenant compte des incertitudes), et la plus faible contrainte limite
qui soit envisageable (en tenant compte des incertitudes) (fig. 3.1, 3.2 et 3.3).

10. La dispersion des essais de fatigue ne peut pas être réduite au-delà d’une certaine limite
qui est liée à des aspects physiques du phénomène : inclusions dans le matériau, hétérogénéité de
structure, etc.
11. En réalité, la présence d’une marge de sécurité positive n’exclut pas totalement la possibilité

de rupture des articulations. En effet, si les distributions statistiques de σlim et de σ sont des
distributions de Gauss, les notions de facteur de sécurité et de marge de sécurité ne peuvent être
interprétées que par une approche probabiliste. Dès lors, la marge de sécurité donne une information
sur la probabilité de rupture de l’articulation, probabilité qui diminue avec l’augmentation de la
marge, mais qui ne peut être ramenée à 0. Par souci de simplicité, nous n’adopterons pas cette
optique probabiliste dans cet ouvrage
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Fig. 3.1 – Détermination de σadm à partir d’essais de fatigue conventionnels (carrés
noirs). Exemple d’un matériau qui présente une limite de fatigue σD = σD(107)
(comme la plupart des aciers et des alliages de titane) avec lequel on veut réaliser une
articulation qui supporte un nombre infini de sollicitations. Le caractère aléatoire de
la rupture de fatigue a pour conséquence qu’il subsiste une incertitude (pointillés)
sur la courbe de Wöhler (courbe σD). Le facteur de correction c permet de trouver
la courbe de Wöhler corrigée (courbe σ′

D) correspondant à l’articulation : σ′
D =

c × σD. L’incertitude sur c induit une incertitude sur σ′
D (pointillés) supérieure à

l’incertitude sur σD. Les contraintes dans l’articulation (courbe σ) sont estimées au
moyen d’un modèle qui ne peut être qu’approximatif et laisse une certaine incertitude
(pointillés). Le choix du facteur de sécurité S = σ′

D/σadm se fait de telle sorte qu’il
subsiste une marge de sécurité entre les zones d’incertitude de σ′

D et de σ lorsque
σ = σadm.

3.2.5 Synthèse sur les courses admissibles

Pour les articulations dont les éléments flexibles sont sollicités en flexion, la course
est la déformation qui engendre des contraintes maximales de traction-compression
σ égales à la contrainte admissible du matériau σadm.

Pour les articulations dont les éléments flexibles sont sollicités en torsion, la
course est la déformation qui engendre des contraintes de cisaillement maximales τ
égales à σadm/

√
3.

La contrainte admissible σadm s’obtient à partir de la limite de fatigue ou d’endu-
rance corrigée σ′

D pour le nombre N de cycles de sollicitations en faisant intervenir
un facteur de sécurité S.

La limite de fatigue corrigée σ′
D s’obtient à partir de la limite de fatigue σD par

la prise en compte des facteurs influençant le comportement en fatigue de la pièce
réelle.

La limite de fatigue σD se mesure par des essais de fatigue standardisés dont les
résultats peuvent souvent être trouvés auprès des fournisseurs :
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Fig. 3.2 – Détermination de σadm à partir d’essais de fatigue effectués directement
sur une série d’articulations (ronds noirs). Le caractère aléatoire de la rupture de
fatigue a pour conséquence qu’il subsiste une incertitude (pointillés) sur la course
de Wöhler (courbe σ′

D). Toutefois, cette incertitude reste inférieure à celle de la
courbe σ′

D de la figure 3.1, car ici il n’y a pas besoin de faire intervenir de facteur de
correction. Cette réduction de l’incertitude permet de choisir un facteur de sécurité
plus faible sans diminuer la marge de sécurité. Ainsi, la valeur de σadm est plus
élevée et donne une course supérieure sans augmenter le risque de rupture.

– Pour que l’articulation supporte au moins un aller retour sur toute sa course, la
contrainte admissible devra être inférieure à la limite de traction du matériau :
σadm < Rm.

– Pour que l’articulation supporte plusieurs allers retours sur toute sa course
sans endurer de déformations plastiques, la contrainte admissible devra être
inférieure à la limite élastique du matériau : σadm < Re.

– Pour que l’articulation supporte N (plusieurs centaines, milliers ou millions)
allers retours sur toute sa course, la contrainte admissible devra être infé-
rieure à la limite d’endurance corrigée du matériau pour N cycles avec prise
en compte du facteur de sécurité : σadm < σ′

D(N)/S où σ′
D(N) = c× σD(N).

– Pour que l’articulation supporte un nombre infini d’allers retours sans rompre,
la contrainte admissible devra être inférieure à la limite de fatigue du matériau
avec prise en compte du facteur de sécurité : σadm < σ′

D/S où σ′
D = c× σD.

Au travers de cette approche théorique de la course des articulations flexibles
nous voyons que la principale difficulté réside dans la détermination de la contrainte
admissible σadm dans le matériau. Parmi les étapes qui nous mènent de la limite de
fatigue donnée par les fabricants σD à σadm, celle qui induit le plus d’incertitude sur
la valeur de σadm est la prise en compte du facteur de correction c. C’est la raison
pour laquelle nous avons décidé de déterminer expérimentalement ce facteur pour les
matériaux que nous utilisons le plus fréquemment. C’est ce qui est fait au chapitre
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Fig. 3.3 – Détermination de σadm à partir d’essais de fatigue conventionnels (carrés
noirs). Exemple d’un matériau qui ne présente pas de limite de fatigue (comme
la plupart des alliages d’aluminium et de cuivre) avec lequel on veut réaliser une
articulation qui supporte au moins 105 sollicitations.

9, où nous étudions en particulier l’influence de la rugosité résultant du processus
d’usinage sur le facteur de correction c.

3.3 Rigidités

3.3.1 Définitions

Soit un corps déformable sur lequel est appliquée une force P , de telle manière
que les diverses conditions de forme et de charge entrâınent un déplacement du point
d’application de P suivant sa ligne d’action. Notons f la longueur de ce déplacement.
La force est liée au déplacement par la fonction P = F (f) appelée caractéristique
force-déformation. La rigidité en translation 12 est par définition k = dF

df . En
pratique, dans la plupart des structures que nous étudions, nous faisons l’hypothèse
que la caractéristique force-déformation est linéaire, donc que la rigidité k est une
constante indépendante de la déformation f . Nous notons alors la rigidité en trans-
lation K (lettre K majuscule). L’unité de la rigidité en translation est le N/m.

Soit un corps déformable auquel est appliqué un couple C au centre d’inertie
de l’une de ses sections, de telle manière que les diverses conditions de forme et de
charge entrâınent une rotation de cette section autour d’un axe parallèle à celui de
C. Notons α l’angle de rotation de cette section. Le moment est lié à la rotation
par la fonction C = M(α) appelée caractéristique moment-déformation. La rigidité

en rotation ou rigidité angulaire est par définition kα = dM
dα . En pratique, dans la

12. Ce que nous appelons rigidité en translation (N/m) est généralement appelé plus simple-
ment rigidité dans la littérature. Nous avons choisi d’accoler systématiquement le substantif en
translation pour bien la distinguer de la rigidité angulaire (Nm/rad).
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plupart des structures que nous étudions, nous faisons l’hypothèse que la caracté-
ristique moment-déformation est linéaire, donc que la rigidité kα est une constante
indépendante de la rotation α. Nous notons alors la rigidité en rotation Kα (lettre
K majuscule). L’unité de la rigidité en rotation est le Nm/rad.

3.3.2 Rigidités des guidages à articulations flexibles

Sans liaison, un solide possède 6 DDL. La liaison de ce solide avec un élément
fixe au moyen d’un guidage mécanique bloque certains de ces DDL (DDL bloqués)
et en conserve d’autres (DDL libres)(Fig. 3.4).

Nous nommons force ou moment naturel une force ou un moment qui sollicite
le guidage selon un de ses DDL libres. Nous appelons rigidité en translation

naturelle et rigidité angulaire naturelle les rigidités liées respectivement aux
forces naturelles et aux moments naturels.

Nous nommons force ou moment transverse une force ou un moment qui sollicite
le guidage selon un de ses DDL bloqués. Nous appelons rigidité en translation
transverse et rigidité angulaire transverse les rigidités liées respectivement
aux forces transverses et aux moments transverses.

 Moment naturel

 Forces transverses
 Moments transverses 

 Force naturelle
 Forces transverses
 Moments transverses

Fig. 3.4 – Rigidités naturelles et transverses du pivot et du guidage prismatique.

3.3.3 Rigidités généralisées

Au sens strict, une rigidité en translation est le rapport d’une force et d’un dé-
placement (unité N/m) et une rigidité angulaire le rapport d’un moment et d’une
rotation (unité Nm/rad). Or pour l’étude des articulations flexibles, il est utile de
s’intéresser également aux rotations induites par des forces, ainsi qu’aux déplace-
ments induits par des moments. C’est la raison pour laquelle nous introduisons la
notion de rigidité généralisée qui est le rapport d’une force généralisée (i.e. une
force ou un moment) et d’un déplacement généralisé (i.e. un déplacement ou une
rotation). Les rigidités généralisées peuvent avoir quatre unités différentes : N/m,
N/rad, Nm/rad et N. Les rigidités généralisées des articulations élémentaires sont
définies au chapitre 4 (sect. 4.1).



Chapitre 4

Articulations élémentaires

Ce chapitre traite des articulations élémentaires qui sont les éléments flexibles de
base utilisés pour articuler les segments rigides qui composent les guidages flexibles
et les structures flexibles. Parmi les ressorts classiques, seuls les bras flexibles, les
ressorts à lames et les barres de torsion présentent des rapports de rigidités suffi-
samment élevés pour être utilisés comme articulations flexibles. Hormis les ressorts,
les membranes et les soufflets peuvent également être utilisés comme articulations,
mais ils ne sont pas étudiés ici.

Les rigidités généralisées ainsi que les courses admissibles des articulations élé-
mentaires les plus courantes (lame, fil, barre de torsion, col circulaire) sont calcu-
lées. Dans le cas du col circulaire, la complexité des calculs nous conduit à tracer
des abaques et à établir des formules simplifiées. Le calcul détaillé des rapports de
rigidités nous permet de déterminer le nombre de degrés de liberté (DDL) de chaque
articulation : 3 DDL pour la lame et le col circulaire, 5 DDL pour le fil et 1 DDL
pour la barre de torsion.

4.1 Considérations générales

4.1.1 Classification des articulations

Tout comme les ressorts, les articulations élémentaires peuvent être classées en
fonction de leur état de contrainte (Fig. 4.1). Les états de contrainte qui engendrent
des contraintes normales sont la traction ou compression simple (ressorts annu-
laires, rondelles Belleville), et la flexion (bras ou poutres flexibles, ressorts à lames,
ressorts spirales, ressorts hélicöıdaux de torsion). Les états de contrainte qui en-
gendrent des contraintes tangentielles sont la torsion simple (barres de torsion,
ressorts hélicöıdaux de traction ou de compression) et le cisaillement simple (cet
état de contrainte ne pouvant jamais exister dans un solide entier, il n’existe pas de
ressort exploitant exclusivement ce mode de sollicitation).

Mais alors que le rôle des ressorts est de stocker de l’énergie (barillet...), d’exer-
cer des forces (précharges, attaches...), de filtrer des chocs ou des vibrations (sus-
pensions...), ou de mesurer une force (corps d’épreuve, dynamomètres...), celui des
articulations est de réaliser une liaison cinématique. Cette différence a pour consé-
quence que seuls peuvent être utilisés des ressorts dont les rigidités transverses sont
beaucoup plus grandes que les rigidités naturelles (mode de sollicitation qui corres-
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pond au DDL de l’articulation). Il en résulte pratiquement que, parmi les ressorts,
seuls les bras flexibles, les ressorts à lames et les barres de torsion sont utilisables
comme articulations.

Un rapport de rigidités élevé est obtenu en exploitant d’une part le fait que, de
manière générale pour toute poutre élancée, les rigidités en traction-compression
sont beaucoup plus élevées que les rigidités en flexion et en torsion, et d’autre part,
parce que plus l’élancement des sections droites des poutres est grand (on parle alors
de lames), plus le rapport des rigidités autour des deux axes principaux d’inertie de
la section droite est grand.

Hormis les ressorts, il existe d’autres éléments élastiques pouvant faire office d’ar-
ticulations élémentaires : il s’agit des membranes et des soufflets. Dans ces éléments,
l’état de contrainte est généralement triaxial, ce qui rend leur étude complexe. C’est
pourquoi ils ne sont pas traités en détail dans cet ouvrage.

Nous classifions les articulations élémentaires selon les catégories suivantes :
– Lame : liaison à 3 DDL (sect. 4.2)
– Fil : liaison à 5 DDL (sect. 4.3)
– Barre de torsion : liaison à 1 DDL (si elle est conçue pour être rigide en
flexion)(sect. 4.4).

– Membrane : liaison généralement à 3 DDL (non traitée en détail dans cet
ouvrage, sect. 2.1)

– Soufflet : liaison à 5 DDL (non traité en détail dans cet ouvrage, sect. 2.1)

4.1.2 Définition des rigidités généralisées et des courses

Dans cette section, nous définissons les différentes rigidités généralisées 1 des ar-
ticulations élémentaires que nous calculons plus loin. Pour chacun des modes de
sollicitation décrits ci-dessus, nous définissons une course admissible qui correspond
au déplacement ou à la rotation qui engendre des contraintes normales ou tangen-
tielles égales aux contraintes admissibles.

KαM Si un moment M appliqué à l’extrémité de la poutre produit une rotation de
celle-ci d’un angle α, alors nous définissons KαM = M

α

[

Nm
rad

]

. Course admis-
sible : αM (Fig. 4.2 a).

KfM Si un moment M appliqué à l’extrémité de la poutre y produit une flèche f ,
alors nous définissons KfM = M

f [N]. Course admissible : fM (Fig. 4.2 a).

KαP Si une force P appliquée à l’extrémité de la poutre produit une rotation de celle-
ci d’un angle α, alors nous définissons KαP = P

α

[

N
rad

]

. Course admissible : αP

(Fig. 4.2 b).

KfP Si une force P appliquée à l’extrémité de la poutre y produit une flèche f , alors
nous définissons KfP = P

f

[

N
m

]

. Course admissible : fP (Fig. 4.2 b).

Kcis Soit une force P agissant sur le bloc mobile (infiniment rigide) attaché à l’ex-
trémité de la poutre de telle manière que la rotation de celle-ci soit nulle (le
bloc se translate). Si cette force produit une flèche f , alors nous définissons 2

Kcis =
P
f

[

N
m

]

. Course admissible : fcis (Fig. 4.2 c).

1. La notion de rigidité généralisée est définie à la section 3.3.
2. Nous avons choisi la notation Kcis comme Kcisaillement car pour ce mode de sollicitation, la

partie centrale de la poutre est sollicitée en cisaillement simple.
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Contraintes Normales

Traction-Compression Simple Flexion Simple

Ressorts 
annulaires

Rondelles 
Belleville

Bras flexibles

Ressorts à lames

Ressorts spiraux

Ressorts 
hélicoïdaux 
de torsion

Contraintes Tangentielles

Torsion Simple Cisaillement Simple

Ressorts
hélicoïdaux 
de traction-
compression

Pas de ressorts de ce type

Barres 
de torsion

Fig. 4.1 – Classification des ressorts selon les contraintes qu’ils subissent. Les res-
sorts encadrés peuvent jouer le rôle d’articulations élémentaires car ils ont des rigidi-
tés transverses très supérieures aux rigidités selon leur mode normal de sollicitation.
Les autres ressorts ne sont pas utilisables comme articulations flexibles car ils ont
un faible rapport de rigidités.
(Inspiré de (Duchemin 1984))

Ktrac Si une force P agissant à l’extrémité de la poutre en la sollicitant en traction
(respectivement en compression) l’allonge d’une longueur f , alors nous définis-
sons la rigidité en traction Ktrac =

P
f

[

N
m

]

. Course admissible : ftrac (Fig. 4.2
d).

Ktors Si un moment M agissant à l’extrémité de la poutre en la sollicitant en torsion
produit une rotation de cette extrémité d’un angle α, alors nous définissons
Ktors =

M
α

[

Nm
rad

]

. Course admissible : αtors (Fig. 4.2 e).

Nous pouvons définir des termes similaires pour des forces et des moments sollicitant
la poutre en flexion transverse. Nous notons alors ces rigidités Kt

αM , Kt
fP , K

t
αP , K

t
fP

et Kt
cis et les courses admissibles associées respectivement αt

M , f t
P , α

t
P , f

t
P et f t

cis

(Fig. 4.2 f, g et h).
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Fig. 4.2 – Définitions des rigidités généralisées des articulations élémentaires.

4.2 La lame

4.2.1 Définition

Nous dénommons lame toute poutre prismatique de section rectangulaire dont
la largeur b et la longueur l sont au moins dix fois supérieures à l’épaisseur h :
b > 10h et l > 10h. Les moments d’inertie de la section droite sont Ix = hb3/12 et
Iy = bh3/12 et le moment d’inertie polaire est Ip = (bh3 + hb3)/12. Nous notons E
le module de Young et G le module de glissement.

b

h

l

x
y

z

Fig. 4.3 – Lame. Paramètres géométriques : l longueur ; b largeur ; h épaisseur.

4.2.2 Rigidités

Les formules classiques de théorie de la mécanique des structures nous donnent
(en négligeant l’effort tranchant) :

KαM =
EIy
l

KfM =
2EIy
l2

KαP =
2EIy
l2

KfP =
3EIy
l3

Kcis =
12EIy
l3

(4.1)
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Pour la flexion dans la direction transverse, il suffit de remplacer Iy par Ix dans les
formules (4.1). Les rigidités en traction et en torsion 3 sont :

Ktrac =
bhE

l
Ktors =

bh3G

3l
(4.2)

Rapports de rigidités

– Rigidité angulaire transverse versus rigidité angulaire naturelle :
Kt

αM/KαM = Ix/Iy = (b/h)2. Si b > 10h alors Kt
αM/KαM > 100. Nous pou-

vons donc considérer le DDL en rotation correspondant à la flexion transverse
comme bloqué.

– Rigidité en torsion versus rigidité angulaire naturelle 4 :
Ktors/KαM = 4G/E ! 1.5. La rigidité en torsion étant du même ordre de
grandeur que la rigidité en flexion naturelle, nous pouvons considérer le DDL
correspondant à la torsion comme libre.

– Rigidité en traction-compression versus rigidité en translation naturelle :
Ktrac/Kcis = (l/h)2. Si l > 10h alors Ktrac/Kcis > 100. Nous pouvons donc
considérer le DDL en translation correspondant à la traction-compression comme
bloqué.

– Rigidité en translation transverse versus rigidité en translation naturelle :
Kt

cis/Kcis = Ix/Iy = (b/h)2. Si b > 10h alors Kt
cis/Kcis > 100. Nous pouvons

donc considérer le DDL en translation correspondant à la flexion transverse
comme bloqué.

Bilan :

Une lame constitue une liaison à 3 DDL (deux rotations et une trans-
lation) dont les rapports de rigidités sont d’autant plus élevés que les
rapports b/h et l/h sont élevés.

4.2.3 Courses

Pour les mouvements selon les 3 DDL naturels, nous obtenons les courses sui-
vantes 5 :

αM =
2σadml

Eh
fcis =

σadml2

3Eh
αtors =

τadml

hG
où τadm =

σadm√
3

(4.3)

Pour les mouvements selon les 3 DDL transverses, nous obtenons les courses sui-
vantes :

αt
M =

2σadml

Eb
f t
cis =

σadml2

3Eb
ftrac =

σadml

E
(4.4)

3. Nous tirons cette formule qui n’est valable que pour des sections très élancées (b >> h) de
(Massonnet & Cescotto 1994).

4. Le module de Young et le module de glissement sont liés par la relation G = E/(2(1+µ)). Or
la plupart des matériaux que nous utilisons pour réaliser des articulations flexibles ont un coefficient
de Poisson µ = 0.3 donc G ! E/2.6.

5. Remarque : pour le calcul de la course angulaire en torsion αtors nous utilisons la formule
de la contrainte tangentielle en fonction du moment de torsion τ = 3M/(bh3G). Cette formule
donnée par Massonnet & Cescotto (1994, page 148) n’est valable que lorsque l’élancement de la
section est grand (b >> h).
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4.3 Le fil

4.3.1 Définition

Nous dénommons fil toute poutre prismatique dont les deux moments d’inertie de
la section droite sont proches (Ix ! Iy) et dont l’élancement du profil est supérieur à
10 (l/m > 10, m étant la plus grande des dimensions de la section). Nous n’étudions
ici que les deux cas particuliers les plus courants qui sont les fils de section circulaire
(diamètre d ; moments d’inertie Ix = Iy = πd4/64 et Ip = πd4/32) et carrée (côtés
h = b ; moments d’inertie Ix = Iy = h4/12 et Ip = h4/6).

h

l

b d
l

Fig. 4.4 – Fils de sections carrées et circulaires. Paramètres géométriques : l lon-
gueur ; h épaisseur ; b largeur (b = h) ; d diamètre.

4.3.2 Rigidités

Toutes les rigidités calculées pour la lame (4.1, 4.2) sont également valables pour
les fils de section circulaire et carrée sauf les rigidités en torsion 6 qui s’écrivent
respectivement :

K◦
tors =

GIp
l

K#
tors = 0.141

h4G

l
(4.5)

Rapports de rigidités

– Rigidité angulaire transverse versus rigidité angulaire naturelle :
Les deux moments d’inertie étant voisins (Ix ! Iy), nous avons Kt

αM ! KαM

aussi bien pour les sections circulaires que carrées.
– Rigidité en torsion versus rigidité angulaire naturelle :
K◦

tors/KαM = 2G/E ! 0.77 ; K#
tors/KαM = 1.7G/E ! 0.65 . Les rigidités en

torsion sont du même ordre de grandeur que la rigidité en flexion naturelle, qui
est elle-même voisine de la rigidité angulaire transverse : nous pouvons donc
considérer les 3 DDL en rotation comme libres.

– Rigidité en traction-compression versus rigidité en translation naturelle :
K◦

trac/K
◦
cis = (4/3)(l/d)2. Si l > 10d alors K◦

trac/K
◦
cis > 133.

K#
trac/K

#
cis = (l/h)2. Si l > 10h alors K#

trac/K
#
cis > 100.

Nous pouvons donc considérer le DDL en translation correspondant à la traction-
compression comme bloqué.

6. Nous tirons cette formule de (Massonnet & Cescotto 1994).
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– Rigidité en translation transverse versus rigidité en translation naturelle :
Les deux moments d’inertie étant voisins (Ix ! Iy), nous avons Kt

cis ! Kcis

aussi bien pour les sections circulaires que carrées. Nous pouvons donc consi-
dérer les DDL en translation correspondant aux translations transverses et
naturelle comme libres.

Bilan :

Un fil constitue une liaison à 5 DDL (seule la translation sollicitant
le fil en traction-compression est bloquée) dont les rapports de rigidités
sont d’autant plus élevés que le profil est élancé (rapports l/h pour les
sections carrées et l/d pour les sections circulaires élevés).

4.3.3 Courses

Fil de section circulaire

Pour un fil de section circulaire de diamètre d, nous avons les courses angulaires
suivantes :

α◦
M = αt◦

M =
2σadml

Ed
α◦
tors =

2τadml

Gd
où τadm =

σadm√
3

(4.6)

et les courses en translation suivantes :

f ◦
cis =

σadml2

3Ed
f t◦
cis =

σadml2

3Ed
f ◦
trac =

σadml

E
(4.7)

Fil de section carrée

Pour un fil section carrée de côté h, toutes les courses calculées pour la lame (4.3,
4.4) sont également valables (avec b = h) sauf la course en torsion qui s’écrit 7 :

α#
tors =

1.48 τadml

Gh
où τadm =

σadm√
3

(4.8)

4.4 La barre de torsion

La rigidité en torsion des poutres dont la section est ouverte et formée de
parois minces ne dépend pratiquement pas de la forme de la section (Fig. 4.5)
(Massonnet & Cescotto 1994, page 148). On peut considérer sans grande erreur que
les différents rectangles (dimensions h et b avec b > 10h) qui composent la section
résistent à la torsion indépendamment l’un de l’autre. Pour une poutre composée de
n rectangles de dimensions hi, bi (1 < i < n), la rigidité en torsion s’écrit donc

Ktors !
G

3l

n
∑

i=1

h3
i bi. (4.9)

7. Pour le calcul de la course en torsion du fil de section carrée, nous calculons la contrainte
de cisaillement à l’aide de la formule τ = M/(0.208h3) donnée par Massonnet & Cescotto (1994,
page 148).
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La rigidité en flexion, quant à elle, dépend grandement de la disposition de ces
rectangles. Il est donc possible, par un choix adéquat du profil, d’obtenir un rapport
élevé entre les rigidités en flexion et la rigidité en torsion.

Si elle est conçue de manière à être rigide en flexion, une barre de torsion
constitue une liaison à 1 DDL en rotation.

a b c d e

bi

h i

Fig. 4.5 – Sections ouvertes à parois minces. Des barres de torsion ayant ce type
de sections sont plus rigides en flexion qu’en torsion, ce qui permet de réaliser des
liaisons à 1 DDL en rotation.

4.4.1 Encastrement des extrémités

Il est important de noter que la formule (4.9) n’est valable qu’en torsion uni-
forme, c’est-à-dire que lorsque toutes les sections droites peuvent gauchir librement.
Boresi et al. (1993) donnent la rigidité d’une poutre prismatique à parois minces et
de section ouverte qui est encastrée de telle sorte que ses deux extrémités ne peuvent
pas gauchir :

K"
tors !

JG

l − 2α tanh l
2α

où α =
h

2

√

EIp
JG

et J =
1

3

n
∑

i=1

h3
i bi (4.10)

Ip est le moment d’inertie polaire de la section 8. Il est intéressant de comparer cette
formule à (4.9) au travers d’un exemple pour illustrer l’influence de l’encastrement
sur la rigidité angulaire. Considérons deux poutres en I identiques dont l’une a ses
extrémités libres de gauchir et l’autre ses extrémités encastrées dans des blocs rigides
les empêchant de gauchir (Fig. 4.6). Nous avons tracé (Fig. 4.7) la rigidité angulaire
de ces deux poutres en fonction de leur longueur. Nous voyons que pour des poutres
peu élancées (l/b petit), la poutre aux extrémités encastrées est beaucoup plus rigide
en torsion que la poutre dont les extrémités sont libres de gauchir. Plus la poutre est
élancée, plus cette différence s’atténue. Ceci s’explique par le fait que l’encastrement
induit des contraintes de traction-compression dans les pans horizontaux de la poutre
(barres inférieures et supérieures du I), contraintes qui se dissipent au fur et à mesure
que l’on s’éloigne de l’encastrement. Ainsi, si elles sont élancées, les poutres A et B
(Fig. 4.6) ont leur partie centrale qui subit le même cas de charge. Ceci se voit si l’on
trace la rotation de l’extrémité de la poutre en fonction de la longueur (Fig. 4.7).

8. Les formules des moments d’inertie polaire des sections en I ou en U par exemple peuvent
être trouvées dans la plupart des ouvrages sur la mécanique des structures. Par exemple
(Massonnet & Cescotto 1994; Gere & Timoshenko 1990).
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M

Mhb

b h

A l M

M

B

Fig. 4.6 – Barres de torsion avec extrémités libres de gauchir (A) et encastrées (B).
Les cotes que nous avons choisies pour l’exemple sont : h =0.5mm et b =10mm. Pour
tracer les courbes (Fig. 4.7) nous avons fait varier l entre 0 et 5mm. Le moment
d’inertie polaire de cette poutre est Ip = bh3.
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Fig. 4.7 – Influence de l’encastrement des barres de torsion sur leur rigidité angu-
laire : seule la déformation des extrémités des poutres est affectée par l’encastrement.
Les paramètres que nous avons choisis pour tracer cet exemple sont : E =210 GPa ;
G =81 GPa ; M =10 Nm ; les paramètres géométriques sont ceux de la figure 4.6.

Ainsi, lors de la réalisation de guidages flexibles à partir de barres de torsion, il
faut veiller à ce que la fixation des extrémités des barres aux blocs rigides n’entrave
pas leur liberté au gauchissement. Cela permet de diminuer leur rigidité en torsion
sans affecter leurs rigidités transverses, ce qui a pour conséquence d’augmenter leurs
rapports de rigidités. Cela a aussi pour effet de diminuer les contraintes normales que
subissent les barres au niveau de leurs extrémités et d’augmenter ainsi leur course
admissible. La réalisation pratique de telles liaisons est très délicate et difficile à
étudier analytiquement. Nous renvoyons le lecteur à l’ouvrage de Boresi et al. (1993)
pour plus de détails à ce sujet.

4.4.2 Axe de torsion

Une force agissant sur une poutre prismatique de section quelconque en porte-
à-faux ne fléchit cette dernière sans la tordre que si elle passe par l’axe de torsion.
Cet axe coupe la section de la poutre en un point que nous appelons le centre de
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torsion C. Pour les sections possédant deux axes de symétrie, le centre de torsion
se trouve à l’intersection de ces axes, qui cöıncide avec le centre d’inertie G de l’aire
de la section. Pour les sections ne possédant qu’un seul axe de symétrie, le centre de
cisaillement se trouve sur cet axe mais ne cöıncide pas avec le centre d’inertie G de
la section. Dans ce dernier cas, la localisation exacte du centre de cisaillement est
complexe et sort du cadre de cet ouvrage. Nous renvoyons le lecteur à l’ouvrage de
Boresi et al. (1993) qui traite ce sujet en détail. Nous nous contentons ici de donner
les formules de la position du centre de cisaillement de la section en U et en secteur
de cercle qui présentent la propriété intéressante de pivoter autour d’un point situé
à l’extérieur de la section. La figure 4.9 montre où se trouve le centre de cisaillement
des sections les plus courantes.

C

A

C

B

Fig. 4.8 – L’axe de torsion d’une barre en U est situé à l’extérieur du profil : une
force passant par cet axe fléchit la barre sans la tordre (A) ; une force ne passant pas
par cet axe fléchit et tord la barre (B), faisant pivoter son extrémité approximative-
ment autour du centre de torsion C.
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Fig. 4.9 – Position du centre de torsion C de différentes barres de torsion.

eu =
b

2 + 1
3
twh
tf b

;
ec
R

=
2(sin θ − θ cos θ)

θ − sin θ cos θ
;

ei
b
=

1− b2
1

b2

2 + 2b1
b + twh

3tf b

, b1 < b. (4.11)
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4.5 Le col circulaire

4.5.1 Définition

Nous dénommons col circulaire 9 toute poutre de section rectangulaire et d’épais-
seur variable dont le profil décrit deux demi-cercles concaves (Fig. 4.10) et dont le
rayon r des demi-cercles est au moins supérieur à cinq fois l’épaisseur minimale de
la poutre :

r

e
> 5. (4.12)

Cette condition garantit que le facteur de concentration de contrainte soit voisin
de 1, c’est-à-dire que la variation de section soit suffisamment douce pour évi-
ter toute concentration de contrainte au milieu du col (Pomey & Lieurade 1982;
Lu & Lieurade 1998). L’épaisseur de la poutre est

h(x) = 2r + e− 2
√

r2 − (r − x)2. (4.13)

Son moment d’inertie est

I(x) =
b (h(x))3

12
. (4.14)

Soit y(x) l’équation de la déformée de la poutre, y′(x) = dy
dx sa dérivée première et

y′′(x) = d2y
dx2 sa dérivée seconde. Selon l’équation (3.1) nous avons

y′′(x) =
−Mx(x)

EI(x)
. (4.15)

r
b

e

h(
x) x

y

M
ααΜΜ

x

y

y(
x)

Fig. 4.10 – Col circulaire. Paramètres géométriques : e épaisseur du col en sa partie
la plus étroite ; r rayon de l’encoche ; b largeur. Rigidité angulaire : KαM = M/α.
Course angulaire admissible : αM .

9. Remarque relative à la terminologie : la dénomination col est attribuable à l’auteur. Ce mot
est emprunté à l’anatomie qui l’utilise pour indiquer la partie la plus étroite de certains os : col du
fémur, de l’humérus, du péroné. Dans le langage courant, il indique la “partie étroite, rétrécie (d’un
récipient) : col d’une bouteille, d’un vase, d’une cornue, d’un matras. Col d’une tuyère.” (Le Grand
Robert de la langue française). Il vient du latin collum qui signifie cou. La littérature rédigée en
anglais nomme ce type d’élément flexible circular notch hinge, circular necked down flexure, ou
right circular flexure hinge (Katoh et al. 1984).
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Les rigidités généralisées et les courses du col circulaire sont plus complexes que
celles des articulations élémentaires étudiées jusqu’ici. Ainsi les formules analytiques
exactes 10 sont inutilisables de par leur complexité, et nous avons préféré tracer des
abaques par calcul numérique. Comme nous pouvons le voir sur les abaques des
pages 190 à 195, les courbes d’“iso-rigidité” tracées en fonction de l’épaisseur e et
du rayon r selon des échelles logarithmiques sont quasiment rectilignes et parallèles
entre elles. Nous pouvons en déduire qu’il existe pour ces rigidités des formules du
type

KαM = C1EbeC2rC3 , (4.16)

C1, C2 et C3 étant des constantes à déterminer, qui épousent relativement bien les
formules exactes. Les constantes peuvent être déterminées numériquement pour un
point donné de l’espace des solutions (e, r). Nous avons donc défini un col standard 11

pour lequel les formules simplifiées sont optimisées.

Col standard : e = 50 · 10−6 m et r = 3 · 10−3 m. (4.17)

Nous avons également défini un sous-ensemble de l’espace des solutions comme
domaine de validité 12 des formules simplifiées.

Domaine de validité : 10−6 m < e < 10−3 m , 10−4 m < r < 1 m et
r

e
> 5.

(4.18)
Nous calculons l’écart maximal entre la formule simplifiée et la formule exacte qui
apparâıt sur ce domaine pour chacune des rigidités et des courses que nous présen-
tons.

4.5.2 Rigidité angulaire

Formule exacte : Si un moment de flexion pureM est appliqué au col (Fig. 4.10)
nous avons Mx(x) = −M et la rigidité angulaire est par définition

KαM =
M

y′(2r)
. (4.19)

Nous avons utilisé cette formule pour tracer l’abaque de la figure A.2 par calcul
numérique.

Formule simplifiée 13 : Pour le col standard (4.17) nous avons déterminé numé-
riquement les coefficients de la formule (4.16) : C1 = 0.071, C2 = 2.5 et C3 = −0.5.

10. Le terme exact n’indique pas qu’une formule prédit parfaitement la réalité, mais qu’elle est
déduite rigoureusement de la théorie de la résistance des matériaux(§ 3.1).
11. Nous estimons qu’un col d’une épaisseur de 50µm et d’un rayon de 3 mm est représentatif

des cols utilisés en microtechnique et réalisés par électroérosion.
12. Nous estimons que ce domaine couvre la majorité des cols rencontrés en microtechnique.

Notons toutefois que pour des épaisseurs inférieures à une dizaine de microns, il est nécessaire de
vérifier expérimentalement si les hypothèses de la mécanique des milieux continus restent appli-
cables.
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Paros & Weisbord (1965) arrivent au même résultat par une approche analytique et
donnent la formule simplifiée KαMs ! KαM suivante :

KαMs =
2Ebe2.5

9π
√
r
. (4.20)

Sur le domaine de validité (4.18) l’écart maximal 14 entre la formule simplifiée (4.20)
et la formule exacte (4.19) est compris entre 0% et 2.6% de la valeur exacte.

Lois de similitude 15 : K∗
αM = b∗E∗ ; K∗

αM ! e∗2.5 ; K∗
αM ! 1/

√
r∗.

Abaque 16 : La rigidité angulaire est KαM = KαMnEb où KαMn est la rigidité
normalisée 17 qui est obtenue graphiquement sur l’abaque de la figure A.2.

4.5.3 Course angulaire

Formule simplifiée : Connaissant le moment maximal admissible en fonction de
la contrainte admissible (3.3) et la rigidité angulaire (4.20), on peut trouver une

13. Il est parfois nécessaire de faire des hypothèses simplificatrices supplémentaires pour établir
des formules d’une taille raisonnable à utiliser. Pour distinguer ces formules simplifiées, qui sont
approximatives, des formules exactes, nous utilisons le signe !.
14. Cet écart représente l’erreur résultant de la simplification de la formule exacte. Nous calculons

cette erreur de la manière suivante : (KαM −KαMs)/KαM . C’est exactement de la même manière
que nous calculons les erreurs des formules simplifiées suivantes.
15. Les lois de similitude sont notées de la façon suivante : K∗ = x∗ veut dire que la rigidité K est

rigoureusement proportionnelle à la grandeur physique x selon la théorie classique de la résistance
des matériaux, sans devoir recourir à d’autres hypothèses simplificatrices que celles présentées à la
section 3.1. K∗ ! x∗ veut dire que la rigidité K est approximativement proportionnelle à la gran-
deur x ; l’utilisation du signe ! indique que, pour établir cette relation de proportionnalité, des
hypothèses simplificatrices supplémentaires ont dû être introduites. Des relations de proportion-
nalité pourront être utilisées localement. C’est-à-dire que, si pour la valeur x1 nous connaissons la
rigidité correspondanteK1, alors pour une valeur x2 proche de x1 (x2 ! x1), nous pouvons déduire
la valeur correspondante en appliquant la “règle de trois”. Exemple de loi de similitude et notation :
la rigidité angulaire du col circulaire est approximativement proportionnelle à l’épaisseur e du col
élevée à la puissance 2.5. C’est-à-dire que si un col donné, d’une épaisseur e, a une rigidité angulaire
K, alors un col identique, mais d’épaisseur e′ voisine de e, aura une rigidité K ′ ! K(e′/e)2.5. Si
l’on repère par un astérisque (∗) le quotient des grandeurs homologues, nous avons K∗ = K ′/K et
e∗ = e′/e. Nous pouvons alors écrire plus simplement : K∗ ! e∗2.5. C’est cette notation que nous
avons adoptée pour indiquer les lois de similitude.
16. Une lecture graphique sur un abaque permet de remplacer le calcul au moyen de formules.

Etant donné sa rapidité, elle est particulièrement utile lors du pré-dimensionnement des articu-
lations. Les abaques sont un tracé de courbes de niveau “d’iso-rigidité” ou “d’iso-course” dans un
espace logarithmique. Cette représentation permet de n’utiliser qu’un seul graphique pour une fa-
mille de guidages dont les dimensions varient de plusieurs ordres de grandeur. Le paragraphe A.2.1
détaille la méthode de lecture de ces abaques.
17. La rigidité normalisée correspond à la rigidité d’un col dont la largeur et le module de Young

sont unitaires (b = 1 et E = 1). Son unité n’est pas celle d’une rigidité angulaire telle qu’elle est
définie au paragraphe 3.3.2. Il en va de même des autres rigidités normalisées présentées dans cette
section (sect. 4.5).
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formule simplifiée de la course angulaire du col circulaire :

αM !
3πσadm

√
r

4E
√
e

. (4.21)

Sur le domaine de validité (4.18) l’écart maximal entre la formule simplifiée et la
formule exacte est compris entre 0% et 2.6% de la valeur exacte.

Lois de similitude : α∗
M = σ∗

adm/E
∗ ; α∗

M !
√

1/e∗ ; α∗
M !

√
r∗ ; α∗

M = b∗0 (αM

est indépendant de b).

Abaque : La course angulaire d’un col circulaire est αM = αMnσadm/E où αMn

est la course normalisée qui est obtenue graphiquement sur l’abaque Fig. A.3.

4.5.4 Rigidité en translation

Formule exacte : Pour une force P agissant à mi-longueur du col (Fig. 4.11),
nous avons Mx(x) = Px− Pr. En utilisant (4.15) nous obtenons la rigidité en trans-
lation :

Kcis =
P

y(2r)
(4.22)

Dans ce cas précis, la déformation liée à l’effort tranchant est importante comparati-
vement à la déformation liée à l’effort de flexion 18. Nous avons donc pris en compte
le terme lié à l’effort tranchant dans l’équation (3.1) lors du calcul de la formule
simplifiée et du tracé de l’abaque.

P

f

Fig. 4.11 – Rigidité en translation : une force P appliquée sur le bloc mobile du
pivot de telle sorte que la direction de son vecteur passe par la partie centrale du
joint, provoque une translation verticale f du bloc mobile. La rigidité en translation
du pivot est : Kcis = P/f .

18. Ceci s’explique par le fait qu’avec cette distribution particulière du moment le long du col
circulaire, le moment fléchissant est nul au centre du col, là où il est le plus étroit. Dans cette zone,
c’est donc principalement l’effort tranchant qui est responsable de la déformation.
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Formule simplifiée :

Kcis ! 0.218
Ebe1.5

r1.5
. (4.23)

Sur le domaine de validité (4.18) l’écart maximal entre la formule simplifiée et la
formule exacte est compris entre −9% et 9% de la valeur exacte.

Lois de similitude : K∗
cis = E∗ ; K∗

cis ! b∗ ; K∗
cis ! e∗1.5 ; K∗

cis ! r∗−1.5.

Abaque : La rigidité en translation est Kcis = Kcis nEb où Kcis n est la rigidité
normalisée qui est obtenue graphiquement sur l’abaque de la figure A.4.

4.5.5 Rigidité en torsion

Le calcul de la rigidité en torsion de poutres dont la section n’est pas circulaire est
d’une grande complexité car la loi de conservation de la planéité des sections droites
n’est plus valable. On trouve toutefois dans la littérature (Massonnet & Cescotto 1994)
des formules simplifiées dans le cas des sections rectangulaires dont le rapport b/h est
très grand (4.2). Si nous considérons le col circulaire comme une succession de lames
d’épaisseurs différentes misent bout à bout (Fig. 4.12), nous pouvons en déduire sa
rigidité angulaire

Ktors =
M

α
=

bG

3

(
∫ 2r

0

1

h3(x)
dx

)−1

. (4.24)

Mαα

Fig. 4.12 – Rigidité angulaire en torsion : pour un moment pur M sollicitant le joint
en torsion et engendrant une rotation de son extrémité d’un angle α, nous avons
une rigidité en torsion Ktors = M/α.

Formule simplifiée : Nous en avons tiré une formule simplifiée

Ktors ! 0.284
Gbe2.5√

r
. (4.25)

Sur le domaine de validité (4.18) l’écart maximal entre la formule simplifiée et la
formule exacte est compris entre −0.4% et 2.2% de la valeur exacte.

Lois de similitude : K∗
tors = G∗ ; K∗

tors ! b∗ ; K∗
tors ! e∗2.5 ; K∗

tors ! 1/
√
r∗.
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Abaque : La rigidité en torsion d’un col circulaire est Ktors = Ktors nGb où Ktors n

est la rigidité en torsion normalisée qui est obtenue graphiquement sur l’abaque de
la figure A.5.

4.5.6 Rigidité angulaire transverse

Formule simplifiée :

Kt
αM ! 0.0295

Eb3
√
e√

r
. (4.26)

Sur le domaine de validité (4.18) l’écart maximal entre la formule simplifiée et la
formule exacte est compris entre −11% et 22% de la valeur exacte.

M
αα

Fig. 4.13 – Rigidité angulaire transverse : pour un moment de flexion pure M faisant
fléchir le col autour de son axe transverse d’un angle α nous avons une rigidité
angulaire Kt

αM = M/α.

Lois de similitude : Kt∗
αM = E∗ ; Kt∗

αM = b∗3 ; Kt∗
αM !

√
e∗ ; Kt∗

αM !
√
r∗.

Abaque : La rigidité angulaire transverse est Kt
αM = Kt

αMnEb3 où Kt
αMn est la

rigidité angulaire normalisée qui est obtenue graphiquement sur l’abaque de la fi-
gureA.6.

4.5.7 Rigidité en traction-compression

Formule simplifiée :

Ktrac ! 0.353
Eb

√
e√

r
(4.27)

Sur le domaine de validité (4.18) l’écart maximal entre la formule simplifiée et la
formule exacte est compris entre −11% et 22% de la valeur exacte.

Lois de similitude : K∗
trac = E∗ ; K∗

trac = b∗ ; K∗
trac !

√
e∗ ; K∗

trac ! 1/
√
r∗.

Abaque : La rigidité en traction-compression est Ktrac = Ktrac nEb où Ktrac n est
la rigidité angulaire normalisée qui est obtenue graphiquement sur l’abaque de la
figure A.7.
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P

f

Fig. 4.14 – Rigidité en traction-compression : pour une force de traction P al-
longeant le col d’une longueur f , nous avons une rigidité en traction-compression
Ktrac = P/f .

4.5.8 Autres rigidités

Rigidité en translation transverse

Etant donné que pour une sollicitation en translation transverse l’effort tranchant
ne peut pas être négligé, la rigidité Kt

cis n’est a priori ni proportionnelle à h, ni à b.
Nous ne pouvons donc pas trouver de formule simplifiée du type (4.16).

“Rigidités généralisées” KfM , KfP et KαP

Nous calculons ici d’autres “rigidités généralisées” sans en donner de formules
simplifiées. Ces termes sont utilisés plus loin (sect. 5.4).

Le premier de ces termes est le rapport entre le moment M (Fig. 4.10) et la
flèche f qu’il engendre à l’extrémité du col :

KfM =
M

f
=

M

y(2r)
(4.28)

αα

P

f

Fig. 4.15 – Rigidités généralisées KfP = P
f et KαP = P

α .

Les deux termes suivants sont liés à l’angle et à la flèche engendrés par une
force de flexion P agissant à l’extrémité du col (Fig. 4.15). Dans ce cas nous avons
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Mx(x) = −P (2r − x) et les deux termes s’écrivent

KfP =
P

f
=

P

y(2r)
et KαP =

P

α
=

P

y′(2r)
(4.29)

4.5.9 Rapports de rigidités

– Rigidité angulaire naturelle versus rigidité angulaire transverse :
Kt

αM/KαM = 0.417(b/e)2. Si b > 10e alors Kt
αM/KαM > 41. La rigidité angu-

laire transverse étant supérieure de plus d’un ordre de grandeur à la rigidité
angulaire naturelle, le DLL en flexion transverse est considéré comme bloqué.

– Rigidité en torsion versus rigidité angulaire naturelle :
Ktors/KαM = 4G/E ! 1.5. La rigidité en torsion étant du même ordre de
grandeur que la rigidité en flexion naturelle, le DDL en rotation correspondant
à la torsion est considéré comme libre.

– Rigidité en traction-compression versus rigidité en translation naturelle :
Ktrac/Kcis = 1.62r/e. Si r > 5e, alors Ktrac/Kcis > 8. La rigidité en traction-
compression étant près d’un ordre de grandeur supérieure à la rigidité en
translation naturelle, le DDL correspondant à la traction-compression peut
être considéré comme bloqué.

– Rigidité en translation transverse versus rigidité en translation naturelle :
Nous ne donnons pas de formule simplifiée de la rigidité en translation trans-
verse, donc nous ne pouvons pas calculer ce rapport de rigidité. Néanmoins,
nous pouvons prédire que comme dans le cas de la lame (sect. 4.2) ce rapport
sera grand, et ce d’autant plus que la section du profil est élancée (rapport b/e
élevé). Le DDL correspondant à la translation transverse est considéré comme
bloqué.

Bilan :

Le col circulaire constitue un liaison à 3 DDL (deux rotations et une
translation) dont les rapports de rigidités sont d’autant plus élevés que
les rapports b/e et r/e sont élevés. Le col circulaire possède les mêmes
degrés de liberté que la lame 19.

4.5.10 Col circulaire tronqué

Pour diminuer l’encombrement du col circulaire il est possible de le tronquer à
partir d’une épaisseur égale à environ 4 fois l’épaisseur minimale e en ne changeant
pratiquement pas la course admissible ni la rigidité (Fig. 4.16). En effet l’amplitude
de la déformation d’une lame en flexion est proportionnelle au cube de son épaisseur
(donc la majeure partie de la déformation a lieu dans la partie centrale du col) et
l’intensité des contraintes est proportionnelle au carré de son épaisseur. Donc à la
position, le long du col, où l’épaisseur est 4e, la contrainte est 16 fois plus faible que
dans la partie centrale (pour une sollicitation en flexion pure), il est donc tolérable,
à cet endroit, d’avoir un effet de concentration de contrainte lié au petit congé de

19. Comparé à la lame, le col circulaire présente l’avantage de ne pas présenter d’angles vifs
agissant comme concentrateurs de contraintes à ses extrémités.



ARTICULATIONS ÉLÉMENTAIRES 55

raccordement entre l’arc de cercle et l’extrémité du bras auquel il est rattaché. Un
profil elliptique (Fig. 5.29 d) remplit la même fonction que les arcs de cercle tronqués
et présente en outre l’avantage d’avoir une courbure minimale dans la partie la plus
sollicitée du col.

e e 4e

Congé de raccordement

Fig. 4.16 – Col circulaire et col circulaire tronqué pratiquement équivalent et moins
encombrant. La simulation par éléments finis montre que les contraintes sont locali-
sées dans la partie centrale du joint (les tons de gris correspondent à l’intensité des
contrainte (valeur absolue) : noir = 53 MPa ; blanc = 475 MPa).





Chapitre 5

Guidages en translation

Ce chapitre traite des guidages flexibles en translation les plus simples et les plus
courants : il s’agit de la table à deux lames parallèles, la table hyperguidée à quatre
lames parallèles, la table à quatre cols prismatiques et la table à quatre cols circulaires.
Pour chacun de ces guidages nous calculons les rigidités, les courses et les charges
admissibles. Nous montrons que, pour un encombrement et une course donnés, la
table à quatre cols prismatiques (respectivement circulaires) dont l’épaisseur des cols
h (resp. e) et la longueur lc (resp. le rayon r) sont minimaux est le meilleur de ces
guidages en termes de rapports de rigidité. Par rapport aux cols prismatiques, les cols
circulaires présentent en outre l’avantage de ne pas comporter d’angles vifs agissant
comme concentrateurs de contraintes. Ainsi, lorsque le procédé de fabrication le
permet nous préconisons l’utilisation, comme guidages en translation, de tables à
quatre cols circulaires dont le rayon des cols est minimal.

La table hyperguidée à quatre lames parallèles, quant à elle, présente l’avantage,
par rapport aux autres guidages présentés, de constituer un guidage en translation
rectiligne. Par contre, pour un même encombrement, sa course est moindre, sa ca-
ractéristique force-déformation est progressive et elle induit des efforts importants
dans les blocs de base et mobile.

5.1 Table à deux lames parallèles

5.1.1 Equilibre des forces

La table à deux lames parallèles est constituée d’un bloc de base fixe et d’un
bloc mobile reliés entre eux par deux lames flexibles parallèles qui sont identiques.
Une force 1 P̄ agissant sur le bloc mobile déforme les deux lames de manière quasi-
identique, ce qui produit une translation du bloc mobile.

Isolons l’une des deux lames. Nous pouvons décomposer les efforts agissant à
chacune de ses extrémités en une force horizontale P , une force verticale T , et un
moment M . Faisons l’hypothèse que l’amplitude de la déformation de la lame sous
l’effet de ces efforts est suffisamment faible pour que l’on puisse négliger son influence

1. Remarque relative à la notation : les lettres chapeautées d’une barre sont les grandeurs
concernant le bloc mobile de la table à lames parallèles. Comme nous le verrons dans les calculs,
il est souvent préférable d’isoler l’une des deux lames pour étudier son comportement. Nous avons
réservé les lettres sans barre pour les grandeurs ne concernant que l’une des deux lames.
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P

B

A

f

b

h

l

l/2

λλ

Bloc mobile

d

e

Bloc de base

P T1

M

P
T1

M

P T2

M

P

T2

M

O

T1

P

P
T2

M M
O

P

e

(l-
d)

l

Bloc mobile

Lames 1 et 2

Fig. 5.1 – Table à deux lames parallèles et équilibre des forces : h épaisseur des
lames ; b largeur des lames ; l longueur des lames ; e écartement des lames ; d dis-
tance entre le bloc de base et le point d’application de la force d’entrâınement P̄ ; f
déplacement horizontal ; λ déplacement vertical.

sur l’équilibre de la lame. L’équilibre des forces horizontales (respectivement verti-
cales) nous indique que les forces P (respectivement les forces T ) agissant à chaque
extrémité sont de même amplitude et de sens opposé. L’équilibre des moments nous
permet de déduire que

M =
P l

2
. (5.1)

Isolons à présent la plate-forme mobile. Elle subit les réactions des forces et des
moments agissant sur les lames, et la force P̄ agissant au point A situé à une distance
d de la base. Dans ce cas l’équilibre des forces selon l’axe horizontal nous indique
que P = P̄ /2. L’équilibre des forces selon l’axe vertical nous indique que la force
de traction T1 dans l’une des lames est égale à la force de compression dans l’autre
T1 = T2 = T . En utilisant l’équation (5.1), l’équilibre des moments au point O
donne :

T =
P̄

e

(

d−
l

2

)

(5.2)

Il en résulte que les forces T1 et T2 de traction-compression des lames s’annulent si
la force P̄ agit à une distance d = l/2 (point B) de la base. Il en résulte également
que plus le point d’application de P̄ s’éloigne de B et plus l’écartement e des lames
est petit, plus les forces de traction et compression augmentent.

Vu que les lames n’ont pas une rigidité infinie en traction-compression, la présence
d’une force T1 (respectivement T2) non nulle allonge (respectivement raccourcit) la
lame 1 (respectivement la lame 2). Ceci a pour conséquence de faire pivoter le bloc
de sortie. La table à lames parallèles n’est rigoureusement un guidage en translation
pure que si la force d’entrâınement P̄ agit sur le bloc mobile à une distance l/2 du
bloc de base.

Comme les lames sont beaucoup plus rigides en traction-compression qu’en flexion,
il est possible en première approximation de négliger l’influence des forces T1 et T2

sur leur déformée, auquel cas la table à deux lames parallèles peut être considé-
rée comme un guidage en translation pure même lorsque la force d’entrâınement P̄
n’agit pas à une distance l/2 du bloc de base. Il faut toutefois bien garder à l’esprit
que ceci est une approximation qui est d’autant plus mauvaise que l’intensité de ces
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forces est grande. On a donc intérêt à minimiser T par une conception judicieuse.
Ceci peut se faire essentiellement de deux manières :

– en rapprochant au maximum le point d’application de la force P̄ du point B
situé à une distance l/2 de la base ;

– en maximisant l’écartement e des lames.
Le paragraphe 5.1.5 étudie plus en détail l’effet des forces de traction et de

compression sur les lames.

5.1.2 Rigidité à charge nulle

Considérons le cas particulier où la force P̄ agit au point B, ce qui annule les
forces de traction compression : T1 = T2 = 0. A présent, isolons l’une des deux lames.
Une force P et un moment M = P l/2 agissent à chacune de ses extrémités. Plaçons
des axes comme sur la figure 5.2. Une section de la lame située à une distance x de
l’origine subit un moment

Mx(x) = M − P (l − x) = Px−
P l

2
. (5.3)

Selon l’équation (3.1) nous pouvons en déduire la dérivée seconde de la déformée de
la lame :

y′′(x) =
−Mx(x)

EI
=

P l/2− Px

EI
. (5.4)

Par intégration et sachant que y′(0) = 0 et que y(0) = 0 on en déduit la dérivée
première

y′(x) =
P

2EI
(lx− x2), (5.5)

ainsi que l’équation de la déformée

y(x) =
P

2EI

(

lx2

2
−

x3

3

)

. (5.6)

La déformée en bout de poutre est

y(l) =
P l3

12EI
. (5.7)

La rigidité en translation d’une lame Ko = P/f est par conséquent

Ko =
12EI

l3
. (5.8)

Sachant que P = P̄ /2 nous pouvons également déduire de (5.7) la rigidité en
translation de la table à deux lames parallèles K̄o = P̄ /f = P̄ /y(l) :

K̄o =
24EI

l3
(5.9)

qui est le double de celle d’une seule lame. En effet, les deux lames travaillent comme
deux ressorts montés en parallèle.
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P

M

l
λλ

fx

y

y(x)

x

Mx-Pl /2 Pl /2

Fig. 5.2 – Déformée et moment fléchissant de l’une des lames de la table à deux
lames parallèles.

5.1.3 Course à charge nulle

L’équation (5.3) nous indique que le moment de flexion est nul au milieu de la
lame (en x = l/2) et que son intensité 2est maximale aux encastrements de la lame
dans les blocs de base et mobile (en x = 0 et x = l) où il vaut Mmax = P l/2. Or nous
savons que le moment maximal admissible par la lame estMadm = σadmbh2/6 d’après
l’équation (3.3). Donc la force maximale admissible sur une lame est Padm = 2Madm/l
et la force maximale admissible sur le bloc mobile est P̄adm = 2Padm. La course à
charge nulle est donc fadmo = P̄adm/K̄o :

fadmo =
σadml2

3Eh
. (5.10)

5.1.4 Trajectoire à charge nulle

La trajectoire le long de laquelle se translate le bloc mobile n’est pas une droite
mais une parabole. Pour le démontrer il faut calculer le déplacement vertical λ de
l’extrémité des lames qui correspond à la différence entre la longueur des lames
avant déformation et la longueur de la projection des lames déformées sur l’axe
x (Fig. 5.2). On trouve dans la littérature (Gere & Timoshenko 1990) la formule
classique

λ !
1

2

∫ l

0

(y′(x))2 dx, (5.11)

qui fait appel à un développement en série limitée, et qui n’est donc valable que
pour de faibles angles de déflexion des lames. A l’aide de (5.11) et (5.5) on obtient

λ !
P 2l5

240E2I2
(5.12)

2. Nous appelons intensité du moment sa valeur absolue |Mx(x)|.
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qui se simplifie si l’on utilise (5.8) pour donner le déplacement vertical λ en fonction
du déplacement en translation f :

λ !
3f 2

5l
. (5.13)

Nous en déduisons ainsi que le bloc mobile suit une trajectoire parabolique, et que
le déplacement longitudinal est inversement proportionnel à la longueur des lames.

5.1.5 Charge en traction-compression : modèle simplifié

Continuons de considérer le cas particulier où la force P̄ agit au point B, ce qui
annule les forces de traction-compression (T1 = T2 = 0), mais rajoutons cette fois
une force verticale N̄ qui agit au centre du bloc mobile 3. Nous considérons que le
signe de cette force est positif lorsqu’elle sollicite les lames en compression, et négatif
lorsqu’elle les sollicite en traction. Isolons l’une des deux lames. En plus des efforts
M , P et T déjà mentionnés, la lame supporte une charge supplémentaire N = N̄/2.
Si nous négligeons encore une fois l’effet des forces de traction-compression sur la
déformée de la lame, alors la présence de la charge N̄ ne modifie aucunement la
trajectoire suivie par le bloc mobile (5.13). Cherchons à présent quelle est la rigidité
en translation de la table ainsi chargée.

P

N
f

λλ

αα

NNn

Nh

f

λλ

Parabole

Glissière idéale équivalente

Fig. 5.3 – Table à deux lames parallèles sous charge de traction-compression et
modèle simplifié.

Dans un premier temps, faisons l’hypothèse que la rigidité en translation (5.9)
est nulle : K̄o = 0. Le guidage se comporte alors comme une glissière idéale de
forme parabolique dont l’équation de la trajectoire est λ(f) = −3f 2/(5l). Si elle
est positive, la charge N̄ tend donc à écarter le coulisseau de sa position centrale.
La glissière exerce sur le coulisseau une force de réaction Nn qui est normale à sa
trajectoire. Pour maintenir le coulisseau en position, il faut y exercer une force de
rappel horizontale Nh. Nommons α la pente de la parabole, nous obtenons alors :

Nh = N̄ tanα = N̄
dλ

df
=

−6N̄

5l
f.

3. Dans la pratique cette force N̄ peut être produite par une masse déposée sur le bloc mobile
ou par toute autre force externe.
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Le guidage se comporte donc comme s’il avait une rigidité négative constante

K̄n =
−6N̄

5l
. (5.14)

Ceci est la conséquence de la propriété spécifique de la parabole d’avoir une dérivée
linéaire : plus le coulisseau s’écarte de sa position d’équilibre, plus N̄ tend à l’en
écarter encore plus, et ceci de manière proportionnelle au déplacement horizontal f .

Dans le cas où la charge N̄ est négative (charge en traction), la formule (5.14)
reste valable, et le guidage se comporte comme s’il avait une rigidité positive constante.

Si nous reprenons à présent en considération la rigidité K̄o du guidage à lames,
la rigidité totale de la table devient K̄tot = K̄o + K̄n. Nous pouvons en conclure que
la rigidité en translation de la table à deux lames parallèles dépend de la charge N̄
qui lui est appliquée, et elle est constante sur toute la course pour une charge N̄
donnée :

K̄tot =
24EI

l3
−

6N̄

5l
. (5.15)

Ceci nous permet de constater qu’il existe une charge N̄o qui rend nulle la rigidité
K̄tot de la table à deux lames parallèles :

N̄o =
20EI

l2
. (5.16)

Le modèle simplifié que nous venons de décrire permet d’expliquer d’une manière
relativement intuitive pourquoi la rigidité en translation de la table à deux lames
parallèles dépend de la charge qui lui est appliquée, pourquoi elle est constante pour
une charge donnée et comment il se fait qu’il existe une charge qui la fait tendre
vers zéro. Le modèle complet que nous décrivons ci-dessous nous mène aux mêmes
conclusions par un développement plus rigoureux. De plus, il permet de mettre en
évidence des phénomènes que ne révèle pas le modèle simplifié : flambage des lames,
rigidité en compression de la table, course dépendant de la charge.

5.1.6 Charge en traction-compression : modèle complet

Nous avons jusqu’à présent systématiquement négligé l’effet des forces de traction-
compression sur la déformée des lames. Ceci était correct en première approxima-
tion en particulier pour de faibles amplitudes de déformation. Il s’agit à présent de
prendre en compte l’effet de ces forces pour connâıtre plus précisément le compor-
tement de la table à deux lames parallèles sous charge. Etant donné que ces forces
agissent dans le plan des lames, il est indispensable de prendre en compte l’ampli-
tude de leurs déformations lors du calcul des efforts induits par ces forces dans les
lames.

Ce modèle, qui est plus fidèle à la réalité que le précédent, permet de rendre
compte du flambage des lames lorsque les charges de compression dépassent un cer-
tain seuil. En effet, au-delà d’une certaine charge appelée charge critique, il se pro-
duit un phénomène d’instabilité élastique qui fait crôıtre brusquement l’amplitude
des déformations et provoque la ruine du système.
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Ce modèle permet également de calculer, avec plus de rigueur qu’au paragraphe
5.1.5, la rigidité en translation de la table à deux lames parallèles sous charge, ainsi
que sa rigidité transverse en translation verticale. Ceci pour des charges inférieures
aux charges critiques, c’est-à-dire lorsque le système est élastiquement stable.

Flambage : charge critique et instabilité élastique

Considérons que seule une force verticale de compression N̄ agit au centre du
bloc mobile. Cette force se répartit de manière égale sur les deux lames, comprimant
chacune d’elles avec une force N = N̄/2. Bloquons le mouvement horizontal du
bloc mobile tout en le laissant libre de se translater verticalement. Lorsque la force
verticale dépasse la charge critique N̄c les deux lames flambent en prenant l’allure
visible sur la figure 5.4. Ce mode de flambage n’est qu’une variante du mode bien
connu également visible sur la figure dont la charge critique est donnée par la formule
d’Euler 4 :

NEuler =
π2EI

l2o
. (5.17)

Dans notre cas, nous avons lo = l/2 ce qui nous permet de trouver la charge critique
pour une lame

Nc =
4π2EI

l2
, (5.18)

ainsi que la charge critique sur la table, puisque N̄ = 2N :

N̄c =
8π2EI

l2
. (5.19)

Il est important de noter que la charge critique ne dépend pas de la contrainte
admissible dans le matériau σadm. Il est vain, par exemple, d’espérer augmenter la
charge critique d’une table à lames parallèles en acier en traitant thermiquement les
lames pour augmenter leur limite élastique.

Notons également que la charge critique est indépendante de la déformation
initiale f de la table 5.

Il est essentiel de rappeler ici que le modèle de flambage que nous utilisons
fait l’hypothèse que la poutre reste dans le domaine de déformation élastique pour
toute charge allant jusqu’à la charge critique 0 ! N̄ < N̄c. Ainsi, la charge critique
que nous venons de calculer constitue un seuil au-delà duquel le système se ruine
inévitablement par un phénomène d’instabilité élastique, quelle que soit la limite
élastique du matériau utilisé. En réalité, le matériau a une limite élastique finie, il se
pourrait donc, suivant les cas, que la ruine soit causée par l’apparition de contraintes
dans les lames qui dépassent la contrainte admissible par ces dernières, pour des
charges inférieures à la charge critique, c’est-à-dire avant que l’instabilité élastique
ne se produise. A ce stade de notre développement nous ne pouvons tirer qu’une

4. La démonstration de la formule d’Euler peut être trouvée dans la plupart des ouvrages
traitant de la théorie de la résistance des matériaux, par exemple (Massonnet & Cescotto 1994)
(Gere & Timoshenko 1990). Nous ne la démontrons donc pas ici.

5. Ceci est contraire à l’intuition commune qui voudrait généralement que la charge critique
diminue lorsque la table s’écarte de sa position nominale.
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Nc

Butée

Nc Nc

Nc

l

l o

Poutre d’Euler

a b c d

Fig. 5.4 – Flambage de la table à deux lames parallèles. Lorsque la charge en com-
pression sur la table atteint la charge critique, les lames flambent en prenant l’allure
visible en (a). Les lames peuvent flamber soit vers l’intérieur, soit vers l’extérieur,
aléatoirement. Lorsque les lames flambent, le système devient instable. Pour pouvoir
l’observer dans cet état, il faut placer une butée. La charge critique est indépendante
de la flèche f de la lame : les lames (b) et (c) ont la même charge critique. La poutre
d’Euler équivalente au cas de charge (b) est représentée en (d).

seule conclusion : la charge admissible d’une table à lames parallèles est toujours
inférieure à sa charge critique.

N̄adm !
8π2EI

l2
(5.20)

A la fin de cette section nous prouvons que pour des courses faibles par rapport
à la course maximale admissible par la table à deux lames parallèles, la charge
admissible est bel et bien égale à la charge critique. Par contre, pour des courses
plus grandes (proches de fadm), le dépassement de la limite élastique se produit pour
des charges inférieures à N̄c.

Comportement en traction-compression dans le domaine
élastiquement stable

Considérons encore une fois que la force P̄ est appliquée au point B et qu’elle
n’induit donc pas de forces de traction-compression dans les lames : T1 = T2 = 0.
Cette force translate le bloc mobile d’une distance f que nous allons cette fois-ci
prendre en compte dans le calcul de l’équilibre de la lame 6. La charge N̄ étant
appliquée au centre du bloc mobile, elle va se répartir de manière égale sur les deux
lames, produisant sur chacune d’elle une force N = N̄/2. Isolons l’une des deux
lames. Les efforts agissant sur son extrémité sont : P = P̄ /2, M et N (Fig. 5.5).

6. Au début de la section 5.1 nous avons effectué le même calcul en négligeant l’influence de la
déformation de la lame sur l’équilibre des forces qui agissent sur elle.
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y(x)

M

O

N

l
λλ f

x

y
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Fig. 5.5 – Déformée de l’une des lames de la table à deux lames parallèles sous
charge de traction-compression.

La lame étant en équilibre, ces trois efforts ne sont pas indépendants : la somme
des moments en O permet de trouver la loi qui les relie : 2M −Nf −P l = 0. Ce qui
donne

M =
Nf + P l

2
. (5.21)

Une section de la lame située à une distance x de la base subit le moment suivant :

Mx(x) = M −N(f − y(x))− P (l − x) (5.22)

L’équation (3.1) nous donne la dérivée seconde de la déformée y′′(x) = −Mx(x)/(EI)
qui conduit à l’équation différentielle suivante

y′′(x) +
N

EI
y(x) =

−P

EI
x+

P l +Nf −M

EI
. (5.23)

Il s’agit d’une équation linéaire du deuxième ordre à coefficients constants du type

y′′ + k2y = kax+ kb (5.24)

avec

k =

√

N

EI
; ka =

−P

EI
; kb =

P l +Nf −M

EI
. (5.25)

La solution générale de l’équation sans second membre est du type

yg = C1 cos kx+ C2 sin kx. (5.26)

Il est aisé de trouver une solution particulière de l’équation avec second membre

yp = ax+ b, (5.27)

avec

a =
−P

N
et b =

P l −M

N
+ f. (5.28)
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La solution générale de l’équation avec second membre est la somme de yp et yg :

y(x) = C1 cos kx+ C2 sin kx+ ax+ b. (5.29)

Sa dérivée est
y′(x) = −kC1 sin kx+ kC2 cos kx+ a. (5.30)

Les conditions aux extrémités de la lame sont connues :

y(0) = 0 ; y′(0) = 0 ; y(l) = f.

La première condition permet de trouver C1 et la seconde C2

C1 =
M − P l

N
− f et C2 =

P

kN
. (5.31)

La troisième condition donne
(

M − P l

N
− f

)

cos kl +
P

kN
sin kl −

P l

N
+

P l −M

N
+ f = f.

L’équation (5.21) nous permet d’éliminer l’inconnue M et de trouver P en fonction
de f :

P = f
N(1 + cos kl)

−l(1 + cos kl) + 2 sinkl
k

. (5.32)

Cette formule peut être écrite plus simplement 7 :

P =
Nf

2
ktan

kl
2 − l

. (5.33)

Nous avons à présent complètement résolu l’équation différentielle (5.23) : nous
pouvons calculer la déformée (5.29) de la lame, ou sa dérivée (5.30), connaissant la
force P et la charge 8N qui s’y appliquent ainsi que ses dimensions h, b, l et son
module de Young E. Pour ce faire il faut utiliser les équations encadrées ci-dessus :
(5.21), (5.28), (5.31) et (5.32). La figure 5.9 montre l’allure de la déformée y(x).

La dernière équation (5.33) nous donne la rigidité en translation d’une lame
K = P/f :

K =
N

2
k tan

kl
2 − l

avec k =

√

N

EI
. (5.34)

7. Pour réaliser cette simplification nous utilisons les relations goniométriques
sin 2a = 2 sina cos a et cos 2a = 2(cos a)2 − 1.

8. Lorsque la charge sollicite la lame en traction N est négatif. Le terme k (5.25) ainsi que la
constante C2 (5.31) deviennent des nombres complexes imaginaires mais les formules présentées
dans cette section restent toutes valables. Pour les utiliser il suffit de faire appel aux formules
d’Euler : cosϕ = eiϕ+e−iϕ

2
et sinϕ = eiϕ−e−iϕ

2i . Vu que la plupart des logiciels de calcul le font
automatiquement, les formules présentées ici peuvent généralement être utilisées telles quelles aussi
bien pour des charges en traction qu’en compression.
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Ceci nous permet de constater qu’il existe une charge No qui induit une rigidité
nulle :

No =
π2EI

l2
. (5.35)

Il est intéressant d’écrire l’équation (5.34) comme une fonction de Ko et de N/No.
Pour ce faire, posons

γ = N/No.

Nous avons alors

N = γNo =
γπ2EI

l2
(5.36)

et

k =

√

N

EI
=

π

l

√
γ. (5.37)

Remplaçons les termes N et k de l’équation (5.34) par (5.36) et (5.37). En mettant
en évidence le terme Ko = 12EI/l3 nous obtenons :

K = KoZ(γ) avec Z(γ) =
γπ2

12
(

2
π
√
γ tan

π
√
γ

2 − 1
) . (5.38)

Cette équation permet de calculer la rigidité en translation d’une lame d’une table
à deux lames parallèles sous charge de traction-compression connaissant la rigidité à
vide de la lame Ko, la charge No qui induit une rigidité nulle et la charge appliquée
N . (Rappelons que γ = N/No).
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-1
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4
Rigidité en fonction de la charge

K/
Ko

N/No

Z(γ)

Zs(γ)

Fig. 5.6 – Tracé de la fonction Z(γ) et de la fonction simplifiée Zs(γ). Ce graphique
montre que la rigidité en translation de l’une des lames de la table à deux lames
parallèles varie quasiment linéairement en fonction de la charge N appliquée.
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Fig. 5.7 – Erreur relatative de la fonction simplifiée Zs(γ).

Le tracé de la fonction Z(γ) (Fig. 5.6) montre que c’est une courbe de pente
négative, avec Z(0) = 1 et Z(1) = 0. Entre ces deux points la courbe est pratique-
ment rectiligne. Ainsi, il est possible d’approximer la fonction exacte Z(γ) par la
droite passant par ces deux points dont l’équation est Zs(γ) = 1 − γ. La figure 5.7
montre l’erreur relative Er entre les fonctions exacte et simplifiée : Er = (Z−Zs)/Z.
Nous constatons que cette erreur est inférieure à 1.5% pour −1 < γ < 1, c’est-à-
dire pour −No < N < No et inférieure à 9% pour −4 < γ < 4, c’est-à-dire pour
−4No < N < 4No. Ainsi, dans la pratique, il est possible d’utiliser la fonction
simplifiée Zs sans commettre d’erreur importante. Nous avons donc :

K = KoZ(γ) ! KoZs(γ) = Ko(1− γ) = Ko(1−
N

No
) = Ko −

Ko

No
N.

Ce qui nous fournit une formule extrêmement simple pour le calcul de la rigidité en
translation d’une lame chargée :

K ! Ko −
Ko

No
N avec Ko =

12EI

l3
et No =

π2EI

l2
. (5.39)

Résultats pour la table entière (avec ses deux lames)

Considérons à présent la table à deux lames parallèles dans son entier. Nous
savons que P = P̄ /2 et N = N̄/2. La charge N̄o qui rend nulle la rigidité de la table
devient d’après (5.35) :

N̄o =
2π2EI

l2
. (5.40)

Nous constatons que la charge critique N̄c (5.19) qui fait flamber les lames est quatre
fois supérieure à la charge qui induit la rigidité nulle :

N̄c = 4N̄o. (5.41)
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Si nous comparons la formule (5.40) avec celle obtenue avec le modèle approché
(5.16) qui ne tient pas compte de l’effet des forces de compression sur la déformée
des lames, nous constatons que la seule différence tient dans les coefficients 20 et
2π2 ! 19.7, qui sont très proches numériquement. Pour la suite des développements
nous conserverons la formule (5.40) qui est plus rigoureuse.

Sachant que γ̄ = N̄/N̄o = 2N/(2No) = γ, que K̄o = 2Ko et que K̄ = 2K, l’équa-
tion (5.38) devient pour la table à deux lames parallèles :

K̄ = K̄oZ(γ) avec Z(γ) =
γπ2

12
(

2
π
√
γ tan

π
√
γ

2 − 1
) . (5.42)

La fonction Z(γ) étant identique à celle de l’équation (5.38), il est possible d’uti-
liser la fonction simplifiée Zs(γ) = 1− γ qui en donne, comme nous l’avons vu, une
excellente approximation. Nous obtenons :

K̄ ! K̄o −
K̄o

N̄o
N̄ avec K̄o =

24EI

l3
et N̄o =

2π2EI

l2
. (5.43)

Déplacement vertical en fonction de la charge

Maintenant que nous connaissons l’équation de la déformée de la lame sous charge
y(x), calculons son déplacement vertical λ(f,N) (Fig. 5.5) en fonction, à la fois du
déplacement horizontal du bloc mobile et de la charge. Ce déplacement peut être
décomposé en deux parties : un déplacement λ1 résultant de la variation de déformée
induite par la charge N (effet du moment fléchissant) et un déplacement λ2 résultant
du raccourcissement induit par N (effet des efforts de compression). Selon la formule
classique (Gere & Timoshenko 1990), nous avons :

λ1 !
1

2

∫ l

0

(y′(x))2 dx.

Le raccourcissement, quant à lui, se calcule très simplement (loi de Hooke) :

λ2 =
Nl

hbE
.

Le déplacement total est la somme de ces deux composantes :

λ = λ1 + λ2.

Vu la complexité de la fonction y(x), nous ne calculons pas ici symboliquement
λ(f,N). Il est par contre aisé d’effectuer ce calcul numériquement par ordinateur
pour observer l’allure de cette fonction pour des cas particuliers. C’est ce qui est
montré à la figure 5.8. Nous constatons premièrement que la rigidité transverse en
translation verticale Kc = N/λ de la table est d’autant plus faible que la table
est écartée de sa position d’équilibre. Nous constatons également que cette rigidité
n’est pas linéaire mais dégressive : pour un déplacement f donné, plus la charge en
compression est élevée plus la rigidité est faible.
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Déplacement vertical
λλ

N
Nc-Nc 0 

Flèche:
f1 < f2 < f3

Rigidité en traction-compression

Charge N

Kc

f1 < f2 < f3

Flèches :

0

Fig. 5.8 – Déplacement vertical λ et rigidité transverse en translation verticale K̄c

en fonction de la charge N .

Course admissible en fonction de la charge

La course fadm est le déplacement qui produit dans les lames une contrainte égale
à la contrainte admissible σadm. Cette contrainte est proportionnelle au moment dans
la lame (3.3). Or le moment n’est pas uniformément réparti le long de la lame. Il
s’agit donc de localiser la partie de la lame qui subit le moment de flexion le plus
intense 9. L’expression (5.22) nous donne la répartition du moment le long de la
lame. Cette formule fait intervenir l’équation de la déformée de la lame y(x) qui est
relativement complexe. Il n’est donc pas aisé de calculer symboliquement la position
x le long de lame pour laquelle l’intensité du moment est maximale. Il nous est par
contre facile de connâıtre l’allure de la fonction Mx(x). C’est ce qui est montré à la
figure 5.10.

Déformée y(x) de la lame

x

y

N > 0
N = 0
N < 0

Compression :

Traction :
Charge nulle :

Fig. 5.9 – Allure de la déformée y(x) de la lame pour différentes charges de traction-
compression inférieures à la charge critique (domaine élastiquement stable).

9. Nous appelons intensité du moment sa valeur absolue |Mx(x)|.
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0 l3l/4 l/4 

Moment Mx(x) le long de lame
Mx

x

0 

N=Nc

N > No

N < 0
0 < N < No

l/2 

Fig. 5.10 – Allure du moment Mx(x) le long de la lame pour différentes charges
N . Pour des charges en traction ou en compression inférieures à No, les extremums
du moment apparaissent toujours au niveau des encastrements de la lame (en x =
0 et en x = l). Pour des charges supérieures (No < N < Nc), ses extremums
n’apparaissent plus au niveau des encastrements. Pour une charge égale à la charge
critique N = Nc il est possible de montrer que ses extremums apparaissent en x = l/4
et en x = 3l/4.

Nous constatons que pour des charges de compression comprises entre 0 et No, le
moment d’intensité maximale apparâıt toujours aux encastrements de la lame dans
le bloc mobile et dans le bloc de base 10 :

lorsque 0 ! N ! No alors Mmax(N) = |Mx(0)| = |Mx(l)| =
Nf + P l

2
(5.44)

et Mmax(N) ! Mmax(0).

Il est remarquable de noter que sur cet intervalle le moment maximal dans la lame
diminue lorsque la charge en compression N augmente ; il est par conséquent toujours
inférieur au moment pour une charge nulle (N = 0).

Pour des charges en traction (N négatif), nous constatons également que le
moment maximal apparâıt aux encastrements des lames dans le bloc mobile et dans
le bloc de base :

lorsque N < 0 alors Mmax(N) = |Mx(0)| = |Mx(l)| =
Nf + P l

2
(5.45)

et Mmax(N) > Mmax(0).

Sur cet intervalle, le moment maximal augmente d’autant plus que l’intensité de
la force de traction (|N |) est grande ; il est par conséquent toujours supérieur au
moment pour une charge nulle (N = 0).

D’après (5.33) et (5.39) nous savons que

P = Kf = (Ko −
Ko

No
N)f,

10. Mmax est une fonction de la charge N . Mx est une fonction de x (position le long de la lame).
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Fig. 5.11 – Course admissible en fonction de la charge. Cette fonction est constituée
de quatre tronçons. Le premier, pour N < 0 est défini par (5.51). Le deuxième
pour 0 ! N < No est défini par (5.52). Le troisième pour No < N < Nc n’a pas été
calculé. Tout ce que nous en savons est qu’il est situé au-dessus de fadm(Nc). Le
quatrième tronçon pour N = Nc est une droite verticale définie par (5.58). Cette
figure correspond à un cas pour lequel la condition (5.55) est vérifiée. Ce graphique
peut également être interprété comme un tracé de la charge admissible en fonction de
la course. Nous avons montré que toutes les combinaisons de charges et de courses
qui correspondent au domaine grisé n’engendrent pas de contraintes supérieures à la
contrainte admissible.
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Fig. 5.12 – Comme la figure 5.11, cette figure présente la course admissible en
fonction de la charge. Mais dans ce cas, contrairement au cas de la figure 5.11, la
condition (5.55) n’est pas vérifiée. Ceci a pour conséquence que la course admissible
décrôıt lorsque la charge crôıt entre 0 et No.
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ce qui nous permet d’éliminer P de l’équation (5.45) et de trouver le moment aux
encastrements de la poutre en fonction de la course f et de la charge N :

M = f

(

N

2
+

Kol

2
−

KoNl

2No

)

. (5.46)

Ce moment qui sollicite la lame en flexion produit selon (3.3) une contrainte

σflex =
6M

bh2
. (5.47)

La force N sollicite également la lame en compression et induit une contrainte

σcomp =
N

bh
. (5.48)

La contrainte maximale qui apparâıt dans la lame est la somme 11 des contraintes
dues au moment de flexion et à la force de compression

σ = σflex + |σcomp|. (5.49)

En combinant (5.46),(5.47),(5.48) et (5.49), nous obtenons la contrainte en fonction
de la charge et de la course :

σ = 3f

(

Eh

l2
+

N(π2 − 12)

bh2π2

)

+

∣

∣

∣

∣

N

bh

∣

∣

∣

∣

. (5.50)

En isolant f dans cette équation nous pouvons déduire la formule de la course
admissible en fonction de la contrainte admissible (Fig. 5.11 et 5.12) :

fadm =
hl2π2(N + bhσadm)

3bEh3π2 + 3l2N(π2 − 12)
valable pour N < 0 (5.51)

fadm =
hl2π2(−N + bhσadm)

3bEh3π2 + 3l2N(π2 − 12)
valable pour 0 ! N < No (5.52)

A l’aide de cette dernière formule, calculons la course admissible pour N = No

fadm(No) =
4l2σadm
Ehπ2

−
h

3
. (5.53)

Il est intéressant de savoir si la course admissible pour la charge No est plus grande
ou plus faible que la course à charge nulle. Nous avons

fadm(No)

fadmo

=
12

π2
−

Eh2

σadml2
. (5.54)

11. Le terme σflex est toujours positive, quel que soit le signe de N . La contrainte σcomp, quant à
elle, est négative lorsque la charge sollicite les lames en traction (N négatif). C’est ce qui explique
l’utilisation de la valeur absolue en (5.49).
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d’où nous pouvons déduire une condition sur l’élancement du profil de la lame qui
garantit que la course pour une charge No est supérieure à la course à charge nulle
(le rapport (5.54) doit être supérieur à 1).

l

h
>

(

(12− π2)σadm
Eπ2

)− 1

2

. (5.55)

Si cette condition est vérifiée, alors la course admissible crôıt lorsque la charge en
compression N crôıt entre 0 et No. Si cette condition n’est pas vérifiée, alors la course
admissible décrôıt lorsque la charge crôıt sur ce même intervalle.

D’après la figure 5.10 nous constatons que pour des charges comprises entre
No et Nc, le moment maximal n’apparâıt plus aux encastrements de la lame mais
ailleurs, en deux points situés symétriquement de part et d’autre du centre de la
lame. Notons xmax1

la position de celui qui est le plus rapproché du bloc de base et
xmax2

la position de celui qui est le plus proche du bloc mobile. Pour trouver leur
position il nous faut résoudre l’équation

d

dx
Mx(x) = 0. (5.56)

La fonction Mx(x) (5.22) fait intervenir l’équation de la déformée y(x) qui est relati-
vement complexe. Nous ne développons donc pas ici la résolution de cette équation 12.
Nous ne ferons que donner son résultat pour le cas particulier où la charge est égale
à la charge critique :

lorsque N = Nc alors xmax1
=

l

4
et xmax2

=
3l

4
. (5.57)

Le moment maximal est alors

Mmax = |Mx(xmax1
)| = |Mx(xmax2

)| =
bEfh3π

6l2
.

En considérant, comme nous l’avons fait plus haut, la contrainte due au moment de
flexion Mmax et la contrainte de compression due à la force Nc nous pouvons calculer
la course admissible :

fadm =
l2σadm
Ehπ

−
hπ

3
valable pour N = Nc (5.58)

Nous n’avons pas calculé la course admissible pour des charges comprises entre
No et Nc mais nous savons qu’elle est supérieure à fadmNc

. Pour la réalisation de
tables à deux lames parallèles, nous pouvons donc utiliser toutes les combinaisons
de flèches et de charges qui correspondent aux domaines grisés des figures 5.11 et
5.12 sans risquer de dépasser la contrainte admissible.

12. L’équation (5.56) est difficile à résoudre dans le cas général. Par contre, elle se simplifie dans
le cas particulier où la charge est égale à la charge critique N = Nc. Elle peut alors aisément être
résolue sur un logiciel de calcul symbolique comme Mathematica par exemple.
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5.1.7 Synthèse

Nous avons montré que la rigidité en translation K̄ de la table à deux lames
parallèles dépend de la charge N̄ qui lui est appliquée. A charge nulle la table a
une rigidité K̄o. Cette rigidité augmente si la table supporte une charge en traction,
et elle diminue si la table supporte une charge en compression. Pour une charge
en compression égale à N̄o, la rigidité s’annule. Pour des charges plus importantes
encore, elle devient négative. Si la charge en compression atteint la charge critique
N̄c = 4N̄o alors le système devient instable et les lames se ruinent par flambage. Nous
avons montré que pour des charges en traction ou en compression dont l’intensité est
inférieure à No la formule simplifiée (5.43) permet de calculer la rigidité de la table
avec une erreur relative inférieure à 1.5% par rapport à la formule exacte (5.38).
Pour des charges plus importantes allant jusqu’à la charge critique N̄c, cette formule
reste utilisable, bien que l’erreur relative augmente (elle reste inférieure à 9%).

Nous avons également montré que pour une charge nulle, la course admissible
par la table à deux lames parallèles fadmo est donnée par la formule (5.10). Le fait
de charger en traction la table réduit la course admissible (5.51). Le fait de char-
ger en compression la table augmente (respectivement réduit) la course admissible
si la condition (5.55) est vérifiée (respectivement si la condition (5.55) n’est pas
vérifiée)((5.51) et (5.52)).

5.2 Table hyperguidée à quatre lames parallèles

La table hyperguidée à quatre lames parallèles est constituée de deux tables à
deux lames parallèles (sect. 5.1) ayant le même bloc mobile (Fig. 5.13). Les blocs
fixe et mobile sont supposés infiniment rigides. Vu que le système est symétrique
autour de l’axe O, le bloc mobile subit une translation rectiligne lorsque la force F
lui est appliquée. Ainsi, cette structure est couramment utilisée lorsque la trajec-
toire parabolique (respectivement circulaire 13) de la table à deux lames parallèles
(respectivement de la table à quatre cols) pose problème pour l’application visée.

5.2.1 Rigidité en translation

Lorsque le bloc mobile s’écarte de sa position d’équilibre, il apparâıt dans les
lames une force de traction provoquant un allongement de celles-ci qui compense
exactement le déplacement longitudinal qu’elles provoqueraient sans traction (5.13).
Or nous avons vu au paragraphe 5.1.6 que la rigidité en translation de la table à
deux lames dépend de la charge en traction ou en compression qui lui est appliquée.
Dans la cas présent, nous avons affaire à une force de traction qui est d’autant plus
grande que le bloc mobile s’écarte de sa position centrale. Ceci a pour conséquence
que la rigidité de la table hyperguidée à quatre lames parallèles est progressive.

La force de tractionN qui apparâıt dans les lames est telle qu’elle annule le dépla-
cement vertical λ qu’elles auraient si N était égal à 0. Nous avons vu au paragraphe
5.1.6 que la rigidité transverse en translation verticale est complexe à calculer. Pour

13. Lorsque la longueur des cols de la table à quatre cols est très courte alors la trajectoire du
bloc mobile est approximativement circulaire.
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Fig. 5.13 – A : Table hyperguidée à quatre lames parallèles : h épaisseur des lames ; b
largeur des lames ; l longueur des lames d’un encastrement à l’autre. B : Déformée de
l’une des lames de la table s’il n’apparaissait pas de force de traction. Pour calculer
le déplacement vertical λ nous utilisons un modèle simplifié qui recourt à l’hypothèse
que la déformée est une droite. Selon ce modèle, la force de traction N qui apparâıt
aux extrémités de la lame est telle qu’elle allonge cette dernière en traction pure
d’une longueur λs.

déterminer N nous allons donc recourir au modèle simplifié représenté à la figure
5.13 : nous faisons l’hypothèse que la déformée de la lame lorsque N = 0 est une
droite. Dans ce cas le déplacement vertical se calcule aisément :

λs = l(1− cos(θ)) !
lθ2

2
. (5.59)

Pour de faibles angles θ, nous avons

θ = arctg
f

l
!

f

l
. (5.60)

Selon ce modèle, la force N est telle qu’elle allonge la lame en traction pure d’une
longueur λ. Appelons Ktrac la rigidité en traction-compression de la lame :

Ktrac =
bhE

l
. (5.61)

Nous avons alors

N !
−bhEf 2

2l2
. (5.62)

En remplaçant le terme N de l’équation (5.33) par (5.62) on obtient l’équation
de la caractéristique force-déformation de la table hyperguidée à quatre 14 lames
parallèles :

F !
6bhEf 4

3fl3 −
√
6hl3th

√
3

2
f

h

. (5.63)

La rigidité de la table hyperguidée à quatre lames parallèles est la pente de cette
caractéristique. La figure 5.14 montre l’allure de cette caractéristique pour un cas
typique.

14. Les quatre lames de la table se comportent, du point de vue de la rigidité, comme des ressorts
montés en parallèle. La rigidité de la table est donc le quadruple de la rigidité d’une seule lame.
Plusieurs étapes de calcul intermédiaires qui aboutissent à la formule (5.63) ne sont pas détaillées
ici.
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5.2.2 Course

La force de traction N sollicite les lames en flexion et en traction. Nommons σtrac
les contraintes résultant de la traction et σflex les contraintes résultant de la flexion.
σtrac est constante tout le long de la lame

σtrac =
N

bh
. (5.64)

σflex est directement proportionnelle au moment fléchissant (3.3)

σflex =
6M

bh2
.

Pour une charge en traction, le moment de flexion M est maximal aux encastrements
de la lame comme nous l’avons vu à la figure 5.10. L’équation (5.21) nous donne

M =
Nf + P l

2
.

En remplaçant P par (5.33) et en simplifiant, nous obtenons

σflex =
3Ef 3

l2
(√

6 f coth
√

3

2
f

h − 2h

) . (5.65)

La somme des contraintes est σ = σtrac + σflex :

σ =
3Ef 3

l2
(√

6 f coth
√

3

2
f

h − 2h

) +
Ef 2

2l2
. (5.66)

Cette expression peut être normalisée de la manière suivante

σ

E
=

3(f/l)3

√
6 (f/l) coth

√
3/2 (f/l)

h/l − 2(h/l)
+

(f/l)2

2
, (5.67)

ce qui permet de tracer un abaque de dimensionnement (Fig.A.10) dont les para-
mètres sans unité sont σ/E, f/l et h/l.

La figure 5.15 montre comment varie cette contrainte en fonction de la flèche f
et de l’épaisseur h au travers d’un exemple. Comme le montre (5.66) la contrainte
est directement proportionnelle à E/l2.
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Fig. 5.14 – Caractéristique force-déformation d’une table hyperguidée à quatre lames
parallèles. Les paramètres choisis pour tracer cette caractéristique sont les suivants :
h = 0.1 mm; l = 10 mm; b = 5 mm; σadm = 685 MPa ; E = 210 GPa. La
courbe supérieure est la caractéristique de la table telle que décrite à la figure 5.13.
Cette caractéristique est progressive. La course admissible est de 0.4 mm. La courbe
inférieure est la caractéristique de la table sans prise en compte de la traction dans
les lames qui correspond au cas de charge schématisé à gauche. La course admissible
est de 1.1 mm. Les deux courbes sont tangentes à l’origine.
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Fig. 5.15 – Contrainte maximale dans les lames d’une table hyperguidée à quatre
lames parallèles en fonction de la flèche f et de l’épaisseur h des lames. Pour cet
exemple, nous avons choisi l = 10 mm et E = 210 GPa.

5.2.3 Conclusions principales

La caractéristique force-déformation de la table hyperguidée à quatre lames pa-
rallèles est donnée par la formule (5.63). Nous n’avons pas pu établir de formule ex-
plicite de la course admissible mais nous donnons une formule donnant la contrainte
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en fonction de la flèche (5.66) qui permet, par itérations, de calculer la course. Cette
course est bien inférieure à la course admissible d’une table à deux lames parallèles
réalisée avec les mêmes lames. Ceci est causé par l’hyperstatisme de cette structure
qui provoque des efforts de traction dans les lames. L’abaque de la figure A.10 permet
de déterminer rapidement l’ordre de grandeur de la course pour les cas courants.

L’hyperstatisme de cette structure rend son étude difficile, c’est pourquoi nous
avons dû recourir à un grand nombre d’hypothèses simplificatrices. Ainsi les formules
présentées dans cette section peuvent, selon les cas, présenter d’importantes erreurs
par rapport à la réalité 15. Lors du dimensionnement de ce type de structures, il est
indispensable de tenir compte de ces incertitudes, notamment en faisant intervenir
un grand facteur de sécurité lors du calcul de la course admissible. Le développement
présenté dans cette section révèle néanmoins des informations qualitatives extrême-
ment utiles pour la conception de la table hyperguidée à quatre lames parallèles :

– Sa trajectoire en translation est rectiligne (c’est probablement là le seul avan-
tage de cette structure par rapport à la table à deux lames parallèles classique).

– Sa caractéristique force-déformation est fortement progressive.
– Sa course est nettement inférieure à celle d’une table à deux lames parallèles
dotée des mêmes lames.

– L’hyperstatisme de cette structure induit des efforts importants (force N) dans
les blocs de base et mobile. Si ces corps ne sont pas conçus pour être très rigides
alors le modèle présenté n’est plus applicable.

5.3 Table à quatre cols prismatiques

5.3.1 Paramétrisation

La table à quatre cols prismatiques est constituée d’un bloc de base fixe et
d’un bloc mobile, reliés par deux bras parallèles identiques (Fig. 5.16). Chaque
bras est, quant à lui, constitué d’un segment considéré infiniment rigide et de deux
petites lames flexibles identiques que nous appelons cols prismatiques situés chacun
à une extrémité du segment rigide. Pour étudier cette structure, nous introduisons
un paramètre ξ qui dépend du rapport entre les longueurs des parties flexibles et
rigides des bras :

ξ =
2lc
l

avec 0 < ξ ! 1. (5.68)

La longueur du segment rigide s’écrit alors lr = l − 2lc = l(1 − ξ). Ainsi, en faisant
varier le paramètre ξ entre 0 et 1 nous passons d’un segment rigide qui fait toute
la longueur du bras, à un segment rigide de longueur nulle, c’est-à-dire à une lame
continue. La table à deux lames parallèles est donc le cas particulier de la table à
quatre cols prismatiques où ξ = 1.

15. L’hypothèse simplificatrice que nous avons utilisée pour calculer la force de traction N dans
les lames qui consiste à supposer que la déformée de lames pour N = 0 est une droite (Fig. 5.13)
a pour conséquence que nous sous-estimons N . La contrainte réelle est par conséquent supérieure
à la contrainte donnée par (5.66).
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Fig. 5.16 – Table à quatre cols prismatiques : h épaisseur des cols prismatiques
(petites lames flexibles) ; lc longueur des cols prismatiques ; b largeur des bras ; l
longueur des bras ; e écartement des bras ; d distance entre le bloc de base et le point
d’application de la force d’entrâınement P̄ ; f déplacement horizontal ; λ déplacement
vertical.

5.3.2 Rigidité à charge nulle

Une force horizontale P̄ agissant sur le bloc mobile déforme les deux bras de ma-
nière quasi identique, ce qui provoque une translation du bloc mobile d’une distance
f .

Isolons l’un des deux bras. Comme nous l’avons fait pour la table à deux lames
parallèles à la section 5.1, il est aisé de montrer que lorsque la force P̄ agit sur le
bloc mobile au point B, situé à une distance l/2 du bloc de base, alors elle n’induit
aucune force de traction ou de compression dans les bras. Nous considérons que ceci
est le cas dans tout le développement qui suit. L’équilibre des moments agissant sur
un bras nous permet de montrer comme à la section 5.1 qu’une force horizontale
P = P̄ /2 et un moment M = P l/2 agissent à chacune des extrémités du bras, donc
que la distribution du moment de flexion le long du bras décrite par l’équation (5.22)
est également valable ici. Nous pouvons en déduire que le moment de flexion est nul
au milieu du bras, en x = l/2.

Isolons à présent la moitié inférieure de l’un des bras. A son extrémité située
en x = l/2, n’agit qu’une force P . Le bras et la distribution du moment étant
symétriques autour du point situé en x = l/2 nous pouvons en déduire que la flèche
que subit ce point est la moitié de la flèche totale du bras. La flèche du demi-bras
est donc fb = f/2.

Enfin, isolons le col prismatique inférieur. Agissent à son extrémité la force P et
un moment Mc = P l(1− ξ)/2. Appelons fc et αc respectivement la flèche et l’angle
de rotation de son extrémité. Nous avons alors pour de faibles angles

fb = fc + sinαcl(1− ξ)/2 ! fc + αcl(1− ξ)/2.

A l’aide des paramètres définis au paragraphe 4.1.2 et en appliquant le principe de
superposition, calculons fc et αc.

fc =
P

KfP
+

P l(1− ξ)

2KfM
et αc =

P

KαP
+

P l(1− ξ)

2KαM
.
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Fig. 5.17 – Modèle utilisé pour calculer la rigidité en translation (à charge nulle) de
la table à quatre cols prismatiques.

Utilisons les formules (4.1) en remplaçant l par la longueur du col prismatique
lc = ξl/2. Nous pouvons en déduire la rigidité en translation du bras Ko = P/f =
P/(2fb)

Ko =
bh3E

ξ(3− 3ξ + ξ2)l3
. (5.69)

Sachant que P̄ = 2P , nous pouvons en déduire la rigidité en translation de la table
à quatre cols prismatiques

K̄o =
2bh3E

ξ(3− 3ξ + ξ2)l3
. (5.70)

5.3.3 Course à charge nulle

Le moment admissible par le col prismatique est selon la formule (3.3)
Madm = bh2σadm/6. La force maximale admissible est donc Padm = 2Madm/l et la
course admissible est fadm = Padm/K. Ainsi, nous obtenons

fadm =
ξ(3− 3ξ + ξ2)l2σadm

3Eh
. (5.71)

5.3.4 Charge critique (flambage)

Considérons que seule une force verticale de compression N̄ agit au centre du bloc
mobile. Cette force se répartit de manière égale sur les deux bras, comprimant chacun
d’eux avec une force N = N̄/2. Bloquons le mouvement horizontal du bloc mobile
tout en le laissant libre de se translater verticalement. Lorsque la force verticale
dépasse la charge critique N̄c les deux bras flambent en prenant l’allure visible sur
la figure 5.18. Pour ce mode de déformation, la formule d’Euler (5.17) avec lo = ξl/2
nous permet de trouver la charge critique pour un bras :

Nc =
4π2EI

ξ2l2
. (5.72)
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Sachant que N̄ = 2N , nous pouvons en déduire la charge critique de la table à
quatre cols prismatiques :

N̄c =
8π2EI

ξ2l2
. (5.73)

Nc

Fig. 5.18 – Flambage de l’un des bras de la table à quatre cols circulaires.

5.3.5 Charge en traction-compression : modèle simplifié

Dans cette section nous étudions le comportement de la table à quatre cols
prismatiques soumise à une charge N̄ inférieure à la charge critique N̄c.

Hypothèses simplificatrices

Le modèle que nous utilisons ici recourt à des hypothèses simplificatrices impor-
tantes :

– La première hypothèse est que la charge de compression ne modifie par la
déformée des bras.

– La seconde hypothèse est que le paramètre ξ est proche de 0, c’est-à-dire que
les cols prismatiques sont très courts (lc petit) et que la longueur du segment
rigide est proche de l.

– La troisième hypothèse découle des deux premières, elle consiste à considérer
les cols prismatiques comme des pivots ponctuels idéaux dotés d’une rigidité
angulaire non nulle. Cette hypothèse nous permet de considérer que la tra-
jectoire suivie par le bloc mobile en translation est un arc de cercle de rayon
l.

Parabole épousant au mieux un cercle

Dans un premier temps, faisons une quatrième hypothèse : considérons que la
rigidité en translation (5.70) de la table à quatre cols prismatiques est nulle : K̄o =
0. Le guidage se comporte alors comme une glissière idéale en arc de cercle dont
l’équation de la trajectoire est dans le repère visible sur la figure 5.19 :

λcercle(f) = −l +
√

(l2 − f 2). (5.74)
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Fig. 5.19 – Modèle simplifié pour le calcul de la rigidité sous charge de traction-
compression de la table à quatre cols prismatiques. Pour des déplacements de faible
amplitude, l’arc de cercle et la parabole peuvent être confondus.

Si elle est positive, la charge N̄ tend donc à écarter le coulisseau de sa position
centrale. Ce dernier se comporte donc comme s’il avait une rigidité négative K̄n en
translation. Nous avons vu au paragraphe 5.1.5 que si la trajectoire suivie par le
bloc mobile est une parabole, alors K̄n est constant sur toute la trajectoire. Dans
le cas présent, la trajectoire est circulaire et non parabolique, donc K̄n varie pour
différentes positions le long de la trajectoire. Pour de faibles débattements angulaires
des bras il est toutefois possible d’approximer avec une très faible erreur l’arc de
cercle par une portion de parabole. La parabole d’équation

λparabole(f) =
−f 2

2l
(5.75)

a la même dérivée première et la même dérivée seconde que l’arc de cercle en f = 0,
elle se confond donc pratiquement avec la glissière curviligne. Nous pouvons à présent
faire notre cinquième et dernière hypothèse, qui est que le bloc mobile suit la parabole
décrite par (5.75). La glissière exerce sur le coulisseau une force de réactionNn qui est
normale à sa trajectoire. Pour maintenir le coulisseau en position il faut y exercer une
force de rappel horizontale Nh. Nommons α la pente de la parabole, nous obtenons
alors :

Nh = N̄tg α = N̄
d

df
λparabole =

−N̄

l
f = K̄nf.

Le guidage se comporte donc comme s’il avait une rigidité négative constante :

K̄n =
−N̄

l
. (5.76)

Dans le cas où la charge N̄ est négative (charge en traction), la formule (5.76) reste
valable, et le guidage se comporte comme s’il avait une rigidité positive constante.
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Si nous reprenons en considération la rigidité K̄o que nous avions supposée nulle
(quatrième hypothèse simplificatrice), alors la rigidité totale de la table devient
K̄tot = K̄o + K̄n. Nous pouvons donc en conclure que la rigidité en translation de
la table à quatre cols prismatiques dépend de la charge en compression N̄ qui lui
est appliquée, et elle est approximativement constante sur toute la course pour une
charge N̄ donnée :

K̄tot ! K̄o −
N̄

l
. (5.77)

Ceci nous permet de constater qu’il existe une charge N̄o qui rend nulle la rigidité
K̄tot :

N̄o ! lK̄o. (5.78)

5.3.6 Charge en traction-compression : modèle complet

Comme dans le paragraphe précédent, nous étudions ici le comportement de
la table à quatre cols prismatiques soumise à une charge N̄ inférieure à la charge
critique N̄c. Mais dans le développement qui suit nous ne recourrons pas aux nom-
breuses hypothèses simplificatrices utilisées précédemment.

l b 
= 

l/2

P

N

C

l c P M

l
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P y
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M

Fig. 5.20 – Modèle utilisé pour étudier le comportement sous charge de traction-
compression de la table à quatre cols prismatiques.

Considérons encore une fois que la force P̄ est appliquée au point B et qu’elle
n’induit donc pas de forces de traction-compression dans les lames. Cette force trans-
late le bloc mobile d’une distance f . La charge N̄ étant appliquée au centre du bloc
mobile, elle va se répartir de manière égale sur les deux bras, produisant sur chacun
d’eux une force de compression N = N̄/2. Isolons l’un des deux bras. Les efforts
agissant sur ses extrémités sont : P = P̄ /2, M = P l/2 et N . La lame étant en équi-
libre, ces trois efforts ne sont pas indépendants : la nullité de la somme des moments
donne

M =
Nf + P l

2
. (5.79)

La distribution du moment ainsi que la géométrie du bras étant symétriques par
rapport au point C situé au milieu du bras, nous pouvons en déduire que la déformée
du bras sera également symétrique par rapport à C. Isolons à présent la moitié
supérieure du bras, nous obtenons le système représenté à la figure 5.20. La flèche
du demi-bras est fb = f/2. La longueur du demi-bras est lb = l/2. Avec les axes
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placés comme sur la figure, la distribution du moment fléchissant le long de la poutre
est :

Mx(x) = M −N(fb − y(x))− Px. (5.80)

Nous pouvons en déduire l’équation différentielle de la déformée

y′′(x) +
N

EI
y(x) =

P

EI
x−

M

EI
+

Nfb
EI

, (5.81)

qui est une équation différentielle linéaire du deuxième ordre à coefficients constants
du type

y′′ + k2y = kax+ kb (5.82)

avec

k =

√

N

EI
; ka =

P

EI
; kb =

Nfb −M

EI
.

La solution générale de l’équation sans second membre est du type

yg = C1 cos kx+ C2 sin kx. (5.83)

Il est aisé de trouver une solution particulière de l’équation avec second membre

yp = ax+ b avec a =
P

N
et b =

−P lb
N

. (5.84)

La solution générale de l’équation avec second membre est la somme de yp et yg :

y(x) = C1 cos kx+ C2 sin kx+ ax+ b. (5.85)

Sa dérivée est :
y′(x) = −kC1 sin kx+ kC2 cos kx+ a. (5.86)

Les conditions aux extrémités de la lame sont connues :

y(0) = fb ; y
′(0) = 0 ; y′(ξlb) = −θ =

−y(ξlb)

(1− ξ)lb

Les deux premières conditions permettent de trouver

C1 = fb +
P l

N
et C2 =

−P

kN
. (5.87)

Pour simplifier l’écriture de la troisième condition, posons

c = cos kξlb, s = sin kξlb et t = (1− ξ)lb.

Nous obtenons alors l’égalité

−kfbs−
kP lb
N

−
Pc

N
+

P

N
=

1

t

(

−fbc−
P lbc

N
+

Ps

kN
−

Pξlb
N

+
P lb
N

)

.
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Mettons en évidence P , nous obtenons

P = fb
N(kts− c)

−ktslb − ct+ t + lc− s
k + ξlb − lb

, (5.88)

ce qui nous permet de trouver la rigidité en translation d’un demi-bras de table à
quatre cols prismatiques sous charge de compression Kb = P/fb.

Or, sachant que f = 2fb, la rigidité d’un bras en translation s’écrit K = P/f =
P/(2fb) = Kb/2, et sachant que P̄ = 2P nous pouvons en déduire que la rigidité en
translation d’une table à quatre cols prismatiques K̄ est égale à la rigidité K̄b d’un
demi-bras : K̄ = P̄ /f = 2P/f = 2K = Kb. D’après (5.88) nous obtenons :

K̄ =
N(kts− c)

−ktslb − ct+ t+ lc− s
k + ξlb − lb

. (5.89)

Rigidité transverse en translation verticale

Calculons le déplacement λ sous l’effet de la charge N du demi-bras étudié plus
haut. La charge sollicite le bras en flexion et en traction-compression. Nommons
λflex le déplacement engendré par les efforts de flexion et λcomp celui engendré par la
traction-compression. Les efforts de flexion modifient la déformée du col prismatique
ce qui provoque un raccourcissement

λflex1 =

∫ ξlb

0

(y′(x))2 dx, (5.90)

de sa projection sur un axe vertical d’après (5.11) et sachant que lc = ξlb. La
modification de déformée induit une modification de l’angle du segment rigide, ce
qui produit un déplacement vertical supplémentaire

λflex2 = lb(1− ξ)(1− cos (arctg y′(ξlb)). (5.91)

Les efforts de traction-compression induisent un raccourcissement du col prisma-
tique

λcomp =
Nlc
hbE

(5.92)

y

x

y(x)

Nfb

θθ

C

λλ

Fig. 5.21 – Rigidité transverse en translation verticale d’un demi-bras : Kcb = N/λ.



GUIDAGES EN TRANSLATION 87

Le déplacement total est

λ = λflex1 + λflex2 + λcomp. (5.93)

La rigidité transverse du demi-bras est Kcb = N/λ. La rigidité transverse d’un bras
entier est Kc = N/(2λ), et la rigidité transverse de la table est K̄c = 2Kc = Kcb.
Ainsi, la rigidité transverse de la table à quatre cols prismatiques est égale à la
rigidité transverse d’un demi-bras :

K̄c =
N

λ
. (5.94)

Il est fastidieux de calculer symboliquement cette rigidité. Il est par contre aisé d’ef-
fectuer ce calcul numériquement par ordinateur pour des grandeurs typiques. Ceci
permet de connâıtre qualitativement le comportement en compression de la table à
quatre cols prismatiques. La figure 5.22 nous montre l’allure de la caractéristique
force-déformation ainsi que celle de la rigidité K̄c. Nous constatons que la rigidité
transverse est d’autant plus faible que la flèche est importante et qu’elle est dégres-
sive (la rigidité diminue lorsque la charge augmente).

Caractéristique force-déformation

Flèches:
f1 < f2 < f3f1 f2 f3

λλ

N
Nc

0

A Rigidité en traction-compression

Charge N

Kc

f1 < f2 < f3

Flèches :

0

Fig. 5.22 – A : Caractéristique force-déformation en translation verticale. B : La
rigidité transverse en translation verticale est la dérivée de la caractéristique force-
déformation.

5.3.7 Optimisation

Imaginons que nous ayons à concevoir une table à quatre cols prismatiques selon
un cahier des charges nous imposant un encombrement (longueur l et épaisseur b),
une course (f) et un matériau (E et σadm). Il existe une infinité de combinaisons de
paramètres ξ et h qui permettent de satisfaire ce cahier des charges. Nous cherchons
les combinaisons qui

– A maximisent l’épaisseur des cols prismatiques, de manière à faciliter l’usinage
et à diminuer la sensibilité aux tolérances ;

– B maximisent la charge critique ;
– Cminimisent l’élancement des cols prismatiques, également pour faciliter l’usi-
nage ;
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– D maximisent la rigidité transverse en translation verticale ;
– E minimisent la rigidité en translation ;

Tous ces critères vont dans le sens soit d’une facilitation de la fabrication du
guidage, soit d’une amélioration de ses propriétés mécaniques. Mais ils n’aboutissent
pas tous à la même combinaison optimale de paramètres ξ et h. Dans les sections
qui suivent (A à E) nous déterminons chaque optimum et discutons des compromis.

A Maximisation de l’épaisseur h

Pour une valeur donnée de ξ, la formule (5.71) nous donne l’épaisseur maximale
compatible avec le cahier des charges :

h =
ξ(3− 3ξ + ξ2)l2σadm

3Ef
. (5.95)

Respecter le critère A revient donc à coupler les paramètres ξ et h (Fig. 5.23).

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

ξξ

Epaisseur des lames
h

Fig. 5.23 – Epaisseur maximale h compatible avec le cahier des charges imposé en
fonction du paramètre ξ (5.95).

B Maximisation de la charge critique N̄c

Pour une valeur donnée de ξ, la valeur de h qui maximise la charge critique est
son maximum tel qu’il est défini en (5.95). Cette équation nous permet d’éliminer 16

h de (5.72) et d’obtenir la charge critique en fonction du paramètre ξ :

Nc(ξ) =
ξ(3− 3ξ + ξ2)3bl4π2σ3

adm

81E2f 3
. (5.96)

La fonction Nc(ξ) est une courbe en cloche dont l’allure est visible à la figure 5.24.
Pour trouver le maximum de cette fonction, dérivons-la :

d

dξ
Nc(ξ) =

(3− 3ξ + ξ2)2(3− 12ξ + 7ξ2)bl4π2σ3
adm

81E2f 3
. (5.97)

16. Rappelons que I = bh3/12.
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Cette dérivée possède plusieurs zéros. Celui qui nous intéresse est situé entre 0 et 1 :

ξoptimal =
6−

√
15

7
! 0.3. (5.98)

L’équation (5.95) nous donne l’épaisseur hoptimal correspondant à ξoptimal. Nous
connaissons donc la combinaison de paramètres qui maximise la charge critique.

Cherchons quelle est la longueur des cols prismatiques correspondant à ξoptimal.
L’équation (5.68) nous donne :

lc optimal =
6−

√
15

7
×

l

2
!

l

6.58
. (5.99)

La table dotée de la charge critique la plus élevée est celle dont la longueur des cols
prismatiques lc est égale à approximativement un septième de la longueur totale des
bras.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
ξξξξoptimal

Nc

Charge critique

Fig. 5.24 – Charge critique en fonction du paramètre ξ. Il existe une valeur de ξ qui
maximise la charge critique : ξoptimal ! 0.3.

C Minimisation de l’élancement du profil du col ε

Nous définissons l’élancement des cols prismatiques comme étant le rapport entre
leur longueur et leur épaisseur

ε =
lc
h
. (5.100)

Ainsi, pour une valeur donnée de ξ, la valeur de h qui minimise l’élancement est son
maximum tel qu’il est défini en (5.95). En remplaçant dans (5.100) h par (5.95) et
lc par ξl/2, nous obtenons l’élancement en fonction de ξ :

ε(ξ) =
3Ef

2(3− 3ξ + ξ2)lσadm
. (5.101)

Sur l’intervalle 0 < ξ ! 1 cette fonction est monotone croissante (Fig. 5.25), c’est-
à-dire que l’élancement des cols flexibles augmente lorsque le paramètre ξ augmente.
En pratique l’on a donc intérêt à diminuer ξ pour minimiser l’élancement.
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Elancement

ξξ

!

Fig. 5.25 – Elancement des cols prismatiques en fonction du paramètre ξ.

D Maximisation de la rigidité transverse en translation verticale K̄c

Pour une valeur donnée de ξ, la valeur de h qui maximise la charge critique
est son maximum tel qu’il est défini en (5.95). A la figure 5.8, nous avons tracé
l’allure de la courbe de la rigidité transverse en translation verticale Kc (§ 5.3.6) de
la table en fonction de la charge N . En utilisant la relation (5.95), nous pouvons, de
la même manière, tracer l’allure de la courbe de la rigidité transverse en fonction du
paramètre ξ pour différentes charges N (Fig. 5.26). Nous constatons que ce critère
dicte le choix d’un paramètre ξ qui soit aussi petit que possible.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Rigidité transverse en translation verticale

N1 < N2 < N3

Kc

ξξ

Charges :

Fig. 5.26 – Allure de la rigidité transverse en translation verticale Kc en fonction
du paramètre ξ. Nous constatons que plus ξ est petit, plus la rigidité est grande.

E Minimisation de la rigidité en translation

La formule (5.70) nous indique que pour minimiser la rigidité en translation il
faut maximiser ξ et minimiser h.

Cette dernière contrainte sur h est contraire à celle obtenue avec les quatre pré-
cédents critères (A à D). Si nous renonçons à la satisfaire et qu’au lieu de minimiser
h nous le maximisons selon (5.95), alors nous obtenons la rigidité en translation en
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fonction de ξ :

K̄o =
2ξ2(3− 3ξ + ξ2)2bl3σ3

adm

27E2f 3
. (5.102)

Cette fonction est tracée à la figure 5.27. Nous constatons que la rigidité en trans-
lation est d’autant plus faible que ξ est petit.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Rigidité en translation à charge nulle

ξξ

Ko

Fig. 5.27 – Rigidité en translation à charge N nulle en fonction du paramètre ξ
(5.102). Plus ξ est petit, plus la rigidité en translation est faible.

Discussion des compromis

Les quatre premiers critères dictent une maximisation du paramètre h. Nous
avons montré que respecter cette contrainte revient à coupler les deux paramètre ξ
et h (5.95). Ainsi, la recherche de la combinaison optimale des deux paramètres se
ramène à la recherche d’un seul paramètre optimal ξoptimal.

Les critères C, D et E dictent tous de minimiser ξ. Mais comme le montre le
critère A, plus ξ est petit, plus l’épaisseur h des cols diminue, or il existe une limite
technologique qui rend impossible l’usinage de cols flexibles dont l’épaisseur est
inférieure à un certain seuil. C’est cette limite technologique qui fixe la valeur de
ξoptimal pour ces trois critères.

Le critère B dicte de choisir ξoptimal ! 0.3. Si l’épaisseur h correspondante peut
être usinée, alors c’est cette valeur de ξ qu’il faut choisir. Si l’épaisseur h correspon-
dante est trop petite pour être usinée, alors la limite technologique fixe à nouveau
la valeur de ξ et l’optimum se confond avec celui des critères C, D et E.

Dans la pratique, la priorité est généralement donnée aux critères A, C, D et E
plutôt qu’à B. Donc le choix des paramètres ξ et h s’effectue de la manière suivante :

– Détermination de la plus faible épaisseur h usinable avec la technologie utili-
sée 17 (en prenant en compte les tolérances).

– Calcul du paramètre ξ correspondant, à l’aide de la formule (5.95).
– Calcul de la longueur du col à l’aide de la formule (5.68).

17. Les limites technologiques sont étudiées au chapitre 7. Les épaisseur les plus faibles usinables
par électroérosion à fil varient typiquement entre 10 µm et 100 µm .
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5.4 Table à quatre cols circulaires

Nous avons montré à la section précédente que le fait de rigidifier la partie cen-
trale des lames de la table à deux lames parallèles pour la transformer en table à
quatre cols prismatiques permet d’améliorer ses caractéristiques en termes de charge
admissible et de rapport de rigidités. Le col prismatique présente toutefois un in-
convénient important : il s’agit de la présence d’angles vifs qui agissent comme des
concentrateurs de contraintes. Pour pallier cet inconvénient, des cols de profils dif-
férents peuvent être utilisés. Une première solution consiste à mettre des congés
de raccordement aux encastrements du col prismatique dans les segments rigides
(Fig. 5.29 c). Une seconde solution très courrante consiste à utiliser des cols de
profil circulaire (Fig. 5.29 a). Cette géométrie présente l’avantage d’être simple à
décrire : trois paramètres e, r et b suffisent pour la définir entièrement. Elle est
très simple à programmer sur la commande numérique des machines d’usinage ou
peut être réalisée par simple perçage. D’autres géométries relativement simples telles
que des profils elliptiques (Fig. 5.29 d) ou hyperboliques (Letonje & Janezic 1999)
peuvent également être utilisées, mais elles ne sont pas abordées ici.

l

r

e

b l

f p

Pivots idéaux f

θθ

Fig. 5.28 – Table à quatre cols circulaires et modèle géométrique simplifié : e épais-
seur du col en sa partie la plus étroite ; r rayon des encoches ; b largeur ; l longueur
des bras entre les centres des cols.

ba c d

Fig. 5.29 – Différents profils de cols qui atténuent les effets de concentration de
contraintes : (a) col circulaire ; (b) col circulaire tronqué ; (c) col prismatique avec
congés de raccordement ; (d) col elliptique.
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Rigidité en translation

Formule simplifiée : Pour modéliser simplement cette structure nous faisons les
hypothèses suivantes :

– Les cols circulaires se comportent comme des pivots ponctuels idéaux dont la
rigidité angulaire est KαM et dont les autres rigidités sont infinies (Fig. 5.28).

– Les angles de rotation des pivots sont suffisamment faibles pour les confondre
avec leur sinus : sin θ ! θ.

En adoptant ce modèle simplifié, la rigidité en translation se calcule très aisément par
une approche énergétique. Pour un déplacement d’une longueur f du bloc mobile,
les quatre pivots fléchissent d’un angle θ ! f/l. Sachant que le travail mécanique
fourni par la force F pour engendrer le déplacement f est égal à l’énergie élastique
stockée dans les quatre pivots, nous pouvons écrire

1

2
Kf 2 ! 4×

1

2
Kθθ

2 (5.103)

d’où l’on tire la rigidité linéaire de la table en fonction de la rigidité angulaire des
pivots

K !
4Kθ

l2
. (5.104)

En remplaçant Kθ par (4.20) nous obtenons

K !
8Ebe2.5

9πl2
√
r
. (5.105)

F

f

l/2

Fig. 5.30 – Rigidité en translation et course de la table à quatre cols circulaires :
pour une force horizontale F , appliquée sur la plate-forme mobile, engendrant un
déplacement f , nous avons une rigidité en translation K = F/f . La course linéaire
fadm est le déplacement qui engendre des contraintes dans les cols égales à σadm .

Lois de similitude : K∗ = E∗, K∗ = b∗, K∗ ! 1/l∗2, K∗ ! e∗2.5, K∗ ! 1/
√
r∗ .

Formule exacte : En réalité, les cols circulaires ne se comportent pas comme des
pivots ponctuels mais comme des poutres de section variable sollicitées en flexion.
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Tout comme nous avons calculé la rigidité en translation de la table à quatre cols
prismatiques (§ 5.3.2 et Fig. 5.17), nous pouvons déterminer la rigidité en transla-
tion de la table à quatre cols de profil quelconque

K =
2

L2

2KθM
− L

KθP
− L

KfM
+ 2

KfP

. (5.106)

Les termesKfP ,KαP ,KfM etKαM caractérisent les cols (§ 4.1.2). Nous avons calculé
ces termes dans le cas des cols circulaires (sect. 4.5). Pour le tracé de l’abaque de la
figure A.8 nous utilisons cette formule exacte.

Abaque : La rigidité en translation est : K = KnEb/l2 où Kn est la rigidité
normalisée qui est obtenue graphiquement sur l’abaque de la figure A.8.

Course en translation

Formule simplifiée : Connaissant la course angulaire d’un col circulaire (4.21),
le modèle simplifié nous permet de calculer la course en translation

f !
3πlσadmr0.5

4Ee0.5
. (5.107)

Lois de similitude : f ∗ = σ∗
adm; f

∗ = 1/E∗; f ∗ ! l∗; f ∗ ! 1/
√
e∗; f ∗ !

√
r∗.

Abaque : La course est : f = fnσadml/E où fn est la course normalisée qui est
obtenue graphiquement sur l’abaque de la figure A.9.

Déplacement vertical

Selon le modèle géométrique simplifié, le bloc mobile se translate le long d’une
trajectoire circulaire. Un déplacement horizontal f du bloc mobile s’accompagne
d’un déplacement vertical

fv = l −
√

l2 − f 2 = l(1− cos θ) !
lθ2

2
. (5.108)

Rigidité transverse en translation

Formule simplifiée : Selon le même modèle géométrique simplifié que celui utilisé
pour la rigidité en translation de la table à quatre cols circulaires, nous pouvons
déterminer sa rigidité transverse en translation

Kt !
4Kt

αM

l2
(5.109)

où KαM est la rigidité angulaire transverse d’un col (4.26). Nous faisons ici l’hypo-
thèse que la partie massive des bras est infiniment rigide si elle est comparée à la
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rigidité des cols. Cette hypothèse est raisonnable dans le cas de la flexion des cols
dans la direction naturelle. Par contre, dans la direction perpendiculaire, la rigidité
des cols est beaucoup plus élevée et il devient abusif de négliger la flexion dans la
partie massive des bras. Les rigidités obtenues risquent d’être supérieures à la réa-
lité. Pour obtenir une meilleure approximation de la déflexion f , il faut y ajouter
la flèche et l’angle que fait la partie massive des bras, qui n’est autre qu’une poutre
prismatique en flexion.

F

f

l/2

Fig. 5.31 – Rigidité transverse en translation de la table à quatre cols circulaires :
soit une force horizontale F appliquée sur la plate-forme mobile à mi-hauteur des
bras, dont la direction est normale au déplacement naturel de la table. Cette force
engendre une translation de la plate-forme d’une distance f . Nous définissons la
rigidité transverse en translation de la table comme étant : Kt = F/f .

5.5 Conclusion des guidages en translation

Au cours de cette étude des guidages en translation les plus courants nous avons
montré que le fait de rigidifier la partie centrale des lames de la table à deux lames
parallèles et d’affiner leur épaisseur en conséquence pour maintenir la course ad-
missible inchangée permet d’augmenter les rapports de rigidité de ce guidage. Par
rapport aux cols prismatiques, les cols circulaires présentent en outre l’avantage de ne
pas présenter d’angles vifs agissant comme des concentrateurs de contrainte. Ainsi,
nous préconisons l’utilisation de tables à quatre cols circulaires lorsque le procédé
de fabrication le permet.
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Chapitre 6

Guidages en rotation

Ce chapitre traite des guidages en rotation les plus simples et les plus courants : le
pivot à lames croisées séparées, le pivot à lames croisées non séparées, le pivot RCC
à lames, le pivot RCC à quatre cols et le pivot croisé à quatre cols. Pour chacune
de ces structures nous calculons la rigidité et la course angulaires, nous calculons
la translation parasite qui accompagne la rotation, nous discutons de l’effet des
charges radiales sur la rigidité angulaire et nous discutons des charges admissibles.
La comparaison entre ces différents pivots nous conduit aux conclusions suivantes : à
encombrement et course égaux, les pivots à cols présentent une plus grande rigidité
radiale que les pivots à lames. Ceci nous conduit à préconiser l’utilisation des pivots
à cols. Parmi eux, le pivot croisé à quatre cols est celui qui a la plus grande course
angulaire (elle est proche du double de la course des cols qui le constituent). Néan-
moins, ce pivot croisé présente l’inconvénient d’avoir deux châınes cinématiques qui
se croisent, ce qui ne permet pas de le réaliser dans un seul plan et complique son
usinage. Le pivot RCC à quatre cols, quant à lui, peut être réalisé dans un seul plan.
Il présente par contre l’inconvénient d’avoir une course angulaire qui, au mieux,
est deux fois plus faible que celle du pivot croisé. La translation parasite et le dé-
placement du centre instantané de rotation du pivot RCC et du pivot croisé sont
voisins.

6.1 Pivot à deux lames croisées séparées

Ce guidage est couramment utilisé pour réaliser un pivot flexible à partir d’élé-
ments discrets (lames et blocs rigides assemblés). Il est constitué de deux lames dis-
posées orthogonalement reliant le bloc mobile au bloc fixe. Cette structure constitue
un pivot dont l’axe de rotation O cöıncide approximativement avec la droite d’in-
tersection entre les deux plans définis par les lames au repos (non fléchies).

Modèle géométrique simplifié

Pour ce qui est de l’étude rigoureuse de la trajectoire suivie par le bloc mobile
ainsi que de la déformée exacte des lames nous renvoyons le lecteur à la très vaste
littérature sur le sujet (sect. 2.3). Nous nous contentons ici de rappeler que le pivot
à lames croisées ne pivote pas exactement autour de l’axe O. La rotation du bloc
mobile d’un angle θ s’accompagne d’une translation parasite (vecteur ,PP′, Fig. 6.2).
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Selon Wittrick (1951) nous avons 1

PP′ =

√
2

12
lθ2 ! 0.118 lθ2. (6.1)

C

θθ

l

b

h

Axe de rotation

M = C / 2

M

l

x

y

x

Mx

θθ

l /
 2

-M

Fig. 6.1 – Pivot à deux lames croisées séparées : h épaisseur des lames ; b largeur
des lames ; l longueur des lames d’un encastrement à l’autre. Pour de faibles angles
de rotation, nous pouvons faire l’hypothèse que les lames se déforment selon des arcs
de cercle, donc qu’elles sont en flexion pure.

B

d

o

P'

θθ
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P

C
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A x
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P

l / 
2
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D'

A
B

Bloc mobile

Bloc de base

D'

Fig. 6.2 – Translation parasite du pivot à lames croisées séparées : vecteur ,PP′.

Rigidité angulaire

Pour de faibles angles de pivotement, nous pouvons faire l’hypothèse que les lames
se déforment selon des arcs de cercle, auquel cas la rigidité angulaire Kθ = C/θ du

1. Haringx (1949) et Mesnager (1903) donnent respectivement les formules PP′ = 0.112 lθ2 et
PP′ = 0.125 lθ2 qui correspondent à 6% près à (6.1).
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pivot à deux lames croisées est le double de celle d’une lame simple en flexion pure
(Fig. 6.1) car les deux lames travaillent en parallèle.

Kθ =
2EI

l
où I =

bh3

12
(6.2)

Pour de grands angles de pivotement, le fait que les lames ne se déforment pas
exactement selon des arcs de cercle a pour conséquence de faire augmenter la rigidité.
Selon Haringx (1949), pour un pivotement de 45◦, la rigidité angulaire est supérieure
de 10% à la valeur donnée par (6.2).

Course angulaire

Si nous faisons l’hypothèse que les lames se déforment selon des arcs de cercle
alors la course angulaire du pivot à deux lames croisées est la même que celle d’une
lame simple soumise à un moment de flexion pure (3.3) :

θadm =
2σadml

Eh
. (6.3)

Pour de grands angles de pivotement, le fait que les lames ne se déforment pas
exactement selon des arcs de cercles a pour conséquence de faire augmenter les
contraintes dans les lames. Selon Haringx (1949), pour un pivotement de 45◦, les
contraintes sont supérieures de 30% à la valeur donnée par (6.3).
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6.2 Pivot à deux lames croisées non séparées

Ce pivot est l’homologue monolithique du pivot à deux lames croisées séparées.
Cette structure constitue un pivot dont l’axe de rotation cöıncide approximativement
avec la droite d’intersection entre les deux plans définis par les lames au repos (non
fléchies).

C

θθ

Axe de rotation

b

h
L

αα = θθ / 2
M = C / 2

l = L / 2

M

l

x

y Mx

αα

P

x

l /
 3

-M/2 M0

Fig. 6.3 – Pivot à deux lames croisées non séparées : h épaisseur des lames ; b largeur
des lames ; L longueur des lames d’un encastrement à l’autre ; l demi-longueur des
lames.

Rigidité angulaire

De l’étude du cas de charge d’une demi-lame 2 (Fig. 6.3) nous déduisons que la
rigidité Kθ = C/θ est

Kθ =
8EI

L
où I =

bh3

12
. (6.4)

Nous remarquons que cette rigidité est le quadruple de celle du pivot à deux lames
croisées séparées de mêmes dimensions.

Course angulaire

De l’étude du cas de charge d’une demi-lame (Fig. 6.3) nous déduisons que la
course admissible est

θadm =
σadmL

2Eh
. (6.5)

Nous remarquons que cette course est le quart de la course du pivot à deux lames
croisées séparées de mêmes dimensions.

2. Pour de faibles angles de rotation nous pouvons faire l’hypothèse que l’axe de rotation reste
parfaitement fixe, ce qui conduit au cas de charge d’une poutre en flexion simple dont la flèche est
nulle et la rotation de l’extrémité égale à α.
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6.3 Pivot RCC à deux lames

Le pivot RCC 3 est un guidage dont l’axe de rotation cöıncide approximativement
avec la droite d’intersection entre les deux plans définis par les lames au repos (non
fléchies). La différence entre cette structure et les pivots à lames croisées séparées et
non séparées réside dans la position relative de l’axe de rotation et des lames : dans
le cas du pivot RCC, l’axe de rotation se trouve à l’extérieur de la structure (à un
endroit où il peut ne pas y avoir de matière), alors que dans le cas des deux autres
pivots, l’axe de rotation passe au travers des lames.

axe Ol p

b

h

C

M

l

x

y Mx

θθ x

f

p

Fig. 6.4 – Pivot RCC à deux lames : h épaisseur des lames ; b largeur des lames ;
l longueur des lames d’un encastrement à l’autre ; p distance entre l’axe de rotation
O (droite d’intersection entre les deux plans définis par les lames) et l’extrémité des
lames.

Rigidité angulaire

De l’étude du cas de charge de l’une des lames 4 (Fig. 6.3) nous déduisons que
la rigidité Kθ = C/θ est

Kθ =
8EI

l

(

1 +
3p

l
+

3p2

l2

)

où I =
bh3

12
. (6.6)

Course angulaire

La course angulaire du pivot RCC à deux lames est

θadm =
σadml2

E(2hl + 3hp)
(6.7)

3. RCC est l’abréviation des mots anglais Remote Center Compliance (centre de rotation dé-
porté). Ce terme indique que le centre de pivotement de l’articulation est situé à l’extérieur de la
structure, à un endroit où il peut ne pas y avoir de matière.

4. Pour de faibles angles de rotation nous pouvons faire l’hypothèse que l’axe de rotation reste
parfaitement fixe, ce qui nous conduit au cas de charge d’une poutre en flexion simple dont la flèche
et la rotation de l’extrémité sont couplées : f = p sin θ ! pθ.
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Remarques

– La rigidité angulaire du pivot RCC à deux lames est supérieure à celle du pivot
à deux lames croisées séparées ou non séparées réalisé avec les mêmes lames,
et ce d’autant plus que le rapport p/l est grand.

– La course angulaire du pivot RCC à deux lames est inférieure à celle du pivot
à deux lames croisées séparées ou non séparées réalisé avec les mêmes lames,
et ce d’autant plus que le rapport p/l est grand.

6.4 Pivot RCC à quatre cols

Le pivot RCC à quatre cols circulaires constitue un pivot dont l’axe de rotation
P cöıncide approximativement avec la droite d’intersection entre les deux plans
définis, pour chacun des bras, par les axes de rotation des cols. l et η × l sont les
deux paramètres principaux définissant la géométrie. Si nous ramenons la longueur
l à 1, les angles restent inchangés, et les longueurs sont divisées par l. Nous n’avons
alors plus qu’un seul paramètre définissant la géométrie :

0 < η < 1. (6.8)

P
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ββ
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γγ
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1

αα

δδ
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ηη

D

ηη
l

e

l

b
r

P

Bloc de base

Bloc mobile

Fig. 6.5 – Pivot RCC à quatre cols circulaires et modèle géométrique simplifié (lon-
gueur unitaire : l = 1) : e épaisseur des cols en leur partie la plus étroite ; r rayon
des encoches ; b largeur ; l distance entre le centre de rotation P et les pivots A et
B ; η × l distance entre P et les pivots C et D.

Modèle géométrique simplifié

Pour modéliser simplement cette structure, nous faisons les hypothèses suivantes
(Fig. 6.5) :
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– Les cols circulaires se comportent comme des pivots ponctuels idéaux iden-
tiques dont la rigidité angulaire est KαM et dont les autres rigidités sont infi-
nies.

– Les angles de rotation des cols et du bloc mobile du pivot RCC sont suffisam-
ment faibles pour supposer que :
- le bloc mobile pivote exactement autour de l’axe P ,
- les pivots de la base (respectivement les pivots du bloc mobile) tournent du
même angle : α ! β et δ ! γ,

- les angles peuvent être confondus avec leur sinus : sinα ! α; sin δ ! δ;
sin θ ! θ.

Nous avons alors, pour une rotation du bloc mobile d’un angle θ, une rotation
des pivots A et B d’un angle α, et une rotation des pivots C et D d’un angle δ avec

α =
η

1− η
θ et δ =

(

1 +
η

1− η

)

θ (6.9)

Rigidité angulaire

Le modèle géométrique simplifié permet de calculer la rigidité angulaire KRCC
θ =

M/θ par une approche énergétique : le travail mécanique à fournir pour faire pivoter
le bloc mobile d’un angle θ est égal à l’énergie élastique stockée dans les quatre pivots
idéaux

1

2
KRCC

αM θ2 = 2(
1

2
KαMα2) + 2(

1

2
KαMδ2). (6.10)

En utilisant (6.9) nous obtenons

KRCC
θ = KαM

(

4
η2

(1− η)2
+ 4

η

(1− η)
+ 2

)

(6.11)

où KαM est la rigidité angulaire de l’un des pivots à col circulaire (4.20).

Course angulaire

D’après les équations (6.9) l’on a toujours δ # α. Ce sont donc les pivots C et
D qui sont les plus sollicités lors de la rotation du bloc mobile et c’est leur course
angulaire qui limite la course angulaire θadm de l’ensemble du pivot RCC.

θadm =
αM
η

1−η + 1
(6.12)

où αM est la course angulaire des pivots C et D (4.21).

Remarques : la course angulaire du pivot RCC est toujours inférieure à la course
des pivots qui le constituent, et ce d’autant plus que η est proche de 1. Si η tend
vers 0, la course du pivot RCC tend vers la course des pivots qui le constitue (C et
D).
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Modèle géométrique exact

En réalité le pivot RCC ne pivote pas exactement autour de l’axe P : sa rotation
d’un angle θ s’accompagne d’une translation parasite (vecteur ,PP′) d’autant plus
grande que le pivot s’écarte de sa position nominale. De même, le centre instantané
de rotation, qui serait idéalement confondu avec P se déplace (vecteur ,PI′).

Pour connâıtre l’amplitude des déplacements parasites nous utilisons le modèle
géométrique montré à la figure 6.6. Nous faisons à nouveau l’hypothèse que les cols se
comportent comme des pivots ponctuels idéaux, par contre nous ne recourrons plus
aux approximations des petits angles utilisées dans le modèle simplifié. Les angles
de rotation des quatre pivots sont tous différents et sont liés par les relations :

γ = β + θ et δ = α + θ. (6.13)

Le centre instantané de rotation I′ est l’intersection des droites (AD′) et (BC′).
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y
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C

ηη l
l

αα

δδ

1

A

D'

Bloc de base

C'

A

B

P'

P

Bloc mobile

Fig. 6.6 – Géométrie exacte du pivot RCC (avec l’hypothèse que les pivots sont
ponctuels). Position nominale : A B C D P. Position après rotation d’un angle θ :
A B C′ D′ P′.

Nous avons tracé les angles de rotation des quatre pivots en fonction de l’angle
de rotation θ du bloc mobile (Fig. 6.7). Cette figure montre également la norme des
vecteurs ,PP′ et ,PI′ en pour cent de l. Pour ce tracé nous avons pris 5 η = 1/4. Par
exemple, pour une rotation du bloc mobile d’un angle de 15◦, les pivots A, B, C et D
tournent respectivement des angles suivants : α = 6◦, β = 4◦, γ = 19◦ et δ = 21◦. Le
point P se translate d’une distance égale à 1.6% de l (PP′= 1.6× l/100). Le centre
instantané de rotation se déplace d’une distance égale à 12% de l (PI′= 12× l/100).

5. Nous avons vu qu’il est judicieux de choisir le paramètre η aussi proche que possible de 0
pour minimiser le débattement angulaire des pivots. Ce sont des raisons pratiques de réalisation
et d’interférences mécaniques qui limitent la valeur de ce paramètre. Nous avons choisi la valeur
raisonnable de 1/4 pour tracer le graphique de la figure 6.7.
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Fig. 6.7 – Débattements angulaires des quatre pivots en fonction de l’angle θ de

rotation du bloc mobile et normes des vecteurs ,PP′ et ,PI′ en % de l(pour l = 1, et
η = 1/4).

6.5 Pivot croisé à quatre cols

Le pivot croisé à quatre cols circulaires constitue un pivot dont l’axe de rotation P
cöıncide approximativement avec la droite d’intersection entre les deux plans définis,
pour chacun des bras, par les axes de rotation des cols. l est le principal paramètre
définissant la géométrie du pivot. Si nous ramenons la longueur l à 1, les angles
restent inchangés, et les longueurs sont divisées par l.

C

l

D

P
A

B

Fig. 6.8 – Pivot croisé à quatre cols.
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Fig. 6.9 – Modèle géométrique du pivot croisé à quatre cols. Position nominale : A
B C D P. Position après rotation d’un angle θ du bloc mobile : A B C′ D′ P′. Vecteur
translation parasite : ,PP′. Vecteur déplacement du centre instantané de rotation :
,PI′.

Modèle géométrique

En position nominale, la position du bloc mobile est définie par C D P (Fig. 6.9).
Après une rotation d’un angle θ, la position devient C′ D′ P′. Le quadrilatère A B
C′ D′ est un trapèze qui possède un axe de symétrie : d. Ainsi nous avons I′A=I′D′

et I′B=I′C′, d’où I′B+I′A=I′B+I′D′=1. Nous pouvons en déduire que le lieu géomé-
trique du centre instantané de rotation I′ est une ellipse (e) dont l’équation dans le
repère oxy est

4x2 + 8y2 = 1. (6.14)

La symétrie du trapèze nous permet également de montrer que les pivots A et D
(respectivement B et C) tournent du même angle α (resp. β) et que ces deux angles
sont liés à l’angle de rotation du bloc mobile par la relation remarquable

α + β = θ. (6.15)

La rotation du bloc mobile s’accompagne d’une translation parasite caractérisée par
le vecteur ,PP′. Soit XI′ et YI′ les coordonnées du point I′. Nous avons

XI′

l
=

tan (θ/2)
√

2 + 4(tan (θ/2))2
= S et

YI′

l
=

√
1− 4S2

2
√
2

. (6.16)

Soit XPP ′ et YPP ′ les coordonnées de ,PP′. Nous avons

XPP ′

l
=

S(−1 +
√
1− 4S2)

−1 + 2S2
et

YPP ′

l
=

−1 + 4S2 +
√
1− 4S2

√
2(1− 2S2)

. (6.17)
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La norme de ,PP′ est

PP′

l
=

√

1 +

√
1− 4S2

−1 + 2S2
. (6.18)

L’angle β de débattement des pivots B et C en fonction de l’angle θ de rotation du
bloc mobile s’écrit

β =
π

4
− arc cotg

1 + 2
√
2S√

1− 4S2
. (6.19)

L’angle α de débattement des pivots A et D en fonction de l’angle θ de rotation du
bloc mobile et de β est simplement

α = θ − β. (6.20)

Nous avons tracé les angles des quatre pivots en fonction de l’angle de rotation
θ du bloc mobile (Fig. 6.10). Cette figure montre également la norme des vecteurs
,PP′ et ,PI′ en pour cent de l. Pour de petits angles de rotation du bloc mobile, les
pivots fléchissent environ de la moitié de cet angle :

α ! β !
θ

2
. (6.21)

Par exemple, pour un angle de rotation du bloc mobile θ = 15◦, les pivot A et D
tournent d’un angle α = 8◦ et les pivots B et C tournent d’un angle β = 7◦. Le
point P se translate d’une distance égale à 1.2% de l (PP′= 1.2 l/100). Le centre
instantané de rotation se déplace d’une distance égale à 9% de l (PI′= 9 l/100).
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Rigidité angulaire

Nous pouvons calculer la rigidité angulaire Kcroise
θ = M/θ par une approche

énergétique : le travail mécanique à fournir pour faire pivoter le bloc mobile d’un
angle θ est égal à l’énergie élastique stockée dans les quatre pivots idéaux

1

2
Kcroise

θ θ2 = 2(
1

2
KαMα2) + 2(

1

2
KαMβ2) = KαM(α2 + β2). (6.22)

En utilisant (6.15) nous obtenons

Kcroise
θ =

KαM

1
2 +

αβ
α2β2

. (6.23)

où KαM est la rigidité angulaire (4.20) de chacun des pivots à col circulaire (par
exemple le pivot marqué C, Fig. 6.8). Pour de faibles angles de rotation on peut
utiliser (6.21) et simplifier la dernière expression

Kcroise
θ ! KαM . (6.24)

La rigidité angulaire du pivot croisé à quatre cols circulaires est approximativement
égale à la rigidité angulaire de chacun des quatre cols qui le constitue.

6.6 Comparaison entre les pivots

Considérons un pivot à lames croisées, un pivot RCC à quatre cols et un pivot
croisé à quatre cols qui, en position nominale, s’inscrivent dans des carrés identiques
de côté unitaire (Fig. 6.11). Nous avons tracé l’angle de débattement du pivot le plus
sollicité de chaque structure ainsi que les normes des vecteurs translation parasite
,PP′ et de déplacement du centre instantané de rotation ,PI′ sur un même graphique
(Fig. 6.12).

Les conclusions que nous pouvons tirer de la comparaison entre les pivots à lames
croisées, RCC (avec η = 1/4) et croisé sont les suivantes :

– Les pivots RCC et croisé produisent une translation parasite et un déplacement
du centre instantané de rotation très voisins qui sont environ 1.5 fois supérieurs
à ceux du pivot à lames croisées.

– Pour une même rotation du bloc mobile, le RCC voit son pivot le plus sollicité
fléchir d’un angle plus de 2 fois supérieur à celui du pivot le plus sollicité du
système croisé. C’est là l’avantage principal du pivot croisé.

– En revanche le pivot croisé ne peut pas être réalisé dans un seul plan, ce qui
complique sa fabrication. C’est là le principal avantage du pivot RCC : il s’agit
d’une structure plane sans croisement.
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Fig. 6.11 – Pivots RCC et croisé inscrits dans des carrés identiques de côté 1 (le
pivot à lames croisées n’est pas représenté).
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6.7 Charges radiales

6.7.1 Variation de rigidité angulaire

Considérons une force radiale F appliquée sur le bloc mobile de l’un des pivots
étudiés. Supposons que cette force soit appliquée au point cöıncidant avec l’axe de
rotation en position nominale (point P sur les différentes figures). La présence de
cette force va-t-elle modifier la rigidité angulaire des pivots, et de quelle manière ? Vu
la complexité du problème, répondre exactement (quantitativement) à cette question
sort du cadre de cette recherche. En revanche, il est aisé d’y répondre qualitative-
ment : il est possible de savoir très simplement si la force F augmente, diminue ou
n’influence pratiquement pas la rigidité angulaire.

Pour un pivot sur lequel n’agit aucune force radiale, nous savons que l’énergie
à fournir pour le faire pivoter d’un certain angle est égale à l’énergie stockée élasti-
quement dans ses parties flexibles (lames ou cols). La présence d’une force radiale
ne modifie cet équilibre énergétique que dans la mesure où elle-même apporte ou
requiert un travail mécanique de par son déplacement. Ainsi, si au cours d’une rota-
tion écartant le pivot de sa position nominale, le point d’application de F se déplace
de telle sorte que cette force fournit un travail mécanique, alors cette force diminue
la rigidité angulaire du pivot : le travail de F constitue autant d’énergie potentielle
libérée qui n’est plus à fournir pour faire tourner la structure. En revanche, si le point
d’application de F se déplace de telle sorte que cette force requiert de l’énergie pour
être déplacée, alors cette force augmente la rigidité angulaire du pivot (Fig. 6.13).

P P’

F1

F2F3

Fig. 6.13 – L’influence des forces radiales sur la rigidité des pivots dépend de leur di-

rection par rapport au vecteur translation parasite du pivot ,PP′. La force ,F1 diminue
la rigidité angulaire car son travail est positif au cours du déplacement (restitution de
son énergie potentielle). ,F2 qui est normale à ,PP′ n’a pas d’influence sur la rigidité
angulaire car son travail au cours du déplacement est nul. ,F3 augmente la rigidité
angulaire car son travail est négatif au cours du déplacement (nécessite de l’énergie
potentielle).

Cette approche nous permet de prédire qu’une force radiale qui sollicite en com-
pression les lames (respectivement les cols) des pivots étudiés a pour effet :

– d’augmenter la rigidité angulaire du pivots à lames croisées et du pivot croisé
à quatre cols ;

– de diminuer la rigidité angulaire du pivot à lames croisées non séparées, du
pivot RCC à lames et du pivot RCC à quatre cols.

Une force radiale qui sollicite en traction les lames ou les cols de ces mêmes pivots
a l’effet inverse.



GUIDAGES EN ROTATION 111

Dans le cas d’une force radiale qui sollicite l’une des lames (respectivement l’un
des bras) en compression et l’autre en traction, une observation plus précise des
directions et sens respectifs du vecteur translation parasite ,PP′ et du vecteur force
,F est nécessaire pour connâıtre son influence sur la rigidité.

6.7.2 Rigidités radiales

Nous montrons au chapitre 5 que, pour un encombrement et une course donnés,
la table à quatre cols prismatiques (respectivement circulaires) dont la longueur lc
(resp. le rayon r) sont minimaux est le meilleur de ces guidages en termes de rap-
ports de rigidité. Or, tout comme la table à quatre cols, les pivots à quatre cols sont
constitués de biellettes 6 sollicitées en traction-compression. Nous pouvons donc ex-
trapoler, sans en faire de démonstration formelle, que pour un même encombrement
et une même course angulaire :

– les pivots à cols ont de plus grandes rigidités radiales que les pivots à lames,
– plus la longueur (ou le rayon) des cols est courte, plus les rigidités radiales sont
élevées.

Par rapport aux cols prismatiques, les cols circulaires présentent l’avantage de
ne pas comporter d’angles vifs agissant comme concentrateurs de contraintes. Ainsi,
lorsque le procédé de fabrication le permet nous préconisons l’utilisation, comme
guidages en rotation, de pivots à cols circulaires dont le rayon des cols est minimal.

6.7.3 Charges admissibles

Le calcul exact des charges radiales admissibles par les différents pivots étudiés
en fonction de leur direction et de l’angle de pivotement θ sort du cadre de cet
ouvrage. Notons toutefois que les charges critiques calculées pour l’une des lames
de la table à deux lames parallèles (5.18) (respectivement l’un des bras de la table
à quatre cols prismatiques (5.72)) sont également valables pour les pivots à lames
(resp. pour les pivots à cols) étudiés ici. Pour les utiliser, il suffit de décomposer la
force radiale en ses composantes parallèles aux lames (resp. aux bras) constituant le
pivot.

6.8 Pivot hyperguidé à trois lames

Le pivot hyperguidé à trois lames (Fig. 6.14), qui est un homologue 7 du guidage
hyperguidé à quatre lames parallèles (sect. 5.2), présente qualitativement les mêmes
propriétés :

– Il constitue un guidage en rotation pure : la bague mobile tourne autour du
point O sans translation parasite.

– Sa caractéristique force-déformation est fortement progressive.

6. Nous appelons biellette un segment rigide aux deux extrémités duquel se trouvent deux cols
flexibles.

7. La notion d’homologie est définie au paragraphe 10.1.1.
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– Sa course est nettement inférieure à celle d’un pivot à deux lames croisées doté
des mêmes lames.

– L’hyperstatisme de cette structure induit des efforts importants dans les blocs
de base et mobile.

O

Fig. 6.14 – Pivot hyperguidé à trois lames.
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Chapitre 7

Limites technologiques de
l’électroérosion

L’électroérosion à fil est particulièrement bien adaptée à l’usinage de structures
flexibles car elle a une grande précision, elle produit très peu d’efforts sur les pièces
et elle permet d’usiner des matériaux très durs après traitement thermique avec
un excellent état de surface. Bien qu’elles soient très faibles, les forces générées
par le processus d’étincelage peuvent déformer les pièces : des essais expérimentaux
montrent que si l’élancement des profils des lames (l/h) dépasse 60, la qualité de
l’usinage se dégrade. Ces mêmes forces peuvent également déformer le fil, ce qui
diminue la précision des usinage et limite l’élancement des sections des lames (b/h).
Un usinage en plusieurs passages de fil suivant différents régimes d’étincelage permet
d’obtenir d’excellents états de surface (Ra ! 0.18 µm). Le temps d’usinage dépend
de la longueur du parcours d’érosion et de l’état de surface désiré.

7.1 Electroérosion

L’électroérosion est un procédé d’usinage dans lequel l’enlèvement de matière
est provoqué par des décharges électriques entre l’électrode (outil) et la pièce usinée
(Fig. 7.1). Un générateur contrôle le courant, la durée et la fréquence des décharges
tandis que la machine-outil gère les mouvements relatifs entre l’électrode et la pièce.
Un groupe de filtration assure le renouvellement du diélectrique dans lequel se pro-
duisent les décharges et qui récolte les particules de matière érodée. La commande
permet de spécifier la technologie d’usinage et de programmer les trajectoires de
découpe. Dans le cas de l’électroérosion par enfonçage, l’usinage se fait par descente
d’une électrode de forme tridimensionnelle. Dans le cas de l’électroérosion à fil, l’élec-
trode n’est autre qu’un fil de 30 à 300 µm de diamètre qui permet de découper des
formes complexes dont les surfaces usinées sont des surfaces réglées 1. L’électroé-
rosion à fil présente l’avantage de ne pas requérir d’électrode spéciale pour chaque
pièce. Ainsi, une très grande variété de structures peut être usinée par fil. Excep-
tionnellement, certains détails de structures ne pouvant être usinés au fil nécessitent
un usinage par enfonçage 2.

1. Les surfaces réglées sont celles générées par le déplacement continu d’une droite (le fil) dans
l’espace.

2. Par exemple, le robot Delta-Cube présenté à la section 11.4 est doté de 12 cols circulaires
usinés par enfonçage.
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Fig. 7.1 – L’électroérosion à fil est l’un des procédés d’usinage les mieux adaptés à
la fabrication de structures flexibles. L’enlèvement de matière est provoqué par des
décharges électriques (éclair sur les bords du lac Léman, 1999).

L’électroérosion est un procédé d’usinage relativement récent puisque ce n’est que
depuis 1943 que cette technique est opérationnelle. De plus, il est resté longtemps
un procédé relativement onéreux. Ce sont probablement là les deux raisons pour
lesquelles la majeure partie de la littérature sur les guidages flexibles traite de ceux
réalisés par assemblage d’éléments discrets et que seules les publications les plus
récentes abordent les guidages flexibles électroérodés.

Les nombreuses qualités de l’électroérosion à fil en font l’un des procédés d’usi-
nage les plus adaptés à la fabrication de structures flexibles. C’est la raison pour
laquelle nous avons choisi, dans le cadre de cet ouvrage, de n’aborder que ce dernier.
Le travail expérimental que nous décrivons dans cette partie a pour but d’explorer
les limites de l’électroérosion à fil en termes de précision, de géométrie et d’état de
surface (chap. 7) ; il a également pour but d’étudier le comportement mécanique
(rigidité (chap. 8) et fatigue (chap. 9)) des éléments flexibles électroérodés dont les
sections ont des épaisseurs de quelques dizaines de microns.

7.2 Qualités de l’électroérosion à fil

Précision : Les machines modernes permettent d’obtenir des mouvements relatifs
entre le fil et la pièce d’une très grande précision, en particulier si les axes sont dotés
de règles optiques pour la mesure de la position : résolutions de l’ordre de 0.1 µm,
précisions absolues de l’ordre de 5 µm.

Faible rugosité : l’électroérosion permet d’obtenir des surfaces dont la rugosité est
très faible. Un usinage en trois phases permet typiquement d’atteindre une rugosité
moyenne arithmétique 3 Ra ! 0.18 µm qui correspond à la classe de rugosité N4 (en
comparaison, un fraisage classique donne une rugosité Ra ! 3.2 µm (N8)).

Faibles sollicitations mécaniques : le processus d’étincelage produit sur les pièces
usinées des forces négligeables. Pratiquement, les seules forces que subissent les pièces
durant l’usinage sont celles produites par l’arrosage. La faiblesse de ces sollicitations

3. La définition de la rugosité moyenne arithmétique peut être trouvée par exemple dans
(VSM 1991).
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mécaniques permet de réaliser des détails très fins sans que les déformations de la
pièce ne perturbent l’usinage. Par exemple, le col circulaire montré à la figure 7.6 a
une épaisseur de 8 µm environ dans sa partie centrale.

Elancement des sections : l’usinage au fil permet de découper des pièces de
grande épaisseur sans perte importante de précision. Ainsi, il est possible d’usiner,
dans la masse, des poutres flexibles de très faible épaisseur et de largeur importante,
c’est-à-dire dont la section est très élancée. Ceci conduit à des guidages flexibles avec
de grands rapports de rigidités. Par exemple, nous montrons à la figure 7.3 une vue
en coupe de la partie centrale de l’un des cols de la table à quatre cols de la figure
7.2. La largeur des cols est de 5.5 mm et leur épaisseur minimale de 25 µm, donc
l’élancement de la section dépasse 200, ce qui conduit à des rapports de rigidités
KαM/Kt

αM supérieurs à 20 000.

Matériaux très durs : l’usinabilité des matériaux ne dépend pas de leurs pro-
priétés mécaniques mais de leurs propriétés électriques, thermiques (conductivité,
point de fusion), chimiques, etc. Ainsi il est possible d’usiner la plupart des alliages
conducteurs indépendamment de leur dureté.

Usinage après traitement thermique : l’insensibilité du procédé d’usinage à la
dureté permet de traiter thermiquement les pièces pour élever leur limite 4 élastique
avant l’usinage. Ceci n’est pas possible avec d’autres procédés tels que le fraisage
pour lequel le traitement thermique doit être réalisé après l’usinage, ce qui comporte
des risques de déformations et de fissuration, en particulier si les épaisseurs des pièces
sont très variables comme dans le cas des guidages flexibles.

KαM

Kt
αM

Fig. 7.2 – Table à quatre cols circulaires usinée par électroérosion à fil et rigidités
angulaires de l’un des ses cols.

4. Elever la limite élastique permet d’élever le seuil de contrainte admissible dans le matériau
ce qui augmente la course admissible des guidages ainsi réalisés.
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5.5 mm

25
 µ

m

Proportions non respectées 

Vue en coupe (proportions respectées) 

Fig. 7.3 – Vue en coupe de l’un des cols circulaires de la table de la figure 7.2.
L’électroérosion à fil permet d’usiner des sections dont l’élancement est très grand
(ici l’élancement est supérieur à 200 dans la partie centrale du col). Ceci permet
d’obtenir des rapports de rigidités très élevés.

7.3 Limites technologiques

7.3.1 Géométrie

Elancement des profils : l/h

L’électroérosion produit sur les pièces usinées des forces dont les principales sont
la force électrostatique (effet de condensateur entre l’électrode et la pièce), la force
de répulsion liée à la formation d’une bulle de plasma autour de l’arc électrique et
les forces liées à l’arrosage. Bien qu’elles soient très faibles en comparaison avec les
forces produites par les procédés d’usinage par enlèvement de copeaux, ces forces
peuvent déformer les pièces usinées si ces dernières sont très peu rigides et produire
des vibrations perturbant l’étincelage. Si elles sont faibles, ces perturbations se ma-
nifestent par une instabilité du processus durant l’usinage et une dégradation de la
précision et de l’état de surface (apparition de stries par exemple). Si elles sont plus
fortes, elles peuvent aller jusqu’à la rupture de la pièce usinée.

h

b

l

A 

h

b

l

B 

Fig. 7.4 – Les forces produites par le processus d’étincelage de l’électroérosion
peuvent déformer les pièces usinées (A). Ce phénomène limite l’élancement l/h des
profils des lames usinables. Ces mêmes forces peuvent également déformer le fil (B),
ce qui limite l’élancement des sections b/h des lames.
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Dans le cas particulier des lames encastrées à leurs deux extrémités durant l’usi-
nage (Fig. 7.4 A) nous avons cherché à connâıtre l’élancement maximal usinable.
Pour ce faire nous avons demandé à un sous-traitant spécialisé dans l’électroéro-
sion à fil de haute précision 5 d’usiner des séries de lames de même épaisseur et de
longueur croissante, jusqu’à ce qu’une dégradation de l’état de surface indique que
les vibrations de la lame ont perturbé l’usinage. Les essais ont été réalisés dans des
plaques de b = 5 mm d’épaisseur d’acier 90MnCrV8 trempé, d’une dureté de 60 à
62 HRC. Les résultats obtenus sont résumés au tableau 7.1.

Le résultat important à tirer de cette expérience est que l’élancement maximal
dépend peu de l’épaisseur h de la lame usinée. Dans ce cas particulier l’élancement
limite est de 60 environ.

En raison de leur prix élevé nous n’avons pas effectué de tests sur des lames
de largeurs différentes. Il est donc difficile de prédire l’influence de la largeur b sur
l’élancement limite.

Elancement limite
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Fig. 7.5 – Longueurs maximales l des lames usinables par électroérosion à fil pour
différentes épaisseurs h. Les points de ce graphique correspondent aux lignes en gras
du tableau 7.1. On remarque que l est proportionnel à h, ce qui indique que pour la
largeur (b = 5 mm) et la technologie utilisées, l’élancement maximal est d’environ
60.

5. F. Petitpierre SA., CH-2016 Cortaillod.
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h [µm] l [mm] Elancement Résultat h [µm] l [mm] Elancement Résultat
30 0.6 20 bon 50 1 20 bon
30 0.9 30 bon 50 1.5 30 bon
30 1.2 40 bon 50 2 40 bon
30 1.8 60 bon 50 3 60 bon
30 2.7 90 moyen 50 4.5 90 moyen
30 3.6 120 mauvais 50 6 120 mauvais
30 4.5 150 mauvais 50 7.5 150 mauvais

100 4 40 bon 150 6 40 bon
100 6 60 bon 150 9 60 bon
100 9 90 moyen 150 13.5 90 moyen
100 12 120 mauvais 150 18 120 mauvais

Tableau 7.1 – Résultats obtenus lors de l’usinage de lames d’épaisseur h, de lon-
gueur l et de largeur b = 5 mm; “bon” indique que l’usinage a été réussi ; “moyen”
indique que dans sa partie centrale la lame a une erreur géométrique importante (de
l’ordre de 0.1 mm) et une rugosité supérieure à la rugosité mesurée proche des en-
castrements ; “mauvais” indique que la lame est rompue ou partiellement incomplète.

Elancement des sections : b/h

Le fil ne peut être guidé qu’en-dessus et en-dessous de la pièce usinée. Ainsi, plus
la pièce est épaisse plus la longueur du fil libre est grande. Or les forces produites par
le processus d’étincelage peuvent déformer le fil en creusant un “ventre” (Fig. 7.4
B). Cette courbure du fil induit une modification de la géométrie des pièces usinées
qui ne peut que partiellement être corrigée par la machine. Il en résulte une baisse
de la précision d’usinage qui est d’autant plus importante que les guides-fil sont
éloignés l’un de l’autre.

Nous n’avons pas effectué de mesures expérimentales pour quantifier cette baisse
de précision, mais nous pouvons donner des ordres de grandeur qui sont connus des
utilisateurs de ce type de machines (Tab. 7.3).

Fentes et rayons

Le diamètre du fil ainsi que l’espace le séparant de la pièce durant l’usinage
(appelé gap) limite la taille des rayons en fentes minimaux usinables. Le tableau 7.2
donne quelques valeurs typiques d’après (Agie 1995).

Diamètre du fil [µm] 30 50 100 250
Rayon minimal usinable [µm] 38 43 86 258
Largeur de fente minimale usinable [µm] 76 86 172 516

Tableau 7.2 – Valeurs typiques de rayons et fentes minimales en fonction du rayon
du fil.
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7.3.2 Etat de surface

En électroérosion, l’enlèvement de matière est provoqué principalement par un
phénomène thermique : dans les décharges, la température est de l’ordre de 8000
à 12000◦C. Ces décharges à haute température ont une influence sur la structure
superficielle de la matière usinée 6. Dans le cas d’une pièce en acier, la zone modifiée
peut être décomposée en trois couches (Bianchi & Rigal 1987) :

1. Une couche de métal fondu, expulsé et redéposé sous forme de gouttelettes
solidifiées peu adhérentes.

2. Une couche de métal resolidifié appelée communément couche blanche, d’épais-
seur irrégulière et de dureté élevée (Fig. 7.6)(Sendler 1996).

3. Une couche affectée thermiquement dans laquelle la structure et la dureté du
métal ont été modifiées par l’échauffement (sans fusion) provoqué par l’élec-
troérosion.

Fig. 7.6 – Vue au microscope de la partie centrale d’un col circulaire d’environ 8µm
d’épaisseur que nous avons usiné par électroérosion à fil dans de l’acier 60SiCr7.
L’usinage en trois étapes a donné une rugosité Ra = 0.3 µm. La face du joint a été
polie puis attaquée avec de l’acide picrique, ce qui révèle la présence de la couche
blanche dont l’épaisseur varie entre 1 µm et 2.5 µm.

L’épaisseur totale de cette zone modifiée peut être de plusieurs dizaines de mi-
crons selon les usinages. Or les propriétés mécaniques de ces couches sont difficiles à
connâıtre et dépendent grandement des paramètres d’usinage 7. Ainsi, pour obtenir

6. Les études des couches superficielles des matériaux électroérodés sont relativement rares
dans la littérature (Rajurkar 1985) (Lee et al. 1990) (Lim et al. 1991). De plus les propriétés de
ces couches superficielles sont si sensibles aux conditions d’usinages ainsi qu’aux matériaux (de la
pièce et de l’électrode) utilisés qu’il est difficile de généraliser les résultats obtenus dans ces divers
travaux. Fukuzawa et al. (1995) ont exploré la possibilité d’utiliser les modifications de surface
induites par l’électroérosion pour augmenter la résistance à l’usure et à la corrosion des pièces
usinées.

7. Les gradients de température à la surface des pièces sont tels, que des contraintes rési-
duelles subsistent (Merdan & Arnell 1991) après l’usinage qui peuvent être à l’origine d’amorces
de fissures d’autant plus profondes que l’énergie des décharges est élevée (Merdan & Arnell 1989)
(Crookall & Khor 1975).
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des articulations dont les propriétés mécaniques sont prédictibles, il s’agit de mini-
miser l’épaisseur des couches modifiées. Ceci est généralement réalisé par un usinage
en plusieurs passages de fil selon trois régimes d’usinage 8 :

Régime d’ébauche : découpage rapide de la pièce dans le plein avec des décharges
de haute énergie qui produisent une zone modifiée d’épaisseur importante, une rugo-
sité élevée (typiquement Ra = 2 µm) et une précision faible (typiquement ±10 µm).

Régime de semi-finition : enlèvement d’une fine couche de matière dans les zones
de la structure qui requièrent un bon état de surface (typiquement Ra = 0.5 µm)
et une meilleure précision (typiquement ±6 µm). Ce régime d’étincelage utilise des
décharges de plus faible énergie et enlève une couche de matière au moins aussi
épaisse que la couche modifié laissée par le régime d’ébauche.

Régime de finition : usinage à très faible énergie dans les parties les plus sensibles
(parties flexibles) où les contraintes sont élevées. Il permet d’améliorer encore l’état
de surface (typiquement Ra = 0.18 µm) et la précision (typiquement ±3 µm).

Comparée à un usinage en un seul passage de fil, cette approche permet de
diminuer le temps d’usinage, d’augmenter la précision et d’améliorer l’état de surface.

7.3.3 Vitesse et coût

Le prix des usinages par électroérosion à fil est approximativement proportionnel
au temps d’usinage et dépend donc de la quantité de matière à éroder et de l’état de
surface désiré (Tab. 7.3)(Agie 1995). Il s’agit donc, pour minimiser le prix d’usinage,
de minimiser la longueur des découpes, de minimiser l’épaisseur des pièces, et de ne
recourir aux régimes de semi-finition et de finition que dans les zones fortement
sollicitées mécaniquement ou qui exigent une très grande précision géométrique.

∅ fil Ra b V TKm ∅ fil Ra b V TKm

µm µm mm mm/min µm µm µm mm mm/min µm

10 1.7 ±4 10 0.5 ±3
100 0.8 20 0.9 ±4 100 0.2 20 0.3 ±3

50 0.4 ±6 50 0.2 ±4

1 2.5 ±3 1 0.4 ±2
50 0.9 5 1 ±3 50 0.2 5 0.4 ±2

10 0.5 ±5 10 0.2 ±3

Tableau 7.3 – Valeurs typiques de vitesses d’usinage V et de tolérance maximales
sur le contour TKm pour différents diamètres de fil, différentes rugosités Ra et dif-
férentes épaisseurs b de pièces. Ces valeurs correspondent à l’usinage de pièces test
standardisées en acier X155CrVMo12-1 qui ne sont pas susceptibles de vibrer durant
l’usinage. La tolérance maximale sur le contour est TKm = (Umax−Umin)/2 où Umax

et Umin sont respectivement le plus grand écart positif et le plus grand écart négatif
entre le contour théorique et le contour mesuré de la pièce usinée.

8. Dans certaines technologies d’électroérosion, plusieurs passages de fil sont réalisés avec le
même régime d’usinage : par exemple un passage d’ébauche, une passe de semi-finition et deux
passages de finition.



Chapitre 8

Mesures de rigidités

Ce chapitre décrit les résultats de mesures de rigidité effectuées sur 25 tables
à quatre cols circulaires électroérodées dont les cols ont des épaisseurs e comprises
entre 20 µm et 50 µm. Ces mesures montrent que si la rugosité des surfaces élec-
troérodées des cols est faible (Ra ! 0.2 µm, usinage en trois étapes) alors le modèle
théorique que nous avons établi dans la partie théorique permet de prédire préci-
sément la rigidité des cols de section micrométrique. Si seul un usinage en une ou
deux étapes est utilisé, laissant une rugosité plus importante, alors il faut apporter
une correction à l’épaisseur mesurée e des cols pour que le modèle corresponde aux
rigidités mesurées. Nous expliquons le recours à cette correction par la présence, sous
les surfaces électroérodées, d’une fine couche ne jouant pas de rôle mécanique dans
la flexion que nous appelons couche neutre. Les résultats montrent que l’épaisseur de
cette couche neutre est corrélée avec la rugosité de surface. Elle est par conséquent
partiellement prédictible.

8.1 But de l’expérience

Le but de cette expérience est de savoir si les modèles établis à partir de la
théorie de la mécanique des structures pour le calcul de la rigidité des articulations
constituées de poutres en flexion est valable lorsque ces articulations ont des sections
de l’ordre de 25 à 50µm d’épaisseur et ont été usinées par électroérosion à fil. Le col
circulaire étant une articulation de géométrie simple et présentant d’intéressantes
propriétés mécaniques (sect. 4.5 et sect. 5.4) c’est lui que nous avons choisi comme
sujet de notre expérience. Pour simplifier la réalisation du banc de mesure de rigidité,
nous avons effectué nos mesures non pas sur des cols isolés mais sur des tables à
quatre cols circulaires. En effet ces dernières sont beaucoup plus faciles à solliciter
mécaniquement et la translation de leur bloc mobile est plus facile à mesurer que le
débattement angulaire d’un col.
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8.2 Protocole expérimental

L’expérience s’est déroulée en deux étapes (Fig. 8.1) :

1. Mesure de la rigidité en translation de 2 tables dont les cols sont de section
millimétrique (! 1 mm).

2. Mesure de la rigidité en translation 1 de 25 tables dont les cols sont de section
micrométrique (20 à 50 µm).

A B

Fig. 8.1 – Photographie des deux tables à quatre cols circulaires de grandes dimen-
sions (A et B) usinées par fraisage et de deux des 25 tables de petites dimensions
usinée par électroérosion à fil.

8.2.1 Cols de section millimétrique

Nous avons usiné par fraisage deux tables à quatre cols circulaires de grandes
dimensions 2 (Tab. 8.1). Les deux tables, appelées A et B, sont identiques aux
tolérances de fabrication près. L’incertitude sur la mesure de l’épaisseur e est de
±6 µm .

e r l b Matériau Module de Young
993± 6 µm 10 mm 50 mm 8 mm AlZnMgCu15 72 MPa

Tableau 8.1 – Paramètres géométriques et matériau des tables A et B.

1. Le banc de mesure (Fig. 8.5) est décrit au paragraphe 8.2.3.
2. Cf. Fig. 5.28 pour connâıtre la signification des paramètres géométriques.
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Fig. 8.2 – Confrontation du modèle théorique (5.106) et du modèle simplifié (5.105)
à deux mesures réalisées sur des tables à quatre cols circulaires dont les cols sont de
section millimétrique. Remarque : les axes ne partent pas de l’origine.

Nous avons mesuré les rigidités en translation des deux tables

KA = 20.09 N/mm et KB = 21.15 N/mm,

alors que le modèle théorique (5.106) prédit une rigidité

K = 20.43 N/mm.

Ainsi le modèle ne s’écarte des valeurs mesurées que de 1.7% (respectivement de
−3.4%) dans le cas A (resp. dans le cas B). Nous avons jugé ces écarts suffisamment
faibles pour considérer le modèle que nous utilisons comme valide dans le cas de cols
circulaires de section millimétrique. La figure 8.2 montre cet écart graphiquement.

8.2.2 Cols de section micrométrique

Nous avons usiné par électroérosion à fil 25 tables à quatre cols circulaires de
petites dimensions (Tab. 8.3 et 8.4) semblables à celle montrée à la figure 7.2. Nous
avons utilisé une machine Agiecut 150 HSS+F avec un fil de 50µm de diamètre. Les
tables diffèrent par leur épaisseur e, la rugosité de leurs cols Ra et leur matériau.
En dehors de ces trois points, les tables sont toutes identiques. Nous avons mesuré
la rigidité de chacune des 25 tables. Pour représenter graphiquement ces résultats,
nous avons réuni les tables de même rugosité et de même matériau en séries (1 à 6)
et nous avons tracé des courbes de la rigidité en fonction de l’épaisseur pour chacune
des séries pour comparer ces résultats au modèle théorique (5.106). L’ensemble des
données et des mesures de rigidité est résumé dans le tableau 8.4 et représenté
graphiquement aux figures 8.3 et 8.4. Les propriétés des trois matériaux que nous
avons utilisés sont résumées dans le tableau 8.2.

8.2.3 Banc de mesure

La rigidité linéaire des tables à quatre cols circulaires a été mesurée en utilisant
une balance de précision (Mettler Toledo$) dont la résolution est de 1 mg pour
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Fig. 8.3 – Mesures de rigidité des tables à quatre cols circulaires et comparaison avec
le modèle théorique (trait continu). Chaque courbe en pointillés est une translation
horizontale de la courbe théorique qui épouse le mieux les points de mesure.
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0

500

1000

1500

2000

0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
Epaisseur e  [mm]

R
ig

id
ité

 K
 [N

/m
]

Série 4 : AlZnMgCu1.5
Ebauche : Ra  = 1µm
Série 5 : AlZnMgCu1.5
Finition : Ra  = 0.18µm

Modèle théorique

Table 4.1

Table 4.2

Table 5.1

Table 5.2

Table 5.3

3,5 µm

0

200

400

600

800

1000

1200

1400

1600

0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05 0.055
Epaisseur e  [mm]

R
ig

id
ité

 K
 [N

/m
]

Série 6
Finition : Ra  = 0.15µm
Titane Ti Al6 V4  

Table 6.1

Table 6.2
Table 6.3

Table 6.4 Table 6.6

Table 6.7

Table 6.5

Fig. 8.4 – Mesures de rigidité des tables à quatre cols circulaires et comparaison avec
le modèle théorique (trait continu). Chaque courbe en pointillés est une translation
horizontale de la courbe théorique qui épouse le mieux les points de mesure.
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Matériau : acier 60SiCr7 AlZnMgCu1.5 TiAl6V4
Module de Young [GPa] : 210 72 114
Limite élastique [MPa] : 1030 480 830

Tableau 8.2 – Matériaux des 25 tables (1.1 à 6.7).

e r l b Rugosité Ra

20 µm à 50 µm 612.5 µm 8 mm 5.5 mm 0.15 µm à 1 µm

Tableau 8.3 – Paramètres géométriques et rugosité des tables des séries 1 à 6.

mesurer la force appliquée et un capteur de proximité optique à triangulation laser
(Keyence$) dont la résolution est de 10 nm pour mesurer le déplacement du bloc
mobile des tables. Les tables ont été déplacées au moyen d’un axe micrométrique
motorisé permettant d’effectuer des pas de 1 µm (Fig. 8.5). L’incertitude sur la
mesure de rigidité est inférieure à 0.1% de la valeur mesurée pour toutes les tables
testées, nous ne l’avons donc pas représentée sur les graphiques (Fig. 8.3 à 8.4).
Nous l’avons également négligée durant l’analyse des résultats.

L’épaisseur e des cols circulaires a été mesurée au moyen d’un projecteur de profil
avec un grossissement de 200×. L’incertitude de cette mesure est de ±1µm. Elle est
représentée sur les graphiques au moyen d’une barre horizontale.

La rugosité a été mesurée sur des pièces tests réalisées dans le même matériau
que les cols et avec les mêmes paramètres d’usinage. Nous n’avons pas effectué de
mesure de rugosité sur les cols eux-mêmes.

8.3 Analyse des résultats

8.3.1 Validation du modèle

L’intérêt des mesures réalisées sur les tables A et B de grandes dimensions réside
dans la faible incertitude relative sur l’épaisseur des joints. En effet, l’incertitude sur
la mesure de l’épaisseur e de ±6 µm induit, pour des cols d’une épaisseur de 1 mm
environ, une incertitude de ±1.5% sur la valeur de la rigidité linéaire de la table.

En comparaison, l’incertitude sur la mesure de l’épaisseur des cols micromé-
triques qui est de ±1µm induit, pour des cols d’une épaisseur de 30µm environ, une
incertitude de ±8.5% sur la valeur de la rigidité linéaire.

La faible incertitude sur l’épaisseur des cols, ainsi que sur les mesures de rigidité
des tables A et B, nous permet de valider notre modèle théorique avec un plus haut
degré de confiance. L’écart inférieur à 3.5% du modèle par rapport aux mesures
nous permet de conclure que ce dernier est valable lorsqu’il est appliqué à des cols
de section millimétrique.

8.3.2 Correction du modèle pour les cols micrométriques

Les résultats des mesures réalisées sur les 25 tables de petites dimensions montrent
que les rigidités mesurées sont généralement inférieures aux rigidités prédites par le
modèle théorique : −14% en moyenne, avec un écart maximal de −54% (Tab. 8.4).
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Table Matériau Stade Ra Epaisseur Rigidité Rigidité Ecart
du Régime mesurée mesurée théorique relatif

em Km K Km−K
K

N◦ [DIN] [ µm ] [ µm ] [N/m] [N/m] [%]

1.1 60SiCr7 ébauche 0.82 31 715 1111 −36
1.2 60SiCr7 ébauche 0.82 42 2023 2379 −15

2.1 60SiCr7 semi-fini. 0.6 22 218 470 −54
2.2 60SiCr7 semi-fini. 0.6 24 321 585 −45
2.3 60SiCr7 semi-fini. 0.6 50 3006 3684 −18

3.1 60SiCr7 finition 0.3 20 252 370 −32
3.2 60SiCr7 finition 0.3 25 687 647 +6
3.3 60SiCr7 finition 0.3 28 654 861 −24
3.4 60SiCr7 finition 0.3 30 1089 989 +10
3.5 60SiCr7 finition 0.3 31 724 1111 −35
3.6 60SiCr7 finition 0.3 37 1289 1779 −27
3.7 60SiCr7 finition 0.3 41 1981 2240 −12
3.8 60SiCr7 finition 0.3 50 3440 3684 −7

4.1 AlZnMgCu1.5 ébauche 1 22 103 161 −36
4.2 AlZnMgCu1.5 ébauche 1 50 1043 1247 −16

5.1 AlZnMgCu1.5 finition 0.18 27 253 269 −6
5.2 AlZnMgCu1.5 finition 0.18 34 463 467 −1
5.3 AlZnMgCu1.5 finition 0.18 45 985 969 +2

6.1 Ti Al6 V4 finition 0.15 20 96 115 −17
6.2 Ti Al6 V4 finition 0.15 21 130 138 −6
6.3 Ti Al6 V4 finition 0.15 23 148 174 −15
6.4 Ti Al6 V4 finition 0.15 24 238 204 +17
6.5 Ti Al6 V4 finition 0.15 25 243 223 +9
6.6 Ti Al6 V4 finition 0.15 32 431 385 +12
6.7 Ti Al6 V4 finition 0.15 45 1027 956 +7

A AlZnMgCu1.5 fraisé / 993 20090 20430 −1.7
B AlZnMgCu1.5 fraisé / 993 21150 20430 +3.5

Tableau 8.4 – Résultats des mesures de rigidité effectuées sur les tables à quatre
cols circulaires.
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Axe motorisé déplaçant le capteur
de position et la table testée.
(pas de 1 µm)

Capteur de proximité mesurant la 
flèche f de la table par rapport
au bloc rigide B  (résolution 10 nm)

Balance de précision mesurant la 
force  F exercé sur la table 
(résolution 1 mg)

Table dont la rigidité est mesurée

Tare à laquelle est soustraite ou
additionnée la force exercée sur 
la table

B

f

F

Fig. 8.5 – Banc de mesure de rigidité. Il a été conçu de manière à avoir une boucle
mécanique (pointillés) aussi courte et aussi rigide que possible pour la mesure de
la flèche f du bloc mobile de la table. La force F est exercée par une tare placée
sur le plateau d’une balance de précision. Le déplacement est imposé par un axe
motorisé capable de produire des pas de 1µm (la précision de l’axe motorisé n’a pas
d’influence sur la précision de la mesure de rigidité).

Ainsi le modèle qui est valable pour les tables de grandes dimensions A et B produit
des erreurs importantes pour les tables de petites dimensions. Pour expliquer cet
écart nous avons émis les deux hypothèses suivantes :

1. Il existe à la surface des parties électroérodées une fine couche de matière qui
ne joue pas de rôle mécanique dans la flexion. Nous appelons cette couche
la couche neutre. Nous notons son épaisseur en. La présence de cette couche
neutre explique à elle seule l’écart observé entre le modèle et les mesures réa-
lisées sur les 25 petites tables.

2. L’épaisseur de la couche neutre dépend de la rugosité Ra de la surface élec-
troérodée et d’elle seule.

Soit em l’épaisseur mesurée sur le col, alors son épaisseur effective est ee = em − 2en
puisqu’il y a une couche neutre sur les deux faces électroérodées. Si notre première
hypothèse est valide, alors une fois la couche neutre déduite de l’épaisseur totale,
le modèle ne produit plus d’écart avec les mesures. Ainsi, en supposant que notre
hypothèse soit valide et connaissant la rigidité des tables nous pouvons calculer
l’épaisseur effective des cols de chaque table : c’est l’épaisseur ee qui, selon notre
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Col physique Col théorique
Rigidité mesurée : Km Rigidité calculée : K = Km

zo
ne

 m
od

ifi
eé

e n
: c

ou
ch

e 
ne

ut
re

e m
: é

pa
iss

eu
r m

es
ur

ée

e e
: é

pa
iss

eu
r 

ef
fe

ct
iv

e

Ra

Fig. 8.6 – Nous avons émis l’hypothèse qu’il existe à la surface des cols électroérodés
une couche neutre qui ne joue pas de rôle mécanique dans la flexion. Si l’on soustrait
l’épaisseur de cette couche à l’épaisseur totale, alors notre modèle théorique permet
de prédire la rigidité des cols. L’épaisseur de la couche neutre dépend de la rugosité.

modèle, donne une rigidité K égale à la rigidité mesurée. Nous pouvons ensuite en
déduire l’épaisseur de la couche neutre 3en = (em − ee)/2 (Fig. 8.6).

Si notre seconde hypothèse est valide, alors toutes les tables dont la rugosité des
parties électroérodées des cols est la même ont une couche neutre de même épaisseur.
En d’autres termes, toutes les tables d’une même série ont la même épaisseur de
couche neutre. Graphiquement ceci veut dire qu’il existe une courbe qui est une
translation horizontale d’une distance 2en de la courbe du modèle théorique qui
passe par tous les points de mesure de chaque série. Nous avons tracé en traits
discontinus sur les figures 8.3 à 8.4 les courbes qui sont des translations horizontales
des courbes du modèle théorique et qui épousent le mieux les valeurs mesurées. Nous
avons également indiqué la distance de cette translation qui correspond au double
de l’épaisseur de la couche neutre 4.

3. Exemple : pour la table 1.1, l’épaisseur mesurée des cols est de 31µm et la rigidité mesurée
est de 715 N/m. Selon la formule (5.106), l’épaisseur de col qui correspond à la rigidité mesurée est
ee = 26 µm. Ainsi, la table se comporte comme si sur chacune des deux surfaces électroérodées de
ses cols une couche neutre de en = (31− 26)/2 = 2.5 µm ne jouait pas de rôle mécanique. Si notre
seconde hypothèse est valide, alors la table 2.2 dont la rugosité des parties érodées est la même
doit avoir une couche neutre de même épaisseur. Comme montré plus loin, ceci est bel et bien le
cas, aux incertitudes de mesures près.

4. Exemple : la courbe en traits discontinus de la série 2 (Fig. 8.3) est une translation ho-
rizontale de la courbe du modèle théorique d’une distance de 4.9 µm. Ainsi les cols de toutes les
tables de cette série se comportent comme si, sur chacune de leurs deux surfaces électroérodées,
l’épaisseur de 4.9/2 = 2.45 µm ne jouait pas de rôle mécanique, c’est ce que nous avons appelé la
couche neutre.
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Comme nous le voyons, il existe bel et bien pour les séries 1, 2, 4, 5 et 6 une
courbe qui passe, aux incertitudes près, par tous les points de mesures. Ainsi ces 5
séries corroborent nos deux hypothèses.

Seule la série 3 ne vérifie pas nos hypothèses. Il n’existe pas de courbe qui soit
une translation horizontale de la courbe du modèle théorique et qui passe par tous
les points de mesures. Afin de trouver une explication à cette exception de la série 3
nous avons observé les surfaces électroérodées des cols au microscope électronique à
balayage (Fig. 8.7). Ces clichés ont montré sur les cols en acier (séries 1, 2 et 3) la
présence de gros cratères de l’ordre de 15µm de diamètre et de 10µm de profondeur
en de nombreux endroits de la surface. Ces cratères sont beaucoup plus gros et
irréguliers que les alvéoles hémisphériques laissées par les décharges électriques sur
le reste de la surface. Leur présence peut s’expliquer par l’existence d’impuretés
incluses dans le matériau qui explosent sous l’effet de l’étincelage en arrachant de la
matière. Aucun cratère de cet aspect n’a été observé sur les tables réalisées dans les
alliages d’aluminium (séries 4 et 5) et de titane (série 6).

A B

200µµm 200µµm

Fig. 8.7 – Photographies au microscope électronique à balayage de cols électroérodés.
Des cratères (A) et des gouttelettes solidifiées (B) sont visibles sur le col en acier
60SiCr7 (gauche). Une photographie au même grossissement d’un col en aluminium
AlZnMgCu1.5 (droite) montre une surface beaucoup plus régulière.

La présence de ces impuretés, qui sont dispersées aléatoirement dans le matériau
et qui laissent sur les surfaces des imperfections dont les dimensions sont du même
ordre de grandeur que l’épaisseur des cols les plus fins, modifie la rigidité des tables
d’une manière qui ne peut pas être prédite et ce d’autant plus que les cols sont fins.

8.4 Interprétation

Considérons en premier lieu les séries 4, 5 et 6 qui ne souffrent pas de la présence
d’impuretés. Nous notons que pour les séries 5 et 6 qui ont une très faible rugosité
(Ra = 0.18 µm et Ra = 0.15 µm respectivement) la couche neutre est d’épaisseur
négligeable. En d’autres termes si l’usinage a été réalisé en trois étapes, jusqu’au
régime de finition, alors la formule (5.106 ou 5.105) peut être utilisée pour prédire
la rigidité des cols sans qu’aucune correction ne soit nécessaire. Si l’usinage a été
réalisé en une seule étape (ébauche seule), donnant une rugosité plus importante
(Ra = 1µm pour la série 5) alors une correction doit être apportée au modèle. Cette
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correction consiste en la prise en compte de la couche neutre dont l’épaisseur non
négligeable dépend de la rugosité.

Ce n’est probablement pas la rugosité elle-même qui explique la présence de la
couche neutre, mais plutôt l’existence de la zone modifiée (sect. 7.3). Si nous avons
choisi de chercher la corrélation entre l’épaisseur de la couche neutre et la rugosité
(deuxième hypothèse), c’est que, parmi les nombreuses propriétés de la zone modi-
fiée (profondeur, micro-dureté, module de Young, etc.), la rugosité est la grandeur
physique la plus facilement accessible par la mesure. En d’autres termes, nous avons
choisi la rugosité comme indicateur des modifications complexes de surface qui sont
la cause profonde de l’existence de la couche neutre.

Considérons à présent les séries 1, 2 et 3, pour lesquelles nous savons que les
impuretés du matériau ont affecté les valeurs de rigidité. Nous observons le phéno-
mène a priori étrange que la couche neutre pour une rugosité Ra = 0.82µm (série 1 :
en = 3.8/2 = 1.9µm) est moins épaisse que pour une rugosité inférieure Ra = 0.6µm
(série 2 : en = 4.9/2 = 2.45µm). Nous attribuons ce phénomène à la présence de cra-
tères de surface. Pour une rugosité plus faible (Ra = 0.3 µm, série 3), l’épaisseur de
la couche neutre est inférieure (en = 2/2 = 1 µm), ce qui corrobore notre deuxième
hypothèse.

8.5 Conclusions

Les deux hypothèses que nous avons émises sont vérifiées par nos expériences dans
une large mesure. Ainsi, il existe très probablement à la surface des cols électroéro-
dés une fine couche qui ne joue pas de rôle mécanique dans la flexion. L’épaisseur
de cette couche, que nous avons appelée couche neutre, est constante pour une ru-
gosité donnée. Un usinage en trois étapes (ébauche, semi-finition et finition) permet
d’obtenir des très faibles rugosités pour lesquelles l’épaisseur de la couche neutre est
pratiquement négligeable, ce qui permet d’utiliser le modèle théorique sans modifi-
cation aucune. D’un usinage en une ou deux étapes seulement résulte une rugosité
de surface plus importante et une épaisseur de couche neutre non négligeable. Il est
alors nécessaire de soustraire l’épaisseur de la couche neutre de l’épaisseur totale des
cols pour que le modèle théorique soit utilisable.

Il serait intéressant d’investiguer la possibilité d’utiliser un polissage de surface
chimique (Xiaowei et al. 1997) ou mécanique pour éliminer les couches modifiées.

Il est essentiel d’utiliser des matériaux homogènes et exempts d’impuretés pour
réaliser des cols de section micrométrique dont la rigidité en flexion soit prédictible.
L’utilisation de l’acier 60SiCr7 est donc à déconseiller. Des aciers plus homogènes
(Ziegler 1995) comme l’acier fritté X220CrVM013-4 par exemple devraient donner
des résultats bien plus prédictibles.





Chapitre 9

Essais de fatigue

Ce chapitre décrit les résultats d’essais de fatigue réalisés sur 217 cols circu-
laires électroérodés de 50 µm d’épaisseur. Nous avons comparé ces résultats aux
valeurs de limite de fatigue obtenues lors d’essais standardisés (valeurs données par
les fabricants). Les essais ont été réalisés avec deux aciers et un bronze. La princi-
pale conclusion que nous tirons de ces essais est que pour une très faible rugosité
(Ra ! 0.2µm, usinage en 3 étapes) la limite d’endurance σ′

D(10
7) des cols (contrainte

provoquant la rupture après 107 cycles) est supérieure à celle obtenue lors d’essais
standard. Ceci nous porte à penser que pour cette même rugosité et pour d’autres
matériaux de composition voisine, nous pouvons utiliser les limites de fatigue don-
nées par les fabricants pour choisir la contrainte admissible dans le matériau sans
recourir à des essais de fatigue spéciaux sur des cols. Pour des rugosités supérieures
(usinages en une ou deux étapes) la limite d’endurance diminue et peut devenir
inférieure aux valeurs standardisées. Il est alors nécessaire de réaliser des essais spé-
ciaux pour connâıtre la limite d’endurance des articulations, ou alors prendre un
plus grand facteur de sécurité lors du choix de la contrainte admissible σadm.

9.1 But de l’expérience

Le but de cette expérience est de savoir si les limites de fatigue mesurées lors
d’essais standard, telles que celles fournies par les fournisseurs de matériaux, sont
utilisables pour déterminer la contrainte admissible σadm utilisée lors du dimen-
sionnement de guidages dont les sections flexibles électroérodées sont de quelques
dizaines de microns d’épaisseur.

Nous avons choisi le col circulaire comme sujet d’expérience car sa géométrie est
simple et car il présente d’intéressantes propriétés mécaniques (sect. 4.5 et sect. 5.4).
Nous avons réalisé des essais de fatigue sur des cols circulaires électroérodés dont la
section a une épaisseur e de 50µm dans sa partie la plus fine et qui sont sollicités en
flexion alternée. Nous avons cherché à connâıtre pour ces cols le facteur de correction
c qui permet de passer de la limite de fatigue σD à la limite de fatigue corrigée σ′

D

(§ 3.2.3). Pour des raisons pratiques, nous avons cherché la limite d’endurance pour
107 cycles : σ′

D(10
7) et non pas la limite de fatigue (nombre théoriquement infini de

cycles) :

c =
σ′
D(10

7)

σD(107)
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Nous avons choisi trois alliages dont les propriétés mécaniques sont adaptées à la réa-
lisation de guidages flexibles 1 : l’acier X220CrVMo13-4, l’acier Maraging X3NiCoMoTi18-
9-5 et le bronze CuNi15Sn8. Nous disposons des valeurs de limite d’endurance
σD(107) de chacun de ces matériaux. Pour connâıtre le facteur de correction, nous
avons donc effectué des essais de fatigue sur des cols électroérodés dans ces trois
matériaux pour connâıtre la limite d’endurance corrigée σ′

D(10
7).

9.2 Protocole expérimental

Pour réaliser les essais de fatigue en flexion alternée sur des cols circulaires de sec-
tion micrométrique nous avons conçu une éprouvette spéciale permettant de solliciter
plusieurs cols simultanément en flexion (Fig. 9.1). Cette éprouvette est constituée
de 11 cols dont l’une des extrémités de chacun d’eux est liée à un bloc fixe et l’autre à
des bras pivotants. Les bras pivotants sont reliés au bloc mobile d’une table à quatre
cols par l’intermédiaire de lames qui ne transmettent à l’extrémité des bras que des
forces tangentielles à leur axe neutre 2. Les points d’application de ces forces sont
suffisamment éloignés des cols testés pour considérer que ces derniers sont sollicités
en flexion pure. Les dimensions essentielles de cette éprouvette sont indiquées sur la
figure 9.2.

Fig. 9.1 – Photographie d’une éprouvette posée derrière une allumette.

Nous avons choisi de ne faire varier que deux paramètres entre les différents cols
testés : la contrainte appliquée σ et la rugosité des surfaces électroérodées Ra. Etant
donné que les 11 bras pivotants d’une même éprouvette tournent du même angle, la
course angulaire αM est identique pour chaque col. Pour faire varier la contrainte,
nous avons fait varier le rayon 3 r des cols en gardant l’épaisseur constante e = 50µm.

1. Les traitements thermiques ainsi que les propriétés de ces alliages sont donnée dans le tableau
B.14.

2. En réalité, les lames horizontales reliant les bras pivotants au bloc mobile exercent sur les bras
non seulement une force horizontale, mais également un moment et une force verticale. Toutefois,
les lames sont suffisamment fines (800µm) pour que nous puissions négliger ces deux derniers efforts
devant la force horizontale (ceci a été vérifié par calcul).

3. Il est important de noter que, dans tous les cas, nous avons respecté l’inégalité r/e > 5 qui
garantit que le facteur de concentration de contrainte est égal à 1 (§ 4.5.1).
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Cols testés avec 
différentes contraintes et 
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3.1

0.05 

16
 

28
.5

 

0.6

Butée mécanique

Bloc mobile 
(entraînement par came)

Bloc fixe

Logement de la 
clef de blocage

59.25 

0.
8 

Précontrainte

Bras de guidage

Bras pivotants

Fig. 9.2 – Eprouvette spéciale pour essais de fatigue en flexion alternée sur des cols
circulaires de section micrométrique. Les éprouvettes ont été usinées par électroé-
rosion avec un fil de 0.1 mm de diamètre sur une machine Agiecut 150 HSS+F.
L’épaisseur des éprouvettes est b = 5 mm. Les cotes sont en mm.

Nous avons calculé la contrainte dans les cols en utilisant le modèle théorique décrit
à la section 4.5 (4.21) :

σ =
4αME

√
e

3π
√
r

. (9.1)

L’épaisseur des cols a été mesurée au moyen d’un projecteur de profil avec un
grossissement de 200× qui laisse une incertitude de ±1 µm sur l’épaisseur. Cette
incertitude sur l’épaisseur se traduit après utilisation de (9.1) en une incertitude sur
la contrainte calculée. Cette incertitude est montrée graphiquement sur les courbes
de Wöhler en annexe. L’incertitude sur le nombre de cycles est de 1 cycle. Aux
alentours de 107 cycles elle est négligeable.

Nous avons effectué nos essais en cherchant à localiser, avec la plus grande pré-
cision possible, la limite d’endurance pour 107 cycles 4. Comme nous l’avons vu au
paragraphe 3.2.2, cette limite correspond approximativement à la limite de fatigue
pour les aciers.

9.3 Banc de mesure

Les éprouvettes ont été placées sur le banc de fatigue visible à la figure 9.3. Celui-
ci est constitué d’un moteur entrâınant à 100 Hz (tours/seconde) un arbre monté

4. Pour certaines applications, il peut être utile de connâıtre la limite d’endurance pour un
nombre de cycles plus grand. Nous nous sommes limités à 107 pour des raisons de temps d’expé-
rience (à 100 Hz, un test de 107 cycles dure environ 28 heures).
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sur deux roulements à billes. Un troisième roulement monté avec une excentricité de
0.5 mm sur l’arbre sert de came sollicitant le bloc mobile de l’éprouvette. Ce dernier
est plaqué contre la came par un ressort de précharge. La détection de la rupture
des cols testés s’effectue au moyen de paires de petits contacts électriques placés de
part et d’autre de chaque col, qui détectent le contact du bras pivotant lors d’une
rupture de col. Pour s’assurer que le bras pivotant se sépare du bloc fixe dès que le
col testé se rompt, nous avons rajouté sur chaque bras pivotant une force verticale
(inférieure à 2 N) qui précontraint légèrement les cols axialement. La contrainte
induite par cette force de traction (de l’ordre de 3% de la contrainte totale) a été
prise en compte dans le calcul de la contrainte appliquée aux cols.

Came :
0.5 mm,
100 Hz.

Ressorts de précontrainte axiale

Eprouvette

Détection des ruptures (contacts électriques)

Précharge

Moteur CC

Fig. 9.3 – Photographie du banc de fatigue.

9.4 Analyse des résultats

Les courbes de Wöhler que nous avons tracées pour chaque rugosité et chaque
matériau sont en annexe (sect. A.5). Nous avons testé un total de 217 cols. Le tableau
9.1 donne une synthèse des résultats. La figure 9.4 montre la relation entre le facteur
de correction c obtenu et la rugosité pour les trois matériaux testés.
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Matériau : K190 K190 K190 W720 W720 W720 CN8 CN8
Cols testés : 44 41 22 11 22 11 33 33
Ra [ µm ] : 0.2 0.8 1.61 0.2 0.86 2.63 0.2 1.36
σ′
D(10

7) [MPa] : 880 730 570 700 920 900 420 350
σD(107) [MPa] : 850 850 850 735 735 735 225 225
c : 1 0.9 0.7 1 1.3 1.2 1.9 1.6
Re [MPa] : 2050 2050 2050 1815 1815 1815 1100 1100
Rm [MPa] : 2350 2350 2350 1860 1860 1860 1170 1170

Tableau 9.1 – Résumé des résultats des essais de fatigue. σ′
D(10

7) est la limite
d’endurance corrigée obtenue d’après les courbes de Wöhler que nous avons tracées
(annexe A.5), σD(107) est la limite d’endurance obtenue par des essais standard et
c est le facteur de correction. Re est la limite élastique et Rm la résistance à la trac-
tion selon la littérature. Les matériaux sont notés selon leur appellation courante :
K190=X220CrVMo13-4 ; W720=X3NiCoMoTi18-9-5 ; CN8=CuNi15Sn8.
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Fig. 9.4 – Relation entre les facteurs de correction c et la rugosité pour
les trois matériaux testés (K190=X220CrVMo13-4 ; W720=X3NiCoMoTi18-9-5 ;
CN8=CuNi15Sn8).

9.5 Interprétation

Pour la plupart des points de la figure 9.4, le facteur de correction c est supé-
rieur à 1 (sa moyenne est de 1.2). Pour expliquer ce résultat, nous pouvons émettre
l’hypothèse qu’il s’agit entre autres causes, de l’effet d’échelle (§ 3.2.3).

Pour la rugosité la plus faible (Ra = 0.2 µm), nous observons que, pour les trois
matériaux testés, le facteur de correction est supérieur ou égal à 1. Ainsi, pour un
usinage en trois étapes laissant un très bon état de surface, la présence de la couche
modifiée laissée par le processus d’étincelage ne semble pas dégrader le comportement
en fatigue des cols. Au contraire, nous observons même une nette amélioration dans
le cas du bronze (c = 1.9).

Dans la plupart des cas, nous observons une diminution du facteur de correc-
tion c avec l’augmentation de rugosité, ce qui concorde avec nos connaissances a
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priori sur la fatigue 5. Seule la valeur du facteur de correction pour l’acier maraging
X3NiCoMoTi18-9-5 et une rugosité Ra = 0.2 µm ne suit pas cette règle puisqu’elle
est inférieure au facteur de correction pour Ra = 0.86µm et Ra = 2.63µm. Nous pen-
sons pouvoir imputer ce phénomène à la corrosion activée par l’immersion prolongée
du matériau dans le bain de diélectrique 6.

9.6 Conclusions

Pour les trois matériaux testés il est possible d’utiliser les limites de fatigue
σD(107) obtenues par des essais standard pour déterminer la contrainte admissible
σadm dans le matériau, pour autant que l’usinage par électroérosion soit réalisé en
trois étapes et laisse une rugosité très faible (Ra < 0.2 µm).

Si, pour diminuer le coût de l’usinage, les étapes de finition ou de finition et
de semi-finition ne sont pas réalisées, laissant une rugosité plus importante, alors
les résultats des essais standards restent utilisables, sauf dans le cas de l’acier
X220CrVMo13-4 qui a été produit par frittage.

Le nombre d’essais réalisés (217) est insuffisant pour tirer des conclusions plus
précises ou pour extrapoler avec certitude ces résultats pour d’autres alliages métal-
liques 7. Pour des applications très pointues nécessitant une connaissance précise des
limites de fatigue des matériaux utilisés, il est pratiquement indispensable d’effec-
tuer des essais de fatigue spéciaux réalisés directement sur les structures articulées
ou sur certaines de leurs articulations. Pour d’autres applications moins pointues,
on pourra se fier aux données sur la fatigue trouvées dans la littérature ou établies
par les fournisseurs des matériaux.

5. La littérature offre plusieurs exemples d’études sur les effets de l’électroérosion sur le com-
portement en fatigue des matériaux (Abu Zeid 1997) (Jeelani & Collins 1988) qui montrent une
baisse de la limite de fatigue avec l’augmentation de la rugosité ou de l’énergie des décharges.

6. Nous avons observé une corrosion de l’acier W720 (X3NiCoMoTi18-9-5) après son immersion
dans le bain de diélectrique. Ceci n’a pas été le cas de l’acier K190 (X220CrVMo13-4). Le temps
d’immersion est bien plus long pour l’usinage avec une rugosité Ra = 0.2µm que pour les rugosités
inférieures. Ceci pourrait expliquer que seuls les cols dont la rugosité est la plus faible voient leur
limite de fatigue diminuée par la présence de piqûres de corrosion à leur surface.

7. Le tableau B.14 donne les propriétés de quelques matériaux intéressants pour la réalisation
d’articulations flexibles.
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Chapitre 10

Structures flexibles

L’analogie cinématique entre les structures à guidages flexibles et celles à gui-
dages idéaux permet d’utiliser les méthodes classiques de conception cinématique
pour synthétiser ou analyser des structures flexibles. Des exemples d’analyse utili-
sant le critère de Grübler pour déterminer le nombre de DDL d’une structure sont
décrits. Ils révèlent l’éventuelle présence de DDL internes ou d’hyperstatismes dans
les structures. Des exemples de synthèse sont décrits au chapitre 11. Les avantages
des cinématiques parallèles sont très intéressants pour la robotique de haute préci-
sion à structures flexibles et leurs inconvénients généralement moins gênants qu’en
robotique classique, ce qui incite à les utiliser.

Une synthèse entre les résultats de la première et de la deuxième partie du livre
montre quelles sont les limites des guidages flexibles en termes de course : des gui-
dages isolés peuvent atteindre des courses proches de la moitié de leurs dimensions,
alors que la course des structures complexes dépasse rarement un dixième de leurs
dimensions (encombrement). Les courses angulaires dépassent rarement une quin-
zaine de degrés. Il existe certains principes de conception qui permettent d’augmen-
ter la course des guidages comme l’utilisation redondante de deux guidages iden-
tiques montés en série. D’autres principes de conception permettant de minimiser
ou de maximiser les rigidités naturelles des guidages sont décrits. Pour protéger les
guidages des surcharges et des dépassements de course, il est important de placer
judicieusement des butées mécaniques.

10.1 Cinématique

10.1.1 Définitions

Structure articulée : une structure articulée est le squelette d’un robot 1 ou d’un
mécanisme, c’est-à-dire la partie mécanique qui supporte les efforts et transmet les
mouvements. Elle est constituée de segments rigides reliés entre eux par des guidages.
Elle comporte un segment fixe, appelé base et un segment qui porte l’outil ou dont
le mouvement est utilisé, appelé organe terminal. Certains autres segments appelés
segments moteurs subissent les forces produites par les actionneurs pour déplacer
l’organe terminal selon ses degrés de liberté.

1. Dans le cas des robots, la structure articulée est souvent appelée porteur (André et al. 1983)
(Coiffet 1992).
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Cinématique des structures articulées : la cinématique étudie le mouvement
des structures articulées, indépendamment des forces en présence (Hunt 1978). Ce
mouvement peut être décrit par la position, la vitesse et l’accélération des différentes
parties de la structure.

Géométrie cinématique : ce sous-ensemble de la cinématique n’étudie que les
déplacements des structures articulées indépendamment de la variable temporelle
(Hunt 1978). Dans cette section nous ne traitons que de cette partie de la cinéma-
tique qui est la plus simple.

Principe d’analogie cinématique : deux structures articulées sont dites ciné-
matiquement analogues si leurs déplacements sont identiques, indépendamment des
éléments physiques qui les constituent et des forces en présence. Ainsi, une structure
articulée dont les guidages sont de type roulant et une autre structure dont les gui-
dages sont de type flexible peuvent avoir la même cinématique si leurs mouvements
sont identiques. Nous appelons cette équivalence entre les fonctions essentielles de
ces deux structures aux éléments constitutifs différents l’analogie cinématique 2.

Guidages analogues : deux guidages sont dits analogues s’ils ont la même cinéma-
tique, indépendamment de leur constitution physique. Exemple : les pivots à lames
croisées, le roulement à bille et le palier lisse rotatif sont trois guidages analogues.

Guidages homologues : deux guidages sont dits homologues 3s’ils ont une consti-
tution physique voisine, indépendamment de leur cinématique. Exemple : le pivot à
lames croisées et la table à deux lames parallèles sont des guidages homologues car
ils sont tous deux constitués de deux lames flexibles reliant deux blocs rigides.

10.1.2 Enoncé de la méthode

L’analogie entre les structures articulées à guidages idéaux et celles à guidages
flexibles permet d’utiliser les méthodes classiques de conception cinématique pour
synthétiser ou analyser des structures flexibles.

La synthèse s’effectue en traduisant une structure à guidages idéaux conçue à
l’aide de méthodes classiques en une structure à guidages flexibles analogue.

L’analyse s’effectue en traduisant la structure à guidages flexibles en une struc-
ture à guidages idéaux analogue et en étudiant sa cinématique à l’aide des méthodes
classiques.

La traduction d’une structure à guidages idéaux en une structure à guidages
flexibles (ou vice-versa) s’effectue en remplaçant les guidages idéaux par des guidages
flexibles analogues (ou vice-versa).

2. Le principe d’analogie cinématique introduit par l’auteur est inspiré de l’anatomie qui qualifie
d’analogues des organes qui ont des fonctions semblables et parfois une ressemblance de forme,
mais dont l’origine est entièrement différente (Lender et al. 1992). Exemple : l’aile d’oiseau et l’aile
d’insecte.

3. Le concept d’homologie entre les guidages introduit par l’auteur est inspiré de l’embryologie
qui qualifie d’homologues des organes dont le mode d’utilisation peut être différent mais qui dérivent
des mêmes ébauches embryonnaires dans deux groupes zoologiques voisins (Lender et al. 1992).
Exemple : la patte antérieure de mammifère et l’aile d’oiseau.
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L’exercice itératif de traductions synthétique et analytique est d’une grande aide
lors de la conception de structures flexibles. Comme la traduction d’une langue à
une autre, la traduction d’une structure à guidages idéaux en une structure flexible
(ou vice-versa) n’est pas automatique, car elle n’est pas univoque. Elle requiert de
l’expérience et une capacité d’interprétation. Ainsi, cette méthode de conception
n’est pas systématique, mais heuristique 4.

10.1.3 Analyse cinématique

Notre méthode permet de recourir aux nombreuses démarches de conception et
d’analyse cinématique que l’on trouve dans la littérature pour des structures articu-
lées à guidages idéaux lors de la conception de structures flexibles. Ce n’est pas le
lieu ici de décrire ni même d’énumérer ces démarches qui sont abondamment décrites
dans la littérature (Reuleaux 1875) (Artobolevski 1975) (Hunt 1978) (Erdman 1993)
(Flückiger 1998) (Waldron & Kinzel 1999).

Nous ne décrivons ici que le critère d’analyse cinématique de Grübler (1917) 5qui
permet de déterminer le nombre de degrés de liberté M d’une structure articulée
comportant n guidages à di (1 ! i ! n) degrés de liberté et comportant b boucles

M =
n

∑

i=1

di − 6b. (10.1)

Pour des structures planes, cette formule devient

M =
n

∑

i=1

di − 3b. (10.2)

Exemples d’analyse

Analysons, selon cette méthode, la cinématique du bras flexible de la figure 10.1.
Il s’agit d’une structure sérielle (pas de boucle : b = 0) composée de deux articula-
tions (n = 2) de 3 DDL chacune, reliant 3 segments rigides : le bloc fixe o, le bloc
mobile m et le bloc intermédiaire i. Selon le critère (10.1), le nombre de degrés de ce
bras est M = 3 + 3− 0 = 6. Comme le montre la figure, les 3 DDL a, b et c corres-
pondent aux mouvements du bloc mobile, alors que les DDL d, e et f correspondent
aux mouvements du bloc intermédiaire, et ne déplacent pratiquement pas le bloc
mobile. Ainsi, nous pouvons interpréter le résultat du critère (10.1) en disant que,
du point de vue fonctionnel, ce bras ne possède que 3 DDL, et que les DDL c, d et
e sont des degrés de liberté internes 6 à la structure. Ceci nous permet de traduire
ce bras en la structure à guidages idéaux de la figure 10.2 d qui a 3 DDL identiques
aux 3 DDL externes du bras flexible (a, b et c).

4. Heuristique se dit d’une méthode d’exploration d’un problème procédant par évaluations suc-
cessives et hypothèses provisoires (Le Grand Robert de la langue française).

5. Cette méthode est généralement attribuée à Grübler (1917) (Schoenflies & Grübler 1908),
mais on l’attribue parfois également à Kutzbach (1929). L’expression (10.1) n’est pas la formule
originale, mais une manière pratique de l’écrire qui est proposée par Hunt (1978).

6. On peut trouver une définition de la notion de degré de liberté interne dans
(Waldron & Kinzel 1999), par exemple.
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Fig. 10.1 – Les 6 DDL d’un bras flexible.

a b c d

Fig. 10.2 – Traduction du bras flexible en une structure à guidages idéaux dans le
plan (a→ b) et dans l’espace (c→ d) (d : le bras est articulé en son milieu par un
guidage rotöıde dont l’axe de rotation est confondu avec l’axe du bras).

Si l’on désire utiliser ce bras pour réaliser une structure articulée plane, alors les
DDL f et c ne sont plus à considérer, étant donné que leur axe de rotation n’est
pas normal au plan de la structure. Interprété comme une structure plane, le bras
flexible a 4 DDL, dont 2 externes (a et b) et 2 internes (d et e). Il peut donc être
traduit en la structure à guidages idéaux de la figure 10.2 b.

A lumière de ces résultats, analysons à présent la table à quatre cols en la considé-
rant comme une structure plane. Nous pouvons la traduire en la structure à guidages
idéaux de la figure 10.3 b. Appliquons le critère (10.2) à cette structure : elle com-
porte 4 articulations à 1 DDL (n = 4) et 1 boucle (b = 1). Son nombre de DDL est
donc M = 4− 3 = 1. La table à quatre cols est bel et bien un guidage à 1 DDL.

Analysons à présent la table à quatre cols comme une structure articulée spa-
tiale. Nous pouvons la traduire en la structure à guidages idéaux de la figure 10.3
c. Appliquons le critère (10.1) à cette structure : elle comporte 6 articulations à 1
DDL (n = 6) et 1 boucle (b = 1). Son nombre de DDL est donc M = 6− 6 = 0.
Or l’expérience montre que la table à quatre cols possède 1 DDL. L’enseignement à
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ba c d

Fig. 10.3 – Analyse de la table à quatre cols comme une structure plane (a → b),
puis comme une structure spatiale (a→ c). La cinématique c est hyperstatique. La
cinématique analogue d est isostatique.

tirer du résultat du critère appliqué est que cette structure comporte un hypersta-
tisme 7. En effet, cette structure ne possède 1 DDL que si ses deux bras sont dans le
même plan. Si cette structure est fabriquée par électroérosion à fil de manière mo-
nolithique, alors il est aisé de garantir la coplanarité du mouvement des deux bras
et l’hyperstatisme n’est pas gênant. Notons que pour supprimer cet hyperstatisme,
il serait par exemple possible de rajouter une articulation à l’un des bras (Fig. 10.3
d).

Actionneur

A

Actionneur

B

Fig. 10.4 – Des forces externes, comme celles produites par les actionneurs peuvent
exciter les DDL internes des structures et perturber leur bon fonctionnement (A :
mauvais, B : bon).

Considérons à présent les degrés de liberté internes de la table à quatre cols.
Selon la figure 10.1, nous savons que chacun des deux bras peut se déplacer selon
les DDL d, e et f. La table possède donc 6 DDL internes. Si aucune force ne vient
exciter ces DDL, alors leur présence n’altère en rien la fonction du guidage. Par
contre, si des forces liées à l’accélération 8 de la masse du bloc intermédiaire ou

7. La mise en évidence des hyperstatismes est très importante, car leur présence peut faire
varier fortement les rigidités des structures flexibles ainsi que les contraintes que subissent leurs
articulations, et ceci de manière essentiellement imprévisible. Il s’agit donc, lors de la conception,
de veiller à éviter les hyperstatismes.

8. Il est important de connâıtre les degrés de liberté internes d’une structure pour en faire
l’analyse dynamique, étant donné qu’ils sont susceptibles d’être le siège de vibrations importantes.
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à des charges externes appliquées sur le bloc mobile ou sur le bloc intermédiaire
déplacent ce dernier selon l’un de ses DDL internes, alors la fonction du guidage
peut être altérée. Par exemple, l’utilisation d’un actionneur qui agit directement sur
le bloc intermédiaire est déconseillée 9 (Fig. 10.4 A). Il est préférable d’entrâıner
directement le bloc mobile (Fig. 10.4 B).

Ces exemples illustrent comment des outils et des principes de conception utilisés
habituellement pour étudier le comportement cinématique de structures à guidages
idéaux peuvent être utilisés pour analyser le comportement de structures flexibles.

10.1.4 Synthèse cinématique

Au chapitre 11 nous montrons comment synthétiser une structure flexible à partir
d’une structure analogue à guidages idéaux au travers de plusieurs exemples.

10.1.5 Cinématiques parallèles

Avantages et inconvénients

Considérons les avantages et les inconvénients des robots parallèles 10 tels qu’énu-
mérés par Clavel (1994) du point de vue des robots de très haute précision à struc-
tures flexibles. Les avantages des robots parallèles sont :

– rigidité mécanique élevée,
– fréquence propre élevée, donc peu d’erreur de reproductibilité des mouvements
due à une oscillation incontrôlée de la structure mobile,

– possibilité de mouvement à haute dynamique (accélérations élevées)
– possibilité de positionner les actionneurs directement sur la base fixe,
– capacité de charge élevée.

Ces avantages sont d’un très grand intérêt pour la robotique de haute précision. Les
inconvénients des robots parallèles sont :

– volume de travail limité,
– modèles géométriques parfois difficiles à déterminer,
– présence de singularités qui conduisent à une perte de contrôle de la structure
mobile,

– couplage fortement variable entre les différentes châınes cinématiques.

La géométrie cinématique des guidages flexibles est généralement différente de celle
des guidages idéaux les plus simples pour lesquels les trajectoires sont souvent de
simples droites ou cercles. Ceci rajoute une difficulté supplémentaire dans la déter-
mination des modèles géométriques. Au demeurant, les applications de robotique de
haute précision utilisent souvent un système de mesure de position extéroceptif 11,

9. Cette solution a parfois été utilisée pour profiter d’une amplification du mouvement produit
par des actionneurs piézoélectriques.
10. Un manipulateur parallèle est constitué d’un organe terminal à n DDL et d’une base fixe,

reliés entre eux par au moins deux châınes cinématiques indépendantes, la motorisation s’effectuant
par n actionneurs simples (Merlet 1997).
11. Un système de mesure de position extéroceptif permet de connâıtre directement la position

de l’organe terminal, sans se baser sur les positions individuelles des articulations de la structure
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auquel cas les inexactitudes des modèles géométriques ont peu d’influence sur la pré-
cision des mouvements. Il est alors possible d’approximer les guidages flexibles par
des guidages idéaux analogues lors de la détermination des modèles géométriques.

Dans le cas des robots de haute précision à structures flexibles, la faible course
des guidages a pour conséquence de diminuer le risque de passer par les singularités
de la cinématique. De plus, le couplage entre les châınes cinématiques varie peu dans
tout le volume de travail, et la diminution du volume de travail est moins impor-
tante, vu qu’il y a moins de risques d’interférences mécaniques entre les différentes
châınes cinématiques. Ainsi, les inconvénients des architectures parallèles sont moins
pénalisants dans le cas des robots de haute précision à structures flexibles que dans
le cas des robots industriels traditionnels.

En conclusion, les cinématiques parallèles sont tout particulièrement bien adap-
tées aux robots de haute précision à structures flexibles.

Fonctions des structures articulées à cinématique parallèle

Schématiquement, une structure parallèle typique (Fig. 10.5) est composée d’un
bloc de base fixe, d’un bloc mobile à M DDL, et de M segments moteurs sur lesquels
s’exercent les forces des actionneurs. Sans actionneurs, le bloc mobile peut se dépla-
cer librement selon ses M DDL. Si les M segments moteurs sont bloqués, alors le
bloc mobile est bloqué également (0 DDL). Le mouvement de chacun des segments
moteurs commande le mouvement de chacun des DDL du bloc mobile.

Bloc mobile (M DDL)

Bloc fixeM segments moteurs

M actionneurs
Forces ou 
moments 
extérieurs

Structure
articulée

Fig. 10.5 – Schéma d’une structure parallèle.

Les fonctions essentielles des structures articulées sont donc :

– de bloquer le mouvement du bloc mobile selon les DDL transverses en résistant
rigidement aux charges,

– d’imposer la position du bloc mobile selon ses DDL en transmettant la force
des actionneurs au bloc mobile au travers de châınes cinématiques rigides.

mécanique. L’observation de l’organe terminal au moyen d’un système de vision artificielle comme
une caméra est un exemple courant.
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Critères d’optimisation

Lors de la conception de structures articulées, l’on cherche à :
– minimiser l’influence des forces externes sur la position du bloc mobile ; ceci se
fait en maximisant la rigidité de la structure selon ses DDL transverses pour
résister aux forces et moments transverses et en maximisant la rigidité des
châınes cinématiques qui mènent des segments moteurs au bloc mobile pour
résister aux forces et moments naturels ;

– maximiser les charges admissibles ;
– minimiser les forces de rappel résultant de la nature élastique des guidages
flexibles ;

– maximiser le volume de travail et à minimiser l’encombrement ; ces deux contraintes
sont antinomiques puisque les lois de similitudes montrent que les déplace-
ments en translation augmentent proportionnellement avec les dimensions des
structures 12 ; avec les structures flexibles, ce sont généralement les courses des
guidages qui limitent le volume de travail et non les interférences mécaniques
entre les segments, comme c’est généralement le cas avec les structures tradi-
tionnelles ; ainsi, il s’agit d’optimiser la disposition des châınes cinématiques,
pour minimiser les débattements des guidages les plus sollicités.

10.2 Choix des matériaux

Le choix des matériaux pour la réalisation de guidages flexibles, comme pour
tout autre mécanisme, se fait selon un grand nombre de critères classiques tels que
la densité, la résistance à la corrosion, l’usinabilité, le prix, etc., que nous n’abordons
pas.

La particularité des guidages flexibles est qu’ils nécessitent des matériaux tolérant
de grands allongements relatifs ε sans déformation plastique. Or selon la loi de Hooke,
l’allongement relatif est proportionnel à la contrainte dans le matériau : ε = σ/E.
Choisir le matériau qui permet d’obtenir des guidages avec les plus grandes courses
possibles, revient à choisir le matériau qui a le plus grand rapport

σadm/E.

Le tableau B.14 donné en annexe indique les propriétés de plusieurs alliages métal-
liques du commerce appropriés à la fabrication de structures flexibles.

10.3 Volume de travail

10.3.1 Synthèse théorie-technologie

L’élancement maximal des lames est de 60 (§ 7.3.1) et l’allongement relatif
εadm = σadm/E maximal admissible par les matériaux couramment utilisés pour

12. Remarque : les lois de similitudes montrent, par contre, que les courses angulaires sont indé-
pendantes des dimensions des guidages.
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réaliser des structures flexibles dépasse rarement 0.4% (sect. 10.2 et Tab. B.14).
A partir de ces deux contraintes d’ordre technologique qui s’écrivent

l

h
! 60 et

σadm
E

!
0.4

100
(10.3)

et en utilisant les résultats de la partie Théorie, nous pouvons déterminer les limites
actuelles des guidages les plus simples en termes de courses.

Courses maximales en rotation

– La course angulaire d’une lame en flexion simple (4.3) est limitée à ±28◦.
– La course angulaire du pivot lames croisées (6.3) est également limitée à ±28◦.
– La course angulaire du pivot à deux lames croisées non séparées (6.5) est
limitée à ±14◦.

– La course angulaire du pivot RCC à deux lames croisées (sect. 6.3) avec p = l/4
est limitée à ±5◦. Si l’on fait tendre p vers 0 pour maximiser la course, cette
dernière tend vers ±7◦.

– La course angulaire du pivot croisé à quatre cols (sect. 6.5) prismatiques est
limitée à ±46◦.

Courses maximales en translation

– La course en translation de la table à deux lames parallèles (5.10) est limitée
à ±l/12.5.

– La course de la table à quatre cols prismatiques (5.71) avec ξ = 0.2 est limitée
à ±l/2.6. Si l’on fait tendre ξ vers 0 pour maximiser la course, cette dernière
tend vers ±l/2.

Commentaires

Ces valeurs sont des extrêmes obtenus en poussant à la fois le matériau et la
technologie de fabrication à leur limite. Dans la pratique il n’est souvent pas possible,
ou pas souhaitable, de les atteindre pour les raisons suivantes :

– Comme nous l’avons vu au paragraphe 5.3.6, la rigidité transverse en traction-
compression des articulations diminue d’autant plus que ces dernières s’écartent
de leur position nominale. Ainsi, il s’agit souvent de gérer un compromis entre
la course admissible et la rigidité transverse dont l’issue dépend de l’applica-
tion.

– Les conditions d’usinage d’une structure complexe ne permettent pas toujours
d’atteindre les élancements maximaux, si l’épaisseur de la structure impose
une grande distance entre les guides-fil par exemple.

– Selon les applications, il n’est pas toujours possible d’utiliser des matériaux
aussi performants.



152 CONCEPTION DES GUIDAGES FLEXIBLES

– Dans une cinématique complexe, qui plus est si elle est parallèle, les dé-
battements des différents guidages sont généralement inégalement repartis.
Donc seuls certains guidages sont utilisés à leurs limites, ce qui a pour consé-
quence que les courses d’une structure flexible complexe dépassent rarement
un dixième de son encombrement et que ses débattements angulaires dépassent
rarement une quinzaine de degrés.

Le calcul des courses maximales révèle encore une fois 13 l’avantage des structures
à cols prismatiques de petites dimensions (pivots RCC et croisé à quatre cols, table à
quatre cols) par rapport aux structures à lames (pivots à lames croisées, pivot RCC
à lames, table à deux lames parallèles) : pour une technologie d’usinage donnée,
permettant d’usiner des lames d’un élancement donné, les structures à cols ont une
plus grande course admissible.

Notons au passage que les courses angulaires sont indépendantes des dimensions,
alors que les courses en translation y sont proportionnelles : un pivot à lames croisées
dont toutes les dimensions sont doublées a la même course angulaire que le pivot
original, alors qu’une table à deux lames parallèles dont toutes les dimensions sont
doublées possède une course en translation double de celle de la table originale.

10.3.2 Disposition sérielle de DDL redondants

La disposition sérielle de deux DDL identiques permet :
– de doubler la course admissible pour un encombrement pratiquement inchangé ;
– éventuellement de compenser les mouvements parasites des guidages (non-
rectitude des guidages en translation et translation parasite des guidages en
rotation).

En revanche, l’un des deux DDL redondants est un DDL interne à la structure
pouvant être excité soit par des forces liées à l’accélération des masses lors de mou-
vements dynamiques soit par des charges transverses statiques. Ainsi, la présence de
ce DDL interne peut-elle

– diminuer les rigidités transverses,
– rendre peu reproductible le mouvement du guidage,
– diminuer la course admissible,
– être le siège de vibrations.

Ces inconvénients peuvent être palliés si le DDL interne est couplé au DDL
externe par une châıne cinématique appropriée (ce qui revient à supprimer le DDL
interne). Ceci est illustré par deux exemples de guidages redondants en translation
et en rotation.

Guidage en translation redondant

Les exemples les plus courants sont la table compensée à quatre lames parallèles
(Fig. 10.6) et la table compensée à huit cols (Fig. 10.7). Elles consistent en deux
tables à deux lames parallèles (respectivement à quatre cols) mises en série de telle
manière que leurs mouvements verticaux parasites fp se compensent mutuellement.

13. Cet avantage a déjà été relevé au paragraphe 5.3.7.
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Si les déformations des deux tables sont identiques alors la translation du bloc mobile
est rectiligne et la course de la table compensée est le double de la course de chacune
des deux tables qui la constitue.

F
l

 f

l/2 h

Bloc mobile

Bloc intermédiaire

f p

f//22

Base fixeN
K1

0f1 f2

K2

Bloc mobileBloc intermédiaireBase fixe

F

0

Fig. 10.6 – Table compensée à quatre lames parallèles et équilibre des rigidités.

a

a

Bloc mobile

Bloc intermédiaire

Base fixe

Levier de couplage

Fig. 10.7 – Table compensée à huit cols. Un levier de couplage supprime le degré de
liberté interne.

Pour analyser cette structure, traduisons-la en une structure analogue à guidages
idéaux (Fig. 10.8). Selon le critère (10.2), cette structure qui comporte 8 pivots et 2
boucles est dotée de 2 DDL. L’un de ces DDL est la translation horizontale du bloc
mobile, il s’agit du DDL externe. Le second DDL peut être interprété soit comme
étant la translation horizontale du bloc intermédiaire (Fig. 10.8 A) (DDL interne)
soit comme étant la translation verticale du bloc mobile 14 (Fig. 10.8 B) (second
DDL externe).

Pour la suite de cette analyse, nous considérons ce second DDL comme un DDL
interne (A) qui produit un mouvement parasite fp du bloc mobile. Ce DDL interne
peut être excité soit par des forces liées à l’accélération de sa masse lors de mou-
vements dynamiques (Genequand 1996) soit par des charges transverses statiques.
Considérons par exemple la charge N de la figure 10.6. Comme nous l’avons vu (§
5.1.6) la rigidité K1 de la table constituée par les deux lames intérieures sollicitées
en compression diminue sous l’effet de N et celle (K2) de la table constituée par

14. La position nominale de cette structure correspond à une singularité cinématique pour la-
quelle le DDL en translation verticale disparâıt. Toutefois, pour toute autre position le bloc mobile
possède 2 DDL.
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fp
Bloc mobile

Bloc intermédiaire

Base fixeA fp
Bloc mobile

Bloc intermédiaire

Base fixeB

Fig. 10.8 – Traduction de la table compensée en une structure à guidages idéaux
pour son analyse. Cette structure comporte 2 DDL.

les deux lames extérieures sollicitées en traction augmente. Or, en l’absence d’effets
dynamiques, la position du bloc intermédiaire dépend de l’équilibre de ces deux ri-
gidités. Si elles sont identiques (K1 = K2) alors f1 = f2/2 et la translation du bloc
mobile est rectiligne. Si elles sont différentes (K1 &= K2), ce qui est le cas sous l’effet
de N , alors f1 &= f2/2 et la translation du bloc mobile s’écarte d’une droite. En
outre, la course admissible diminue vu que l’une des tables à lames parallèles est
plus sollicitée que le seconde. Enfin, la rigidité transverse sous l’effet de N est faible
puisqu’elle correspond à l’un des DDL de la structure.

Fig. 10.9 – Guidage rectiligne à lames : deux guidages plans X Y disposés perpen-
diculairement définissent une droite (intersection des deux plans) le long de laquelle
se translate le bloc mobile.

En résumé, le DDL interne des tables compensées peut être excité soit statique-
ment sous l’effet de charges transverses soit dynamiquement sous l’effet des accélé-
rations. Son mouvement est généralement néfaste puisqu’il résulte en une erreur de
rectitude, une diminution de la rigidité transverse du guidage, une diminution de la
course admissible et éventuellement des vibrations.
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Pour pallier cet inconvénient, il s’agit de supprimer le DDL interne du bloc
intermédiaire en couplant son mouvement à celui du bloc mobile de telle sorte que
le mouvement du premier soit toujours la moitié de celui du second. La solution
plus connue est celle présentée à la figure 10.7 qui utilise un levier avec un rapport
1/2. Le critère (10.2) appliqué à cette structure après sa traduction en une structure
plane à guidages idéaux (cette structure comporte 13 pivots et 4 boucles) montre
qu’elle possède un seul DDL : M = 13− 3× 4 = 1 DDL.
Remarque : il existe d’autres guidages en translation rectiligne qui ne présentent
pas l’inconvénient d’avoir un DDL interne. Un exemple est montré à la figure 10.9.

Guidage en rotation redondant

De l’empilement sériel de deux pivots RCC à quatre cols dont les centres de
rotation sont confondus (point O Fig. 10.11 A) résulte une structure dont la course
angulaire est le double de celle de chacun des pivots RCC qui la constitue. Le critère
(10.2) indique que cette structure est dotée de 2 DDL. L’un correspond à la rotation
du bloc mobile BM autour de O : il s’agit du DDL externe. L’autre correspond
à la rotation du bloc intermédiaire BI autour de O : il s’agit d’un DDL interne.
Tout comme celui de la table compensée, le DDL interne du pivot compensé peut
être excité statiquement sous l’effet de charges transverses ou dynamiquement sous
l’effet des accélérations. Son mouvement est généralement néfaste puisqu’il produit
une mauvaise reproductibilité de la trajectoire du bloc mobile, une faible rigidité
radiale, une diminution de la course admissible et éventuellement des vibrations.

Fig. 10.10 – Guidage en rotation redondant à grande course angulaire ( ±15◦ ) et
grande rigidité radiale avec couplage du bloc intermédiaire.

Pour pallier cet inconvénient, il s’agit de supprimer le DDL interne du bloc
intermédiaire en couplant son mouvement angulaire à celui du bloc mobile, de telle
sorte que la rotation du premier soit toujours la moitié de celle du second. Nous
avons inventé une cinématique réalisant cette fonction de couplage (Fig. 10.11 B).
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Fig. 10.11 – A : Pivots RCC en série. B : La cinématique de couplage supprime le
DDL interne.
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Fig. 10.12 – Cinématique de couplage pouvant être réalisée par découpage dans une
plaque et prototype monolithique.
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Les conditions nécessaires pour que cette cinématique constitue un couplage de rap-
port 151/2 sont les suivantes :

– les segments S6 et S7 sont symétriques par rapport à la droite d qui passe par
le centre de rotation O du pivot compensé et par le pivot double Pd,

– le segment S5 est perpendiculaire à d.

La cinématique de la figure 10.11 B comporte un pivot double Pd, ce qui ne
permet pas de la réaliser de manière monolithique par découpage à l’électroérosion
à fil dans une plaque. La cinématique de la figure 10.12 A remplit la même fonction
et présente l’avantage de ne comporter que des pivots simples. Elle a donc pu être
traduite en une structure à guidages flexibles usinable dans une seule plaque de
matière (Fig. 10.12 B et 10.10) (Henein et al. 1998). Cette structure flexible à 1
DDL comporte 16 cols circulaires tronqués de 30 µm d’épaisseur et de 6.5 mm de
rayon dont la course angulaire est de ±10◦. La course angulaire du bloc mobile est
de ±15◦. Des mesures de rigidité radiale ont montré que la rigidité du système sans
la cinématique de couplage est de 0.6 N/ µm et de 5.3 N/ µm avec la châıne de
couplage. La suppression du DDL interne a ainsi augmenté la rigidité radiale d’un
facteur 9 environ.

La disposition des deux pivots RCC de la figure 10.11 A a pour effet de cumuler
les translations parasites. Ainsi, la translation parasite du bloc mobile est approxi-
mativement le double de celle des pivots RCC individuels. Dans d’autres disposi-
tions, les translations parasites des pivots RCC peuvent partiellement se compenser
mutuellement, diminuant ainsi la translation parasite du bloc mobile.

10.3.3 Butées mécaniques

Pour protéger les structures flexibles des surcharges et des dépassements de
course, des butées mécaniques limitant les débattements sont généralement utilisées.
Dans la mesure du possible ces butées sont intégrées à la structure monolithique,
ce qui permet de les positionner très précisément. Dans le cas de guidages flexibles
à 1 ou 2 DDL ces butées sont généralement simples à concevoir. Dans le cas de
structures flexibles plus complexes, le choix de la position des butées peut être plus
délicat. On distingue deux approches :

15. Une manière élégante de montrer qu’une telle cinématique impose au bloc intermédiaire une
rotation qui est la moitié de celle du bloc mobile est d’effectuer un changement de référentiel en
considérant le bloc intermédiaire BI comme fixe et les bloc de base BB et mobile BM comme
libres. Dans ce référentiel, le couplage d’un rapport 1/2 se traduit par un mouvement symétrique de
BB et BM par rapport à d. Ce mouvement symétrique résulte en une translation du pivot double
Pd le long de d. Un guidage rectiligne de Pd le long de d garantit donc le couplage de rapport 1/2.
Pour réaliser le guidage de Pd nous utilisons le segment S5 qui impose à Pd de suivre un arc de
cercle tangent à d. Pour de faibles angles de rotation, cet arc de cercle peut être confondu avec d et
cette cinématique constitue un couplage de rapport très proche de 1/2. Pour de plus grands angles
de rotation, le rapport de couplage s’écarte de 1/2, donc les deux pivots RCC constitutifs du pivot
compensé ne tournent plus du même angle ce qui réduit la course admissible. En revanche, cette
variation du rapport de couplage au cours de la rotation est parfaitement reproductible, donc la
trajectoire suivie par le bloc mobile BM est répétable, le pivot est rigide radialement, et le mode de
vibration correspondant à la rotation du bloc intermédiaire BI est moins susceptible d’être excité.
Il est aisé de vérifier à l’aide du critère (10.2) que cette structure est dotée d’un seul DDL.
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– Des butées limitant les débattements des segments moteurs (Fig. 10.13 A)
protègent la structure contre d’éventuelles erreurs de consignes des actionneurs,
elles sont donc très utiles dans la phase de mise au point du robot et de sa
commande. En cas de surcharge sur le bloc mobile d’une structure dont les
actionneurs sont réversibles 16, ces butées empêchent de dépasser les courses
admissibles mais ne protègent pas contre les surcharges.

– Des butées limitant les débattements du bloc mobile (Fig. 10.13 B) protègent
la structure contre d’éventuelles surcharges si les actionneurs sont réversibles.
Si les actionneurs sont irréversibles alors il est nécessaire d’utiliser des segments
préchargés qui se débôıtent ou s’escamotent lorsque les charges dépassent un
certain seuil, laissant le bloc mobile s’appuyer contre ses butées. En cas d’erreur
de consigne sur les actionneurs, ces butées empêchent de dépasser les courses
admissibles mais ne préservent pas la structure des efforts produits par le
actionneurs.

Il n’est pas possible de combiner ces deux approches pour des raisons d’hyper-
statisme.

Bloc mobile (M DDL)

Bloc fixeM segments moteurs

M actionneurs
Forces ou 
moments 
extérieurs

A

Structure
articulée

Bloc mobile (M DDL)

Bloc fixeM segments moteurs

M actionneurs

Forces ou 
moments 
extérieurs

B

Structure
articulée

Fig. 10.13 – Butées mécaniques limitant les débattements des segments moteurs (A)
ou du bloc mobile (B).

10.4 Rigidités

10.4.1 Minimisation des rigidités naturelles

Dans certains cas, la force de rappel propre aux guidages flexibles s’avère gê-
nante. Dans le but de la diminuer, nous avons recherché des principes permettant
de minimiser la rigidité naturelle des guidages. Nous montrons par exemple au pa-
ragraphe 5.3.6 que l’utilisation de tables à quatre cols, avec un paramètre ξ tendant
vers 0, permet de minimiser la rigidité naturelle en translation. Il existe d’autres
principes permettant de réduire davantage cette rigidité.

Nous montrons au paragraphe 5.1.5 et 5.1.6 que la rigidité naturelle de la table
à deux lames parallèles dépend de la charge N̄ qu’elle supporte. Il est possible d’ex-
ploiter cette propriété pour réaliser des guidages dont la rigidité naturelle réglable

16. Si les actionneurs sont irréversibles, ce type de butée n’a aucun effet dans le cas de surcharges
appliquées sur le bloc mobile.
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Fig. 10.14 – Principe du guidage en translation à rigidité réglable et démonstrateur.

peut être ramenée à zéro ou être rendue négative. Pour ce faire, il s’agit d’exercer
sur le bloc mobile de la table à lames parallèles une force N̄ voisine de la charge
N̄o (5.40) qui induit une rigidité naturelle nulle. Cette force doit rester constante en
intensité et en direction durant le mouvement de la table.

Une manière simple de la produire est de placer, sur le bloc mobile de la table,
une masse dont le poids est égal à N̄o. Cette solution présente les inconvénients
importants d’avoir une masse mobile importante et de n’être utilisable que si les
lames sont en position verticale.

Une autre manière de la produire est d’utiliser la structure de la figure 10.14 et
d’exercer la force non plus sur le bloc mobile BM mais sur le bloc intermédiaire BI
dont les mouvements sont d’une amplitude bien plus faible. Cette force peut, par
exemple, être le poids d’une masse, la force de rappel d’un ressort, ou la force d’un
actionneur électromécanique.

Considérons le cas où la force N̄ est produite par un ressort de rigidité Kr comme
sur la photographie (Fig. 10.14). Négligeons le déplacement horizontal de BI et
considérons nulle la rigidité naturelle Kcis (sect. 4.1.2) de la lame L5. La direction de
la force N̄ reste constante durant le déplacement de BI mais le déplacement vertical
λ de BI résulte en une diminution de la précharge du ressort lorsque BM s’écarte
de sa position nominale. Ainsi la rigidité de cette structure n’est pas constante mais
progressive. D’après (5.13), nous avons

λ(x) =
6

5l
x2.
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Notons λ0 l’allongement du ressort de précharge en position nominale, nous avons
alors

N̄(x) = Kr(λ0 − λ(x)).

Notons K̄t la rigidité de l’ensemble des deux tables à lames parallèles (5.9) montées
en parallèle

Kt =
48EI

l3

et N̄0 la charge qui induit une rigidité nulle (5.40). Selon (5.43), la rigidité sécante 17

s’écrit

Ks(x) = Kt −
Kt

N̄0
N̄(x).

Il s’agit d’un polynôme du deuxième degré. La force à produire pour déplacer BM
d’une distance x est

F (x) = Ksx.

La caractéristique force-déformation est donc un polynôme du troisième degré pas-
sant par l’origine :

F (x) =

(

K̄t −
KtKrλ0

N̄0

)

x+
6KtKr

5lN̄0
x3. (10.4)

La rigidité tangente est la dérivée de la caractéristique force-déformation :

K(x) = K̄t −
KtKrλ0

N̄0
+

18KtKr

5lN̄0
x2. (10.5)

Nous avons réalisé ce guidage à rigidité réglable de manière monolithique en
utilisant la lame L5 non seulement pour guider BI, mais également comme res-
sort de précharge (Fig. 10.15 et 10.16). Ce principe de compensation de la rigidité
permet de diminuer considérablement la rigidité et d’obtenir des caractéristiques
force-déformation tout à fait originales présentant par exemple des points où la ri-
gidité tangente est nulle et la force non nulle (Fig. 10.17 et Fig. 10.18). La faible
rigidité ainsi que le caractère progressif des caractéristiques font de cette structure
un corps d’épreuve idéal pour réaliser un capteur de force de haute précision. Pour
ce faire nous avons placé à l’intérieur de la structure un capteur de position optique
d’une résolution de 1 µm qui mesure le déplacement du bloc mobile.

Cette même approche peut être utilisée pour réaliser des guidages en rotation à
rigidité réglable, voire des structures à plusieurs DDL.

17. La rigidité sécante d’une structure dont la caractéristique force-déformation n’est pas linéaire
est le rapport entre la force appliquée et la déformation résultante : Ks = F/x. Elle correspond à
la rigidité d’un ressort dont la caractéristique force-déformation est linéaire (rigidité constante) qui
pour une même force subirait la même déformation que ladite structure. La rigidité sécante ne doit
pas être confondue avec la rigidité tangente qui est la pente de la caractéristique force-déformation
K = dF/dx (Spinnler 1997b).
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Fig. 10.15 – Photographie du guidage monolithique à rigidité réglable. Les cales C
permettent de régler la force de précharge de la lame 5.
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Fig. 10.16 – Guidage monolithique à rigidité réglable. Matière : acier
X220CrVM013-4 trempé E = 196GPa.
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Fig. 10.17 – Caractéristique force-déformation théorique de la structure monoli-
thique de la figure 10.16 préchargée de telle sorte que sa rigidité en position nominale
soit légèrement négative (N̄ = 1.05× N̄0).
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Fig. 10.18 – Agrandissement de la partie intéressante de la caractéristique (cadre
de la figure 10.17) avec les rigidités sécante Ks et tangente K en l’un des ses points
(P ). Au point P0, la rigidité tangentielle est nulle et la force non nulle.
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10.4.2 Maximisation des rigidités naturelles
(stockage d’énergie)

Dans certains cas, il est nécessaire de maximiser les rigidités naturelles des gui-
dages tout en conservant leur course admissible. Ceci peut être le cas lorsque la force
de rappel des guidages est utilisée comme précharge ou lorsque le guidage est uti-
lisé pour stocker de l’énergie mécanique. Ce problème se ramène à un cas classique
de maximisation du coefficient d’utilisation 18 des ressorts. Dans le cas de guidages
utilisant, comme articulations élémentaires, des poutres en flexion, il s’agit d’uti-
liser des profils qui soient d’égale résistance à la flexion 19. Dans les cas courants
où le moment fléchissant varie linéairement le long de la poutre, les profils d’égale
résistance à la flexion sont des profils paraboliques.

l

h

Largeur : b
Course : fadm

Rigidité : K

l

2h

Parabole

Largeur : b
Course : fadm

Rigidité : 4K

Fig. 10.19 – L’utilisation de lames d’égale résistance à la flexion (lames parabo-
liques dans ce cas) permet d’augmenter la rigidité naturelle sans diminuer la course
admissible.

Prenons l’exemple de la table à deux lames parallèles. Si nous remplaçons les
lames d’épaisseur h constante par des lames de profil parabolique d’épaisseur 2h aux
extrémités (encastrements), alors la course admissible de la table reste inchangée et
sa rigidité est multipliée par 4 (10.19). Le dimensionnement de la partie centrale de
la lame doit être fait en considérant l’effort tranchant.

Exemple : pour réaliser le corps d’épreuve d’un capteur de couple pour vélo monté
entre l’axe de pédalier et les plateaux, nous avons conçu un guidage en rotation
supportant le couple maximal pouvant être développé par le cycliste (100 Nm) sans
dépassement de la contrainte admissible et produisant la plus grande rotation pos-
sible (Fig. 10.20) (Boillat 1997; Henein et al. 2000). Les cinq poutres de profil quasi
parabolique ont été optimisées par des simulations par éléments finis (en particulier

18. Le coefficient d’utilisation d’un ressort est le rapport entre l’énergie emmagasinée dans ce
ressort et l’énergie emmagasinée dans un ressort de traction de même volume, soumis à la même
contrainte maximale (Duchemin 1984). La quantité d’énergie qui peut être stockée dans un élément
élastique est proportionnelle au rapport σ2

adm/E. Donc le critère de sélection du matériau est
différent selon que l’on cherche à maximiser la course admissible (maximiser σadm/E (sect. 10.2))
ou l’énergie qui peut être stockée élastiquement (maximiser σ2

adm/E).
19. Le profil d’une poutre est dit d’égale résistance à la flexion si le rapport My/I (3.2) est

constant tout le long de la poutre (M moment fléchissant ; y distance de la fibre la plus chargée à
la fibre neutre ; I moment d’inertie de la section de la poutre).
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Fig. 10.20 – Guidage en rotation à lames quasi paraboliques d’égale résistance à la
flexion utilisé comme corps d’épreuve pour un capteur de couple pour vélo.
Figure tirée de (Genoud 2000), photographie de l’auteur.

la “taille de guêpe” centrale et les congés de raccordement au niveau des encastre-
ments).

Une autre solution permettant d’augmenter la rigidité des guidages sans diminuer
leur course est de mettre plusieurs articulation flexibles en parallèle. La figure 10.21
montre un pivot hyperguidé à 21 lames. Cette approche présente l’inconvénient
de produire de nombreux hyperstatismes qui peuvent rendre le comportement peu
prédictible.

Butée mécanique

Fig. 10.21 – Pivot hyperguidé à 21 lames.



Chapitre 11

Démonstrateurs

Ce chapitre a pour but d’illustrer de plusieurs exemples la mise en application de
la méthode de conception. Il présente plusieurs structures flexibles originales dotées
de 2 à 6 DDL. Pour chacune des structures, la cinématique de la structure analogue à
guidages idéaux est décrite pour montrer de quelle manière la traduction synthétique
a été effectuée.

11.1 Modules en translation X Y

11.1.1 Module X Y pour la micro-électroérosion

Pour la micro-électroérosion 1 nous avons conçu et réalisé une structure à 2 DDL
en translation (Fig. 11.1 et 11.2). La structure mécanique est composée de deux
tables à quatre cols imbriquées perpendiculairement. Elle est usinée de manière mo-
nolithique. La structure est entrâınée par deux actionneurs électrodynamiques à
bobine mobile qui agissent directement sur le bloc mobile 2. Un capteur optique à
2 DDL, robuste vis-à-vis des perturbations électromagnétiques générées par l’étin-
celage, mesure la position du bloc mobile. L’organe terminal est l’électrode montée
sur le bloc mobile. Les principales caractéristiques du module sont résumées dans le
tableau 11.1.

1. La micro-électroérosion est décrite en détail à la section 11.4.
2. L’utilisation d’actionneurs électromécaniques (dont les actionneurs électrodynamiques font

partie) permet d’éviter tout contact entre le bloc mobile (“rotor”) et le bâti (“stator”). Il n’y a
donc pas de frottement introduit par l’entrâınement. Ce type d’entrâınement conduit à des robots
dont les précisions statiques sont essentiellement limitées par les capteurs utilisés pour mesurer la
position (mises à part les éventuelles dilatations thermiques). En fonctionnement dynamique les
vibrations mécaniques de la structure peuvent elles aussi limiter la précision.
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BB

BM

BB

BM

Fig. 11.1 – Guidage X Y monolithique. BB bloc de base ; BM bloc mobile.

Guidage flexible XY

monolithique

Actionneur électrodynamique

Capteur de position XY optique

Organe terminal

Fig. 11.2 – Guidage X Y monolithique intégré avec deux actionneurs électrodyna-
miques et un capteur optique.

Degrés de liberté : 2DDL : X Y
Encombrement : 60× 60× 60 mm3

Courses X Y : ±1 mm
Matériau : alliage de titane TiAl6V4
Epaisseur des cols : 60 µm
Actionneurs : électrodynamiques à bobine mobile (Etel SA)
Force max. continu/impulsions : 3 N / 10 N
Capteurs : Optiques X Y (Agie SA)
Précision : 0.4 µm

Tableau 11.1 – Caractéristiques du module X Y pour la micro-électroérosion.
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11.1.2 Micromanipulateur embarqué

Ce micromanipulateur à 2 DDL (XY ) (Hodac et al. 1997)(Hodac & Siegwart 1999)(Hodac 1999
est dédié à l’assemblage de circuits intégrés en silicium sur des supports en cuivre.
Il a été conçu selon un cahier des charges établi par l’entreprise Esec SA 3. Il est
embarqué sur un bras robotisé de grandes dimensions très rapide (course 330 mm,
temps de cycle 0.22 s) et a pour rôle de corriger les erreurs de position et les vibra-
tions de ce dernier au moment du collage des puces. Il présente la particularité d’être
entrâıné par des actionneurs électrodynamiques placés tous deux dans le même axe
(AY et AX , Fig. 11.3 4) ce qui permet de fixer les aimants permanents à la base de
la machine et de n’embarquer, sur le bras robotisé, que la structure mécanique et
les bobines mobiles. Ceci diminue la masse embarquée mais a pour conséquence que
le micromanipulateur ne peut être actionné que lorsque le bras est en fin de course.
Un capteur optique à 2 DDL mesure la position de l’organe terminal du microma-
nipulateur par rapport au bâti fixe du bras robotisé. Comme le montre le tableau
11.2, le micromanipulateur permet d’augmenter de plus d’un ordre de grandeur la
précision et la reproductibilité du mouvement du bras robotisé en fin de course.

AX

BB

BM

SX

S1

S3S2

S4

Sr

Y

X

SYAY
75 mm

AX

BY

BM
BX

AY

Fig. 11.3 – Micromanipulateur X Y monté sur le bras robotisé. La structure est
constituée d’un bloc de base BB fixé à l’extrémité du bras robotisé, de deux segments
moteurs SX et SY qui sont liés à BB chacun par une table à quatre cols (segments
S1S3 et S2S4). Un segment de renvoi Sr transforme le mouvement de SY pour qu’il
déplace le bloc mobile BM selon l’axe Y . Les bobines mobiles BX et BY sont embar-
quées sur la structure. Les aimants permanents restent fixés au bâti du bras robotisé.
(Hodac 1999)

11.1.3 Autres guidages X Y

Les figures 11.4, 11.5 et 11.6 montrent d’autres guidages X Y originaux.

3. Esec SA, CH-6330 Cham.
4. Leijenhorst (van) & Suringh (1987) décrivent une structure à articulations flexibles similaire

sans le segment de renvoi Sr.



168 CONCEPTION DES GUIDAGES FLEXIBLES

Caractéristiques bras robotisé bras robotisé micromanip.
seul avec micromanip. seul

Degrés de liberté : 1DDL : X 3DDL : X X Y 2DDL : X Y
Temps de cycle : 0.24 s 0.22 s
Course : 330 mm (X) 1 mm (X Y )
Précision : 30 µm 1 µm
Reproductibilité : 10.5 µm < 1 µm
Amplitude des vibrations : ±20 µm < ±1 µm
Fréquence des vibrations : 120 Hz 120 Hz
Dimensions [mm3] : 88× 55× 8
Masse mobile : 20 g
Masse totale : 155 g
Force max. X Y : 5 N
Stabilisation X Y : 15 ms
Précision X Y : 1 µm

Tableau 11.2 – Caractéristiques du bras robotisé et du micromanipulateur embar-
qué.

9 9

30

Fig. 11.4 – Table X Y : la cinématique de cette structure comporte 4 bras et 8
rotules reliant le bloc de base au bloc mobile. Un soufflet bloque la rotation du bloc
mobile autour d’un axe vertical. Chacune des rotules est traduite en une paire de
cols circulaires disposés orthogonalement. L’ensemble de la structure, y compris le
soufflet, est réalisé de manière monolithique, dans de l’acier trempé (X155CrVMo).
La course selon chaque axe est de ±0.25 mm. L’épaisseur des cols est de 25µm. Une
goupille rapportée à l’intérieur de la structure sert de butée mécanique.
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Fig. 11.5 – Photographie de la table XY de la figure 11.4.

Fig. 11.6 – Table X Y θZ : structure flexible analogue à celle de la figure 11.4
sans le soufflet. Les deux éléments de gauche sont les parties de métal qui ont été
retirées après l’usinage par électroérosion. Le détail en haut à gauche montre l’une
des rotules flexibles réalisées par des articulations élémentaires de type fil (section
carrée de 200 µm de côté). Cette structure monolithique a été découpée dans un
alliage d’aluminium AlZnMgCu1.5.
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11.2 Robot Double Tilt

Le robot Double Tilt (Fig. 11.7) est dédié à des applications de micro-assemblage
qui nécessitent l’alignement précis de composants microtechniques. Il est doté de 2
DDL en rotation θX θY . Ce robot utilisé en “main gauche” permet d’incliner l’une
des pièces à assembler afin de corriger les erreurs d’alignement d’un robot industriel
(“main droite”) qui déplace l’autre pièce. Ce robot a été conçu selon un cahier des
charges de l’entreprise Sysmelec SA 5. Un cardan, constitué d’une lame L sollicitée
en flexion et en torsion, ainsi que d’un plier P normal au plan de la lame, lie le bloc
de base BB au bloc mobile BM . Ce dernier est entrâıné par deux vérins verticaux
constitués chacun d’un guidage en translation et de deux rotules.

LBB

A1

A2

BMP

Fig. 11.7 – Robot double tilt (ce robot n’a pas été réalisé). BB bloc de base ; BM
bloc mobile ; L lame de guidage ; P pilier central ; A1 et A2 actionneurs.

11.3 Robot Orion

Tout comme le robot Double Tilt, le robot Orion (Besson 1996; Esposito 1998;
Henein et al. 1998) est dédié à l’assemblage et à la manipulation de composants mi-
crotechniques. Il est doté de 3 DDL θXθY Z. Le robot est basé sur une cinématique
parallèle dotée de trois châınes identiques composées chacune d’un guidage en trans-
lation, d’un guidage en rotation et d’une rotule 6. Cette structure a été traduite en
une structure flexible en utilisant un guidage à deux lames parallèles pour le guidage
en translation, un pivot à lame simple pour le guidage en rotation et deux fils croisés
pour la rotule. Excepté les rotules, chacun des bras est monolithique (usinage par
électroérosion à fil). Le tableau 11.3 résume les principales caractéristiques du robot.

5. Sysmelec SA, Rue du Puits-Godet 22, CH-2002 Neuchâtel.
6. La cinématique du robot Orion est décrite dans (Lee & Shah 1988; Lee & Arjunan 1989;

Lee & Arjunan 1991).
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Pivots

Rotule

Fig. 11.8 – Cinématique du robot Orion et structure flexible analogue. Les trois
pivots liés à la base ont été traduits en des guidages en translation (tables à deux
lames parallèles).

Fig. 11.9 – Structure mécanique du robot Orion et détail de l’une de ses trois ro-
tules flexibles rapportées. Un ressort de compression monté au centre de la structure
précharge les rotules en traction, ce qui évite tout risque de flambage.

Degrés de liberté : 3DDL : θXθY Z
Encombrement : 250× 250× 100 mm3

Courses linéaire et angulaires X Y : ±5 mm et ±3.5◦

Matériau : acier 42CrMo4
Epaisseur des lames : 0.4 mm
Résolutions linéaire et angulaire : 0.8 µm et 0.0015◦

Précision absolue de chaque axe : 4 µm

Tableau 11.3 – Caractéristiques du robot Orion.
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11.4 Robot Delta Cube

Peu de temps après la naissance de l’électroérosion 7 on parle déjà des possibili-
tés qu’offre ce nouveau procédé pour l’usinage direct de petites pièces très précises
(Osenbruggen 1969). Depuis, la précision, la vitesse et l’état de surface des usinages
n’ont cessé de s’améliorer et on parle à présent de micro-électroérosion 8. Aujour-
d’hui la précision et la dynamique des mouvements de l’électrode sont des facteurs
limitants de la micro-électroérosion. En effet les machines d’électroérosion étaient
initialement conçues pour l’usinage d’outils (moules, poinçons, matrices, etc.) de
relativement grandes dimensions. Elles sont par conséquent peu adaptées à l’usi-
nage direct de pièces de petites dimensions et très précises : la machine-outil 9 a des
masses mobiles importantes qui affectent la précision (déformation sous l’effet du
poids propre et mouvement saccadé lié au frottement) et la dynamique des mouve-
ments 10 (forces importantes nécessaires pour la mise en mouvement, et fréquence
propres basses).

Selon un cahier des charges établi par l’entreprise Agie S.A. 11, nous avons conçu
une nouvelle machine-outil dédiée à la micro-électroérosion. Vu les précisions et
les dimensions de la machine réalisée, cette dernière peut soit être utilisée seule
pour usiner des pièces de très petites dimensions (inférieures au millimètre), soit
être montée à l’extrémité d’une machine d’électroérosion par enfonçage classique
et servir de porte-électrode actif. Ceci permet de combiner les macro-mouvements
de la machine d’origine avec les micro-mouvements de haute précision et haute
dynamique du porte-électrode. Nous utilisons la cinématique parallèle du robot Delta
(Clavel 1985) pour réaliser ce démonstrateur. Cette cinématique possède les 3 DDL
en translation requis, et le fait qu’elle soit parallèle présente l’avantage de pouvoir
être actionnée par trois moteurs fixes, montés sur la base. La cinématique Delta est
constituée de trois châınes cinématiques identiques qui relient l’organe terminal à la
base. Chacune de ces châınes bloque l’un des DDL en rotation de la plate-forme 12.
Nous avons traduit cette cinématique en une structure flexible (Fig. 11.10). Le
tableau 11.4 résume les caractéristiques du robot Delta Cube.

7. Bianchi et Rigal (1987) situent la naissance de l’électroérosion en 1943.
8. Mentionnons à ce sujet la collaboration entre l’Institut für Mikrotechnik Mainz GmbH et l’en-

treprise AGIE S.A. CH-6616 Losone qui a donné lieu à des publications citant de nombreuses réfé-
rences d’articles traitant de micro-électroérosion et montrant de nombreux exemples de pièces réali-
sées par cette approche (Ehrfeld et al. 1996; Richter et al. 1997; Wolf et al. 1997; Wolf et al. 1998).
Lire également (Masaka et al. 1999).

9. La machine-outil est la partie de la machine à électroérosion responsable du mouvement
relatif entre l’électrode et la pièce. Les autres composantes de la machines sont le générateur, le
groupe de filtration du diélectrique et la commande de positionnement (Richter et al. 1997).
10. Le réglage fin du processus d’étincelage requiert de pouvoir contrôler en continu le “gap”(dis-

tance séparant l’électrode de la pièce). Des recherches récentes (Imai et al. 1996; Wolf et al. 1998)
semblent montrer que des mouvements très rapides de l’électrode (vibrations de quelques microns
d’amplitude et d’une fréquence de quelques centaines de Hertz) améliorent significativement l’éva-
cuation des particules érodées par un effet d’arrosage par brassage. Ceci permet d’augmenter les
vitesses d’usinage et d’améliorer l’état des surfaces usinées. Le porte-électrode actif que nous avons
réalisé permet de produire à la fois des mouvements ultra-précis de quelques dixièmes de millimètres
et des vibrations telles que celles que nous venons de mentionner.
11. Agie SA, CH-6616 Losone.
12. Davies (1999) décrit une structure flexible de cinématique voisine utilisée pour l’alignement

de composants optiques (Fig. 2.8). Elle comporte des articulations élémentaires de type fil.
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BB S1

S2

S3

BM

BB’

BM’

S’1

S’2

S’3

A’ A

A’

BB’BM’

Fig. 11.10 – Cinématique du robot Delta et structure flexible analogue : bloc de base
BB → BB′ ; bloc mobile (ou organe terminal) BM → BM ′ ; segments Si → S ′

i ;
actionneurs A → A′.

Degrés de liberté : 3DDL : X Y Z
Encombrement : 110× 110× 110 mm3

Courses X Y Z : ±1 mm
Matériau : acier X220CrVMo13-4
Epaisseur des cols : 100 µm
Actionneurs : électrodynamiques à bobine mobile (Etel SA)
Force max. continu/impulsion : 3 N / 10 N
Capteurs de position : règles optiques Heidenhain SA
Résolution : 50 nm

Tableau 11.4 – Caractéristiques du robot Delta Cube.
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11.5 Robot Tribias

Le robot Tribias (Pernette 1998) est dédié au couplage de fibres optiques mono-
modes avec des guides d’onde. Le robot déplace la fibre en face du guide selon 6 DDL.
La mesure de l’intensité d’un signal lumineux transitant de la fibre au guide permet
de connâıtre la qualité de l’alignement (mesure extéroceptive). Le robot est basé sur
une cinématique parallèle dotée de trois châınes identiques constituées chacune d’un
guidage plan XY , d’une rotule et d’un pivot (Fig. 11.11) (Tab. 11.5). Les pivots
sont des guidages en rotation redondants à grande course angulaire (Fig. 10.10),
les guidages X Y sont constitués de tables à deux lames parallèles montées comme
sur la figure (Fig. 11.13), les rotules, quant à elles, sont des guidages lisses formés
d’une bille glissant sur trois autres billes fixes en contact (3 points de contact).

Le positionnement s’effectue en deux phases :
– Phase I (grande course & faible résolution) : les trois guidages flexibles sont
bloqués et ce sont les guidages roulants (GXY ) qui se déplacent.

– Phase II (faible course & haute résolution) : les trois guidages roulants sont
bloqués et ce sont les guidages flexibles qui se déforment. Le levier de démul-
tiplication donne la haute résolution.

Fig. 11.11 – Cinématique du robot Tribias et version réalisée avec des pivots
flexibles.

Degrés de liberté : 6DDL
Encombrement : 800× 800× 300 mm3

Volume de travail* : 1 cm3

Débattements angulaires** : ±7◦

Matériau des pivots flexibles : acier X220CrVMo13-4
Epaisseur des cols des pivots : 30 µm
Actionneurs : moteurs à courant continu
Entrâınement : vis à rouleaux satellites
Résolutions linéaire et angulaire : 0.1 µm et 0.0005◦

Capteurs de position : encodeurs montés sur les moteurs

Tableau 11.5 – Caractéristiques du robot Tribias. *Ce volume de travail est obtenu
grâce à 3 guidages roulants X Y sur lesquels sont montés les tables flexibles X Y
(ce sont ces guidages roulants qui limitent la course en X et en Y ).**Au centre du
volume de travail.
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Fig. 11.12 – Robot Tribias avec pivots flexibles et actionneurs plans X Y flexibles.

GXY

Bâti

A

A

Fig. 11.13 – Guidage flexible à 2 DDL X Y avec leviers de démultiplication (robot
Tribias). Les blocs A sont liés rigidement. Ils sont fixés sur un guidage roulant X Y
(GXY ) lié au bâti.
(Pernette 1998)
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Rotules flexibles

Seules les rotules du robot Tribias n’ont pas encore été traduites en guidages
flexibles. La figure 11.14 montre deux rotules flexibles originales. La première est
constituée de trois fils orthogonaux reliant le bloc mobile à la base. La seconde
utilise les trois types d’articulations élémentaires décrits au chapitre 4, à savoir :
une lame en flexion, un barre de torsion et un fil. Ce guidage utilise une barre de
torsion en U qui a son axe de torsion déporté (§ 4.4.2).

Fig. 11.14 – Rotules flexibles à axes de rotation concourants (la lame est représentée
transparente pour montrer ce qui se trouve derrière).

11.6 Conclusion

Ces exemples originaux illustrent la mise en application de la méthode de concep-
tion. La synthèse de structures flexibles s’effectue en concevant une structure arti-
culée à guidages cinématiques idéaux qui satisfait le cahier des charges, puis en la
traduisant en une structure à guidages flexibles analogue. Dans certains cas la tra-
duction est relativement directe (module X Y pour la micro-électroérosion, § 11.1.1
par exemple), alors que dans d’autres elle nécessite une plus grande capacité d’in-
terprétation et d’expérience (traduction du cardan du robot double tilt sect. 11.2
par exemple). Parfois la première traduction synthétique ne donne pas de résultat
satisfaisant. Il faut alors retraduire la structure flexible en une structure à guidage
idéaux pour l’analyser et la modifier. C’est par exemple ce qui a été fait avec le robot
Delta Cube (sect. 11.4) dont la disposition cinématique diffère de la disposition de la
structure à guidages idéaux dont elle est la traduction. C’est ainsi que la méthode de
conception consiste en l’exercice itératif de traductions synthétiques et analytiques.



Chapitre 12

Conclusion générale

12.1 Rappel des résultats

Au travers de l’étude approfondie de l’état de l’art, nous observons que bien que
les guidages flexibles soient connus et utilisés depuis plusieurs dizaines d’années,
les méthodes de conception qui sont proposées sont fragmentaires. Pour combler
cette lacune, nous nous sommes donnés pour but d’établir les bases d’une méthode
générale de conception des structures flexibles. Ainsi, cet ouvrage ne se fonde pas
sur les travaux de l’art, mais étudie les guidages flexibles à partir de la théorie
classique de la mécanique des structures dans le but de constituer une base solide
en la matière.

La première partie du livre commence par le rappel des fondements théoriques de
la théorie de la mécanique des structures et l’interprétation en ses termes des notions
de rigidité, de course et de charge admissible. Cette théorie est ensuite appliquée aux
articulations flexibles élémentaires (lames, fils, barres de torsion, col circulaire) pour
calculer les paramètres essentiels à la conception des guidages. Cette étude montre
notamment quel rôle cinématique peuvent jouer ces articulations en déterminant le
nombre et la nature des degrés de liberté de chacune d’elles. La théorie est ensuite
appliquée aux guidages flexibles à 1 DDL en translation et en rotation les plus
courants. Ceci est réalisé de manière à aboutir à des formules simplifiées qui soient
d’utilisation et d’interprétation aisée. Les lois de similitude sont également décrites
et des abaques sont tracés. Au cours de cette étude, nous démontrons que l’utilisation
de cols de section très fine reliant de longs segments rigides permet de maximiser les
rapports de rigidité des guidages pour un élancement donné, ainsi que leurs courses.

La seconde partie du livre commence par explorer les limites technologiques de
l’électroérosion à fil, qui est le procédé d’usinage le mieux adapté à la fabrication de
structures flexibles. Des essais expérimentaux nous ont permis de trouver les limites
de ce procédé en termes de géométries usinables (élancement des profils et des sec-
tions, fentes, rayons), d’état de surface (rugosité, profondeur de la zone modifiée), de
vitesse et de coût. Nous avons ensuite sélectionné un sujet d’expérience pour tester
les formules théoriques. Il s’agit du col circulaire que nous avons considéré comme
étant l’articulation élémentaire la plus représentative de l’ensemble des autres ar-
ticulations. Nous avons alors réalisé des mesures de rigidité (mesures réalisées sur
25 tables à quatre cols circulaires) ainsi que des essais de fatigue (essais réalisés sur
217 cols circulaires). La conclusion de ces mesures est que si la rugosité des surfaces
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électroérodées est faible (Ra ! 0.2 µm) alors les modèles théoriques sont corrobo-
rés par nos expériences. Si la rugosité est plus importante, alors il faut apporter
des corrections aux formules utilisées. Ces corrections étant corrélées avec les para-
mètres d’usinage, elles peuvent donc être déterminées expérimentalement pour une
technologie d’usinage donnée.

La troisième partie décrit la méthode de conception qui consiste en l’exercice
itératif de traductions analytiques et synthétiques entre les structures à guidages
flexibles et celles analogues à guidages idéaux. Ensuite les limites technologiques
établies dans la seconde partie sont prises en considération dans le modèle théorique
pour montrer les limites actuelles des guidages flexibles en termes de courses. Enfin,
plusieurs démonstrateurs originaux réalisés selon des cahiers des charges établis par
les partenaires industriels du projet illustrent la mise en application de la méthode
et montrent à la fois son efficacité et son grand potentiel créatif.

12.2 Contributions nouvelles

Ce livre traite d’aspects du sujet d’étude qui n’ont que peu été étudiés par le
passé.

– Il étudie les structures flexibles en vue de leur application dans le domaine
de la robotique de très haute précision. Les principales particularités de ce do-
maine sont le grand nombre de degrés de liberté des cinématiques des structures
articulées, le recours fréquent à des cinématiques parallèles et les volumes de
travail relativement grands 1.

– En outre, il traite des structures flexibles usinées par électroérosion à fil. Ce
procédé d’usinage étant relativement récent, une grande partie des études an-
térieures traitent de guidages à lames réalisés par l’assemblage d’éléments dis-
crets. Ce livre montre que l’usinage par électroérosion à fil permet de réaliser
de manière monolithique des structures dont les caractéristiques sont souvent
supérieures à celles des guidages à lames. Ceci nous conduit à l’exploration des
limites de l’usinage par électroérosion de structures flexibles.

En traitant ce sujet selon une démarche méthodique, cet ouvrage aboutit sur de
nouveaux principes généraux de conception et des règles de dimensionnement origi-
nales. En outre, le travail expérimental a nécessité la mise en œuvre de protocoles
de mesures inédits. Ainsi, les principales contributions nouvelles de ce travail sont
les suivantes :

Conception : la méthode de conception se base sur les concepts nouveaux d’analogie
cinématique, de traduction synthétique et de traduction analytique. En outre elle pré-
sente des principes généraux de conception relatifs aux volumes de travail (sect. 10.3)
et aux rigidités (sect. 10.4) des structures flexibles. Cette méthode a donné lieu à
l’invention de structures flexibles inédites : pivot redondant à grande course angu-
laire (Henein et al. 1998, brevet)(§ 10.3.2), guidage en translation à rigidité réglable

1. Bon nombre des structures articulées de l’état de l’art sont entrâınées par des actionneurs
piézoélectriques dont les courses dépassent rarement une centaine de microns. Comparativement à
ces structures dédiées à des applications de micro-positionnement, les structures étudiées dans cet
ouvrage ont un grand volume de travail.
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(§ 10.4.1), robot Double Tilt (sect. 11.2), robot Delta Cube (Bottinelli et al. 1999,
brevet) (sect. 11.4), tables X Y sérielles et hybrides (sect. 11.1), rotule flexible
(sect. 11.5).

Dimensionnement : les développements théoriques aboutissent à des modèles et
des formules de dimensionnement originaux :

– Formules simplifiées, abaques et lois de similitude pour le calcul des rigidités
du col circulaire (4.23, 4.25, 4.26, 4.27).

– Modèle simplifié pour le calcul de la rigidité en translation de la table à deux
lames parallèles sous charge de traction-compression (5.43) et calcul de la
course admissible (5.51, 5.52, 5.58).

– Calcul de la course admissible de la table hyperguidée à quatre lames parallèles
(5.66) et tracé d’un abaque de dimensionnement A.4.

– Démonstration formelle de l’avantage de la table à quatre cols prismatiques
par rapport à la table à deux lames parallèles en termes de rapports de rigidités
et de facilité de fabrication (sect. 5.3.6).

– Comparaison entre le déplacement parasite et le déplacement du centre ins-
tantané de rotation du pivot à lames croisées, du pivot RCC et du pivot croisé
à quatre cols (sect. 6.6). Méthode énergétique pour l’évaluation qualitative de
l’influence des charges radiales sur la rigidité angulaire de ces pivots (sect. 6.7).

Expérimentation : la réalisation d’essais expérimentaux a nécessité la mise en
place de protocoles et de bancs de mesure originaux :

– Banc de mesure de rigidité et formulation de l’hypothèse de l’existence de la
couche neutre sous les surfaces électroérodées avec vérification expérimentale
(chap. 8).

– Conception d’une éprouvette spéciale pour réaliser des essais de fatigue en
flexion alternée sur des cols (chap. 9) et réalisation du banc de mesure.

12.3 Portée et limites

12.3.1 Généralité et impact de la méthode

La généralité de la méthode lui donne une très grande portée. En effet, bien
qu’elle ait été élaborée principalement pour la conception de structures articulées
de robots de haute précision, cette méthode est également utilisable dans d’autres
domaines d’application tels que les appareils de mesure et autres mécanismes de
précision, les mécanismes aérospatiaux, les microsystèmes (MEMS) ou les machines-
outils 2.

En choisissant de délimiter le domaine d’étude au comportement statique et
au domaine linéaire des petites déformations des guidages flexibles, nous avons pu
établir des formules simples, d’utilisation aisée. C’est en privilégiant de la sorte
la simplicité des modèles plutôt que leur exactitude que nous avons pu aboutir

2. Par exemple, nous sommes actuellement en train d’utiliser cette méthode pour concevoir un
cardan flexible pour une machine-outil à structure parallèle. Le recours aux guidages flexibles est
nécessaire en raison de problèmes de fretting-corrosion des roulements à rouleaux coniques utilisés
actuellement.



180 CONCEPTION DES GUIDAGES FLEXIBLES

à une méthode de conception des structures flexibles complexes dotées de 3 à 6
DDL. Ainsi, cet ouvrage recourt à des modèles simplifiés, donc approximatifs, qui
ont le mérite d’être utilisables efficacement aussi bien avec des guidages simples
qu’avec des structures flexibles complexes. En comparaison, la plupart des travaux
de la littérature visent à établir des modèles aussi rigoureux que possible, valables
pour la simulation de guidages simples. Ces modèles présentent l’inconvénient d’être
trop lourds pour être utilisés lors des premières phases de conception des structures
flexibles dotées de 3 à 6 DDL.

Les contacts fréquents avec les partenaires industriels du projet “Minast 6.01
Artist” dont ce travail fait partie ont donné un caractère concret à cette recherche.
Les excellents résultats obtenus avec les démonstrateurs originaux que nous avons
conçus démontrent l’efficacité pratique de notre méthode. Deux projets de recherche
avec partenariat industriel basés en grande partie sur cette étude ont démarré en
avril 2000.

Enfin, les inventions présentées (guidage à rigidité réglable, pivot redondant avec
couplage, robot Delta Cube, etc.) laissent présager du très grand potentiel encore
inexploité des structures flexibles. Potentiel dont, nous l’espérons, les ingénieurs et
chercheurs pourront profiter grâce à notre méthode de conception qui constitue une
aide à la créativité.

12.3.2 Validation expérimentale

Les expériences visant à éprouver la validité des modèles théoriques que nous
avons établis étant de mise en œuvre longue et coûteuse, nous n’avons pu tester,
dans la partie expérimentale, qu’une seule articulation élémentaire, à savoir le col
circulaire, et nous n’avons contrôlé que les deux formules définissant la rigidité et
la course angulaires. Nous n’avons donc pas de validation expérimentale des autres
formules établies. Il s’agit là d’une limitation importante de ce travail.

Cependant, si nous avons choisi le col circulaire comme sujet de nos expériences,
c’est que nous l’avons estimé être l’une des articulations flexibles élémentaires les
plus représentatives de l’ensemble de celles utilisées pour la réalisation de guidages
flexibles. De même, course et rigidité sont les paramètres que nous avons jugés comme
étant ceux qu’il est le plus important de pouvoir prédire avec précision lors de la
conception de structures flexibles. De plus, bien que notre validation expérimentale
ne soit que ponctuelle, il nous semble raisonnable d’affirmer que son extrapolation
aux autres résultats théoriques exposés est également valable. Le degré de confiance
avec lequel nous effectuons cette extrapolation est haut dans le cas d’articulations
élémentaires dont le mode de sollicitation est proche de celui des cols testés (flexion).
En revanche, il est moindre dans le cas d’articulations élémentaires dont le mode
de sollicitation est différent (torsion). Ainsi, la validation expérimentale serait à
poursuivre en premier lieu dans le but de vérifier les résultats théoriques concernant
les rigidités en torsion de la lame, du fil, des barres de torsion et du col circulaire.
En deuxième lieu, les résultats théoriques concernant le cisaillement transverse de la
lame et du col circulaire pour lesquels l’effet de l’effort tranchant est non négligeable
seraient à tester expérimentalement. Ce n’est qu’en troisième lieu, qu’il s’agirait
de tester les autres résultats théoriques concernant les sollicitations en traction-
compression et en flexion naturelle des articulations élémentaires.
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A part l’approche expérimentale, il existe une autre approche permettant d’éva-
luer la confiance à accorder aux formules théoriques établies : il s’agit de la simulation
numérique par éléments finis. Si les résultats de telles simulations corroborent les
résultats analytiques que nous avons établis, alors nous pouvons augmenter notre
degré de confiance dans ces résultats. Si des divergences importantes sont observées,
il faut alors recourir à l’expérience pour départager les résultats. Ainsi, au lieu de
poursuivre la validation expérimentale selon la séquence présentée au paragraphe
précédent, il serait également possible de commencer par réaliser des simulations
par éléments finis, puis d’effectuer la vérification expérimentale des résultats analy-
tiques qui ne sont pas corroborés par ces simulations, et enfin d’effectuer celle des
résultats corroborés.

Mentionnons à ce sujet que nous avons déjà réalisé des simulations par éléments
finis du col circulaire sollicité en flexion simple. Les valeurs de contrainte dans la zone
centrale du col et d’angle de rotation obtenus lors de ces simulations correspondent
aux résultats analytiques avec un écart inférieur à 1.2%. Ceci montre la fiabilité de
ces résultats.

12.4 Perspectives

Le travail présenté dans ce livre peut être poursuivi en élargissant le champ
d’étude dans chacune des directions selon lesquelles nous avons délimité le domaine
à la section 1.5 :

12.4.1 Modélisation

La modélisation pourrait être poursuivie en effectuant des simulations numé-
riques par éléments finis (sect. 12.3.2) pour corroborer les résultats analytiques éta-
blis dans la partie Théorie et en abordant l’étude des structures flexibles dans le
cas des grandes déformations, pour établir les limites résultant de l’hypothèse des
petites déformations à laquelle nous avons eu recours. L’étude du comportement dy-
namique de ces structures est la suite logique de ce travail. L’étape suivante concerne
l’établissement, à partir du modèle dynamique, d’un modèle de réglage automatique
qui puisse être implanté dans les commandes pilotant ces structures, pour tirer le
plus grand profit des propriétés exceptionnelles des structures flexibles.

12.4.2 Matériaux

Plusieurs matériaux autres que les alliages métalliques courants peuvent être très
intéressants pour la réalisation de structures flexibles :

– Les alliages à mémoire de forme présentent la propriété dite de super-élasticité
qui permet d’atteindre des allongements relatifs réversibles de l’ordre de 2% 3

sur un très grand nombre de cycles. Cette propriété permet d’augmenter la
course des guidages ou d’utiliser des articulations dont les sections sont de

3. Rappelons que l’allongement relatif admissible des alliages métalliques présentés (Tab. B.14)
dépasse rarement 0.4%.
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plus grande épaisseur (donc plus faciles à usiner et moins sensibles aux to-
lérances d’usinage) pour une même course et un même encombrement. Ce
phénomène de super-élasticité s’accompagne d’une déformation à contrainte
quasi constante qui peut être utilisée pour réaliser des guidages à faible ri-
gidité naturelle (Yamahata 2000). Selon la température et selon leur compo-
sition, ces matériaux peuvent avoir un coefficient d’amortissement très élevé
permettant d’absorber les vibrations indésirées des structures flexibles excitées
dynamiquement. Enfin, ces alliages peuvent être utilisés comme actionneurs 4,
ce qui permet d’utiliser la structure flexible à la fois comme porteur et comme
élément moteur pour réaliser des micro-mécanismes (Bellouard et al. 1999;
Bellouard 2000) ou des micro-robots.

– D’autres matériaux actifs peuvent être utilisés pour la réalisation de structures
flexibles. Par exemple, les céramiques piézoélectriques PZT 5 peuvent être usi-
nées par découpage laser ou frittées avec la forme voulue pour obtenir, en un
seul bloc, structure mécanique, actionneurs et capteurs (Breguet 1998).

– Les propriétés mécaniques du silicium ainsi que le très grand nombre de procé-
dés de fabrication mis au point pour la fabrication des circuits intégrés en font
un matériau intéressant pour la réalisation de très petites structures flexibles
(§ 12.4.3).

– Les polymères et les matériaux composites peuvent être utilisés avantageuse-
ment pour la réalisation de structures flexibles à bas prix, bien qu’il aient une
faible stabilité dimensionnelle (fluage, absorption d’humidité). Genequand (1997)
présente par exemple un pivot à lames croisées réalisé par injection plastique
renforcée par des fibre de haute résistance.

12.4.3 Procédés de fabrication

– L’électroérosion chimique 6 permet d’usiner des matériaux non conducteurs
par un procédé similaire à l’électroérosion classique. Ce procédé peut être
intéressant soit pour usiner des structures flexibles dans des matériaux non
conducteurs, soit pour améliorer l’état des surfaces électroérodées par le pro-
cédé classique (Xiaowei et al. 1997).

– Les technologies de micro-usinage de surface du silicium initialement déve-
loppées pour la fabrication collective de circuits intégrés permettent égale-
ment la fabrication de “micromachines” (Minotti & Ferreira 1998). Ces pro-
cédés limitent généralement les structures à deux dimensions, mais récem-
ment des structures flexibles tridimensionnelles ont également été réalisées
(Akiyama & Shono 1993; Akiyama et al. 1997).

– L’injection plastique peut être utilisée pour la production en grande série de
structures flexibles à faible coût.

4. Les actionneurs à alliages à mémoire de forme ont un rapport force/poids très élevé. En
revanche, ils sont relativement lents.

5. Les céramiques PZT obtenues par frittage de composés de plomb, de titane et de zirconium
ont des modules piézoélectriques élevés.

6. L’électroérosion chimique est souvent appelée Electro-Chemical Discharge Machining
(ECDM) (Kurafuji & Suda 1968; Basak & Ghosh 1996; Langen et al. 1998; Wüthrich et al. 1999).
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– Le découpage laser peut avantageusement remplacer l’électroérosion à fil, lorsque
l’élancement des sections 7 des articulations flexibles est inférieur à 15 envi-
ron. La vitesse d’usinage par découpage laser est typiquement de 100 à 600
mm/min. Elle est donc plusieurs centaines de fois plus rapide que dans l’élec-
troérosion à fil.

12.4.4 Types d’articulations élémentaires

Les membranes et les soufflets constituent des articulations élémentaires très
intéressantes qu’il s’agirait d’étudier plus en détail par des approches numériques ou
expérimentales, vu la complexité de leur étude analytique.

12.5 Note finale

Faut-il s’étonner qu’il ait fallu attendre l’orée du XXIe siècle pour que soit tenté
l’établissement d’une méthode générale de conception des structures flexibles, alors
que la problématique des guidages existe depuis que l’homme invente des tech-
niques et que les outils théoriques de mécanique des structures nécessaires à leur
étude sont à un niveau suffisamment avancé depuis le XIXe siècle, comme le décrit
Timoshenko (1953) ? Certainement pas, car pour que l’invention prenne une forme
achevée il faut que l’époque permette de la rendre à la fois possible et utile, comme
l’explique Daumas (1968) :

Dans l’histoire des techniques, l’invention n’est en effet que très rarement
réduite à la dimension d’un seul événement dû à un seul personnage.
C’est une opération complexe qui, avant de déboucher sur des innova-
tions industrielles, bénéficie d’une expérience parfois longue de plusieurs
siècles, accumulée de génération en génération, à laquelle prennent part
des individus séparés presque toujours par le temps et l’espace. Elle ne
prend une forme achevée que lorsque l’époque le permet. Il faut pour cela
qu’un certain nombre de facteurs concourent à la rendre à la fois pos-
sible et utile, que le milieu dans lequel elle doit apparâıtre ait atteint le
niveau de maturité indispensable. A mesure que nous nous rapprochons
des époques contemporaines, nous pouvons observer que ce processus de-
vient de plus en plus rapide.

Ainsi, c’est l’électroérosion qui rend possible la réalisation de structures flexibles
performantes et c’est la robotique de haute précision qui les rend utiles. L’invention
des structures flexibles n’a aujourd’hui encore montré qu’une partie des ses poten-
tialités et nous espérons avoir contribué à son développement en posant les bases
d’une méthode générale de conception.

Cette méthode se veut être non seulement un outil de conception, mais également
un tremplin pour la créativité des ingénieurs et chercheurs qui y feront appel.

7. L’élancement des sections est défini au paragraphe 7.3.1.





Annexe A

Abaques et courbes de Wöhler

A.1 Unités

Les unités utilisées pour toutes les grandeurs physiques sont celles du Système
International. Le tableau A.1 rappelle quelles sont les unités utilisées pour les gran-
deurs qui nous concernent.

Grandeurs Unités
Longueurs m
Angles rad
Forces N
Moments Nm
Modules de Young E Pa (N/m2)
Modules de glissement G Pa (N/m2)
Contraintes Pa (N/m2)
Rigidités en translation N/m
Rigidités angulaires Nm/rad

Tableau A.1 – Unités.

A.2 Abaques

A.2.1 Lecture des abaques

Le rôle de ces abaques est de fournir de manière directe, sans recourir à des calculs
fastidieux, des valeurs approchées des rigidités et des courses de certains guidages
flexibles. Ainsi, ils sont particulièrement utiles lors des premiers dimensionnements
de structures à articulations flexibles car ils permettent de fixer rapidement les ordres
de grandeur des différents éléments.

Il faut toutefois souligner que pour représenter sur des graphes à deux dimen-
sions des fonctions possédant de multiples variables il a parfois été nécessaire de
recourir à des formules simplifiées. Ainsi, indépendamment des erreurs de lecture
graphique des abaques, il ne faut pas oublier que les courbes sont elles-mêmes des
approximations de courbes théoriques “exactes”, ces dernières ne représentant qu’un
modèle approximatif de la réalité. L’utilisation d’échelles logarithmiques permet de



186 CONCEPTION DES GUIDAGES FLEXIBLES

maintenir l’erreur de lecture en dessous de 10% sur tout l’espace des solutions avec
la méthode de lecture fine décrite à la section suivante. L’écart entre les courbes des
abaques et les courbes théoriques exactes peut ajouter quelques pour cent d’erreur.
Enfin, vu le grand nombre d’hypothèses simplificatrices, on peut s’attendre à ce que
le modèle théorique exact s’écarte légèrement de la réalité. Nous pouvons estimer
cet écart à 10% environ. Le cumul de ces erreurs fait qu’il peut se produire, entre
les valeurs lues sur les abaques et la réalité, des écarts allant jusqu’à 25%.

Echelles logarithmiques

Tous les abaques couvrent une plage d’épaisseurs e allant de 1 µm à 1 mm et une
plage de rayons r allant de 0.1 mm à 1 m. Cette très vaste couverture de plusieurs
ordres de grandeur est rendue possible par l’utilisation d’échelles logarithmiques.
Ces échelles permettent d’avoir une précision de lecture graphique uniforme sur tout
l’espace des solutions. Par contre, elles ont l’inconvénient d’être délicates à lire sans
une certaine habitude. L’abaque de la figure A.1 permet de voir le détail de la lecture
des axes.
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Fig. A.1 – Lecture des abaques à échelles logarithmiques : cet abaque fictif couvre
une plage d’épaisseurs e allant de 1 µm à 10 µm et une plage de rayons r allant de
0.1 mm à 1 mm. Cette plage réduite permet d’indiquer les valeurs intermédiaires
aux puissances de 10 sur les axes.

Exemple A : cherchons sur l’abaque de la figure A.1 la valeur de la grandeur
normalisée pour e = 3 µm et r = 0.2 mm. Sachant que l’unité utilisée pour e et r
est le mètre, nous traçons le point A en (3 · 10−6; 2 · 10−4). Ce point tombe entre les
lignes de niveau de 1 · 102 et 2 · 102. Une observation plus détaillée montre qu’il est
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situé environ à 1/4 de la distance séparant ces deux courbes. Le tableau A.2 permet
de trouver pour 11

4 la valeur de la grandeur normalisée : 1.19 · 102.
Exemple B : cherchons la valeur de la grandeur normalisée pour e = 4.2 µm
et r = 0.65 mm. Traçons le point B en (4.2 · 10−6; 6.5 · 10−4). Le tableau A.2 nous
indique que son abscisse est environ à 1/4 de la distance séparant les valeurs 4 · 10−6

et 5 · 10−6 et son ordonnée environ à équidistance des valeurs 6 · 10−4 et 7 · 10−4.
Vu que le point B tombe environ à équidistance des courbes de niveau de 2 · 102
et 3 · 102 (21

2 sur de tableau A.2), la valeur de la grandeur normalisée est environ
2.45 · 102.

11
4 11

2 13
4 21

4 21
2 23

4 31
4 31

2 33
4

1.19 1.41 1.68 2.21 2.45 2.71 3.22 3.46 3.72

41
4 41

2 43
4 51

4 51
2 53

4 61
4 61

2 63
4

4.23 4.47 4.73 5.23 5.48 5.73 6.24 6.48 6.74

71
4 71

2 73
4 81

4 81
2 83

4 91
4 91

2 93
4

7.24 7.48 7.73 8.24 8.49 8.74 9.24 9.49 9.74

Tableau A.2 – Tableau d’aide à la lecture entre les graduations des échelles loga-
rithmiques. La ligne supérieure indique la position du point lu entre deux graduations
consécutives de l’échelle logarithmique. La ligne inférieure indique les décimales de
la valeur lue. Exemple : si le point lu se trouve à 1/4 de la distance séparant les
graduations 5 · 103 et 6 · 103, on lit pour 51

4 la valeur 5.23 · 103.

Remarque : sur les abaques les puissances de 10 sont notées différemment selon
qu’elles sont sur les axe (10x) ou sur les lignes des niveau (1ex).

A.3 Exemples

A.3.1 Col circulaire

Soit un col circulaire dont les paramètres géométriques sont les suivants : e = 100 µm;
r = 4 mm ; b = 10 mm. Il est usiné dans un acier avec : E = 210 GPa ; G = 82 GPa ;
σadm = 800 MPa.

Rigidité angulaire

Selon la formule simplifiée (4.20) la rigidité angulaire de ce col est :

KαM ! 0.235 Nm/rad.

Sur l’abaque de la figure A.2, le point (1 · 10−4 ; 4 · 10−3) tombe à 1/4 de la distance
séparant les lignes de niveau 1 · 10−10 et 2 · 10−10. A l’aide du tableau A.2 on déter-
mine la valeur de la rigidité angulaire normalisée : KαMn ! 1.19 · 10−10. La rigidité
angulaire est donc :

KαM = KαMnEb ! 0.25 Nm/rad.

La valeur théorique exacte est : KαM = 0.236 Nm/rad.
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Rigidité en translation

Selon la formule simplifiée (4.23) la rigidité linéaire de ce col est :

Kcis ! 1.81 · 106 N/m.

Sur l’abaque A.4, le point (1 · 10−4 ; 4 · 10−3) tombe à équidistance des lignes de
niveau 8 · 10−4 et 9 · 10−4. A l’aide du tableau A.2 on détermine la valeur de la
rigidité linéaire normalisée : Kcis n ! 8.49 · 10−4. La rigidité linéaire est donc :

Kcis = Kcis nEb ! 1.78 · 106 N/m.

La valeur théorique exacte est : Kcis = 1.75 · 106 N/m.

Rigidité en torsion

Selon la formule simplifiée (4.25) la rigidité angulaire en torsion de ce col est :

Ktors ! 0.368 Nm/rad.

Sur l’abaque A.5, le point (1 · 10−4 ; 4 · 10−3) tombe à équidistance des lignes de
niveau 4 · 10−10 et 5 · 10−10. A l’aide du tableau A.2 on détermine la valeur de la
rigidité en torsion normalisée : Ktors n ! 4.47 · 10−11. La rigidité en torsion est donc :

Ktors = Ktors nGb ! 0.366 Nm/rad.

La valeur théorique exacte est : Ktors = 0.368 Nm/rad.

Rigidité angulaire transverse

Selon la formule simplifiée (4.26) la rigidité angulaire de ce col est :

Kt
αM ! 980 Nm/rad.

Sur l’abaque A.6, le point (1 · 10−4 ; 4 · 10−3) tombe à 3/4 de la distance séparant
les lignes de niveau 4 · 10−3 et 5 · 10−3. A l’aide du tableau A.2 on détermine la
valeur de la rigidité angulaire normalisée : Kt

αMn ! 4.73 · 10−3. La rigidité angulaire
est donc :

Kt
αM = Kt

αMnEb3 ! 993 Nm/rad.

La valeur théorique exacte est : Kt
αM = 1001 Nm/rad.

A.3.2 Table à quatre cols circulaires

Soit une table à quatre cols circulaires constituée à partir de 4 cols identiques à
ceux décrits à la section précédente. La longueur des bras de la table de col à col est
l = 50 mm.
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Rigidité linéaire

Selon la formule simplifiée (5.105) la rigidité linéaire de la table est :
K ! 376 N/m.
Sur l’abaque A.8, le point (1 · 10−4 ; 4 · 10−3) tombe à équidistance des lignes de
niveau 4 · 10−10 et 5 · 10−10. A l’aide du tableau A.2 on détermine la valeur de la
rigidité linéaire normalisée : Kn ! 4.47 · 10−10. La rigidité linéaire est donc :
K = KnEb/l2 ! 375 Nm/rad.
La valeur théorique exacte est : K = 377 Nm/rad.

Course linéaire

Selon la formule simplifiée (5.107) la course linéaire de la table est :

f ! 2.84 · 10−3 m.

Sur l’abaque A.9, le point (1 · 10−4 ; 4 · 10−3) tombe à équidistance des lignes de
niveau 1 · 101 et 2 · 101. A l’aide du tableau A.2 on détermine la valeur de la course
normalisée : fn ! 1.41 · 101. La course linéaire est donc :

f = fnσadml/E ! 2.68 · 10−3 m.

La valeur théorique exacte est : f = 2.83 · 10−3 m.
Lois de similitude : Imaginons que, pour augmenter la course de la table, l’on décide
de diminuer de moitié l’épaisseur e. La loi de similitude f ∗ ! 1/

√
e∗ nous indique

que la course va être multipliée par un facteur
√
2, devenant ainsi :

f ′ !
√
2f =

√
2× 2.84 · 10−3 = 4.02 · 10−3 m.

La valeur théorique exacte est :f ′ = 4.01 · 10−3 m.
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Fig. A.2 – Rigidité angulaire normalisée du col circulaire : KαMn = KαM/(Eb).
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Fig. A.3 – Course angulaire normalisée du col circulaire : αMn = αME/σadm.
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Fig. A.4 – Rigidité en translation normalisée du col circulaire : Kn = K/(Eb).



A
B
A
Q
U
E
S
E
T

C
O
U
R
B
E
S
D
E

W
Ö
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Fig. A.5 – Rigidité en torsion normalisée du col circulaire : Ktors n = Ktors/(Gb).
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Fig. A.6 – Rigidité angulaire transverse normalisée du col circulaire : Kt
αMn = Kt

αM/(Eb3).
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Ö
H
L
E
R

195

10-5 10-4 10-3

10-3

10-2

10-1

100 1e
-3

1e
-2

1e
-1

1e
0

R
ig

id
ité

 e
n 

tra
ct

io
n-

co
m

pr
es

si
on

 n
or

m
al

is
ée

Epaisseur e [m]

R
ay

on
 r 

[m
]

Fig. A.7 – Rigidité en traction-compression normalisée du col circulaire : Ktrac n = Ktrac/(Eb).
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Fig. A.8 – Rigidité en translation de la table à quatre cols circulaires : Kn = Kl2/(Eb).
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Fig. A.9 – Course linéaire de la table à quatre cols circulaires : fn = fE/(lσadm).
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A.4 Table hyperguidée à quatre lames parallèles

10
−3
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f / l

sigma / E
n°14 

n°13 
n°12 

n°11  
0.086 

n°10  
0.057 

n°9   
0.038 

n°0   
0.001 

h / l = 0.001 

h / l = 0.001*1.5 = 0.0015 

h / l = 0.001*1.5 12= 0.13 

0.29 
0.19 

0.13 
h / l  

n°8
0.026 

n°7
0.017 

n°6
0.014 

n°5
0.0076 

n°4
0.005 

n°3
0.0034 

n°2
0.0023 

n°1
0.0015 

Fig. A.10 – Abaque pour le calcul de la course admissible de la table hypergui-
dée à quatre lames parallèles. La courbe n◦0 correspond à une épaisseur normalisée
h/l = 0.001. La courbe n◦1 correspond à h/l = 0.001 × 1.5, la courbe n◦i corres-
pond à h/l = 0.001× 1.5i. Connaissant la contrainte admissible σadm et E, calculer
la contrainte normalisée σadm/E. Tracer sur l’abaque la droite horizontale corres-
pondante. L’intersection de cette droite avec la courbe correspondant à l’épaisseur
normalisée h/l de la table donne la course admissible normalisée f/l. La section 5.2
contient les informations théoriques qui ont permis de tracer cet abaque.
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A.5 Courbes de Wöhler

Cette section montre les courbes de Wöhler obtenues lors des essais de fatigue
réalisés sur les cols circulaires électroérodés de 50µm de section (chap. 9). Les points
ronds correspondent aux cols qui sont rompus. Les carrés correspondent à ceux qui
ne sont pas rompus. La ligne horizontale en traits discontinus correspond à la valeur
de la limite de fatigue corrigée σ′

D(10
7) que nous déduisons des courbes de Wöhler.
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X220CrVMo13-4,  Ra  = 1.61 µm
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X3NiCoMoTi18-9-5, Ra  = 2.63 µm 
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Annexe B

Formulaire

Moments d’inertie Rigidités Courses

h

l

h
Ix = Iy =

h4

12

Ip =
h4

6

K$
tors = 0.141

h4G

l

α$
tors =

1.48 τadml

Gh

où τadm =
σadm√

3

d

l

Ix = Iy =
πd4

64

Ip =
πd4

32

K◦
tors =

GIp
l

α◦
M = αt◦

M =
2σadml

Ed

α◦
tors =

2τadml

Gd

où τadm =
σadm√

3
.

f◦
cis =

σadml2

3Ed

f t◦
cis =

σadml2

3Ed

f◦
trac =

σadml

E

Tableau B.1 – Fil (sect. 4.3). Les formules des courses de la lame (Tab. B.2) sont
également valables pour le fil de section carrée avec b = h.
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b

h

l

x
y

z Ix =
hb3

12
Iy =

bh3

12

Cas de charge Rigidités Courses

f

!

M

K
!M = M / !  ; KfM = M / f  

a

KαM =
EIy
l

KfM =
2EIy
l2

αM =
2σadml

Eh

Limite : − 28◦ < αM < 28◦

f

!

P

K
!P = P / !  ; KfP = P / f

b

Kαp =
2EIy
l2

KfP =
3EIy
l3

αM =
σadml

Eh

f =
2σadml2

3Eh

f

P

Kcis= P / f 

c

Kcis =
12EIy

l3
fcis =

σadml2

3Eh

Ktrac= P / f 
f

P
d

Ktrac =
bhE

l
ftrac =

σadml

E

Ktors= M / !

!

M
e

Ktors =
bh3G

3l

αtors =
τadml

hG

où τadm =
σadm
√
3

f

!

M

Kt
!M = M / !  ; Kt

fM = M / f  

g

Kt
αM =

EIx
l

Kt
fM =

2EIx
l2

αt
M =

2σadml

Eb

Kt
cis= P / f 

f

P

h

Kt
cis =

12EIx
l3

f t
cis =

σadml2

3Eb

Tableau B.2 – Lame (sect. 4.2).
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r
b

e

h(
x) x

y

M
ααΜΜ

x

y

y(
x)

Rigidité angulaire : KαM ! 2Ebe2.5

9π
√
r

Lois de similitude :

K∗
αM = b∗E∗;K∗

αM ! e∗2.5;K∗
αM ! 1/

√
r∗

Abaque : Fig. A.2

Course angulaire : αM ! 3πσadm

√
r

4E
√
e

Lois de similitude :

α∗
M = σ∗

adm/E∗;α∗
M !

√

1/e∗;α∗
M !

√
r∗;α∗

M = b∗0

Abaque : Fig. A.3

P

f

Rigidité en translation : Kcis ! 0.218 Ebe1.5

r1.5

Lois de similitude :

K∗
cis = E∗;K∗

cis ! b∗;K∗
cis ! e∗1.5;K∗

cis ! r∗−1.5

Abaque : Fig. A.4

Mαα

Rigidité en torsion : Ktors ! 0.284 Gbe2.5√
r

Lois de similitude :

K∗
tors = G∗;K∗

tors ! b∗;K∗
tors ! e∗2.5;K∗

tors ! 1/
√
r∗

Abaque : Fig. A.5

M
αα

Rigidité angulaire transverse : Kt
αM ! 0.0295 Eb3

√
e

√
r

Lois de similitude :

Kt∗
αM = E∗;Kt∗

αM = b∗3;Kt∗
αM !

√
e∗;Kt∗

αM !
√
r∗

Abaque : Fig. A.6

P

f

Rigidité traction-compression. : Ktrac ! 0.353 Eb
√
e

√
r

Lois de similitude :

K∗
trac = E∗;K∗

trac = b∗;K∗
trac !

√
e∗;K∗

trac !
√
r∗

Abaque : Fig. A.7

Tableau B.3 – Col circulaire (sect. 4.5).
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P

B

A

f

b

h

l

l/2

λλ

Bloc mobile

d

e

Bloc de base

Rigidité naturelle :

K̄o =
24EI

l3

Course admissible :

fadmo =
σadml2

3Eh

Déplacement vertical parasite :

λ '
3f2

5l

P

N
f

λλ

Charge critique :

N̄c =
8π2EI

l2

Rigidité naturelle :

K̄ ' K̄o −
K̄o

N̄o
N̄ avec K̄o =

24EI

l3
et N̄o =

2π2EI

l2

Course admissible pour N < 0 :

fadm =
hl2π2(N + bhσadm)

3bEh3π2 + 3l2N(π2 − 12)

Course admissible pour 0 ! N < No :

fadm =
hl2π2(−N + bhσadm)

3bEh3π2 + 3l2N(π2 − 12)

Course admissible pour N = Nc :

fadm =
l2σadm

Ehπ
−

hπ

3

Tableau B.4 – Table à deux lames parallèles (sect. 5.1).

F
f

l

h

Caractéristique force-déplacement :

F '
6bhEf4

3fl3 −
√
6hl3th

√

3

2
f

h

Contrainte en fonction du déplacement :

σ =
3Ef3

l2

(

√
6 f coth

√

3

2
f

h
− 2h

) +
Ef2

2l2

Tableau B.5 – Table hyperguidée à quatre lames parallèles (sect. 5.2)
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f

b
h

l

l c

P

l/2
d

A

B

Bloc mobile

Bloc de base

e

Paramétrisation :

ξ =
2lc
l

avec 0 < ξ ! 1

Rigidité en translation :

K̄o =
2bh3E

ξ(3− 3ξ + ξ2)l3

Course admissible :

fadm =
ξ(3− 3ξ + ξ2)l2σadm

3Eh

l b 
= 

l/2

P

N

C

l c

Charge critique :

N̄c =
8π2EI

ξ2l2

Rigidité sous charge :

K̄tot ' K̄o −
N̄

l

Charge qui résulte en une rigidité nulle :

N̄o ' lK̄o

Tableau B.6 – Table à quatre cols prismatiques (sect. 5.3)

C

l

D

P
A

B

o

d

B

C'

C

P'

P

y

ββ

θθ

D'

I'

x
Bloc de base

Bloc mobile

P'

A

C'

e

A

D'

D

αα

P

B

1/2

Rigidité angulaire (pour de faibles angles) :

Kcroise
θ ' KαM avec KαM =

2Ebe2.5

9π
√
r

Course angulaire (pour de faibles angles) :

θadm ' 2αM avec αM '
3πσadm

√
r

4E
√
e

Translation parasite :

PP′

l
=

√

1 +

√
1− 4S2

−1 + 2S2
avec S =

tan (θ/2)
√

2 + 4(tan (θ/2))2

Modèle géométrique :

α+ β = θ et β =
π

4
− arc cotg

1 + 2
√
2S

√
1− 4S2

Pour de faibles angles α ' β '
θ

2

Tableau B.7 – Pivot croisé à quatre cols (sect. 6.5).
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l

r

e

b

F

f

l/2
Rigidité naturelle en translation :

K '
8Ebe2.5

9πl2
√
r

Lois de similitude :

K∗ = E∗, K∗ = b∗, K∗ ' 1/l∗2,K∗ ' e∗2.5,K∗ ' 1/
√
r∗

Abaque : Fig. A.8

Course admissible en translation :

f '
3πlσadmr0.5

4Ee0.5

Lois de similitude :

f∗ = σ∗

adm; f∗ = 1/E∗; f∗ ' l∗; f∗ ' 1/
√
e∗; f∗ '

√
r∗

Abaque : Fig. A.9

Déplacement vertical parasite :

fv = l−
√

l2 − f2 = l(1− cos θ) '
lθ2

2

F

f

l/2

Rigidité transverse en translation :

Kt '
4Kt

αM

l2
avec Kt

αM ' 0.0295
Eb3

√
e

√
r

Tableau B.8 – Table à quatre cols circulaires (sect. 5.4)

C

θθ

l

b

h

Axe de rotation

Rigidité angulaire :

Kθ =
2EI

l
où I =

bh3

12

Course angulaire admissible :

θadm =
2σadml

Eh

Translation parasite :

PP′ =

√
2

12
lθ2 ! 0.118 lθ2

Tableau B.9 – Pivot à deux lames croisées séparées (sect. 6.1)
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C

θθ

Axe de rotation

b

h
L

Rigidité angulaire :

Kθ =
8EI

L
avec I =

bh3

12

Course angulaire :

θadm =
σadmL

2Eh

Tableau B.10 – Pivot à deux lames croisées non séparées (sect. 6.2).

axe Ol p

b

e

C

Rigidité :

Kθ =
8EI(l2 + 3pl+ 3p2)

l3
où I =

bh3

12

Course angulaire :

θadm =
σadml2

E(2hl+ 3hp)

Tableau B.11 – Pivot RCC à deux lames (sect. 6.3).

P

C

ββ

C'

y

B
o

γγ

x

A

1

αα

δδ

θθ

D'

ηη

D

ηη
l

e

l

b
r

P

Bloc de base

Bloc mobile

Rigidité angulaire :

KRCC
θ = KαM

(

4
η2

(1− η)2
+ 4

η

(1− η)
+ 2

)

avec KαM !
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Tableau B.12 – Pivot RCC à quatre cols (sect. 6.4).
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Tableau B.13 – Barres de torsion de section ouverte à parois minces (sect. 4.4).
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Alliage DIN E G Rm R0.2 σD(107) σD/E α◦ ρ
[GPa] [GPa] [MPa] [MPa] [MPa] [%] [10−6] [Kg/dm3]

Acier Böhler K190 X220CrVMo13-4 196 80 2350 2050 800* trac. rep. 0.41 12.2 7.6
Acier Maraging W720 X3NiCoMoTi18-9-5 193 72 2000 1815 735 flex. alt. 0.38 10.2

Alu. Perunal-215 (7075) AlZnMgCu1.5 72 27 530 480 110 flex. alt. 0.15 23.6 2.81
Alu. Anticorodal 110-112 AlMgSi1 69 26 310 250 80 flex. alt 0.12 23.4 2.7
Alu Avional 660-662 AlCuSiMn 73 28 450 380 100 flex. alt. 0.14 23 2.79

Alu Contal EN AW-7010 72 590 520 120 flex. alt. 0.16 23.6 2.81

Titane 6Al-4V Ti Al6 V4 114 41 900 830 500 0.44 8.9 4.45

Bronze Pfinodal CN8TM04 Cu Ni 15 Sn 8 127 44 1300 1100 225 flex. alt. 0.14 16 8.94

Tableau B.14 – Quelques matériaux appropriés à la réalisation de structures flexibles. E module de Young ; G module de glissement ; Rm

limite de rupture ; R0.2 limite apparente d’élasticité ; σD(107) limite d’endurance pour 10 millions de cycles ; “trac. rep.” sollicitation en tractions
répétées ; “flex. alt.” sollicitation en flexions alternées ; σD/E allongement relatif pour 10 millions de cycles (la course des guidages flexibles
et proportionnelle à σadm/E) ; α◦ coefficient de dilatation thermique ; ρ densité. Toutes ces données proviennent des catalogues des fabricants
de ces matériaux. Pour les aciers : Böhler Frères et Cie SA, Rue de Veyrier 7, CH-1227 Carouge ; pour les Aluminiums : Alusuisse, CH-3960
Sierre ; pour le titane : Bibus Metals AG, CH-8304 Wallisellen ; pour le bronze : UMS Usines Métallurgiques Suisses SA, Usine Boillat, CH-2732
Reconvilier. * Cette valeur a été obtenue par des essais de fatigue que nous avons réalisés au département des Matériaux, EPFL.

Remarques : L’acier X220CrVMo13-4 est dénommé K190 Isomatrix PM par notre fournisseur. Cet alliage est élaboré par la métallurgie des
poudres 1. Il a subi une trempe après avoir été maintenu 30 minutes entre 1070◦ et 1090◦, puis deux revenus de 2 heures à 515◦ et 535◦. Le
fournisseur ne disposant pas de données sur la fatigue de cet alliage nous avons effectué des essais de fatigue au département des matériaux de
l’EPFL sur des éprouvettes standardisées.
L’acier X3NiCoMoTi18-9-5 est dénommé W720 par notre fournisseur qui nous a fourni les données sur son comportement en fatigue. Il a subi
un recuit de 3 heures à 480◦.

L’alliage CuNi15Sn8 élaboré par la métallurgie des poudres est dénommé Pfinodal CN8 TM04 par notre fournisseur. Il a subi une trempe
à partir d’une température de 800◦ à 880◦, puis un revenu à 370◦ environ. Les données sur la fatigue sont tirées de la notice technique
(Robert Laminage 1997) qui nous a été donnée par le fournisseur.

1. Les matériaux élaborés par la métallurgie des poudres sont également appelés matériaux frittés. Leur mise en œuvre se fait par un procédé qui ne passe
pas par la phase liquide, mais par le chauffage de poudres à températures élevées, avec ou sans application de pression.
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Artobolevski, I. (1975). Les mécanismes dans la technique moderne, Volume 1.
Edition MIR, Moscou.

Ashwell, D. G. (1950, November). The anticlastic curvature of rectangular beams
and plates. Journal of the Royal Aeronautical Society , 708–715.

Backus, R. O., D. J. Salerno, R. R. Rhymestine, & S. C. Gupta (1991). Multi-piece
flexural pivot. United States Patent 4,997,123 .

Bahiman, H. (1983). Unidirectional flexural pivot. United States Patent 4,405,184 .

Barillot, F., R. Le Letty, F. Claeyssen, N. Lhermet, & M. Yorck (1999, June). De-
sign and functional tests of a xy piezoelectric stage for rosetta/midas. In Pro-
ceedings of 8th European Space Mechanisms and Tribology Symposium, ESA
SP-438, Toulouse, France, pp. 121–126.

Basak, I. & A. Ghosh (1996). Mechanism of spark generation during electroche-
mical discharge machining : a theoretical model and experimental verification.
Journal of Material Processing Technology 62, 46–53.

Bassière, M. & E. Gaignebet (1966). Métrologie Générale. Théorie de la mesure.
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N◦1756, Ecole Polytechnique Fédérale de Lausanne.

Breguet, J.-M. & R. Clavel (1998, June). New design for long range, high resolu-
tion, multi-degrees-of-freedom piezoelectric actuators. In Proceedings of Actua-
tors 98, 6th International Conference on New Actuators, Bremen, Germany,
pp. 198–201.

Breguet, J.-M., S. Henein, & R. Mericio (1997). Monolithic piezoceramic flexible
structures for micromanipulation. In Proceedings of 9th International Precision
Engineering Seminar and 4th International Conference on Ultraprecision in
Manufacturing Engineering, Volume 2, Braunschweig, Germany, pp. 397–400.

Brooks, J. J. (1989a). Bi-flex pivot. United States Patent 4,802,784 .

Brooks, J. J. (1989b). Torsional structural pivot. United States Patent 4,812,072 .

Brooks, J. J. (1991). Torflex pivot. United States Patent 5,061,107 .

Brown, D. G. (1983). On axis-flex web gimbal. United States Patent 4,382,709 .

Burns, R. H. & F. R. E. Crossley (1966). Structural permutations of flexible link
mechanisms. ASME Paper N◦66-MECH-5 , 1–4.

Burns, R. H. & F. R. E. Crossley (1968). Kinetostatic synthesis of flexible link
mechanisms. ASME Paper N◦68-MECH-36 .



BIBLIOGRAPHIE 213

Chen, H. T. H., W. Ng, & R. L. Engelstad (1992, January). Finite element analysis
of a scanning x-ray microscope micropostioning stage. Review of Scientific
Instruments 63 (1), 591–594.

Clavel, R. (1985). Dispositif pour le déplacement et le positionnement d’un élé-
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