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Avant-propos

L’enseignement de ’analyse aux classes d’ingénieurs de 'EPFL a conduit ces
dernieres années a adapter le matériel du livre Calcul différentiel et intégral de
Jacques Douchet et Bruno Zwahlen, tout en gardant dans la mesure du possible
la rigueur et le style propres aux premieres éditions.

Les annexes sont maintenant intégrées au texte : les raisonnements par ré-
currence et la formule du binéme sont expliqués au chapitre 1, celui sur les
nombres complexes est devenu le chapitre 2, et les séries entiéres et de Taylor
sont exposées au chapitre 8. Les notions de gradient, de dérivée directionnelle et
de différentielle sont présentées dans le nouveau chapitre 16, qui contient aussi
le matériel sur les courbes paramétrées. Le lecteur qui souhaiterait une discus-
sion des résultats du chapitre 17 sur les intégrales multiples, avec des preuves
completes, la trouvera dans l'ouvrage de P. M. Fitzpatrick mentionné dans la
bibliographie.

Des notations plus internationales ont été introduites, inspirées des normes
ISO; voir la nouvelle mouture du formulaire au chapitre 11, ou les notations des
éditions précédentes sont aussi mentionnées.

La grande majorité des exercices a été conservée. Le lecteur qui désire des
exercices supplémentaires corrigés peut consulter avec profit 'ouvrage en deux
volumes Analyse vol. 1 et 2 — Recueil d’exercices et aide-mémoire de Jacques
Douchet.

Boris Buffoni
MER, EPFL
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Conventions

Le volume est partagé en chapitres (chap.) repérés par un nombre (chap.5).
Chaque chapitre est divisé en sections (sect.) repérées par deux nombres séparés
par un point (sect.5.3). Chaque section est divisée en paragraphes (§) repérés
par trois nombres séparés par deux points (§5.3.5).

Un terme apparait en italique la premiere fois qu’il est défini dans le texte.
La fin d’'un démonstration est signalée par un carré noir M. Les figures sont
numérotées continiment par chapitre et repérées par deux nombres précédés de
Fig., par exemple Fig.5.12.
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CHAPITRE 1

Corps des nombres réels

1.1 Axiomes des nombres réels

1.1.1 Rappels

On désigne par IN ’ensemble des entiers naturels {0,1,2, ...}, par Z Uensemble
des entiers relatifs {...,—2,—1,0,1,2,...} et par Q l'ensemble des nombres ra-
tionnels {p/q : p,q € Z,q # 0}. On supposera que les principales propriétés de
ces trois ensembles sont connues; comme par exemple celle du bon ordre dans
IN : tout sous-ensemble non vide de IN contient un plus petit élément.

On note encore N* = IN\{0} = {1,2,3, ...}, Z* = Z\{0} et R* = R\{0}.

1.1.2 Démonstration par récurrence (ou induction)

Rappelons la méthode de démonstration par récurrence.

Enoncé. Soit P(n) une relation dépendant d’un entier naturel n, telle que
P(ng) soit vraie et que, pour tout entier n > ng, P(n) implique P(n + 1).
Alors P(n) est vraie pour tout entier n > ng.

DEMONSTRATION. Soit A = {n € N : n > ng, P(n) n’est pas vraie}. Supposons
que cet ensemble A ne soit pas vide, alors il contient un plus petit élément m
qui est strictement plus grand que ng. Ainsi, m — 1 > ng et m —1 ¢ A; ce qui
implique que P(m — 1) est vraie. D’ou, en utilisant ’hypothese de récurrence, on
obtient que P(m) est aussi vraie. Ce dernier résultat est en contradiction avec
le fait que m € A. On en conclut que I'ensemble A est vide; ce qui entraine que
pour tout entier n > ng, la relation P(n) est vraie. |

Remarque

Ce résultat peut étre mis en défaut si 'on ne vérifie pas que P(n) est vraie pour
ng, méme si pour tout entier naturel n > ng, P(n) implique P(n + 1). Voir le
paragraphe 3.1.4 pour une illustration.

Exemple

En utilisant le raisonnement par récurrence, démontrons que pour tout entier
n>1:

Zk2:12+...+n2:”(”+1)6(2n+1).
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Pour cela, considérons la relation P(n) définie par

n

Zsz nn+1) (2n+1)

6 )
k=0
et supposons que P(n) soit vraie. Alors,
= - n(n+1)2n+1)
Do = YR (n1) = ; +(n+1)?
k=0 k=0
1 1
_ ("2 ) 2n% + 1+ 6) = (”Jg ) 2n+3)(n+2)

m+D((n+1)+1)2n+1)+1)
5 .

On a ainsi démontré que pour tout entier n > 1, P(n) implique P(n+1). Comme
de plus P(1) est vraie, on en conclut que pour tout entier n > 1, on a bien :

", nm+1)2n+1)
k* = .
> ;

1.1.3 La formule du binéme

A tout n € IN correspond un entier n! € IN appelé « n factoriel ». L’entier n! se
définit par récurrence comme suit :

(m+1D)!=(Mm+1)-n!l et 0l=1.
Par exemple 5! =5-4-3-2-1-01=5-4-3-2-1=120.

n

k

n)___nt
k)T Rk
Enpart1cuher<O)—(ﬂ)—let,81n>1a < 1 >_<n_1)—n.

Si2 < k< n-—2,on peut écrire plus simplement

Le coefficient binomial ( > € IN est défini par

n! m—k+1)-...-n

Kl(n—k)! 1.k
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Enoncé. Les coefficients binomiaux sont liés par la formule

()= (o)=Y (1)

valable pour tous les entiers 1 < i < n.

DEMONSTRATION. Ceci découle directement de leur définition :

( i1 )+ ( i > = (il)!(nn! N i!(nn!i)!

B nl i nl(n+1—1)
Cilln— (= 1) dl(n+1—1d)!
n! ) , nl(n+1
S i it erloi) = z'!(nJrl)z')!
(")
[ |

Enoncé. La formule du binéme donne une formule pour toute puissance
entiere positive d’une somme :
n k, n—k
x

1.

M=

(z+y)" =
k

Il
=)

WV

ol z,y € RetnelN est tel que n

L’expression 0° est une forme indéterminée. Dans le contexte des polynomes
(comme ici), on utilise souvent la convention 20 = 1 en z = 0. Dans le cadre
des calculs de limites (voir par exemple les sections 3.2 et 5.2), cette convention
n’est pas appliquée (la discussion se fait alors de cas en cas).

DEMONSTRATION. Pour z et y fixés arbitrairement, la preuve est par récurrence
sur n > 1. La formule du binéme est vraie pour n = 1 car

(z+y) =y+z= ( (1) )x0y1+( 1 )xlyo.

Pour tout n > 1, supposons que la formule est vraie pour n et vérifions-la pour
n+ 1. Comme (z + y)"™! = (z + y)(z + y)", Phypothese de récurrence permet
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d’écrire :

(z+y)"t = x+ykzn:_0< ) ok

n
_ k+1 n k k n—k+1
_ . 3 (%)
> (%) >
—— n+1 n
]7:4‘ ( ]ﬁ ) > z]yn+17] + Z < Z’ ) xkyn#»lfk’
j= k=0
n+ n
_ ( 17_11 )xlynqu i + Z < 7; ) xiyn+17i’
=1 1=0

(on applique la formule (1.1) encadrée ci-dessus)

n
— $n+1 + Z ( n ‘Z|' 1 ) xiyn+1—z' + yn+1
=1
n+1
n+1 ; i
_ Z ( . >xzyn+1 i

=0

et donc elle est également vraie pour n + 1. |

1.1.4 Exemple d’une équation n’admettant aucune solution dans Q

L’équation z? — 2 = 0 n’admet aucune solution dans Q.

DEMONSTRATION. Raisonnons par P’absurde et supposons que cette équation
possede une solution dans Q. Quitte & changer son signe, on peut la supposer
positive. Alors, il existe deux entiers p > 0 et ¢ > 0 vérifiant la relation (p/q)? —
2 = 0 ou encore p?> = 2¢* et dont le plus grand commun diviseur est 1. Ainsi
p? est un nombre pair, ce qui implique que p est pair. Par suite, il existe un
entier » > 0 tel que p = 2r et donc ¢ = 2r2. Par un raisonnement analogue,
on démontre que ¢ est aussi un nombre pair. On obtient ainsi une contradiction
avec le fait que les deux entiers p et ¢ admettent 1 comme plus grand diviseur
commun. D’out la conclusion. |

1.1.5 Définition du corps des nombres réels

On est ainsi amené tout naturellement a définir un nouvel ensemble, appelé corps
des nombres réels, qui aura la propriété de contenir ’ensemble des rationnels et
dans lequel I’équation 22 — 2 = 0 admettra au moins une solution.

Le corps des nombres réels est un ensemble R pour lequel sont définies : deux
applications (z,y) — z+y et (z,y) — 2y de R xR dans R ; une relation d’ordre
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x < y (écrite aussi y > x) entre les éléments de R, satisfaisant les trois axiomes
suivants :

(" PREMIER AXIOME )
R est un corps, en d’autres termes :
« pour tout triplet de nombres réels z,y et z : x4+ (y+2) = (x+y)+2
e pour tout couple de nombres réels x ety : t+y=y+=x
o il existe dans R un élément noté 0 tel que pour toutz € R : 0+2 ==z
o pour chaque élément x de R, il existe un élément —x € R tel que
x4+ (—z)=0
o pour tout triplet de nombres réels x,y et z : x(yz) = (xy)z
e pour tout couple de nombres réels x et y : zy = yx
o il existe un élément 1 # 0 dans R tel que pour tout x € R : 1-z ==
o pour chaque élément x # 0 de R, il existe un élément =1 € R (noté
aussi 1/z) tel que zz~ ! =1
o pour tout triplet de nombres réels x,y et z : x(y + 2) = zy + z=2.
N J
( N N
DEUXIEME AXIOME
R est un corps ordonné. Ce qui revient a dire que les assertions suivantes
sont vérifiées :
e x < yety< zimpliquent x < 2
o (x <yety<a)est équivalent & z =y
e pour tout couple de nombres réels x et y : ou bien z < y ou bien z > y
e x < y implique que pour tout élément z de R,ona:z+2<y+ =2
e 0 <z et0< yimpliquent 0 < zy.
N J
s : ™
TROISIEME AXIOME
L’axziome de la borne inférieure sera énoncé au paragraphe 1.2.4.
N J

1.1.6 Remarques

Nous supposerons que les conséquences élémentaires qui résultent des deux pre-
miers axiomes (théorie générale des corps ordonnés) sont connues. En particulier,
les notations usuelles © —y = x + (—y) et, pour y # 0, z/y = % =z -y ! seront
utilisées.

L’ensemble des nombres rationnels Q vérifie les deux premiers axiomes et Q)
est donc un corps ordonné. Par contre il ne satisfait pas 'axiome de la borne
inférieure. En effet, le corps des nombres réels R se distingue de tous les autres
corps ordonnés par le fait qu’il est le seul a vérifier cet axiome.
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1.1.7 Intervalles bornés de R

La relation z < y et @ # y s’écrit © < y ou encore y > z. Pour tout couple a < b
de nombres réels, I’ensemble des nombres réels x tels que a < x < b est appelé
Vintervalle ouvert et borné d’origine a et d’extrémité b, et s’écrit ]a, b[. Pour tout
a € R et tout nombre réel § > 0, on désigne par B(a,J) I'intervalle ouvert et
borné |a — §,a + §[. Par définition, B(a,d) est appelé la boule ouverte de centre
a et de rayon §. L’ensemble des nombres réels x tels que a < = < b est appelé
Vintervalle fermé et borné d’origine a et d’extrémité b, et s’écrit [a, b]. L’ensemble
des nombres réels x tels que a < x < b (resp. a < x < b) est appelé intervalle
semi-ouvert et borné d’origine a et d’extrémité b, ouvert en a (resp. b), fermé
en b (resp. a) et s'écrit |a,b] (resp. [a,b]). Dans le cas o a = b, Vintervalle
fermé et borné [a,a] représente I'ensemble réduit au seul point a, tandis que
I'intervalle ouvert et borné ]a, a[ représente I’ensemble vide, que 1’on note par ¢.
D’autre part, l'origine et 'extrémité d’un intervalle borné sont aussi appelées les
extrémités de l'intervalle ou encore les bornes de 'intervalle.

On désigne par R l'ensemble des nombres réels positifs : R} = {x € R :
x > 0} et par R* 'ensemble des nombres réels négatifs: R* = {z € R : z < 0}.
Par définition, on pose Ry = RL U{0} ={zr € R : 2 >0} et R_ =R* U {0} =
{reR: z<0}.

1.1.8 Inclusion de I’ensemble des nombres rationnels () dans R

Pour démontrer que Q est inclus dans R, résultat qui n’est pas garanti par les
axiomes de R, considérons ’application w : IN — R définie par

wn)=1+...+41 et w(0)=0
—_———

n fois

(ot 1 est I’élément neutre multiplicatif dans R ; puisque (—1)2 = 1, on a bien
que 1 € RY%). Nous pouvons d’abord prolonger cette application a I’ensemble
des entiers relatifs Z en posant, pour tout n € IN* : w(—n) = —w(n); par suite,
nous pouvons la prolonger au corps des nombres rationnels @ en posant, pour
tout nombre rationnel r : w(r) = w(p)/w(q) ot r = p/q avec p € Z et q € Z*
premiers entre eux.

On vérifie alors que I'application w est compatible avec I'addition et la mul-
tiplication, dans le sens que w(r + ') = w(r) + w(r’) et w(r - ') = w(r) - w(r’).
De plus w conserve la relation d’ordre (c’est-a-dire que : r < 7/ implique que
w(r) < w(r')).

Il en découle que w(Q) est un corps lorsqu’il est muni de 'addition et de la
multiplication : w(Q) est dit un sous-corps de R.

On peut, grace a 'application w, identifier Q et w(Q). Ainsi, dorénavant,
nous considérons Q comme un sous-corps de R ; ce qui entraine que tout nombre
rationnel est un nombre réel particulier. Par définition, un nombre réel n’apparte-
nant pas a ’ensemble des rationnels Q est dit irrationnel. Reste & démontrer qu’il
existe de tels nombres. Pour cela, il suffit de prouver que I’équation z2 —2 = 0
a au moins une solution dans R, étant donné qu’elle n’en posséde pas dans @ ;
ce que nous ferons un peu plus tard.
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1.2 Borne supérieure et borne inférieure
d’un sous-ensemble de R

1.2.1 Définition d’un sous-ensemble borné de R

Soit § un sous-ensemble non vide de R. On dit que b € R (resp. a € R) est un
magorant (resp. minorant) de S si la relation z € § implique x < b (resp. © > a).
Dans le cas ou S admet un majorant (resp. minorant), on dit que S est majoré
(resp. minoré). Lorsque S est a la fois majoré et minoré, on dit que S est borné.

Il sera toujours sous-entendu, lorsque 'on dit qu’un sous-ensemble S de R
est majoré, minoré ou borné, que celui-ci n’est pas vide.

1.2.2 Maximum, minimum
Soit S C R

Définitions. S’il existe M € S tel que z < M pour tout = € S, on dit que
M est le maximum de S.

S’il existe m € S tel que z > m pour tout z € S, on dit que m est le
minimum de S.

Remarque 1 (unicité). Si le maximum existe, il est unique. En effet, supposons
que M’ € 8§ satisfait aussi z < M’ pour tout z € S. Alors, en choisissant
x = M, on obtient M < M’'. En inversant les roles, on a de méme M’ < M et
donc M’ = M.

De méme, si le minimum existe, il est unique.

Remarque 2. M € R est le maximum de S si et seulement si M est un majorant
de S qui appartient a S.

De méme, m € R est le minimum de S si et seulement si m est un minorant
de S qui appartient a S.

Notations. S’il existe, le maximum de S est noté max S et, s’il existe, le minimum
de S est noté min S.

1.2.3 Définition de la borne supérieure et inférieure d’un ensemble

( N

Définition. Soit S un sous-ensemble non vide de R. Un nombre réel b (resp.
a) vérifiant les deux propriétés suivantes :
(I) pour tout élément z de S : & < b (resp. = > a),
(IT) quel que soit le nombre réel € > 0, il existe un élément z. de S tel
que b — x. < € (resp. x. —a < €),
est appelé la borne supérieure (resp. inférieure) ou encore le supremum
(resp. linfimum) de S.

S )

Dans les figures 1.1 et 1.2, on a choisi pour S un intervalle, mais S peut étre
bien plus général.
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[ [

[ 1 R
S  Te p

Fig. 1.1 La condition (II) pour un supremum
€

[ I

— T R

a . 8

Fig. 1.2 La condition (II) pour un infimum.

Remarque 1. On ne demande pas dans cette définition que b (resp. a) appartienne
as.

Remarque 2. La condition (I) signifie que b est un majorant de S (resp. a est un
minorant de S).

Remarque 3. La condition (IT) est équivalente a la propriété que, pour tout
nombre réel z < b, z n’est pas un majorant de S (resp. tout nombre réel z > a,
z n’est pas un minorant de §). Vérifions-le pour b.

Supposons d’abord que (II) est satisfait. Si le nombre réel z vérifie z < b,
alors (II) appliqué & € = (b— 2)/2 assure l'existence de z. € S tel que b—z, < e.
D’ou

Tezb—e=(2+2)—€>2

et z n’est pas un majorant de S.

Supposons ensuite que (II) n’est pas satisfait : il existe € > 0 tel que, pour
tout élément x de S, b —x > €. Le nombre réel z = b — € < b est un majorant de
S car z > z pour tout x dans S.

Ainsi, en supposant que b (resp. a) satisfait la condition (I), la condition (IT)
signifie que b est le minimum de ’ensemble des majorants de S (resp. a est le
maximum de ’ensemble des minorants de S).

Remarque 4 (unicité). S’il existe, le supremum de S est unique car il est le
minimum de l’ensemble des majorants de S. De méme, s’il existe, 'infimum de
S est unique car il est le maximum de I'ensemble des minorants de S.

En résumé, il découle de sa définition que, ’il existe, le supremum (resp.
Iinfimum) de S est le plus petit des majorants de S (resp. le plus grand des
minorants de S).
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1.2.4 L’axiome de la borne inférieure

Nous sommes en mesure d’énoncer ’axiome de la borne inférieure.

Axiome de la borne inférieure

Tout sous-ensemble non vide S C ]Rj_ admet une borne inférieure.

1.2.5 Existence de la borne supérieure et de la borne inférieure

Pour qu’un sous-ensemble non vide S de R posseéde une borne supérieure (resp.
inférieure) il faut et il suffit que S soit majoré (resp. minoré).

DEMONSTRATION. La condition est nécessaire, car si S admet une borne supé-
rieure b (resp. inférieure a), alors b (resp. a) est un majorant (resp. minorant)
de §. D’olt S est majoré (resp. minoré).

Supposons que S soit minoré. Alors, si a est un minorant de S, on obtient
que 81 = {y —a+1:y € S} est un sous-ensemble non vide de R . Ainsi, grace
au troisieme axiome que vérifient les nombres réels, on sait que S; possede une
borne inférieure, que 'on désigne par a;. Il s’ensuit, comme on peut le vérifier
aisément, que le nombre réel a; + a — 1 est bien une borne inférieure du sous-
ensemble S.

Supposons a présent que S soit majoré et que b soit un majorant de S. Alors
le nombre réel —b est un minorant du sous-ensemble So = {—y : y € S} de R; ce
qui implique que S admet une borne inférieure as. On en déduit immédiatement
que by = —agy est une borne supérieure de S.

On a ainsi démontré que la condition était nécessaire et suffisante. |

1.2.6 Notations

Lorsque S est un sous-ensemble majoré (resp. minoré) de R, on note sa borne
supérieure (resp. inférieure) par sup S (resp. inf S).

1.2.7 Remarque

Il est tres important de remarquer que si I’'un ou 'autre des deux nombres réels
sup S ou inf § existe, il n’appartient pas obligatoirement a S. Par exemple,
pour I'ensemble S = [1,2 [: inf S=1€ S, tandis que sup S=2¢ S.

1.2.8 Théoréme de Heine—Borel-Lebesgue

Soit [a, b] un intervalle fermé et borné de R, A un sous-ensemble non vide de R
et 6 une application de A dans R’ . On suppose que

[a,b] C U B(z,4(z)).

TE€A

Alors, on peut extraire de ’ensemble A un sous-ensemble fini B de maniere a
avoir :

[a,b] C | J B(=,6()).

zeB
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DEMONSTRATION. Observons d’abord qu’il existe z, € A tel que a € B(xq,0(zq)).
Désignons par F' I'ensemble des nombres réels y appartenant a [a,b] pour les-
quels il existe un sous-ensemble fini D(y) de 'ensemble A tel que

la,y]c |J Bz 6)).

z€D(y)

L’ensemble F' n’est pas vide puisqu’il contient le nombre réel a (on peut choisir
D(a) = {za}). D’autre part il est majoré par b. Il posséde donc une borne
supérieure M € [a,b]. Tout z € B(xa,0(z4)) N [a,b] appartient & F car on peut
choisir dans ce cas D(z) = {zq}. D’'ot M > a. Par hypothese, il existe zpr € A
tel que M € B(zar, d(zar)). Comme xp —d(xar) < M, nous pouvons introduire
y € F tel que y > xm — d(znr). Tout z € B(za, 6(zam)) N [y, b] appartient & F
car on peut choisir dans ce cas D(z) = D(y) U {za}. En particulier M € F. Si
M < b, on considérerait un nombre réel z €M, b] tel que z € B(zar, 6(xar)).
Nous obtiendrions la contradiction z € F et M < z < supF = M. Ainsi
b=M e Fet F=a,b]. n

1.2.9 Remarque

D’une maniere générale, la conclusion du théoréeme de Heine-Borel-Lebesgue
peut étre mise en défaut pour des intervalles bornés mais non fermés. Par
exemple, pour lapplication § : [0,1[— R} définie par §(z) = (1 — z)/2, l'en-
semble
U B é())
z€[0,1]

contient l'intervalle semi-ouvert et borné [0,1[; mais par contre, il n’est pas
possible de trouver un sous-ensemble fini B de [0, 1] de sorte que l'intervalle
[0, 1] soit contenu dans

U B(z,6(z)).

zEB

1.3 Q est dense dans R

1.3.1 Introduction

Nous allons démontrer dans cette section que I'équation 22 — 2 = 0 admet
au moins une solution dans R. Ce qui aura pour conséquence, de prouver que
I’ensemble des nombres rationnels @ est strictement inclus dans ’ensemble des
nombres réels R.

D’autre part, nous montrerons qu’entre deux nombres réels distincts, il existe
toujours un nombre rationnel. Ce résultat tres important se traduit dans le
langage mathématique en écrivant que Q est dense dans R. Comme corollaire
a ce résultat, nous verrons qu’entre deux nombres rationnels distincts, il y a
toujours un nombre irrationnel.

Avant d’étre en mesure de justifier ces résultats, nous devons démontrer que
R est un corps archimédien, autrement dit que R satisfait I’axiome d’Archimede.
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1.3.2 Axiome d’Archimeéde

Pour tout couple de nombres réels x > 0 et y > 0, il existe un entier n > 1 tel
que nx > y.

Remarque 1. Dans cet exposé des nombres réels, I’« axiome » d’Archimede porte
mal son nom. En effet, ce n’est pas un axiome dans cette présentation, mais une
proposition qui s’obtient par la preuve suivante a partir des axiomes énoncés au
paragraphe 1.1.5.

Remarque 2. Dans la preuve qui suit, la premiere étape consiste a montrer que
IN n’a pas de majorant dans R. Ainsi non seulement IN n’a pas de majorant dans
IN, mais il n’a pas non plus de majorant dans R.

DEMONSTRATION. Montrons d’abord que IN n’a pas de majorant dans R en
supposant le contraire : IN admet un majorant dans R. Par la définition de sup IN,
il existe z € IN tel que supIN — 2 < 1/2. DousupIN< z+1/2 <z +1€ N, ce
qui contredit le fait que sup IN est un majorant de IN.

Soient maintenant des nombres réels x > 0 et y > 0. Comme y/x n’est pas
un majorant de IN, il existe n € IN tel que n > y/x et donc nz > y. Clairement
n # 0. ]

1.3.3 Partie entiére d’un nombre réel

Pour tout nombre réel x, il existe un unique entier noté [z] tel que [z] < z <
[x] + 1. Cet entier [x] est appelé la partie entiére du nombre réel x.

DEMONSTRATION. Montrons d’abord 'existence d’un tel entier. Pour cela, sup-
posons d’abord que z soit un nombre réel positif ou nul. Du fait que R est
archimédien, on sait que le sous-ensemble {n € N : n > z} de IN n’est pas vide;
la propriété du bon ordre de IN implique qu’il existe un entier m > 1 tel que :
m — 1 <z < m. Il suffit donc de prendre [z] =m — 1.

Supposons a présent que x soit un nombre réel négatif. Alors, comme nous
venons de le voir, il existe un entier naturel k pour lequel, ona: k < —z < k+1,
autrement dit, —k > = > —k — 1. Ainsi, en posant

] = —k siz€Z
U= —k—1 siz ¢ 7,

on obtient que : [z] < x < [z] + 1.

Supposons que ko < ky dans Z satisfont k1 <x < ki +1et ko <z <ky+1,
et montrons que k; = ko. On obtient que k1 < x < ko + 1 et k; — ko < 1. Donc
0< ki —ky<1etainsi k1 = ks.

[ |

1.3.4 Stricte inclusion de Q dans R

On sait d’apres les résultats que nous avons obtenus aux paragraphes 1.1.4 et
1.1.8 que Q est inclus dans R et que d’autre part, ’équation 22 — 2 = 0 n’admet
aucune solution dans Q. Ainsi, pour démontrer que @ est strictement inclus dans
R, il nous suffit de prouver que I’équation 22 — 2 = 0 a au moins une solution
dans R.
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DEMONSTRATION. Considérons le sous-ensemble S = {z € R : 2? < 2} de R.
Cet ensemble n’est pas vide puisqu’il contient le nombre réel 1 et, de plus, il
est majoré par 2 car 2 > 4 > 2 pour tout z > 2. On en déduit donc que le
nombre réel ¢ = sup S existe et que ¢ € [1,2]. Nous allons maintenant démontrer
que ¢? = 2. Pour cela il nous suffit de prouver, étant donné que R est un corps
ordonné, que les deux autres cas possibles, a savoir ¢ < 2 et ¢ > 2, sont a
exclure.

Supposons ¢ < 2. Alors, pour tout x € [c,c + 1], on obtient 0 < x —c < 1 et

2 = (c+(x—0c)?=c42c(x—c)+ (z—c)?
< P42 —c)F(x—c)=2c+ 1z -2 —c

Si de plus < (2+ ¢® + ¢)/(2¢ + 1), on en déduit 22 < 2. Un tel nombre réel =
satisfait x € §. On peut choisir par exemple

2 42y 2—¢2
r=—2 " " —c4
2c+1 de + 2

€le,c+1].

Il en résulte, puisque =z € S, la contradiction ¢ =supS > = > c.
Supposons & présent que ¢? > 2. Alors, pour tout nombre réel z,

22 = (c+(z—0)? =42z —c)+ (z—c)?

> A+ 2(x—c) =2cx -

Si de plus z > (2 + ¢?)/(2¢), on en déduit 2 > 2. Un tel nombre réel x n’est
donc pas dans S. D’ott S est majoré par (2 + ¢?)/(2c) et

c=supS < (2+%)/(20),
c’est-a-dire, ¢? < 2, ce qui est une contradiction. |

1.3.5 Généralisation

Soit z € R. On prouve de méme que, si z > 0, alors il existe un nombre réel
¢ > 0 tel que ¢ = z, que I'on notera ¢ = /z (la racine carrée positive de z). On
notera aussi v/0 = 0. Ainsi vz = 0 pour tout nombre réel z > 0. En résumé, on
obtient pour tout z € R que

{—Vz, vz} siz >0,
{reR: 2> =2}=< {0} siz=0,
() (ensemble vide) siz < 0.

Si z > 0, on appellera —/z la racine carrée négative de z. Au paragraphe 1.3.4,
on a prouvé que V/2 est irrationnel.

1.3.6 Q@ est dense dans R

Soit z < y deux nombres réels. Alors, il existe un nombre rationnel r tel que
r<r<y.
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DEMONSTRATION. Par hypothése, on a que y — z > 0; ce qui implique, du fait
que R est archimédien, qu'il existe un entier n > 1 tel que n(y—x) > 1 ou encore
(y — z) > 1/n. Ainsi, en posant :

[nx] 41
r=———
n
on obtient que
1 1 1
x<r:m:M+—<x+7<x+(y—x)=y-
n n n n

1.3.7 Corollaire

Soit p < g deux nombres rationnels. Alors, il existe un nombre irrationnel z tel
que p < z < q.

DEMONSTRATION. Etant donné que Q est dense dans R, on sait qu’il existe un
nombre rationnel r # 0 tel que

RN

V2 V2

D’ot1 p < rv/2 < ¢. Puisque v/2 est un nombre irrationnel, on en déduit immé-
diatement que 7v/2 est un nombre irrationnel qui satisfait la conclusion de ce
corollaire. |

1.4 Valeur absolue d’un nombre réel

1.4.1 Définition de la valeur absolue d’un nombre réel

A tout nombre réel z, on associe le nombre réel positif ou nul |z| défini par

| = —r siz <0
o r siz>0.

Ce nombre réel |z| est appelé la valeur absolue du nombre réel x.

1.4.2 Propriétés de la valeur absolue d’un nombre réel

o |z| =0 est équivalent & x =0;

« pour tout couple de nombres réels xety : |zy| = |z| - |y|;
e pour tout couple de nombres réels x et y £ 0 : |x/y| = |z|/|yl|;
e pour tout nombre réel z : —|z| < = < |z| ;

e Va2 = |z| pour tout nombre réel x .

1.4.3 Inégalité triangulaire

Pour tout couple de nombres réels et y, on a: | +y| < |z| + |y|.
<

DEMONSTRATION. Siz+y > 0, alors |z +y| = 2 +y < |z| + |y|; de méme si
rHy<Oona:letyl =—(rt+y)=(-2)+(y) <[-2/+[-yl=|z[+ |yl
|
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1.4.4 Inégalité triangulaire inverse

Pour tout couple de nombres réels = et y, on a: |[x —y| > | |z| — |y| |-

DEMONSTRATION. On déduit de l'inégalité |z| = |(z —y) + y| < |z — y| + |y|
que |z| — |y| < |z — y|. De méme, |y| = |(y — x) + z| < |z — y| + |x| entraine
que —[r —y| < [z = y|. Dot —[o —y| < |z| = [y| < | -y ou encore |z —y| >
|zl =Tyl . u

1.4.5 Caractérisation du nombre réel zéro

Le nombre réel zéro se distingue de tous les autres éléments de R par le fait qu’il
est le seul & étre en valeur absolue aussi petit que 'on veut. Autrement dit, un
nombre réel = est égal a zéro si et seulement si pour tout nombre réel € > 0, on
a:|z| <e

1.4.6 Caractérisation d’un sous-ensemble borné de R
Un sous-ensemble non vide S de R est borné si et seulement s’il existe un nombre
réel M > 0 tel que la relation z € S implique |z| < M.

DEMONSTRATION. Supposons que S soit un sous-ensemble borné de R. Alors S
admet un majorant b € R et un minorant a € R, qui satisfont a < « < b pour
tout x € S. Par suite, en posant M = max {]|al,|b|}, on obtient que pour tout
€S : —M<a<z<b< M;cequirevient a dire que |z| < M.
Réciproquement, supposons qu’il existe un nombre réel M > 0 tel que pour
tout élément x de S : |z| < M. Alors, M est un majorant et —M un minorant
de l’ensemble S, de sorte que S est borné. ]

1.5 Droite numérique achevée

1.5.1 Définition de la droite numérique achevée

On désigne par R I'ensemble obtenu par I’adjonction & R de deux éléments, notés
—00 et +oo. Ainsi, R = R U {00, +o0}.
On prolonge a R la relation d’ordre sur R en posant :

—00 < 400
et pour tout nombre réel x,
—00 < ¥ < +00.

L’ensemble R muni de cette relation d’ordre est appelé la droite numérique
achevée. R est donc un ensemble ordonné mais contrairement & R il admet un
plus petit élément, a savoir —oco et un plus grand élément, a savoir +oo.

1.5.2 Remarque
Contrairement & R, ’'ensemble R n’est muni d’aucune loi de composition interne

(4, ). Par exemple, des expressions telles que

(=00) + (+00)
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0-(+00)

n’ont aucun sens.

1.5.3 Intervalles non bornés de R

Pour tout nombre réel a, 'ensemble des x tel que > a (resp. * > a) est
appelé Vintervalle ouvert (resp. fermé) et mon borné commencant en a, on le
note Ja, +o0o[ (resp. [a, +o0[). De méme, I’ensemble des < b (resp. & < b) est
appelé Vintervalle ouvert (resp. fermé) et non borné finissant en b, on le note
] — 00, b (resp. | — o0, b]). L’ensemble des nombres réels R est tout naturellement
désigné par l'intervalle non borné | — oo, +00[.

1.6 Exercices

1.6.1 Soit « < y deux nombres réels. Montrer que pour tout nombre z > 0 :
rz < yz.

1.6.2 Montrer que pour tout nombre réel z # 0 et tout y € R : 22 + 52 > 0.

1.6.3 Soit x et y deux nombres réels tels que 0 < = < y. Montrer que pour tout
entier n >0 : 2" < y™.

1.6.4 Vérifier que pour tout nombre réel x # 1 et tout entier n > 1 :
1— anrl
l+z+...+2" =
1—=x
En déduire que pour tout entier n > 1 :

I+t <2
g+t g <2.

1.6.5 Trouver I’ensemble des nombres réels qui satisfont I'inégalité (x+1)2 — |z —

2/ > 0.

1.6.6 Déterminer tous les nombres réels qui vérifient I'inégalité
r
r+17 3z+2

1.6.7 Soit « un nombre réel positif et soit y € R. Montrer qu’il existe un unique
entier relatif g tel que y = gx +r avec 0 < r < z.

1.6.8 Démontrer que tout intervalle ouvert non vide de R contient un nombre
infini de rationnels et un nombre infini d’irrationnels.

1.6.9 Montrer qu’il n’existe aucun sous-ensemble fini B de IN* tel que

10,10 = |J J1/n, 11

neB
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1.6.10 Soit S un sous-ensemble borné de R. Montrer que 'ensemble {|z| : = € S}
admet le nombre réel max{|sup S|, |inf S|} pour borne supérieure.

1.6.11 Montrer que le corps des nombres rationnels @ ne vérifie pas le troisieme
axiome donné au paragraphe 1.1.5.

1.6.12 Soit A et B deux sous-ensembles disjoints non vides de R dont la réunion
est R tout entier, et supposons que pour tout a € A et tout b € B, on ait :
a < b. Montrer qu'il existe un nombre réel ¢ tel que les relations a € Aet b€ B
impliquent a < ¢ < b.



CHAPITRE 2

Nombres complexes

2.1 Définitions et propriétés

2.1.1 Définitions

L’ensemble C des nombres complexes est constitué de R? muni des deux opéra-
tions suivantes (addition et multiplication) :

(z,y) + (a,0) = (x +a,y +b) et (x,9)(a,b) = (va — yb,ya + xb).

On peut vérifier que C est un corps (voir les axiomes d'un corps au § 1.1.5).
Observez que 1’addition est I’addition usuelle dans R?. Comme

(x,0) + (a,0) = (x + a,0)
et
(2,0)(¢,0) = (za—0-0,0-a+z-0) = (za,0)

pour tous x,a € R, il est usuel d’identifier le nombre complexe (z,0) avec le
nombre réel € R. En particulier le nombre complexe (0,0) est identifié avec le
nombre réel 0.

Le nombre complexe (0,1) est noté i = (0,1) et il est parfois appelé l'unité
imaginaire . Il satisfait

(0,1)(0,1) = (0-0—1-1,1-0+0-1) = (~1,0),

ce qui 8’écrit aussi

i?=-1
grace & lidentification de (—1,0) avec —1 € R. De méme (—i)? = —1, ot —i =
(07 _1)'
Alors que ’équation z? = —1 n’a aucune solution z dans R, elle admet ainsi

i et —1 comme solutions dans C.
Pour z,y € R, on obtient

(x70)+(0’1)(y70) = (x,0)+(0y—10, 1y+00) = ($70)+(0’y) = (xvy)a

ce qui s’écrit aussi

T +iy = (z,y).
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Ainsi, au lieu de la notation z = (z,y) € C, on peut utiliser les notations plus
usuelles z = x + iy ou z = x 4+ yi. L’expression = + iy ou = + y1i est appelée la
forme cartésienne de z.

Etant donné z = z + iy avec z,y € R, nous dirons que :

o x est la partie réelle de z, notée x = Re z,

o y est la partie tmaginaire de z, notée y = Im 2.

En particulier, comme z = (z,0) = z +1i- 0, on obtient
Rez=2 et Imax =0,
et, comme i = (0,1) =0+1i-1, on obtient aussi
Rei=0 e Imi=1¢€R.

Lorsque x = 0 et y # 0, z = iy est appelé nombre purement imaginaire.

2.1.2 Propriétés de base
Somme de deux nombres complexes

Sous forme cartésienne, elle s’écrit (v +iy) + (¢ +1b) = (z +a) +i(y + b)
ou encore

Re(z+w)=Rez+Rew et Im(z+w)=Im z+Imw
avec z =x +1iy, w=a+1ib et x,y,a,b € R.

Différence de deux nombres complexes

(2 +iy) — (a+1b) = (@ —a) +i(y - b).

Multiplication
Sous forme cartésienne, au lieu d’utiliser la définition, on peut aussi utiliser les
axiomes d’un corps et i? = —1, ce qui donne

(x+iy)(a+ib) = za+iya+ zib+ iyib = za + i*yb + i(ya + xb)

= (za—yb) +i(ya+ab),
et on retrouve bien la définition (z,y)(a,b) = (za — yb, ya + xb).
Division
Si de plus a +ib € C* = C\{0} (avec a,b € R), on a

r+iy x+iya—ib (v +iy)la—ib) (v +iy)(a—ib)
a+ib  a+ib a—ib a2 +iba —iab — i2b2 a? + b2

3

et utilisé i2 = —1. D’ou

ou on a multiplié par

r+iy  xa—ilyb+i(ya—ab) wa+yb ya—axb
= = i .
a+1ib a? +b? a?+0b a?+b?

Voici deux nouvelles définitions utiles :
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Conjugaison

Le conjugué de w = a+1ib € C (a,b € R) est par définition le nombre complexe
w = a — ib.

Module

Le module de w = a+1ib € C (a,b € R) est défini par |w| = Vva? + 0% € R.
Puisque (a + ib)(a — ib) = a? — i%b? = a? + b?, on a l'identité

‘ ww = |wl|?. l

Il en résulte wL:1 et
lwl?
wilfﬂ— ¢ b our w=a+ibe C* (a,b e R)
7|w|27a2+b2 a? + b2 p - ) :

Remarque. Le corps C n’est pas un corps ordonné (voir la définition axiomatique
au § 1.1.5). En effet, si le corps C pouvait étre muni d’une inégalité < satisfaisant
aux axiomes d’'un corps ordonné, nous obtiendrions une contradiction comme
suit.

Pour tout élément z dun corps ordonné, 0 < z -2z = 22 (voir le second
exercice ci-dessous). De plus —1 < 0, c’est-a-dire, —1 < 0 et —1 # 0 (voir le
second exercice ci-dessous). En choisissant z = i, on obtiendrait 0 <i? = —1, en
contradiction avec —1 < 0.

FExercice

Dans un corps, prouver a partir des axiomes que, pour tout élément z,
e 20 =0 en considérant ’expression z - (0 + 0),
e (=1) -z = —z en considérant l'expression ((—1)+1) - z,
e (—2)? = 22 en considérant 'expression (—z) - ((—2) + 2).

FExercice

Dans un corps ordonné, prouver a partir des axiomes que :
e 0 < —z & z <0 pour tout élément z,
o 0 < 22 pour tout élément z,
e 0 let —1<0.

2.1.3 Exemples
1) Pour y €]0,+o0[, (—iy)? = (iy)? = i%y? = —y? . Ainsi —y? € ]—0,0[ a
deux racines carrées dans C : iy et —iy.

2) (z+iy)? =22 + (iy)? + 2ziy = (22 — y?) +i(22y) pour tous z,y € R. Il en
résulte que, en 1), iy et —iy sont les seules racines carrées dans C.
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3) Pour z =z + iy avec z,y € R et n € N*,

2" = (x +iy)" Zk' 2k (iy)nF = mz "y
=0

2

i°=1,i' =i, i 4

=1, ?=?i=—qi*=%i=-2=1,1"=i*i=1i,...

4) 241 =23+3-22.14+3.-2-24+3=8+12-i—6—i=2+11i

2.1.4 Propriétés de la conjugaison

Proposition
1) z+w=z+1w, Qz—w=Z—w, 3)Zw=7%- ,
4) z/w=zZ/w si w#0, 5)|z|=]z], 6) z =z,
z+z zZ—z
7) Re z 5 8) Im z 5

DEMONSTRATION. Soient z,y,a,b € R, 2 =z +iy et w = a + ib.

1)

(z+iy) +(a+ib) = (z+a) +i(y+b) = (z+a)-ily+?b)
= (z—iy)+(a—ib) =z +iy+a+ib.

Les preuves sont analogues pour 2), 3) et 4).

5) |z +iy| = |z — iyl = Va2 + (—y)? = Va2 + 2 = |z +iy|.

6) x +iy=2x—iy=ux+iy.

Net8) z+z=(x+iy)+(x—iy)=2xet z—Z=(x+iy) — (z —iy) = 2iy. A

2.1.5 Le plan complexe

Par définition de C, les nombres complexes sont des couples de nombres réels.
Pour cette raison, le plan euclidien est aussi appelé le plan complexe et les
nombres complexes peuvent étre représentés comme dans la figure 2.1. Le nombre
complexe z = x + iy est identifié au point (z,y) € R2.

Son conjugué z = x — iy est identifié au point symétrique (x, —y) € R? par
rapport & Paxe horizontal. L’addition (xz +iy) + (a + ib) correspond & I’addition
vectorielle usuelle (fig. 2.1).

Multiplié par i, le nombre complexe z = x + iy subit une rotation d’angle 7/2
(en radians). En effet i(z + iy) = iz + i%y = —y + iz (fig. 2.2).
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) iR
iR
Z+w 2 P
A4 . '
2 47 , 1 |
l, I R
ie ' 0 1 2
1 _i :
w |
Py o R 2
0 1 2 —2i
Fig. 2.1 Addition et conjugaison dans le plan complexe.
iR
iz=—y+izx
ir ¢
iy ¢ .
. z=r+1y
2
- * R
—y 0

Fig. 2.2 Multiplication par i.

2.1.6 Un cercle représenté dans le plan complexe

L’ensemble {z € C : |z — (1 —i)| = 2} représente un cercle de rayon 2 centré en
1 —i. Pour le voir, écrivons z = x + iy avec x,y € R. On obtient

A== (1-)P=|z-)+ily+ 1P =@ -1)*+(y+1)*,

qui est ’équation cartésienne du cercle (fig. 2.3).
Plus généralement, pour zg € C et r €]0, +00[, 'ensemble

{z€eC:|z—2|=r}

représente un cercle de rayon r centré en zg .

En effet, pour z = = + iy et zg = x¢ + iyg avec z,y,xg,yo € R, le nombre
réel |z — 20| = \/(z — 20)2 + (y — yo)? est la distance entre les points (z,y) et
(70,90) dans R2.
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iR

Fig. 2.3 Un cercle dans le plan complexe.

2.2 Forme polaire

2.2.1 Définition de la forme polaire

Nous supposerons une connaissance de base des fonctions trigonométriques sin,
cos, tan et cot. Soit z = x + iy € C* = C\{0} avec =,y € R. Ecrivons (z,y) =
(rcosf,rsinf) avec r > 0 et § € R. Ainsi on a

z=x+iy=rcosf+irsinf =r(cosd +isind),

ou 0 est défini a 2kw pres avec k € Z, ce qui signifie que sir > 0 et € R
vérifient ces égalités, alors on peut additionner ou soustraire & 6 n’importe quel
multiple entier de 27 tout en préservant les égalités (fig. 2.4).

iR

z=x+1y

Fig. 2.4 Forme polaire.
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Terminologie

e 7(cosf® +isin@) est la forme polaire de z.
e 0 est l'argument (ou phase) de z, défini a 2km pres avec k € Z et noté

par arg z.
o 7 =+/2% 4+ y? = |z| est le module de z (déja introduit ci-dessus).

2.2.2 Exemples
Voir la figure 2.5.
1) i=0+41i-1=cos(%)+1isin(%).
2) —1=—-1+41-0=cos(m) + isin(7).

3) 2=2-2V3i, r=|z] =1/22 + (-2V3)2 = /16 = 4,

1 —
z=4 <2 +i f) = 4(cosf + isin6)

et nous pouvons choisir § = —x/3 (& 2k7w preés avec k € Z). Donc z =
4((308(—77/3) + isin(—7r/3)).

iR

2 —23i

Fig. 2.5 Exemples.

2.2.3 Opérations sous forme polaire

La forme polaire est souvent utile pour le calcul des produits, quotients et puis-
sances de nombres complexes, comme l’illustre la proposition suivante.
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Proposition
1) Si z € C*, alors |Z| = |z| et argZ = —argz (& 2kw pres avec k € Z) (fig.
2.1).
2) Pour tous 0, ¢ dans R,

(cosf +isinf)(cos ¢ +isin @) = cos(d + ¢) + isin(f + ¢).

Voir la figure 2.6.

cos(f + ¢) +isin(6 + @)

cosf +isin@

f P’ cos ¢ + isin ¢

R

Fig. 2.6 Produit de deux nombres complexes sur le cercle unité.

3) Pour tout z,w € C*, nous avons
|zw] = |z] |w| et arg(zw) = argz+ argw & 2km pres avec k € Z.

Ainsi

le produit de deux nombres complexes non nuls a pour module le
produit des modules et pour argument la somme des arguments (a 2km

pres),

ou encore
|z|(cos @ +isin ) |w|(cos ¢ + isin @) = |z| |w|(cos(0 + ¢) + isin(f + ¢))
avec 0,0 € R, z = |z|(cosf + isinf) et w = |w|(cos ¢ + isin ¢).
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4) Pour tout z,w € C*, nous avons
|z/w| = |z|/|w] et arg(z/w)=argz —argw a 2kw pres avec k € Z.
5) Pour w € C*,

|w lw|™' et arg(w™!) = —argw & 2km prés avec k € Z.

DEMONSTRATION
1) Soit z =r(cosf +isinf) avec r > 0 et § € R. Alors
Z =r(cosf —isinf) = r(cos(—0) +isin(—0))

et ainsi |Z| =7 et argZ = —0 + 2k avec k € Z.

2) Nous avons

(cos 8 + isin ) (cos ¢ + isin @)
= (cos B cos ¢ — sin sin ¢) + i(cos O sin ¢ + sin 6 cos ¢).

En utilisant les formules trigonométriques
cos(f+ @) = cosfcosp—sinfsing et sin(f+ ¢) = sinf cos ¢ + cosfsin @,
nous déduisons que

(cosf +isinf)(cos ¢ +isin @) = cos(d + ¢) + isin(f + ¢).

3) Soit z = |z|(cos@ + isinf) et w = |w|(cos @ + isin @) avec 6, ¢ € R. Par la
partie 2),

zw = |z] Jw|(cos @ +isinB)(cos p+isin @) = |z| |w|(cos(0+ ¢) +isin(0+ ¢)).

Ainsi |zw| = |z| |w]| et arg(zw) = 0 + ¢ + 2k7 avec k € Z.

4) Comme z = (Z)-w, la partie 3) donne |z| = |Z||w| et arg z = arg(Z)+argw
a 2km pres avec k € Z.

5) La derniére partie est un cas particulier de la partie 4).

Remarque. Par récurrence, il résulte de la troisieme partie que
{|z](cos 0 + isin0)}" = |z|"(cos(nb) + isin(nh))

pour tout entier n > 1. Nous reviendrons sur cette remarque aux paragraphes 2.3.3
et 2.3.4.
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2.3 Fonction exponentielle complexe,
formules d’Euler et de Moivre

2.3.1 La fonction exponentielle complexe

Pour z = z+iy € C (avec z,y € R), nous définissons e* = exp(z) par

e = exp(z) := e”(cosy + isiny) = e?° #(cos(Im 2) + isin(Im z2)),

ou e¥ € R est la fonction exponentielle réelle usuelle. Nous en donnerons une
définition rigoureuse au chapitre 7.

Propriétés
1) |e*| = e* = eRe =,
2) arg(e®) =y =Im z a 27k pres avec k € Z.
3) size R(&y=0<% z=ux),alors e* = €%, autrement dit, e* est la fonction
exponentielle réelle usuelle.
4)

ez+2k:7rz — 7 ]

pour tout z € C et k € Z, car z + 2knwi = x + i(y + 2k7) et

e# PR — e Lcos(y + 2km) + isin(y + 2k7w)} = e®(cosy + isiny) = €.

ez—i—w — ezew ’

pour tout z = z + iy, w = a + ib (avec x,y,a,b € R) car

el@tHiy)+(atib) = e(F)FiWHb) — pratoog(y + b) +isin(y + b)}
§223() ata (cosy +isiny)(cosb + isinb)

= e®(cosy + isiny)e®(cosb + isinb) = 2 e tit

2.3.2 Formule d’Euler
Pour # € R et z = if, nous obtenons Re 2 =0, Im z = 0 et

e = cosf +isinfh, HcR (Euler).

En particulier,

e?*™ =1 pour tout k € Z et € = —1.



Nombres complexes 27

Notons que, pour 0, ¢ € R,
e = e o ilexiste k € Z tel que 0 = ¢+ 2km.

Plus généralement, pour z = |z|(cosf + isin@) avec |z| > 0 et § € R, nous

obtenons

qui est une autre maniere d’écrire z sous forme polaire.

2.3.3 Formule de Moivre
Proposition
Pour tout > 0, 8 € R et n € IN*¥,

(r(cosﬂ +isin 9)>n = r"(cos(nf) + isin(nb)).

La formule de Moivre s’écrit aussi de la maniére suivante :

( (rei®)" = rmeind. }

DEMONSTRATION. Par récurrence. Cette derniére formule est trivialement sa-
tisfaite pour n = ng = 1. Supposons-la vraie pour n > ng et montrons-la pour
n+1:

igynt1 i ip\ M récurrence  j i i
(T@le) rele (7“619) o TelﬁrnelnG — ’I"n+161(n+1)6 .

2.3.4 Application : calcul de 2™ sous forme polaire
Pour z € C* et n € IN*, écrivons z = |z]el? avec § € R. Par la formule de Moivre,
N = |Z|nein0'

Ainsi 2" = |z|™ et arg(z™) = narg(z) a 2kw pres avec k € Z.

Lorsqu’il est possible de déterminer explicitement arg z et n est grand, cette
méthode est plus simple que celle vue a I’exemple 3 du paragraphe 2.1.3.

Exemple 1. Considérons z = V3 + i,n="72"= (\/§ + i)7.
Ecrivons z sous forme polaire : /3 +i=7r(cosf +isind), r >0, § € R,
r=V3 +il=v3+1=2,
z=\/§+i:2(§+i%):>0089: @, sinf = 1
= 0 = 7/6 a 2km pres avec k € Z (fig. 2.7).
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iR

A

0

Fig. 2.7 Le nombre complexe v/3 + i sous forme polaire.

Ainsi z = 2¢™/6 et

ST = 9TeiTn/6 _ 9T i(F+m) _ _o7,in/6
3 .1
= 27 (cos% + isin %) =27 <\2[ + 12>
= —25(V3+41) = —64(V3 +1).
Exemple 2.
A\ 4 in/eN 4
V3 —i _ (26 . /6) _ (e—i-rr/3>4 _ o—im/3 _ ji2m/3 _ 1 —|—i§
V3 +i 2e'™/¢ 2 2
Exemple 3.

A partir des formules trigonométriques
cos(f + ¢) = cosfcosp —sinfsing et sin(6 + ¢) = sinb cos @ + cosfsin ¢

(6,9 € R), on peut obtenir des formules pour cos(nf) et sin(nf), n € N*. Par
exemple, en choisissant § = ¢, on obtient

cos(26) = cos? § —sin® f et sin(20) = sin @ cos § + cos fsin f = 2sin H cos 6.

Des formules pour cos(nf) et sin(nf) peuvent aussi étre obtenues en associant
la formule de Moivre avec I’exemple 3 du paragraphe 2.1.3. Par exemple, par le
paragraphe 2.1.3,

(cos B+isinf)? = cos? §+i% sin? O+2i cos O sin @ = (cos? f—sin? §)+i(2 cos fsin 0).

D’autre part, par la formule de Moivre, (cos 6 + isin #)? = cos(26) + isin(26).
D’ot1 cos(26) = cos?  — sin” 6 et sin(20) = 2 cos fsin 6.

2.4 Racines des nombres complexes

2.4.1 Formule pour les racines des nombres complexes

Les racines des nombres complexes, c’est-a-dire les solutions de 1’équation 2" = w
pour w € C* et n € IN*, peuvent étre obtenues comme suit.
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Proposition
Soit w sous forme polaire
w=se? avec s>0, ¢ € R.

Alors

{,Z'E(D*:z":w}:{{1/§ei¢+3k7r :k:O,l,...,n—l},

ou {/s est la racine n-itme de s appartenant & |0, +oo[.

Remarque. Le nombre complexe w = 0 n’a qu’'une seule racine n-iéme dans C,
0 lui-méme.
i

DEMONSTRATION. Soit z = re'’ avec r > 0 et § € R. Par la formule de Moivre,

2= phein? — gold

Donc ™ = s et n = ¢ + 2kr avec k € Z. Ainsi r = {/s >0 et 0 = % pour
k=0,1,...,n — 1. Observons que le choix k = n donne la méme racine que le
choix k=0

s TR = Ysen
|

Exemple. Trouvons toutes les racines cubiques dans C de 8i. Nous avons 8i =
8e™/2 et donc

2%
{ze@*:z3:8i}={2e p<+377):k20,1,2}.

Nous obtenons ainsi trois racines cubiques 21, 25 et z3 correspondant a k = 0,
k=1letk=2:

e k=0": 21—261”/6—2(0056+1s1n )—2(‘f il)Z\/g—i-i,

e k=1:2 —26‘5”/6—2(c05 —|—151n—)_2< ‘f ) f—i—l

o k=223 = 2e197/6 = 2¢137/2 =2 (cos 2T +isin —) =2(0—-1) = —-2i

Voir la figure 2.8.
Interprétation géométrique. Plus généralement, les racines n-iemes de w = se'®

(avec s > 0,¢ € R) sont situées sur un cercle de rayon {/s > 0, aux sommets
d’un polygone régulier & n cotés (fig. 2.9).
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iR

?7

<3

Fig. 2.8 Les racines cubiques de 8i sont sur un cercle de rayon 2, aux sommets d’un
triangle équilatéral.

iR

z3

S
=

z5

Fig. 2.9 Les racines 6-itmes de w € C* sont situées sur un cercle de rayon /s > 0,
aux sommets d’un hexagone régulier. Ici ¢ € [0, 27].

2.4.2 Racines n-iemes complexes de 1

Dans le cas particulier w = 1, on obtient

{ZEC*:z”zl}:{ei%”/”:k:(),l,...,nfl}

pour tout n € IN*.
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Exemple. Pour w = 1, nous obtenons trois racines cubiques z1, 25 et z3 corres-
pondant a k=0, k=1let k=2:

e k=0:2 =¢€"° :cos%—i—isin% =1,

o k=1:2=¢?"/3=cos Z +isin & :—%—H@,
. l{::Q:,23:614”/3:(305%”+isin4§r % i@.
Voir la figure 2.10.
iR
2o
zZ1 = 1
R
0
Z3

Fig. 2.10 Les racines cubiques de 1.

2.4.3 Racines carrées complexes

Dans le cas particulier n = 2, nous obtenons pour w € C*

{z eC*: 2= w} = {|w|1/2ei¢/27 —|w|1/2ei¢/2},

ott |w|'/? est dans ]0, +o0[ et ¢ = argw. En effet

s p2m
173

i ‘ ie
e — 61(25/26171’ _ ig

—e
Ainsi w € C* a deux racines carrées z1 et zo avec zo = —21

Remarque. Parfois il est plus commode d’utiliser la forme cartésienne en posant
z=z+iyetw=a+1ib (z,y,a,b € R):

a+ib=w=2%=2%—y* +i2uzy.
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Nous sommes ainsi conduits a un systeme de deux équations a deux inconnues
z,yeR:

2?2 —y? =a,
2xy =b.

Si w # 0, ceci donne deux solutions z; = x1 + iy; et 20 = xo + iys = —27.
Une autre méthode consiste a observer que x? + y? = |2]2 = |w| = Va2 + b2
et a résoudre le systeme

2,2 _
x Y- =a,
{ 22+ y? = Va2 + b2 € [0, +o0f.

Cependant ce systeme a en général des solutions supplémentaires qui ne résolvent
pas le probleme initial.

2.5 Polynomes

2.5.1 Equation polynomiale de degré 2
Proposition

Soient a,b,c € C avec a # 0. Soit encore w € C vérifiant w? = b — 4dac, que
'on note ici w = v/b% — 4ac. Si de plus b* — 4ac € ]0, +oo[, on choisit comme
d’habitude w tel que w € ]0, +o00[. Alors

—b b2 —4 —b— /b2 —4
{ZE(D:az2+bz+c:0}:{ +W’ \27}'

Remarques
o Sib?—4ac # 0, alors Vb2 — dac et —/b? — 4ac sont les deux racines carrées
dans C de b — 4ac.

o Sib? —4dac=0, alors Vb2 —dac = —Vb2 —dac =0 et

—b+\/b2—4ac_ —b—\/b2—4ac_;b
2a o 2a T2

e La formule pour les zéros d'un polynéome du second degré a coefficients
réels reste ainsi valable lorsque les coefficients sont complexes, avec une
preuve identique (voir plus bas). L’avantage dans le cas complexe est que

les racines carrées
Vb2 —4ac et —/b%2 —4dac

existent toujours dans C.
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DEMONSTRATION
az’? +bz+c=0 < 4a®2%> +4dabz +4ac=0
& (202 +b)? —0* +4ac=0 < 2az+b=+b2 —4dac
_ —bx Vb —4dac
B 2a '
|
2.5.2 Factorisation d’un polynéme a coefficients dans C
Le théoreme fondamental de I’algébre affirme que tout polynoéme
P(z)=apz"+ ...+ a1z + agp (2.1)
avec des coefficients complexes ag, ..., a, € C et de degré n > 1 (autrement dit,

a, # 0) a au moins une racine ou zéro dans C. Voici une autre maniére d’énoncer

ce résultat :

s N
Tout polynéme P(z Zakz avecn = 1, ag,...,a, € C et a, # 0 peut
s’écrire sous la forme

P
Pz)=an(z—2z1)™ ...- (2 —2p)™ =a, H(z — z)""
k=1
pour certains p,my, ..., m, € IN* tels que m; +...4+m, = n et des nombres
complexes distincts z1,...,2, € C.
N J
Ici z1, ..., %y € C sont les racines de P(z) de multiplicités respectives myq, ..., m,.

Exemple 1. 2% — 224+ 1= (2 — 1)
Exemple 2. 2% —1=(z+1)(z—1).
Exemple 3.

B-1 = (z=D(E*42+1)

2.5.3 Factorisation d’un polynéme a coefficients dans R

Dans (2.1), si ag, . ..,a, € R, alors P(z) = 0 implique P(z) = 0.
En effet

n
Z) = E apz” E a2k = E anzk = E apzk = g apzk = P
k=0

() ()

=0.
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Si ag,...,an € Ret P(z) = 0 avec zp € C\R, observons que P(Zy) = 0 et que
(z—20)(z — %) = 22 — (2Re 29)z + |20|?

est un polyndme a coefficients réels, de degré 2, qui est irréductible sur R, ce
qui signifie qu’il ne peut pas s’écrire comme un produit de deux polynomes a
coefficients réels et de degrés au moins 1. Il en résulte la conséquence suivante.

(" 7

n
Tout polynéme P(z) = Z apz"® avec n > 1, coefficients réels ag, . . ., a, € R
k=0

et a, # 0 peut s’écrire sous la forme

P(z) =an(z—t1)™ ... (2 —tg)™e
k k
x (22 = (2Re z1)z + [z1]?)" - ... (2 — (2Re z)2 + [5*) "
pour certains ¢, p,mi,..., Mg, k1,...,k, € IN tels que

miy+...+mg+ 2k +...+ 2k, =n,
des nombres réels distincts ¢1,...,t; € R et

21,...,2p€{z€C:Im z >0}

distincts. De plus, my,...,mqg > 1sig>1,et ky,...,k, > 1sip > 1.
\ J
Icity,...,tq sont les racines réelles de P(z) de multiplicités respectives mq, ..., my.
Les racines dans C\R sont z,...,2, et Z1,...,%, de multiplicités respectives

ki,...,kp. Sig=0,alorsp>1et
P(z) =a, (2* — (2Re z1)z + |zl|2)k1 oo (22— (2Re zp)z + |zp|2)kp .

Sip=0,alors ¢ > 1let P(z) =an(z—t1)™ -...- (2 —ty)™. En bref,

tout polynéme non constant a coefficients réels peut étre factorisé en poly-
noémes a coeflicients réels de degrés 1 et 2 irréductibles sur R.

Exemple. Le polynéme 423 4222 — 24 1 s’annule en z = —1. En effectuant une
division polynomiale par z 4+ 1, on obtient
423 4222 — 241 = 42%(z+1)—222 -2 +1

42%(z4+1) = 22(z4+ 1)+ 24+ 1= (422 =22 + 1)(2 + 1).

Comme le polynéme du second degré & coefficients réels 422 — 2z + 1 ne s’annule
pas sur R, il est bien irréductible sur R.
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2.6 Autres fonctions complexes

2.6.1 Les fonctions trigonométriques et hyperboliques complexes

Pour 6 € R, nous avons e = cos@ + isin 6 (formule d’Euler) et

e = cos(—0) + isin(—6) = cos — isin .

Dot i0 i0 i0 i
e’ +e™! . e’ —e™!
cos = —— et sinf=————
2 2i
Pour z € C, ceci conduit aux définitions
eiz + e—iz eiz _ e—iz
cosz:=—— et sinzg:= ———
2 2i
Anticipons sur le chapitre 7. Nous y verrons les définitions des fonctions
hyperboliques réelles (§7.5) :
e’ +e " e’ —e™”
cosh:r::—’—i et sinhx:= ——, z€R.
2 2
Pour z € C, les fonctions hyperboliques complexes sont définies de maniere
similaire aux fonctions hyperboliques réelles :
e +e * . e*—e *
coshz: = ——— et sinhz:= ——
2 2 ’
ou e® et e~ 7 sont les exponentielles complexes.
Pour z € C, il s’ensuit immédiatement que

cos z = cosh(iz) et sinz = sinh(iz)/i = —isinh(iz) .

2.6.2 Le logarithme complexe

La fonction exponentielle complexe a été définie par

e” =€"(cosy +isiny)

pour z = z + iy avec z,y € R. Pour w = |w|(cosf + isinf) € C* avec 0 € R,
nous obtenons

w = e & |w|(cosh +isinh) = e”(cosy + isiny)
P (|w| =¢® et Ike€Zy= 9+2k7r) s (m =In(jw|) et IkeZ y= 6+2k7r).
Ici In :]0,400[— R est la fonction réelle « logarithme népérien ». Pour une
présentation plus détaillée dans le cadre réel, voir §7.2.
Ainsi I’équation w = e* a une infinité de solutions z = = + iy dans C (ou

z,y € R). Nous noterons celle satisfaisant y € |—m, 7] par Inw. Nous sommes
ainsi conduits & la définition suivante du logarithme complexe :

Inw = In(jw|) +iargw avec argw € |—m, 7]
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pour w € C*, ou In(jw|) € R est le logarithme népérien de |w|. Pour wi, w2 €
C*, nous obtenons l'identité

Inwi + Inws = In(wiwsz) + 2kwi pour un certain k € Z.
De méme, pour w € C* et n € IN¥,
In(w") = nln(w) + 2kwi pour un certain k € Z.

Par exemple
In(i®) = In(—i) = In(1) + i(—7/2) = 4%,
3Ini=3 (1n(1) + %) - 13?”,
o1 0 = In(1) est le logarithme népérien de 1. D’olt In(i®) = 31ni — 27i.
Le logarithme complexe permet de définir comme suit les puissances com-
plexes.

Définition. Pour z € C* et a € C, 2z est défini par

«@ alnz
z =€ .

Par exemple, it = ¢ "% = /(7/2) — ¢=7/2,

Remarque. Le choix de lintervalle |—m, 7] dans la définition de Inw n’est pas
le seul possible. On pourrait par exemple choisir [—m, 7 ou [0, 27[. Ces autres
choix conduisent & des définitions différentes de Inw et de 2.



CHAPITRE 3

Suites de nombres réels

3.1 Définitions

3.1.1 Définition d’une suite de nombres réels

Définition. Une suite de nombres réels fait correspondre a chaque entier
naturel 0,1, 2,3, ... un nombre réel xq, 1, T2, T3, ...

La suite elleméme est alors désignée par (z,)n>0 ou plus simplement
par ().

Par exemple, en un lieu donné, on peut mesurer la température moyenne de
lair & partir d’une certaine date. En énumérant les années a partir de U'entier
n = 0, ceci définit la suite qui, a 'année n, fait correspondre la moyenne de cette
année. Un des buts du chapitre est de développer des outils mathématiques pour
explorer comment les suites évoluent sur de longues périodes.

Le nombre réel x,, est appelé le n-iéme terme de la suite. D’autre part, le
sous-ensemble {x,, : n € IN} de R est appelé ’ensemble des éléments de la suite.
Si {z, : n € N} est inclus dans un ensemble E, on dit que (x,,) est une suite
d’éléments de E.

Au lieu de (z,,), on peut utiliser d’autres notations comme (y,,), (u,) ou (vy,),
et il peut étre commode d’utiliser les entiers positifs, ce que 'on note (xy,)n>1
par exemple.

Voici quelques concepts de base pour décrire des comportements possibles
d’une suite.

( N

Définitions. Une suite (x,,) est dite :

o constante sl existe C' € R tel que x,, = C pour tout n € N (on écrit
parfois (z,,) = C);

o minorée (resp. majorée) s'il existe m € R (resp. M € R) tel que
m < x, (resp. , < M) pour tout n € IN; un tel nombre réel m (resp.
M), s'il existe, est appelé un minorant (resp. magjorant) de la suite;

e bornée si elle est minorée et majorée;

e croissante si xp41 = T, pour tout n € IN;

o décroissante si x,4+1 < T, pour tout n € IN;

o strictement croissante (resp. strictement décroissante) si Tpi1 > Tn
(resp. Zp41 < Tp) pour tout n € IN;
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o monotone (resp. strictement monotone) si elle est croissante ou dé-
croissante (resp. strictement croissante ou strictement décroissante).

La terminologie « majorée », « minorée » ou « bornée » employée pour les
suites est la méme que celle utilisée pour les sous-ensembles non vides de R.
Ceci se justifie par le fait qu’une suite (z,,) est respectivement majorée, minorée
ou bornée si et seulement si U'ensemble {x,, : n € N} de ses éléments est un
sous-ensemble respectivement majoré, minoré ou borné de R.

3.1.2 Exercice VRAI/FAUX

L’affirmation suivante est-elle vraie ou fausse ?
Une suite (z,) est bornée si et seulement s’il existe un nombre réel M > 0
tel que la relation n € IN implique |z, | < M.

(] VRAI [J FAUX

3.1.3 Exemples

Une suite (z,,) est entierement définie lorsque ’on connait son terme général x,,,
qui peut étre donné de différentes fagons :

o La suite (x,, = v/n) fait correspondre a tout entier naturel n le nombre réel
v/n. L’ensemble des éléments de la suite est le sous-ensemble {\/n : n € IN}
de R, tandis que le nombre réel \/n en est le n-iéme terme.

o Le n-itme terme est donné par z,, = n2.

e Le terme x,, est le (n + 1)-iéme nombre premier.

e Le sous-ensemble {—1,1} de R peut tout aussi bien désigner I’ensemble des
éléments de la suite (z,,) dont le terme général est x,, = (—1)", que celui
de la suite (y,) définie par : yo = -1l et y,, = 1sin > 1.

« Considérons la suite (z,,) définie par

= ﬂ
14++vn'
Il est facile de vérifier que pour tout entier naturel n :
1++/n

Ainsi, cette suite est majorée par 1 et minorée par —1, elle est donc bornée.
De plus, pour tout n € IN, on a bien que |z,| < 1.

Ln

-1<x, < 1.

3.1.4 Exemples de suites définies par récurrence

Exemple 1. Une suite peut étre définie par récurrence, comme l'illustre la suite
donnée par la formule récurrente z,, 41 = a2 + 1 et 79 = 1.

Exemple 2. Considérons maintenant la suite (z,,) définie par récurrence comme
suit :

1
mn+1:2—z— et a:0:§.
n
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Pour illustrer que les démonstrations par récurrence (§1.1.2) sont souvent na-
turelles dans ce contexte, démontrons que cette suite est bornée. A priori, il
n’est pas évident que 'on puisse trouver pour cette suite un minorant et un
majorant. Par contre, en calculant les premiers termes de la suite, on s’aper-
¢oit qu’ils admettent 1 comme minorant et 2 comme majorant. D’autre part,
on remarque que pour tout entier naturel n, I’hypothese 1 < z,, < 2 implique
1 < xpy1 < 2. Comme 1 < zg < 2, on peut conclure par récurrence que pour
toutnelN : 1<z, <2.

Exemple 3. Soit (x,,) la suite définie par

Tnt1 :2—i et x9g=1,
Tn
et P(n) la relation suivante : 1 < z,, < 2. On vérifie facilement que pour tout
entier n > 1, P(n) implique P(n + 1). Mais par un simple calcul, on constate
que pour tout n € IN : x,, = 1. Ici la méthode de démonstration par récurrence
ne s’applique pas car P(ng) n’est pas vraie, ou ng = 0.

Exemple 4. Considérons les deux suites (x,,) et (y,) définies par récurrence par

Tn+Y
Tn+1 = VInYn, Yn+1 = % et 0< zo < Yo,

ol Zg, Yo sont fixés. On veut démontrer que, pour tout entier n > 1, la relation
Pn):0<z,_1 <xp < Yn < Yn—1 entre les éléments des deux suites est vraie.
De I’'hypothese 0 < zg < yo on déduit que

Zo + Yo

0<$0<\/$0y0:$1<T:y1<y0§

ce qui revient & dire que P(1) est vraie. Supposons & présent que P(n) soit vraie.
Alors de la méme maniére on obtient que

Tn + Yn
2

On a ainsi démontré que pour tout entier n > 1, P(n) implique P(n+1). Comme
de plus P(1) est vraie, on peut donc affirmer que pour tout entier n > 1 :

0 <y <\VTpYn = Tpt1 < = Yn+1 < Yn-

0< Tp—1 < Ty < Yn < Yn—1-

3.2 Limite d’une suite

3.2.1 Introduction
Soit () la suite définie par

1
1+n’

On s’apergoit que plus n devient grand, moins les termes z,, de la suite s’écartent
du nombre réel 1. On dit dans ce cas que la suite (z,,) converge vers 1 ou bien que
le nombre réel 1 est la limite de la suite (z,,). Donnons & présent une définition
précise de la limite d’une suite.
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3.2.2 Définition de la limite d’une suite

On dit qu’une suite (x,,) de nombres réels est convergente et admet pour limite
le nombre réel z, ou tout simplement que la suite (z,,) converge vers z si & tout
nombre réel € > 0, on peut associer un entier naturel ng tel que la relation n > ng

implique |z, — z| < e. On écrit alors, lim =z, = z.
n——+o0o

D’une maniere générale, 'entier naturel ny dépend du nombre réel e. Par
exemple, dans la figure 3.1, z,, est dans 'intervalle [x — ¢, z + €] pour tout n > 8.
Ainsi, pour cet € > 0, on peut choisir ng = 8 et obtenir |x,, — 2| < € pour tout
n = ng.

r—€ T+Ee€

T T T T LILLL LI T T ]R
I3 ro Tg T7 g TgTs T4l T2

Fig. 3.1 Une suite convergente.

3.2.3 Définition d’une suite divergente

Une suite qui n’est pas convergente est dite divergente. On dit aussi d’une telle
suite qu’elle diverge. Une classe importante de suites divergentes sera présentée
au paragraphe 3.3.15.

3.2.4 Unicité de la limite d’une suite

Soit (x,) une suite convergeant vers les nombres réels a et b. Alors, a et b sont
égaux.

DEMONSTRATION. Soit € un nombre réel positif quelconque. Etant donné que

a= lim x,, il existe un entier ny € IN tel que pour tout entier n > ng : |z, —
n—-+oo

al < €/2. De méme, il existe mg € IN tel que pour tout m > mg : |z, —b| < €/2.
Ainsi, en posant k = max{ng, mg}, on obtient en utilisant 'inégalité triangulaire
que |a —b| = |(a — x) + (zr, — b)| < |a — x| + |2 — b < €/2+€/2 =€. On en
conclut, grace au résultat obtenu au paragraphe 1.4.5, que a = b. |

3.2.5 Exemple d’une suite convergente

Montrons que la suite (z,,) définie par

1
1+n

Ty =1+
converge vers 1. Pour cela, soit € un nombre réel positif quelconque. Alors, en
posant ng = [1/€], on obtient que pour tout n > ng :

1
14+n

|z, — 1| = <e
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Dou lim =z, =1.
n—-+oo

Remarque. Il ne faudrait pas déduire trop hativement de cet exemple qu’il est
toujours facile de trouver la limite d’une suite, méme lorsque celle-ci existe. Dans
certains cas, comme nous le verrons plus tard, il est possible de démontrer qu’une
suite de nombres réels est convergente sans avoir a calculer ou a connaitre sa
limite. D’autre part, il est souvent plus commode de prouver qu'une suite est
convergente que de trouver sa limite.

3.2.6 Exemple d’une suite divergente

. 7r
T, = nsin nE

diverge. Pour justifier cette affirmation, prenons ¢ = 1/2 et supposons que la
suite converge. Alors, il existe un nombre réel x et un entier ng > 1 tels que pour
tout m > ng : |z, — | < 1/2. Par suite, en posant p = 4ng + et m = 4ng + 5,
on obtient, en utilisant 'inégalité triangulaire, que

La suite (x,,) définie par

A=z, —ap|=(zp—x)+ (x —zp)| < |zp — 2|+ |z — 2| <1/2+1/2=1

Ce résultat étant impossible, on en conclut que la suite (z,,) est divergente.

3.3 Criteres de convergence

3.3.1 Toute suite convergente est bornée

On constate que la suite convergente donnée au paragraphe 3.2.5 est bornée.
Ceci est en fait un résultat général :

Enoncé. Toute suite convergente est bornée.

DEMONSTRATION. Soit (z,) une suite qui converge vers x. Alors, pour € = 1, il
existe un entier ng > 1 tel que pour tout n > ng : |z, — | < 1. Ainsi on obtient
que

Vn=2ng |z, = |(zn — ) + 2] <1+ 2|
D’ot1, pour tout entier naturel n, on a : |x,| < max{|zgl,...,|Tn,—1],1 + |2|};
ce qui revient a dire que la suite (z,) est bornée.

Remarque. La suite du paragraphe 3.2.6 est non bornée. Ceci donne une autre

maniere de prouver qu’elle est divergente.

3.3.2 Exercice VRAI/FAUX

L’affirmation suivante est-elle vraie ou fausse ?
Toute suite divergente est non bornée.

(] VRAI [J FAUX
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3.3.3 Opérations algébriques sur les suites

Considérons deux suites (z,) et (y,). On peut par addition, multiplication et
division obtenir les nouvelles suites :

x
(zn =Tn +Yn), (un=1xpyn) et (vn = ") .
Yn
Dans ce dernier cas, on suppose que pour tout entier naturel n, on a : y, # 0.
Supposons & présent que les deux suites (x,,) et (y,) convergent respectivement
vers T et y.

s N
Enoncé
1) La suite (2, + y») admet pour limite = + y.
2) La suite (,y,) admet pour limite xy.

3) Si de plus y # 0, la suite (z,/y,) admet pour limite z/y.

DEMONSTRATION

1) Soit € un nombre réel positif quelconque. Etant donné que la suite (zn)
converge vers z, il existe un entier naturel n; tel que pour tout n > n; :
|zn — x| < €/2. De méme, il existe ny € IN tel que pour tout m > na :
lym — y| < €/2. Ainsi, en posant no = max{ni,n2}, on obtient que pour
tout entier n = no : [(@n+yn)—(z+y)| < |Tn—z|+|yn—y| < €/2+€/2 = €.

2) Remarquons d’abord que la suite (x,) est bornée, ce qui entraine qu’il
existe un nombre réel M > 0 tel que pour tout entier naturel n : |z,| <
M. Soit € un nombre réel positif quelconque. Alors, il existe mo € IN tel
que pour tout n = myo :

€ €
[n = 2] < s et g — ] < 5o

(1+1yD) 2M
Il s’ensuit que pour tout n > mo : |(Tnyn) — (zy)| = |zZn(yn — y) +
y(@n — )| < lznllyn =yl + [Yllen — 2| < Mlyn —yl + (L + [y))|zn — 2| <

€/2+¢€/2=c¢.
3) Etant donné que lirf yn =y # 0, il existe un entier naturel k; tel que
n——+0oo

pour tout m > ki : |yn — y| < |y|/2. Ainsi, on obtient que pour tout
n = ki ¢ |yn| = |y|/2. Soit € un nombre réel positif quelconque. Alors, il
existe ko € IN tel que pour tout n > ko :

2
€
Iyn—ylé%;

ce qui implique que pour tout n > ko = max{ki, k2} :

1 1 n —
1 ,‘ _ u‘ <e
Yn Yy Yny
On a ainsi démontré que
. 1
lim — = —.
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D’ot, en utilisant le résultat concernant le produit, on obtient que

. Tn . 1 . .
lim —= lim 2,-— = lim 2,- lim —=x-—- =
n——+oo Yn n——+oo Yn n—-+4oo n——+oo Yn

z
"

< =

3.3.4 Exercice VRAI/FAUX

Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

1)

Soit (x,) et (y,) deux suites qui convergent respectivement vers z et y.
Alors, pour tout couple de nombres réels « et 3, la suite (ax, + Byn)
converge vers az + .

[J VRAI [J FAUX

Si (z,,) admet une limite différente de zéro, alors il existe un entier naturel
m tel que la relation n > m implique x,, # 0.

[J VRAI ] FAUX

Supposons que la suite somme (z, = x,, + y,,) converge. Alors (z,,) et (yn)
convergent.

[J VRAI ] FAUX

Soit (x,,) et (yn) deux suites telles que liIJIrl (yn, — yn) = 0. Alors, ou bien
n—r-+0oo

les deux suites (z,,) et (y,) convergent vers la méme limite, ou bien elles
divergent toutes les deux.

L] VRAI [J FAUX

Supposons que la suite somme (z,, = x,, + y,,) converge. Alors, ou bien les
deux suites (x,,) et (y,) convergent, ou bien elles divergent toutes les deux.

L] VRAI L] FAUX

Supposons que les deux suites (u, = zpyn) et (y,) convergent et que de
plus lirJrrl yn 7# 0. Alors la suite (z,,) converge.
n—r+00

] VRAI [J FAUX
Le produit de deux suites divergentes est une suite divergente.
[J VRAI [J FAUX

Si la suite (x,,) converge vers un nombre réel x # 0 et la suite (y,,) diverge,
alors la suite produit (u,, = x,y,) diverge.

[J VRAI ] FAUX



44 Calcul différentiel et intégral

9) Si la suite (x,,) converge vers 0 et la suite (y,, ) diverge, alors la suite produit
(U, = TpYn) diverge.

L] VRAI [J FAUX

3.3.5 Limite d’une suite dont le terme général est le quotient
de deux polynomes

Commengons par donner deux exemples :

1)

. on®—n+4 . n3 (2fn’2 +4n’3)
im ———m—— = im
n—+oo 4nd + 2n? — 1 n—+too 3 (44 2n"1 —n=3)
2—n"244n3
im —m
no4o0 4 +2n~1 —n=3

2 —lim, 100 n=2 4 4limy, 4 o n=3
4+ 2limy, s y0on™t —lim, 1o n™3

. n? —2 ) n? (1 —2n72%)
im — im — -
n—+oo 2n3 4+ 3n + 1 n—+oo n3 (2 +3n"2 + n=3)

—  lim n~!' lim i
T n5¥eo n—+o0 2+3n"2+n"3

. 1 1—2limy, 400 n=2
= lim - -
n——+o00 24+ 3limy 4002 4+ limy 1 oo n™3
1
= 0--=0.
2

Le méme raisonnement conduit a ’énoncé général suivant.

Enoncé. Soit (z,) et (y,) deux suites définies respectivement par

Tn=0a0+ain+...+apn? avec ap#0

et
Yn =bo+bin+...+bmn? avec by #0.

De plus, on suppose que pour tout entier naturel n, on a : y, # 0. Alors,

x
esip<gq, lim —2 =0;
n~>+ooyn
sip= lim In _ .
b p_qan_H_ooyn_ba
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x
e si p > q,la suite (n) diverge.

n

DEMONSTRATION. Considérons les trois suites auxiliaires (un), (vn) et (2n)
définies respectivement par

Up = ﬁ+np_1+...+ap et up = ao
bo b1

Uy = E+nq*1+"'+bq et vy =1bo

zn = nP77 et zp=1.

On obtient immédiatement que pour tout entier naturel n :

Tn Un
RV
Yn Un
D’autre part,
. U a
lim — =-2#£0.
n—+o0 Up bq

On est maintenant en mesure de démontrer les résultats de ce paragraphe.
e Sip<gq,alors lim 2z, =0 et ’on obtient que
n——+oo

. Tn . Un . . Un,
lim — = lim z,— = lim 2z, lim — =0;
n—+oo Yn n—-+4oo Un n——+oo n—+o0o VUp
e sip=g,alors lim z,=1etlona:
n—-+oo
. Tn . . Un a
lim =2 = lim 2z, - lim =2 =22 ;
n—+00 UYpn n——+oo n—+00 Up bq

e sip > g, la suite (z,,) diverge. Comme d’autre part
lim =92 4,
q

n—+o00 Up b

on obtient que la suite (Tn/yn = znun/vy) diverge.

3.3.6 Conservation des relations d’ordre

Soit (x,,) et (y,) deux suites qui convergent respectivement vers x et y et suppo-
sons qu’il existe un entier naturel ng tel que la relation n > ng implique z,, > y,.
Alors, x > y.

DEMONSTRATION. Raisonnons par ’absurde et supposons que z < y. Alors, le
nombre réel e = (y — x) /4 est positif; par conséquent, il existe un entier ky > ng
tel que, pour tout k > ko,

|z — x| <€ et |yp —y| <e

Ceci implique
T <Tr+e et yp=>y—ce
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pour tout k > ko. Par ailleurs x + € < y — € et donc

Tk STHe<y—€X Yk
pour tout k£ > kg. Ce résultat est impossible puisque par hypothese, on a :
zr 2 Yr- On en conclut que = > y. |

Remarque. En considérant le cas particulier x,, = x pour tout n € IN, on en
déduit que si (y,) converge vers y et il existe ng € IN tel que y,, < z pour tout
n > ng, alors y < x. De méme si (z,,) converge vers z et il existe nyg € IN tel que
Tp =y pour tout n = ng, alors = > y.

3.3.7 Exercice VRAI/FAUX

L’affirmation suivante est-elle vraie ou fausse ?

Soit (x,,) et (yn) deux suites qui convergent respectivement vers = et y et
supposons qu’il existe un entier naturel ng tel que la relation n > ng implique
Ty < Yn. Alors x < y.

(] VRAI (] FAUX

3.3.8 Exemples: lim {a=1sia>0, lim Yn=1et lim a" = 0si
n—-+4oo n—-+oo n—-+o00
a€]—1,1]
1) Soit a un nombre réel positif. Alors, la suite (y,,) définie par
Yn = V/a et yo quelconque,
converge vers 1.
2) La suite (x,,) définie par
x0=2 et x,=n pour n>1
converge vers 1.
3) La suite (z,) définie par
z=1 et z,=a" pour n=>1
converge vers 0 si —1 < a < 1.

DEMONSTRATION

1) Pour démontrer le résultat, nous allons considérer les trois cas suivants
a=1,a>1leta<l.
Sia =1, le résultat est évident.
Si a > 1, on obtient que pour tout entier n > 1 :

1 _lLl-d
L+al/n .. fan=D/m =

1 vl =
Soit € un nombre réel positif quelconque, et posons

no =[|1—al/e]+ 1.
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Ainsi, en utilisant I'inégalité ci-dessus, on obtient que pour tout n > ng :

ll—al

1= ¥al <

<e.

On a ainsi démontré que lim y, = 1.
n—-+oo

Supposons a présent que a < 1. Alors, en posant

1
b= -
a

et en considérant la suite auxiliaire (u,) définie par
up= Vb et wug=1,

on obtient que lirf u, = 1. Etant donné que pour tout entier n > 1 :

n—-—+0oQ

1

Yn = —,
Un

on en conclut immédiatement que lim gy, = 1.
n—-+oo

Vérifions d’abord que lim /z, = 1. Lorsque a > 1 et n € IN*, nous

n—-+4oo
avons obtenu ci-dessus
1- a\

1~ al <

En choisissant a = /n, ceci donne

pour n > 1. Etant donné e > 0, on obtient
‘1 Y. n

pour tout entier n > [¢=2] + 1. Ainsi hm VZTn = lim {/v/n=1.Dou

— 400 n—-+o0o

<1/vn<e

2
lim z, = lim (\/xn)2 = < lim xn> =12=1.

n—-+oo n—-+o0o n—-+o0o

Soit n > 1. En ne retenant que deux termes dans la formule du binéme
(§ 1.1.3), on obtient

a1 = ((la ™t = 1)+ 1)" > 1+ n(la| ™t —1)

et donc .
o < (14 n(a] "~ 1)
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Etant donné e > 0, choisissons ng € IN* tel que

el—1
la|] =t =1

Alors, pour tout n > ng, on a
la]" < (1+n(la] " = 1)) < (1+no(la] ™ = 1)) <,

comme voulu.

3.3.9 Exercice VRAI/FAUX
Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses ?
1) Soit (x,,) une suite qui converge vers x. Alors, la suite (y,, = |x,|) converge
vers |z|.

[J VRAI ] FAUX

2) Soient une suite (z,) et © € R. Si la suite (y, = |z,|) converge vers |z|,
alors (x,) converge vers z.

(] VRAI ] FAUX
3) Soit une suite (x,) telle que la suite (y, = |z,|) converge vers 0. Alors
(z,,) converge vers 0.
[J VRAI ] FAUX

3.3.10 Théoréme des deux gendarmes pour les suites

Soit (), (un) et (vy,) trois suites satisfaisant les deux propriétés suivantes :

e lim u, = lim v, =a€R;
n——+4oo n—-+4oo

o il existe un entier naturel k tel que pour tout n > k : u, < x, < Uy

Alors, la suite (z,,) converge vers a.

DEMONSTRATION. Soit € un nombre réel positif quelconque. Etant donné que

lim w, = lim v, = a, il existe un entier ng > k tel que pour tout n > ng :
n—-4o0o n—4oo

vp —a < e et u, —a > —e. Ainsi, on obtient que pour tout entier n > ng :
—€e< U, —a< Ty —a< UV, —a<E.
D’ou

lim z, = a.
n—-+oo
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3.3.11 Exemple

Montrons que la suite (x,,) définie par

Zn = —  (par convention 0! = 1),
n!
admet le nombre réel zéro pour limite. Pour cela, considérons la suite auxiliaire
(vy,) définie par

2 n
vn—<3> sin >3 et v,=2 si ne{0,1,2}.

En remarquant que pour tout entier n > 3 : n!> 3”72 on obtient que pour
tout n > 3 :
0< 2, < 9v,.

Comme 111351 v, = 0, on en conclut, grace au théoreme des deux gendarmes,
n—-+oo

que lim =z, =0.
n—-+oo

3.3.12 Corollaire

Soit (x,) une suite bornée et (y,) une suite qui converge vers zéro. Alors,
la suite produit (u, = x,y,) converge elle aussi vers zéro.

DEMONSTRATION. Etant donné que la suite (z,,) est bornée, il existe un nombre
réel M > 0 tel que pour tout entier naturel n : |z,| < M. Ainsi, on obtient
que pour tout n € IN :

On en déduit immédiatement, en utilisant le théoréeme des deux gendarmes, que

lim |u,| =0; ce qui implique que lim w, = 0. |
n——+o0o n——+oo

3.3.13 Une méthode d’étude d’une suite définie par récurrence

Dans cet exemple, nous allons donner une méthode que I’on peut souvent utili-
ser pour trouver un candidat pour la limite d’une suite définie par récurrence et
étudier sa convergence. Il s’agit d’abord de déterminer un nombre réel « candi-
dat » comme limite (ou éventuellement plusieurs candidats) et d’étudier ensuite
la convergence de la suite vers ce candidat (ou chacun des candidats).

Pour cela, considérons la suite (z,,) définie par

1
Tn+1 =24+ — et 170:2.
n
Un simple raisonnement par récurrence démontre que pour tout entier naturel
n : x, > 2. Il nous faut a présent trouver un candidat qui puisse étre la limite
de cette suite, sans pour autant savoir si cette limite existe ou non. Pour cette
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raison, supposons que la limite de cette suite existe et notons-la par z. Alors, x
doit obligatoirement satisfaire les relations

1
r=2+4+— et x>=2.
T

On obtient ainsi comme unique candidat le nombre réel z = 1 + /2. Reste &
démontrer que la suite converge bien vers ce nombre. Dans ce but, remarquons
d’abord que pour tout entier n > 1 :

1 1
Lpn—1 X

_ |Tpn—1 — 2 o |2n—1 — 2| < 1 o 1

el XX T X .
4n n

N

Tp— x| =
[ | Tp1T 4
Soit € un nombre réel positif quelconque, et posons ng = [1/€] + 1. Ainsi, en
utilisant I'inégalité ci-dessus, on obtient que pour tout n > ng : |z, —z| < e
Ce dernier résultat nous permet d’affirmer que liIJIrl Tp=c=1++2.

n—-+4oo

Un exemple ou la méthode ne s’applique pas. La méthode pour trouver un
candidat comme limite d’une suite ne peut pas s’appliquer a toutes les suites
dont le terme général est donné par une formule récurrente. Pour s’en rendre
compte, il suffit de considérer la suite (x,,) définie par

Ty = 5(96”_1 + Xp_2), xo=0 et x =1.

Néanmoins, cette suite est convergente (§ 3.7.3).

Un exemple ou la méthode montre qu’une suite diverge. Par contre, cette mé-
thode peut, dans certains cas, étre utilisée pour démontrer qu’une suite est di-
vergente. Par exemple, la suite (x,,) définie par

xn:x%71+l et xg= -

2

diverge, puisque 1’équation = 2 + 1 n’admet aucune solution dans R.

3.3.14 Regle de d’Alembert pour les suites

( N

Soit (x,,) une suite d’éléments de R* pour laquelle le nombre réel

Tn+1
Tn

p= lim existe.

n——+o00

Alors, si p < 1 la suite (x,) converge vers zéro, tandis que si p > 1 elle
diverge.

. J

DEMONSTRATION. Supposons que p < 1. Alors, 0 < (1 + p)/2 < 1; ce qui

implique (§ 3.3.8) .
lim <1+”> ~0.
n—-+oo 2
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Etant donné que
Tn+1
Tn

lim
n—-+oo

)

il existe un entier m > 1 tel que pour tout n > m :

1
Tn41 o p’ < 14
Tn 2
et donc ) )
Tni1 —p_1+p
<p+—m= —
Tn | 2 2
D’ou, pour tout n > m,
x Ty x
0< |z, = - LI P et B TR
Tp—1 Tn—2 Tm
1 + p n—m
s (2) ol
Ainsi, en considérant la suite auxiliaire (y,) définie par
L+p\" " . :
yn<2p) |Tm| sin >m et y, = |z,] sine{0,..., m—1},
on obtient que pour tout n € N : 0 < |z,| < y,. Comme 1i1£ Yn = 0, on
n——+0o0o
en déduit, grace au théoreme des deux gendarmes, que 1irJrrl |z, =0; ce qui
n—-+oo

revient a dire que lim =z, =0.
n—-+oo
Supposons a présent que p > 1. De maniére analogue, on démontre qu’il

existe un entier naturel k£ tel que pour tout n > k :

n—k
1+p
ol > (52) bl

Comme |z # 0et (1+ p) > 2, la suite (z,) n’est pas bornée; ce qui implique
qu’elle est divergente. |

Remarque. Si (z,,) est une suite de nombres réels non nuls telle que

xn+1
Tn

lim
n—-+oo

:]_7

on ne peut rien dire & priori sur sa convergence. Par exemple, la suite (y,, ) définie

par
1

zl—l—n

converge vers zéro, tandis que la suite non bornée (z, = (n + 1)?) diverge.

Yn

3.3.15 Limites infinies

Parmi toutes les suites divergentes, nous distinguerons une espece importante :
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Nous dirons qu’une suite (z,) tend vers + oo (resp. —o0) si & tout nombre
réel A > 0, on peut associer un entier ng > 0 tel que la relation n > ng

implique x,, > A (resp. z, < —A). On écrit alors, nggloo Tp = +00 (resp.

—00).

D’une maniere générale, ’entier naturel ng dépend du nombre réel A.

3.3.16 Opérations algébriques sur les limites infinies

Soit (x,,) et (y,) deux suites de nombres réels.

Addition. Si lirf Ty = 400 (resp. —o0) et la suite (y,) est minorée (resp.
n—-—+0o0

majorée), alors lim (z, + y,) = +00 (resp. —o0).
n—-+oo
Produit. Supposons que lim [z,| = +o0o et qu’il existe « € R et n; € IN tels
n—-+oo

que |y,| > a pour tout n > ny.
Si zp,y, > 0 (resp. z,y, < 0) pour tout n suffisamment grand, alors

1' = « T .
Jim 2y, = f00 (resp. —oo)

Division. Si la suite (x,) est bornée, y, # 0 pour tout n € IN et lirf lyn| =
n——+00

+o0, alors lim x,/y, = 0.
n—-+oo

Division (bis). Supposons que y,, # 0 pour tout n € IN, que lirf Yn = 0 et
n—-+oo

quil existe o € R et ny € N tels que |z,| > a pour tout n > n;.
Si xn/yn > 0 (rvesp. z,/yn < 0) pour tout n suffisamment grand, alors

nll}I_ﬁI_loo T, [Yn = +00 (resp. —00).

Gendarme. Si 1irJIrl Zp = F00 (resp. —o0) et il existe k € IN tel que y, > z,
n—-+oo

(resp. yn < @) pour tout n = k, alors lim y, = +oo (resp. —o0).
n—-+oo

D’Alembert. Si x,, # 0 pour tout n € IN et lilf |Tpt1/Tn| = 400, alors la
n——+0o

suite (z,,) diverge.

3.3.17 Quelques formes indéterminées

Il y a des situations ou on ne peut rien dire a priori sur la limite d’une suite
(2r) définie & partir de deux suites (z,,) et (y,). Il faut alors étudier chaque cas
séparément. Voici quelques-unes de ces situations.

Forme indéterminée (4+00) + (—o0) : lim =z, = 400, lm y, = —o0, 2, =
n—-+4oo n—-+oo

Tpn + Yn pour n = 0.

Forme indéterminée 0-co : lim x, = 0, lim y, = 400 (ou —0), z, =
n—+oo n——+oo
TnYn pour n = 0.
o 12 .. OO . .
Forme indéterminée — : lim 1z, = +oo (ou —o0), lim gy, = 400 (ou —c0),
[e'e) n——+oo n—-+oo

Yn # 0 pour tout n € N, z, = x,/y, pour n > 0.
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0 .
Forme indéterminée — : lim z, = lim y, =0, y, # 0 et 2z, = x,/y, pour
0 —+0o0

n—-+oo n
n > 0.
Les exemples suivants illustrent la diversité des cas possibles.
Forme indéterminée (+00) + (—o0)

1) (zn = +/n), (yn = —V1+n),
(vVn—+v1+n)(yn+v1+n)

lim (z,4+y, = lim
n—>+oo( y ) n——+oo \/ﬁ+,/]_ +n
- lim (1tn) _

Sy oy e
2) (un =n-+ n2)’ (Un = —nz)’ EI-iI-l (un + Un) = +00.

3) (zn, = ntnsin®(nn/4)), (yn = —n—n cos®(nm/4)), (Tn+y, = —n cos(nr/2))
n’admet aucune limite finie ou infinie.

Forme indéterminée 0 - co

1) (l'n = ﬁ)v (Yn = 2n)

lim z,y, =1.
n—-+oo

S - —n— i —
2) (xn—m),(yn— n 1),n£menyn 0.

3) (xn = W), (Yn =1+ n), (Tnyn = 1+ cos(nm/3)) n’admet aucune

limite finie ou infinie.

3.4 Suites monotones

3.4.1 Convergence des suites monotones

o Toute suite (x,,) croissante (resp. décroissante) qui est majorée (resp.
minorée) converge vers sup{z, : n € N} (resp. inf{z, : n € IN}).

o Toute suite croissante (resp. décroissante) qui n’est pas majorée (resp.
minorée) tend vers +oo (resp. —c0).

DEMONSTRATION. Soit (x,,) une suite croissante et majorée, et soit € un nombre
réel positif quelconque. Alors, si x = sup{z,, : n € N}, on sait qu’il existe un
entier naturel ng tel que 0 < & — 2, < €; ce qui implique, du fait que la suite
(zy,) est croissante, que pour tout entier n > ng : 0 <z —z, <z — ZTpny < €. On
a ainsi démontré que la suite (z,,) converge vers x.

Soit (y,) une suite décroissante et minorée. On montre de méme qu’elle
converge vers inf{y, : n € IN}.

Soit (u,) une suite croissante qui ne soit pas majorée, et soit A un nombre
réel positif quelconque. Alors, il existe un entier mg > 0 tel que u,,, > A; ce qui

implique que pour tout entier n > mg : u, = A. D’ou lirf Uy = +00.
n——+0oo
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Soit (vy,) une suite décroissante qui ne soit pas minorée. Alors, la suite (w,, =
—vy,) est une suite croissante qui n’est pas majorée, elle tend donc vers 4+o00; ce
qui nous permet d’affirmer que la suite (v,,) tend vers —oo. |

3.4.2 Définition du nombre réel irrationnel e

Considérons la suite (z,,) définie par

1 n
n:(1+) et 1‘0:1.
n

Elle a l'interprétation suivante (« intéréts composés »). Un petit épargnant pos-
sede g = 1 franc en début d’année. La banque divise ’année en n périodes et,
a la fin de chaque période, verse un intérét égal au n-ieme de la somme totale
en dépot. A la fin de 'année, I’épargnant possede alors un avoir de x,, francs.

Par exemple, si n = 2, la banque verse 1/2 franc apreés 6 mois, et le montant
total s’éleve alors & 1.5 franc. A la fin de I'année, la banque verse encore la moitié
de 1.5 franc, ce qui fait un total de 2o = 1.5+ 1 - 1.5 = (1.5)? = 2.25 francs.

Que peut-on dire de la suite (x,) lorsque n devient grand ? En particulier
converge-t-elle 7

Montrons que cette suite est majorée et strictement croissante. Clairement
1 =129 <2=u2 < 225 = x9. En utilisant le binéme de Newton (voir le
paragraphe 1.1.3), on obtient que pour tout entier n > 2 :

(o) = St ()

- 14 1 +Z (n—k+1)n—k+2)---(n—1)-n 1

k! nk
1n—k+1n—k+2 n
=1 .
+1,+Z - -
1 1 k—1 k—2 k—k
= 14+ = — (1 - — 1—— 1-—
wZM S (-5 (-5)
k=2
< 1 1 1 1

En remarquant que pour tout entier k > 1

1 <
k1S 2k-17

on en déduit que :

14l n<1+1+1+ P S
~) < sttt g = —

ce qui entraine que la suite (z,) est majorée par 3. Reste & démontrer qu’elle
est strictement croissante. En utilisant le calcul précédent, on obtient que pour
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tout entier n > 2 :

n+
1 1 k-1 ko2 k—k
1+ = —(1- 1— 1= = Tpi1;
< +1!*}62_:21«( n+1>< n+1> ( n+1> Tntl

ce qui implique que la suite (x,,) est strictement croissante. On a ainsi démontré
que la suite (x,,) est a la fois croissante et majorée, elle est donc convergente. Sa
limite jouant un réle tres important en analyse, on la désigne par la lettre e. Le
nombre réel e est un nombre irrationnel dont la valeur approchée est 2.71828. . ..

3.4.3 Convergence de deux suites monotones dont la différence converge
vers zéro

Soit () une suite croissante et (¥ ) une suite décroissante telle que 11111 (zn—
n—-+0o0
yn) = 0. Alors,

o pour tout entier naturel n : o < Tn < Tnt+1 < Ynt+1 < Yn < Yo;
o les deux suites (zn) et (yn) convergent vers la méme limite.

DEMONSTRATION. Etant donné que pour tout entier naturel n : Tp41 > Tn,
Yn+1 < Yn et

(Ynt+1 = Tnt1) = (Yn — Tn) = (Yn+1 — Yn) — (Tnt1 — Tn) <0

la suite (zn = yn — Tn) est une suite décroissante dont la limite vaut zéro; ce
qui implique (§ 3.4.1) que pour tout entier n > 0 : 2, > 0. Ainsi, la premiere
assertion est vérifiée.

Etant croissante et majorée, la suite (zn) converge (§ 3.4.1) et, étant décrois-
sante et minorée, la suite (yn) converge aussi. On obtient alors immédiatement
que les deux suites (z,) et (yn) convergent vers la méme limite. n

3.4.4 Autre définition possible du nombre e

Considérons la suite (y,) définie par

1 1
Yyp =14+ —4+...+4 — et yo=1.
1! n!

Nous allons démontrer que cette suite converge vers le nombre irrationnel e. Au
paragraphe 3.4.2, nous avons obtenu

1 " "1 k-1 k—2 k—k
= = _ S — — — <
Gro) = m(-50) (-5) - (-55F) =
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pour tout entier n > 2, et le membre a gauche tend vers e lorsque n tend vers
—+00.

1 n
II résulte de ’égalité que (1 + 7> < yn pour tout entier n > 2.
n

Montrons maintenant que y,, < e pour tout entier m > 2. Fixons-nous
arbitrairement un entier m > 2. La suite (v,,) définie par

1 E—1 k-2 k—k
un:1+§k!<1— - )(1— — )~~~(1— — )

pour n > 1 et vp = 1, converge vers y,,. En remarquant que pour tout n > m :

"1 E—1 E—2 E—k 1\"
< § _ _ ") ... - ) = + — <
o S 1 p k! <1 n )(1 n ) (1 n ) (1 n) S &

on obtient bien que Yy, = lim v, <e.
n——+oo

1 n
<1+—> Syn<Se
n

pour tout entier n > 2 et le théoreme des deux gendarmes permet de conclure

Ainsi

que (y») converge vers e.

3.5 Limite supérieure et limite inférieure d’une suite bornée

3.5.1 Définition de la limite supérieure d’une suite bornée

e 2
Soit (z,,) une suite bornée. A partir de cette suite, on définit une nouvelle
suite (y,) en posant pour tout entier naturel n :

yn = sup Lok : k> n}.
La suite (y,,) ainsi obtenue est une suite décroissante et bornée, elle est donc
convergente. Par définition, le nombre réel y = lir_{l Yn est appelé limite
n—-+0oo

supérieure de la suite (z,). On écrit alors, y = limsup x,,.

n—-+oo
N y
1
Exemple. Considérons la suite (z,,) définie par x,, = (—1)" 7 powrn >0,
n
1
et observons que la suite (—i—l) est décroissante. Alors
n
k 1 .
yn =sup{xg : k= n} =supy (-1) er : k pair, k2 n

1 . . . . . N

vaut y, =1+ si n est pair et y, =1+ si n est impair. D’ou
n+1 n
limsupz, = lim vy, =1.

n—+00 n—+00

Voir la figure 3.2.
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3.5.2 Définition de la limite inférieure d’une suite bornée

(" 7

Soit (z,,) une suite bornée. A partir de cette suite, on définit une nouvelle
suite (z,) en posant pour tout entier naturel n :

zn =inf{xy : k=n}.

La suite (z,) ainsi obtenue est une suite croissante et bornée, elle est donc

convergente. Par définition, le nombre réel z = 1irJIrl zp est appelé limite
n—-+oo
inférieure de la suite (z,). On écrit alors, z = liminf x,,.
n——+o0o
\ Y
1

Exemple. Considérons de nouveau la suite (z,) définie par x,, = (—1)" + 1
n

1
pour n > 0, et observons que la suite décroissante <+1> converge vers 0.
n

Alors

1
zn = inf {xy : k>n}_inf{_1+k+1 : k impair, k}n} =1

pour tout n € IN. D’ou

liminfz, = lim z, =—1.
n—+oo n—-4o0o

Voir également la figure 3.2.

——— t t t +— t R
—1Z523 21 0 1 2422 To =
Zn Ys 1 Yo
Y4 Y2
Fig. 3.2
3.5.3 Remarque
Si (xy,) est une suite bornée, la suite (y, = —z,) satisfait les deux relations
suivantes :
limsup y, = — liminf x,
n—+400 n—-+00
liminfy, = —limsup z,,.

n—+o0 n—-+oo
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3.5.4 Caractérisation des suites convergentes

Une suite bornée (z,) converge vers le nombre réel z si et seulement si

liminf z,, = limsup z,, = x.
n—-+00 n——+oo

DEMONSTRATION. Supposons que la suite (z,) converge vers z et soit (z,) la
suite définie par
zn =inf{zk : kK >n}.

Nous allons d’abord démontrer que x = lim z,. Pour cela, soit ¢ un nombre
n——+oo

réel positif quelconque. Alors, on sait qu’il existe un entier naturel no tel que
pour tout k > no : zx € [x — €,z + €]. Pour tout entier n > ng, on obtient ainsi

zn=1inf{zp : k> n} €z —ex+¢€.

Ceci entraine que lim 2z, = z, autrement dit, liminfz, = x. De maniére
n——+oo n——+oo

analogue, on montre que x = lim sup xy,.

n—-+oo
Maintenant, supposons que liminfz, = limsupz, = x. En posant pour
n—+o0 n—+oo

tout entier n > 0 :
zn =inf{zk : k> n} et y, =sup{zr : k> n},

on obtient que pour tout n € N : 2z, < z, < yn. Comme d’autre part

lim 2z, = lim y, = z, on en conclut immédiatement, grace au théoreme
n—-+oo n—-+oo
des deux gendarmes, que lim =z, = . [ |
n—-+oo

3.6 Sous-suites

3.6.1 Définition d’une sous-suite

Rappelons qu'une suite (z,) = (z,)n>0 de nombres réels fait correspondre a
chaque entier naturel 0,1, 2, 3,... un nombre réel xg, z1, T2, x3, ...

Etant donné une suite (n)n>o0, il est parfois intéressant de ne considérer que
les indices pairs, c’est-a-dire, considérer la suite qui fait correspondre a chaque
entier naturel 0,1,2,3,... le nombre réel xg, x2, x4, xg,... Cette nouvelle suite
(z2r)k>0 s'appelle une sous-suite de la suite (z,)n>0-

De méme, il est possible de ne considérer que les indices impairs, c’est-a-
dire, la suite qui fait correspondre & chaque entier naturel 0,1,2, 3, ... le nombre
réel z1,x3,5,27,... Cette nouvelle suite (zor+1)k>0 est un autre exemple de
sous-suite de la suite (zp)n>0-

( N

Définition. Une sous-suite d’une suite (z,,) est une suite (x,, ) qui a chaque
valeur 0,1, 2,3, ... de I'entier naturel k fait correspondre le nombre réel

xn07 xn17 xngy xn37

ou (ng) est une suite strictement croissante d’entiers naturels.
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Une sous-suite d’une suite (z,,) est aussi appelée une suite partielle ou
encore une suite extraite.

3.6.2 Convergence d’une sous-suite

Si (x,,) est une suite qui converge vers x, alors toute sous-suite (x,, ) de la
suite (z,,) converge vers 1.

DEMONSTRATION. Soit € un nombre réel positif quelconque. Etant donné que la
suite (x,,) converge vers z, il existe un entier naturel ng tel que pour tout entier
n > ng : |z, —z| < e. En remarquant que la relation k > ng implique ny > no,
on obtient que pour tout entier k > ng : |x,, — x| <e. |

3.6.3 Théoréme de Bolzano-Weierstrass

Enoncé. De toute suite bornée (), on peut extraire une sous-suite (z, )
qui converge.

DEMONSTRATION. Pour démontrer le théoréme, définissons une sous-suite (z,,,)
par récurrence comme suit. On pose ng = 0 et, si k > 1 et nx_1 € IN est déja
défini, on choisit ny > nk—1 tel que

1
Tny = sup{Tn: n>ng_1} — T
Prouvons que la sous-suite (xnk) converge vers y = limsup z, .
n——+oo
Soit € > 0 et choisissons N > 1 tel que
1
i <e et sup{zn:n>2N}<y+e

Ceci est possible car la suite (y;) définie par y; = sup{x, : n > j} pour j € N
est décroissante et converge vers y. Pour tout £k > N > 1, on obtient

1 1
T, = sup{z, : n>nk71}—E>y—N>y—€v
ng > N et
ZTn, <sup{zn,: n>N}<y+e
Ainsi |2, —y| < € pour tout k > N . [ ]

Donnons deux exemples.

1) Considérons la suite bornée et divergente (z, = (—1)"). Le théoréme de
Bolzano-Weierstrass assure 'existence d’une sous-suite qui converge. On
peut poser par exemple ny = 2k et obtenir la sous-suite (za)) qui converge
vers 1 (en fait xo = 1 pour tout k € IN).

En posant ni = 2k + 1, on obtient la sous-suite (z2511) qui converge vers
—1 (en fait xog+1 = —1 pour tout k € IN).
Par contre, en posant ny = 5k, on obtient une sous-suite qui diverge.
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2) Considérons la suite bornée (z,,) définie par

1

——, neN.
n+1

xn = cos(nm/3) +

Le théoreme de Bolzano-Weierstrass assure 1'existence d’une sous-suite qui
converge. En posant par exemple ng = 6k, on obtient la sous-suite

(I“J“<1*6k:-1)

qui converge vers 1.

En posant ni = 6k + 1, on obtient la sous-suite

Tor+1) =\ 5 T Gk 12

qui converge vers 1/2.

1
Par contre, en posant n, = 3k, on obtient la sous-suite ((—1)k + Y 1)

qui diverge.

3.6.4 Remarques

o Dans la preuve du théoreme de Bolzano-Weierstrass, on a montré plus pré-

cisément qu’il existe une sous-suite qui converge vers lim sup x,,. De méme,
n—-+o0o

on peut montré qu’il existe une sous-suite qui converge vers lim inf x,,. Plus
n—-+oo

généralement, pour tout sous-suite (z,, ), on a

liminf ,, <liminfz,, <limsupx,, <limsupz,
n—-+oo k—+o0c0 k—~+o00 n—-+o0o

comme on le voit a partir des définitions de la limite inférieure et de la
limite supérieure.

e Le résultat du théoreme de Bolzano-Weierstrass peut étre mis en défaut
si ’on ne suppose pas que la suite est bornée. Par exemple, la suite (x,,)
définie par

Tn = (—1)"n

n’admet aucune sous-suite convergente.

o Néanmoins, une suite non bornée peut trés bien posséder une sous-suite
convergente. Pour s’en rendre compte, il suffit de considérer la suite non
bornée (x,,) définie par

Top, =n et Topy =0.

Cette suite admet la suite (z2x41) comme sous-suite convergente.
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3.6.5 Une classe particuliére de suites

( N

Enoncé. Soit une suite () de nombres réels ayant la propriété suivante. Il
existe 7 € IN* et j suites strictement croissantes d’entiers naturels

(n1x)s (n2k), -y (M4k)

telles que
o les j sous-suites (2, ), (Tny,)s -+, (Tn,,) convergent,
. ]N:{TLLkikE]N}U{TLQ’ktkE]N}U ...U{nj’k:k'G]N}.

Alors la suite (z,,) est bornée et limsup z,, (resp. liminfz, ) vaut le maxi-
n—-+oo n—+00

mum (resp. minimum) des j valeurs suivantes :

lim =z lim =z lim =z, . .
k— 400 MLk k——+o0 n2.k ,k:—)-‘roo ok

. J

1
Par exemple, si x, = (—1)" + g bourn € N, alors (z,,) est de la forme
n

ci-dessus avec j = 2, (Zn, ) = (2r) €t (Tn,,) = (Tar+1), ces deux sous-suites
convergeant respectivement vers 1 et —1. D’ou

limsupz, =1 et liminfz, =—1.
n—-+oo n—+00
DEMONSTRATION. Les sous-suites (z, ), (Zny,), ---, (Tn,,) étant conver-

gentes, elles sont bornées. Comme
{zn:neN}={z,, , ke N}U{z,,, ke N}U ...U{z,,, : ke N},

il en résulte que la suite (z,,) est aussi bornée.
Notons par 41, ..., £; les limites des j sous-suites et soit € > 0. Il existe
ko € IN tel que, pour tout k > kg,

[Tnyp — 1] <€ |Tpy, —Lla| <€ ooy T, — 4] <e
De plus il existe ng € IN tel que
{zp:p=no} Clan,, k> kof U{wn,, tk>kotU .. .U{xp,, k> kol
D’ou, pour tout n > ng,
sup{zp : p > n} <max{l; +¢, ..., {; +€}.
Comme, pour tout n > ng, il existe k > kg satisfaisant
NIk 2N, Nog 2N, ..., Njg =N,
on a aussi
sup{zy : p = n} > max{T,, , , ..., Tn,,} =max{l; —¢, ..., {; —€}.
Ceci montre que ngrfoo sup{z, : p = n} = max{l, ..., {;}, c’est-a-dire
limsupz, = max{l;, ..., ¢}

n—-+oo
La preuve pour la limite inférieure est similaire. |
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3.7 Suites de Cauchy

3.7.1 Introduction

Dans la définition de convergence du paragraphe 3.2.2, la limite intervient, ce qui
peut créer des difficultés lorsqu’il s’agit d’étudier la convergence d’une suite sans
que l'on ait d’idée de ce que pourrait étre la limite. Ceci peut étre le cas lorsque,
par exemple, la suite est définie récursivement et qu’aucune des méthodes vues
jusqu’a présent ne permet de montrer sa convergence et de calculer sa limite.

La définition de suite de Cauchy que nous introduisons ci-dessous n’utilise
que les termes de la suite elle-méme. Un résultat important que nous verrons au
paragraphe 3.7.4 affirme que les suites de nombres réels convergentes sont exac-
tement les suites de Cauchy. Une approche possible pour étudier la convergence
d’une suite consiste ainsi a vérifier qu’elle satisfait a la définition d’une suite de
Cauchy.

3.7.2 Définition d’une suite de Cauchy

Définition. On dit qu'une suite (z,,) de nombres réels est une suite de
Cauchy si a tout nombre réel € > 0, on peut associer un entier naturel ng
tel que les relations n > ng et m > ng impliquent |z, — x,,| < €.

D’une maniere générale, 'entier naturel ng dépend du nombre réel e.

Remarque. Soient ¢ > 0 et ng comme précédemment. Alors {z, : n > no} C
[Xny — € T, + €] et Uintervalle [a, b] défini par

a=inf{z,:n>np} et b=sup{z,:n>=ng}

est de longueur < e. De plus [a, b] contient x,, pour chaque n > ng.

Ainsi la définition de suite de Cauchy peut étre reformulée comme suit. On
dit qu'une suite (z,,) de nombres réels est une suite de Cauchy si & tout nombre
réel € > 0, on peut associer un entier naturel ng et un intervalle fermé borné
I # () de longueur < e tels que la relation n > ng implique z,, € I.

Dans la figure 3.3, pour la valeur de € représentée, on peut choisir 'intervalle
I indiqué et ng = 9.

<>

T T T T T T |I HTH|I T T T T ]R
€ X3 o Tg T7 g Xg—y T4, T2

o

Fig. 3.3
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3.7.3 Exemple

Considérons la suite (z,,) définie par la formule récurrente
1
Ty = i(xn,l +Tp_2), To=0 et z;=1.

Montrons que cette suite est une suite de Cauchy et qu’elle converge vers 2/3. En
premier lieu, on constate par un simple raisonnement par récurrence que pour

tout entier n > 1 :
1 n—1
Ty — Tp—-1 — <2> .

Il en résulte immédiatement que pour tout couple d’entiers p et ¢ vérifiant p >
qg=1:

|2p — 24l < |xp — Tp1| + |Tp—1 — Tp—a| + ... + [Tg1 — 4]
.1 L1, 1 1
AN F_F-.-_'_E_E +§+-.-+W
1 1
S 7S
2¢—1 = ¢

Soit € un nombre réel positif quelconque et posons
ng = [1/¢] + 1.
Par suite, on obtient que pour tout couple d’entiers p > ng et ¢ > ng :
|z, —z4] < max{l/q, 1/p} <e.

On a ainsi établi que la suite (x,) est une suite de Cauchy. Reste & démontrer
que sa limite vaut 2/3. En écrivant le terme général de la suite (x,,) de la maniére
suivante

Ty = (Tn—Tpn-1)+ (Tn-1—Tp—2)+ ...+ (@2 —21) + (1 — T0) + T
n—1 n—2
S i (R a (
N 2 2 2
2 1

Il

wl
S

=

|
/T\

N |
~_
3
N~~~

on obtient immédiatement que lim x, = 2/3.
n—-+oo

Cet exemple n’est pas un cas particulier, comme nous allons le démontrer
maintenant.
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3.7.4 Caractérisation d’une suite de Cauchy

Une suite (z,,) est une suite de Cauchy si et seulement si elle est convergente.

DEMONSTRATION. Supposons que (z,,) soit une suite de Cauchy. Alors, il existe
un entier naturel r tel que pour tout n > r : |z, — x| < 1; ainsi, on obtient
que pour tout entier n > 0 : |x,| < max{1l + |z, |zol, ..., |xr—1]}. Autrement
dit, la suite (x,,) est bornée.

Montrons que (z,,) converge vers y = limsup x,,. Rappelons quey = lim 1y,
n—-+o0o n—+00

ou y, = sup{zy : k > n}.
Soit € > 0. Considérons ’entier naturel ng donné par la définition de suite
de Cauchy et posons

a=1inf{z, : k > no} et b=sup{zr:k>no}

Alors b —a < € et xy, € [a,b] pour tout k > ng.

Pour n > ng, b est un majorant de {x : k > n} et donc y,, < b. De plus
xr = a pour tout k > n et donc y, > a. Comme a < y, < b pour tout n > ny,
on a aussi a < y < b. Pour tout n > ng, on a donc z,, € [a,b], y € [a,b] et ainsi

|z, —y| < e. On a montré que (z,,) converge vers y = limsup x,,.
n—-+oo

Supposons & présent que la suite (z,) converge vers le nombre réel x. Alors,
il existe un entier naturel ng tel que pour tout n > ng :

\xn—x| <

b

[NCN e

ce qui implique que pour tout couple d’entiers p > ng et ¢ > ng,

|zp — xg| <|zp — 2|+ |2 — 24| < 5 +

[N e

Autrement dit, la suite (z,,) est une suite de Cauchy. |

3.7.5 Remarques

Le fait qu'une suite de Cauchy soit convergente, nous fournit un critere pour
démontrer qu’une suite converge sans avoir a trouver sa limite.

Soit (x,) une suite vérifiant la propriété suivante : pour tout entier naturel
k fixé : ngrfoo($”+k — x,) = 0. Peut-on en conclure que cette suite est une suite

de Cauchy ?

La réponse a cette question est non. Pour la justifier, il nous suffit de consi-
dérer la suite (x,) définie par : =, = y/n. Cette suite vérifie bien la propriété
ci-dessus ; mais n’étant pas bornée, elle diverge. Elle ne peut donc étre une suite
de Cauchy.
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3.8 Exercices

3.8.1 En utilisant la définition de la limite d’une suite (§ 3.2.2), montrer que

2 m2+1 2
1) lim - = 9) fim - 1 _2
n—+oo3n? + 1 notooTn? +5 7
. sin(n? +3) ) 1
3.8.2 Calculer la limite des suites définies par
\/ _ 3\"
1)mn:u 2)xn:<1+> et 29 =0
2 n
1 &<y 1\"
3)zn:$;k eta:0:0 4)21?n: 1+ﬁ et[EO:l.

3.8.3 Montrer que pour tout entier n >4 : 2" > n3/24. En déduire la limite de
la suite (x,,) définie par x,, = n?/2".
3.8.4 Soit (x,,) une suite convergeant vers I. Montrer que la suite (y,,) définie par

n

1
yn:n+lkz_;)xk

converge elle aussi vers [. En donnant un contre-exemple, démontrer que la ré-
ciproque est fausse.

3.8.5 Calculer la limite de la suite (z,,) définie par

3.8.6 Etudier la convergence de la suite (xy,) définie par

1
":E t =0.
T k:1n+k € o

3.8.7 Soit (z,,) une suite convergeant vers [. Montrer que la suite (y,,) définie par

9 n
n — —V————~ k t :1
Yn n(n_'_l)kg:l Ty €L Yo

converge elle aussi vers [.
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3.8.8 Montrer que pour tout entier n > 1 : v/n+ 1—+/n < 1/(2y/n). En déduire
que la suite (z,,) définie par

"1
xn:—Q\/ﬁ+Z— et 29=0
o VE

est convergente.

3.8.9 Pour la suite (z,,) définie par
Tn+l =3Tp — 2Tp—1, To=0 et z; =1,
montrer que pour tout entier n > 0 : z, = 2" — 1. En déduire que (x,,) diverge.

3.8.10 Calculer la limite de la suite (x,,) définie par

3 1
Tpil = =Ty — =Tp_1, To0=0 et x =1.
g 2

3.8.11 Discuter, en fonction des valeurs du nombre réel a > 0, la convergence
de la suite (z,) définie par z,, = (2" 4+ a™)/™ et zy = 1. Lorsqu’elle converge,
calculer sa limite.

3.8.12 Discuter, en fonction des valeurs du nombre réel a > 0, la convergence
de la suite (x,) définie par z,4+1 = /1 + x, et g = a. Lorsqu’elle converge,
calculer sa limite.

3.8.13 Montrer que la suite (z,,) définie par

T, +1

—— et xp=1
2x, + 3 0

Tn+l1 =
converge. Calculer sa limite.

3.8.14 Montrer que la suite (z,,) définie par 41 = (z,+4)/3 et xo = 0 converge.
Calculer sa limite.

3.8.15 Discuter, en fonction des valeurs du nombre réel a > 0, la convergence de
la suite (x,,) définie par x,,1 = 22/2 et 2o = a. Lorsqu’elle converge, calculer

sa limite.

3.8.16 Montrer que la suite (x,) définie par z,,, 1 = (22 +2)/(2v2) et 29 = 0
est convergente. Calculer sa limite.

3.8.17 Montrer que la suite (z,,) définie par

1 1
xn+1:2(xn+x) et x>0

converge. Calculer sa limite.
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3.8.18 Soit (x,,) et (y,) les deux suites définies par

Tn + Yn 2%nYn

Tptl = ———, = , o >0 et > 0.
n+1 9 Yn+1 o + Un 0 Yo

Montrer qu’elles convergent toutes les deux vers /Zoyg-

3.8.19 Montrer que la suite (x,,) définie par x,, 11 = 2z, et xg = V2 converge.
Calculer sa limite.

3.8.20 Montrer que la suite (z,,) définie par z,41 = (2 + /Zn)"/? et zg = V2
converge.

3.8.21 Soit @ un nombre réel positif et (z,,) la suite définie par
Tn=n(Ya—1) et zo=a.

1) Montrer que si a > 1, la suite (z,) converge.

2) En déduire qu’elle converge pour a > 0.

3) En posant l(a) = ngr-lr-loo T,, montrer que pour tout couple de nombres réels
positifs a et b : [(ab) = l(a) + 1(b).

3.8.22 Soit (x,,) une suite de nombres réels positifs telle que lirf (Tnt1/xn) =1
n—-—+0o0

Montrer que lim /z, =I.

n—-+oo

3.8.23 En utilisant l’exercice précédent, calculer la limite de la suite (z,,) définie
par

Ty = et xg=1.

n
vn!
3.8.24 Soit (z,,) une suite bornée. Montrer que pour tout nombre réel A > 0 :

limsup(Az,,) = Alimsup z,.
n—-+oo n—-+oo

3.8.25 Soit (x,,) et (y,) deux suites bornées. Montrer que limsup(z, + y,) <
n—-+o00

lim sup x,, + lim sup y,,.

n—-+oo n—-+oo

3.8.26 Soit (x,,) une suite bornée.
1) Montrer que L = limsup {/|z,| < 1.

n——+o0o
2) Si L < 1, montrer que lim z, =0.

n—-+oo

3) Que peut-on dire si L=17
3.8.27 Soit (x,) une suite de nombres réels non nuls pour laquelle le nombre

anrl
Tn

existe.

= lim
p n—-+oo
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Si p < 1, montrer que

) La suite (x,) est bornée.
) lim sup \"/|xn| < 1.
n—-4o0o

3.8.28 Montrer que de toute suite on peut extraire une sous-suite monotone.

3.8.29 Soit (x,,) une suite dont toutes les sous-suites convergent. Montrer que
(z,,) converge.

3.8.30 Montrer que si les deux sous-suites (x2,) et (za2,+1) convergent vers la
méme limite [, alors (z,) converge vers .

3.8.31 En utilisant l’exercice précédent, montrer que la suite (z,) définie par
Tnt1 = V2 — x, et kg = 2/3 est convergente. Calculer sa limite.

3.8.32 Montrer que la suite (z,,) définie par x, 1 = (cosx, +1)/2 et zg = 0 est
une suite de Cauchy.

3.9 Solutions des questions V/F

Solution du § 3.1.2

VRAL Supposons en effet que pour tout n € IN : |x,,| < M. Alors, M est un
majorant et —M un minorant de la suite (z,,). Autrement dit, la suite () est
bornée.

Réciproquement, supposons que la suite (z,) soit bornée. Alors, si a est
un minorant et b un majorant de la suite (z,), on obtient, en posant M =
max{|al,|b|}, que pour tout entier n >0 : |z,| < M.

Solution du § 3.3.2
FAUX. Par exemple la suite divergente (z, = (—1)™) est bornée.
Solution du § 3.3.4

1) VRAIL Ce résultat nous montre que l'application qui, & toute suite conver-
gente fait correspondre sa limite, est une application linéaire.

2) VRAL
3) FAUX. Par exemple les deux suites (z, = 1+ n) et (y, = —n + (1/n))
divergent, tandis que la suite (z, = x,, + y,) converge vers 1.

4) VRAIL Deux cas seulement peuvent se présenter, ou bien les deux suites
divergent, ou bien au moins une des deux suites converge. Supposons que
Pon soit dans ce second cas et que lim z, = z. Alors, la suite (y, =

n—-+oo
Zpn — (y, — yn)) converge et de plus,

5) VRAL
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6) VRAL
7) FAUX. Par exemple les deux suites

(zn = (=1)") et (yo=(-1)"+1/(n+1))
divergent tandis que la suite (u, = x,y,) converge vers 1.

8) VRAL
9) FAUX. Par exemple, pour les deux suites

(xn=1/(n+1)) et (y, =2n),
la suite produit (u, = x,y,) converge vers 2.

Solution du § 3.3.7
FAUX. Par exemple les suites (z, = 0) et (y, = 1/(n+1)) satisfont z,, < yn
pour tout n € IN, mais elles convergent vers la méme limite x = y = 0.

Solution du § 3.3.9

1) VRAI Pour démontrer ce résultat, il suffit de remarquer que pour tout
entier naturel n :
lzn| = |2 < |zn — 2.

2) FAUX. Par exemple, la suite (z, = (—1)") diverge tandis que la suite
(Yn = |zn| = 1) converge vers 1.

3) VRAL






CHAPITRE 4

Séries numériques

4.1 Généralités

4.1.1 Définition d’une série de terme général z,,

-

On appelle série de terme général x,, le couple constitué d’une suite ()
de nombres réels et de la suite (S,) o, pour tout entier naturel n :

n
Sy = Zxk =20+ T1+ ...+ xp.
k=0

Le nombre réel x,, est appelé le n-ieme terme et S, la n-iéme somme
partielle de la série de terme général x,,.

-

4.1.2 Convergence d’une série

-

La série de terme général z,, est dite convergente si la suite (.S,,) des sommes

partielles est convergente ; la limite de cette suite s’appelle la somme de la
+oo
série de terme général x,, et se note Y x.
k=0
Dans le cas contraire, on dit que la série de terme général x,, est diver-

gente. Dans le cas particulier ou la suite des sommes partielles (S,,) tend

+oo
vers +0o (resp. —o0), on écrit Y x = 400 (resp. —o0).
k=0

&

4.1.3 Série absolument convergente

Définition. Une série de terme général z,, est dite absolument convergente
si la série de terme général |x,,| est convergente.
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Enoncé. Une série absolument convergente est convergente.

DEMONSTRATION. Soit € un nombre réel positif quelconque. Etant donné que
la série de terme général |z, | est convergente, il existe un entier naturel ng tel
m
que pour tout couple d’entiers m >n > ng: >, |xg| < €; ce qui implique que
k=n-+1
la suite (S,,) des sommes partielles est une suite de Cauchy. Autrement dit, la
suite (S,,) converge (§ 3.7.4). [ |

4.1.4 Condition nécessaire pour qu’une série converge

Si la série de terme général x,, est convergente, alors la suite (z,) converge
vers zéro.

DEMONSTRATION. Soit € un nombre réel positif quelconque. La suite (5,,) des
sommes partielles étant une suite de Cauchy, il existe un entier ng > 1 tel que

pour tout entier n > ng : |S, — Sp—1| = |z,| <e. Dot lim x, =0. |
n—-+oo

4.1.5 Divergence de la série harmonique

La série dont le terme général x,, est défini par
1
T, =— et xz9g=0,
n

est appelé série harmonique. Cette série est divergente.

DEMONSTRATION. Pour démontrer que la série harmonique est divergente, il
suffit de remarquer que pour tout entier n > 1 :

2n
1 1 1 1 1 1 1
Son — S, = - = et —2 — 4+ ..+ —=n—==;
2 k:ZnHk‘ n—&—lJr Jr2n 2n+ +2n n2n 2

ce qui revient & dire que la suite (S,,) des sommes partielles n’est pas une suite
de Cauchy. Ce qui implique qu’elle diverge. |

4.1.6 Remarque

Le fait qu’une suite (z,,) de nombres réels converge vers zéro n’implique pas que
la série de terme général x,, est convergente. C’est le cas de la série harmonique.

4.2 Quelques critéres de convergence

4.2.1 Critéere de Cauchy

Une série de terme général x,, est convergente si et seulement si & tout nombre
réel € > 0, on peut associer un entier naturel ng tel que les relations n > ng et
p > 0 impliquent |z, + Tp41 + ... + Tnap| < €
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DEMONSTRATION. Ce critére est équivalent & la proposition suivante : la suite
des sommes partielles (.S,,) converge si et seulement si la suite (S,,) est une suite
de Cauchy ; proposition que nous savons étre vraie. |

4.2.2 Critere de comparaison

Soit (xy,) et (yn) deux suites de nombres réels et k un entier naturel tel
que pour tout entier n > k : 0 < z, < y, (resp. z, = y, = 0). Alors, si
la série de terme général y,, est convergente (resp. divergente), la série de
terme général x,, est aussi convergente (resp. divergente).

DEMONSTRATION. Pour tout entier n > 0, on pose S,, = Z z;et S, = Z Yj-

En premier lieu, supposons que pour tout entier n > k : 0 < Tn < Yn, et que la
suite (S,,) converge. Alors, pour tout couple d’entiers n > k et p > 0, on obtient
que

0< Tn + Tpt1 +- -+ xn+p Yn + Ynt1 + ...+ Yn+p-

Etant donné que la suite (Sn) est une suite de Cauchy, on en déduit, grace au
critere de Cauchy, que la suite (S,,) converge.
Supposons a présent que pour tout entier n > k : z,, = y, = 0, et que la

suite (S,) diverge. Alors, la suite (S,,) est non bornée; ce qui implique que la
série de terme général x,, est divergente. |

4.2.3 Critére des séries alternées

( N

Soit () une suite de nombres réels vérifiant les deux propriétés qui suivent :
o il existe un entier naturel p tel que pour tout entier n > p : |z,41] <
20| et zpxpi <O;

e lim x,=0.
n—-+4oo

Alors, la série de terme général x,, est convergente.

. J

DEMONSTRATION. Observons d’abord que si x,, = 0 pour un certain n > p, alors
Ty = 0 pour tout m > n et ainsi la série converge clairement. Supposons donc
que z, # 0 pour tout n = p.

Pour n > p, on obtient que z, + x,4+1 a le méme signe que x,,, car |z,+1| <
|| (autrement dit, x,, + x,41 et x,, sont les deux > 0 ou les deux < 0). De plus
ZTp4o; @ aussi le méme signe que x,, pour tout [ € IN*.

Si k € IN est impair, on en déduit que

Tn+ Tnt1+ .o+ Ty = (xn + xn—i—l) +...+ (xn-&-k:—l + xn-&-k})
a le méme signe que x,, et, si k > 2 est pair,
Tn+ Tnt1+ .o+ Ty = (-rn + anrl) +...+ (mn+k72 + anrkfl) + Ttk

a aussi le méme signe que z,,.
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On en déduit que, pour tout couple d’entiers n > p et k > 1,
Tp+Tpt1+ .o+ Ttk
a le méme signe que x,, et, de méme,
Tpt1 t oo+ Tpyk

est de méme signe que x4 et que —x,,. Ceci implique que |2, + ... + Ty | <

Etant donné que lirJIrl 2, = 0, on en déduit que la suite (S,,) des sommes
n—-+0oo

partielles est une suite de Cauchy. En effet, pour tout € > 0, il existe un entier
naturel ng > p tel que, pour tout entier n > ng, on a |z,| < e. D’ol, pour tous
m > n = ng,

m
|Sm_Sn|: Z Tk <|xn+l|<|l‘n|<€
k=n-+1
Le critere de Cauchy (§ 3.7.4) assure que (S,,) converge. [ ]

4.2.4 Convergence de la série harmonique alternée

La série dont le terme général x,, est défini par

et z9=0,

est appelée série harmonique alternée. D’apres le critére des séries alternées,
cette série est convergente.

4.2.5 Série dont le terme général x,, garde un signe constant

Soit (z,,) une suite de nombres réels positifs ou nuls (resp. négatifs ou nuls).
n

Alors, si la suite des sommes partielles (S, = Y x) est bornée, la série de
k=0
terme général x,, est convergente ; sinon elle tend vers +o0o (resp.—oo).

DEMONSTRATION. 11 suffit de remarquer que la suite (S,) est croissante (resp.
décroissante) et d’appliquer le résultat obtenu au paragraphe 3.4.1. |

4.2.6 Exemple
Soit un entier naturel p > 1. Montrons que la série dont le terme général x,, est
défini par

T, =— et z9=0,
npb
converge.

En effet, pour n > 1,

2n+1 n

1

+

= 1
+Z(2z+1)p

~
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1
D’ou1 S, < ——— pour tout n € IN. La suite (S,) étant croissante et majorée,
— it
elle converge.

Remarque. Le résultat reste valable, avec la méme preuve, pour tout nombre réel
p > 1 (voir le paragraphe 7.4.1 pour la définition des puissances non entieres).

4.2.7 Critere de la limite supérieure

( N

Soit une suite (zy)n>0 de nombres réels.
Si la suite ({/|zn|)n>1 est bornée et telle que

L = limsup {/|z,| < 1,

n—-+o0o

alors la série de terme général z,, est absolument convergente.
Si la suite ({/|zn|)n>1 est bornée et telle que

L = limsup {/|z,| > 1,

n—-+o0o

ou si la suite ({/|zn|)n>1 n'est pas bornée, alors la série de terme général
x, est divergente.

. J

DEMONSTRATION. Dans le premier cas, comme L < 1, il existe un entier m > 0
tel que pour tout k > m :

YIRS # <1
Ainsi, on obtient que pour tout entier n > m :
n
Skl = 3 ol + Z 4] < Z ] + Z (1 =
k=0

2 .
1-L°

L IME

< |zg| +
k

Il
o

ce qui entraine, d’apres le résultat obtenu au paragraphe 4.2.5, que la série de
terme général x,, est absolument convergente.

Supposons maintenant la suite ( {/|zy|)n>1 bornée et L > 1. Alors, pour tout
entier m > 0, il existe k > m tel que

141
Yen] > % > 1

Dot |zx| > (1+L)k et la suite (x,)n,>0 n'est pas bornée, et donc la série est
divergente (§ 4.1.4).

Si la suite ({/|n|)n>1 n'est pas bornée, alors la suite (z,)n>0 non plus, et
donc la série est divergente. |
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4.2.8 Exemple
Montrons que pour la suite (z,,) définie par

1
Tpal = W(l +nx,) et xo=0,

la série de terme général x,, est convergente. Par un simple raisonnement par
récurrence, on montre que, pour tout n € IN, n < 2", Il en résulte, de nouveau
par récurrence, que

0<x, <1
pour tout n € IN. D’ou
0<Zn1 < 2n1+1 (1+n)
pour tout n € IN et
0<z, < 2%

pour tout n € IN. Or la série de terme général n2~" converge, par le critere de
la limite supérieure :

n . . n 1
lim Vn2-"= lim /n lim \/2_”=1~§

n—-4o0o n—-4o0o n—+4o0o

et donc

limsup 1/|n2-"| < 1.

n——+oo

Le critere de comparaison assure que la série de terme général x,, converge.

4.2.9 Critére de d’Alembert

( )

Soit (x,,) une suite d’éléments de R* pour laquelle le nombre réel

Tn+1
T

existe.

= lim
P n——+00

Alors, si p < 1 la série de terme général x, est absolument convergente,
tandis que si p > 1 elle est divergente.

DEMONSTRATION. En premier lieu, supposons que p < 1. Alors, il existe un
entier m > 1 tel que pour tout k£ > m :

Tgt1 1+p
— | < —— <1,
Tk 2
et donc, pour tout n > m :
n—m
x Tp—1 T2 Tm+1 1+p
g | = |2 | - (2L 22 2L < ( £ )

Tn—1 Lp—2 Tm+1 Tm 2
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Ainsi, on obtient que pour tout entier n > m :

n m—1 n m—1 n 1+p k—m
Slal = Llal+ Slad< X lal+ Y (52)  len
k=0 k=m k=0 k=m

k=0
m—1
2|z
< || + 2wm| ;
L—p
k=0

ce qui entraine, d’apres le résultat obtenu au paragraphe 4.2.5, que la série de
terme général x,, est absolument convergente.

Supposons a présent que p > 1. Alors, il existe un entier naturel p tel que
pour tout n > p : |z,| = |z, # 0; ce qui implique que la suite (x,) n’admet
pas zéro pour limite. Il en résulte (§4.1.4) que la série de terme général z,, est
divergente. |

4.2.10 Exemple

Considérons la suite (z,,) définie par

n+1
Ty = 27”
Etant donné que
T 1
lim ntll _ -,
n—+oo | Tp 2

on peut affirmer, grace au critere de d’Alembert, que la série de terme général
Zy est absolument convergente.

4.2.11 Remarques

En désignant par (z,,) et (y,) les deux suites définies par

(=D"

Tn = (_1)717 Yn = et o = Yo = 0,

nous constatons que

L =limsup ¥/|z,| = limsup {/|y.| = 1

n—-+oo n—-+o0o
et
Tn+1 . 1
p= lim uiian ) N TR | (A S N )
n—-+o0o Tn n—-+oo yn

En effet (§ 3.3.8)

lim {/[y,| = lim {/1/n=( lim Yn)~t=1.

n—-+oo n—-+oo n—+o0o

Etant donné que la série de terme général z,, est divergente, tandis que celle de
terme général y,, est convergente, ces deux exemples nous montrent que dans le
casou L = 1 et p =1, on ne peut rien dire a priori concernant la convergence
de la série étudiée.
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Soit (x,) une suite de nombres réels non nuls telle que

Tn+1
Tn

lim
n—-+4oo

:+OO

Alors, la série de terme général z,, est divergente.

4.3 Exercices

4.3.1 Etudier la convergence et la convergence absolue des séries dont le terme
général z,, est défini par

n 1
1) 2, = 2) , =
) o =5 )@ Jntlvntovntavnid
1 cos(n!)
3) T, = —— 4) xy = ——2
Jon = = Jon =)
n3 vn3
5) Tn = 6) o = 5
7)mn:cos(mr) 8)gcn:1.4.7...(3n—i—1)
vn+1 (n+1)!
4.3.2 Calculer les sommes suivantes :
1) Jrfjo = 2) Jrfjo = >0
— avec a
k=0 5k k=0 (CL + If)(a + 1+ k)
too 2k+3 Too 1
3 —_ 4 —_—
)5 Wk ) ) o )
“+o00
4.3.3 Soit (a,) une suite de nombres réels positifs ou nuls telle que > aj = +o0.

k=0
Montrer que la série de terme général x,, = a,/(1 + a,,) diverge, tandis que la
série de terme général z,, = a,, /(1 + n2a,) converge.

4.3.4 Montrer, en les calculant, qu’il existe trois constantes a,b et c telles que
pour tout entier n > 3 :

n3 a b c

eI s R prr TR Py T

En utilisant ce résultat trouver la somme de la série de terme général z,, = n>/n!.

4.3.5 Discuter, en fonction des valeurs du nombre réel a et de 'entier relatif
p, la convergence et la convergence absolue de la série de terme général x, =
an/(n +1)P.

4.3.6 Soit (a,) une suite de nombres réels positifs ou nuls telle que la série de
terme général x,, = a, converge. Montrer que la série de terme général x, =
Var/(n+ 1) est convergente.
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4.3.7 Soit 0 < a < 1, et posons pour tout entier n > 1 :
S, =142a+3a%>+...+na"""

1) Pour tout entier n > 1, calculer : aS, — S,,.
2) En déduire que la série de terme général x,, = na™ ' converge.
3) Calculer sa limite.

4.3.8 Discuter, selon les valeurs du nombre réel 6, la convergence et la conver-
gence absolue de la série de terme général z,, = (sin6)"/n + 1.

—+oo
4.3.9 Soit (z,,) une suite de nombres réels positifs ou nuls telle que > /zj <
k=0

+00. Montrer que la suite (y,,) définie par

1
yn+1:§(yn+ yi+a,) et yo=0

est convergente.

4.3.10 Pour quelles valeurs du nombre réel a # =+1, la série de terme général
T, = a"/(a®" — 1) converge-t-elle ?

+oo

4.3.11 Soit (ay,) une suite de nombres réels positifs ou nuls telle que > ax < +o0.
k=0

Montrer que pour tout entier p > 1, la série de terme général z,, = af converge.

4.3.12 Soit (a,,) une suite de nombres réels. Montrer que la série de terme général
Ty = Ay — apy1 converge si et seulement si la suite (a,) converge.

4.3.13 Soit (z,,) et (y,) deux suites de nombres réels positifs, et supposons qu'’il
existe ng € IN tel que pour tout entier n > ng, on ait :

Tn41 Yn+1
< .
T Yn

1) Montrer que si la série de terme général y,, converge, alors la série de terme
général x,, converge aussi.

+o00
2) Montrer que si Y x; = +oo alors Z Y = +oo.
k=0 k=0

4.3.14 Soit (z,,) une suite de nombres réels positifs pour laquelle le nombre

. T .
a= lim n ( — 1) existe.

n—-+oo :En+1

1) Montrer, en utilisant 1’exercice précédent, que si a < 1 la série de terme
général x,, diverge.
2) En déduire que
=1. (2k—1)

. (2k)

k=1
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4.3.15 Soit (z,) une suite décroissante de nombres réels telle que I’ensemble
{n € N* : &, > 1/n} posséde une infinité d’éléments.

1) Montrer que la série de terme général x,, diverge.

2) Que devient ce résultat si la suite (x,,) n’est pas supposée décroissante ?



CHAPITRE 5

Fonctions réelles d’une variable réelle

5.1 Définitions

5.1.1 Définition d’une fonction réelle d’une variable réelle

Soit E et F' deux sous-ensembles non vides de R et G une partie du produit
cartésien E x F telle que, pour tout élément x de E, il existe un élément y et
un seul de F' tel que le couple (z,y) appartienne a G. Alors, le triplet

f=(G,E,F)

s’appelle fonction définie sur E a valeurs dans F', ou encore application de FE
dans F. Ici, les mots « application » et « fonction » seront toujours considérés
comme synonymes. On dit que G est le graphe de f et on le note par G(f),
que F est I’ensemble de départ ou le domaine de définition de f et on le désigne
généralement par D(f) et que F est I'ensemble d’arrivée de f. L'unique élément
y de F correspondant a ’élément x de F par f s’appelle I'image de x par f et
se note f(x), tandis que x est appelé la variable indépendante. Le sous-ensemble

{f(z):x € E}={yeR:3x € E tel que f(z) =y} CF

est appelé 'image de E par f et est noté Imf. La notation f = (G, E, F) n’est
pas utilisée en pratique, on lui préfére les notations suivantes :

fiESF e ELFE

Pour montrer que f(z) est I’élément de F' associé a z, on emploie la notation
z— f(x).

5.1.2 Graphique d’une fonction

Soit f une fonction de E dans F' et considérons le plan euclidien rapporté a deux
axes de coordonnées Ox et Oy définis par deux vecteurs e; et e;. Alors, a tout
élément x de E on fait correspondre le point P du plan dont les coordonnées
relativement aux deux axes Ox et Oy sont x et y = f(x). L’ensemble de ces
points est appelé le graphique de la fonction f relativement aux deux axes Oz et
Oy (fig. 5.1 et 5.2).

En général 'axe 0z (resp. Oy) est appelé 'aze des abscisses (resp. ordonnées),
tandis que l'intersection 0 de ces deux axes est appelée I'origine. Lorsque nous
parlerons de représentation graphique d’une fonction, sans autre précision, nous
supposerons toujours que les deux axes Oz et Oy sont perpendiculaires et que les
vecteurs ey et eo sont de la méme longueur. Ce choix est arbitraire, et dans la
pratique, il est souvent recommandé de choisir une unité de longueur différente
sur chacun des axes.



82 Calcul différentiel et intégral

y=x

Fig. 5.1

“y: 1/x

62‘

Fig. 5.2

5.1.3 Relations d’ordre pour les fonctions

Etant donné qu'il existe une relation d’ordre définie sur R (§ 1.1.5), cela nous
permet de définir, pour les fonctions ayant le méme domaine de définition et le
méme ensemble d’arrivée, les relations d’ordre suivantes :
o deux fonctions f et g de E dans F sont dites égales et on écrit f = g si
pour tout x € E : f(x) = g(x);
e pour deux fonctions f et g de E dans F, on écrit que f < g (resp. f = g)
si pour tout x € E : f(x) < g(x) (resp. f(x) = g(x)).

5.1.4 Remarque

Les relations d’ordre que nous venons de définir entre des fonctions ayant le
méme domaine de définition et le méme ensemble d’arrivée sont des relations
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d’ordre partiel; autrement dit, il n’est pas toujours possible de les comparer
entre elles. Par exemple, les deux fonctions f, g : R — R définies respectivement
par f(x) = 22 et g(x) = 2® ne sont pas comparables entre elles, puisque f(—1) >
g9(=1) et f(2) <g(2).

5.1.5 Définition d’une fonction surjective

Soit f une application de E dans F. Si tout élément de F est 'image par f
d’au moins un élément de F, 'application est alors dite surjective. On dit
encore que c’est une surjection de ¥ dans F.

Il découle de cette définition, qu'une application f : E — F est surjective si
et seulement si F' =Imf.

5.1.6 Définition d’une fonction injective

(" 7

On sait d’apres la définition d’une fonction qu’a tout élément = de E cor-
respond un unique élément y de F'; par contre y peut étre I'image par f de
plusieurs éléments de F. Si ce n’est pas le cas, c’est-a-dire si tout élément y
de F' est 'image par f d’au plus un seul élément de E, 'application f est
dite injective. On dit encore que f est une injection de E dans F.

Il résulte de cette définition, qu'une application f : E — F' est injective si et
seulement si les relations x1, 29 € E et f(z1) = f(z2) impliquent 1 = x5.

5.1.7 Définition d’une fonction bijective et de sa fonction réciproque

Si une application f de E dans F est a la fois surjective et injective, elle est
dite bijective; on dit aussi que c’est une bijection de E dans F.

Dans ce cas, on a que pour tout élément y de F équation f(z) = y admet
dans F une unique solution . On est ainsi tout naturellement amené a définir une
nouvelle application de F' dans FE, appelé application réciproque de f et notée
f~L qui, & tout élément y de F, fait correspondre 1’élément z de E solution
unique de 'équation f(z) = y. Autrement dit, z = f~1(y).

Le graphique d’une fonction bijective et celui de son application réciproque
sont symétriques par rapport a la droite d’équation y = x.
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5.1.8 Opérations algébriques sur les fonctions

Soit f et g deux fonctions de F dans R. A partir de ces deux fonctions, on peut
définir les nouvelles fonctions suivantes :
e si a et B sont deux nombres réels, on désigne par af + Bg la fonction
de E dans R, qui, a tout élément x de FE, fait correspondre le nombre
réel af(x) + Bg(x). Dans le cas particulier ot « = f = 1 (resp. a = 1
et § = —1), la fonction f + g (resp. f — g) est appelée la somme (resp.
différence) des deux fonctions f et g;
« la fonction, qui, a tout élément = de F, fait correspondre le nombre réel
f(z) - g(x), est appelée le produit des deux fonctions f et g et se note fg;
e si pour tout élément x de E : g(x) # 0, alors la fonction, qui, & tout z € F,
fait correspondre le nombre réel f(z)/g(x), est appelée le quotient de la
fonction f par la fonction g et se note f/g.

5.1.9 Image et image réciproque d’un sous-ensemble

Si A est un sous-ensemble non vide de E, I’ensemble des éléments y de F qui
sont I'image par la fonction f : E — F d’au moins un élément x de A, s’appelle
Vimage de A par fet se note f(A). Autrement dit,

fA) ={f(x):z e A} ={y € F:3x € Atelque f(z) = y}.

Soit B un sous-ensemble non vide de F. On appelle image réciproque de B
par f, 'ensemble des éléments = de E tels que f(z) € B. On note cet ensemble

F(B). Ainsi, f(B)={zcE: f(z) c B.
5.1.10 Remarque

Il est tres important de ne pas confondre pour une fonction f : F — F donnée,

-1
les deux notations f ({y}) et f~1(y) avec y € F. La premiere ayant toujours
un sens, tandis que la seconde peut tres bien ne pas en avoir. Par exemple, si
f: R — R est la fonction définie par f(x) = sinz, la notation f~1(0) n’a pas de

-1
sens car f n’est pas bijective; par contre f ({0}) = {kw: k € Z}.

5.1.11 Application identique

L’application de E dans lui-méme, qui, & tout élément x de F, fait correspondre
ce méme élément, s’appelle 'application identique de E. On la note Ig. Son
graphe est la diagonale de F x F.

5.1.12 Composition de deux fonctions

Considérons deux fonctions f: E — F et g : G — H et supposons, de plus,
que f(E) C G. Alors, on peut définir une nouvelle fonction : la fonction
composée, qui, & tout élément = de FE, fait correspondre I’élément g(f(z))
de H. On note cette fonction g o f.
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Dans le cas particulier ou f est une bijection de E dans F, la fonction com-
posée f~! o f n’est autre que 'application I, tandis que la fonction composée
fo f! =1Ip. Cet exemple nous montre qu’en général go f # fog.

5.1.13 Valeur absolue d’une fonction

Soit f une fonction de E dans F. On appelle valeur absolue de la fonction f et
on la désigne par |f|, la fonction de E dans R4, qui, & tout élément = de E, fait
correspondre le nombre réel positif ou nul |f(z)|.

5.1.14 Fonction bornée

Soit A un sous-ensemble non vide de E. Une fonction f : E — F est dite
magjorée (resp. minorée) sur A si Uensemble f(A) est un sous-ensemble majoré
(resp. minoré) de R. Une fonction qui est & la fois majorée et minorée sur A est
dite bornée sur A.

5.1.15 Caractérisation d’une fonction bornée

Soit A un sous-ensemble non vide de E. Une fonction f : E — F est bornée sur
A si et seulement s’il existe un nombre réel M > 0 tel que la relation z € A
implique |f(x)] < M.

DEMONSTRATION. Pour démontrer ce résultat, il suffit de remarquer que f est
bornée sur A si et seulement si le sous-ensemble {f(x) : z € A} de R est borné,
et d’utiliser le résultat obtenu au paragraphe 1.4.6. |

5.1.16 Borne inférieure et borne supérieure d’une fonction

Soit A un sous-ensemble non vide de E. Si f : E — F' est une fonction majorée
(resp. minorée) sur A, le nombre réel sup{f(z) : © € A} (resp. inf{f(z) : x € A})
est appelé la borne supérieure (resp. borne inférieure) ou encore le supremum

(resp. 'infimum) de la fonction f sur A et on le note sup f(x) (resp. ingf(x)).
€A ze

5.1.17 Caractérisation des bornes supérieure et inférieure d’une fonction

Soit A un sous-ensemble non vide de E et f : E — F une fonction majorée (resp.
minorée) sur A. Alors, le nombre réel M (resp. m) est égal au supremum (resp.
infimum) de la fonction f sur A si et seulement si les deux propriétés suivantes
sont vérifiées :
e pour tout élément x de A : f(x) < M (resp. f(x) = m);
e quel que soit le nombre réel € > 0, il existe un élément x, de A tel que
M — f(xe) Se (resp. f($€) —m < 6)'

DEMONSTRATION. Cette caractérisation est une conséquence immédiate de la
définition donnée au paragraphe 1.2.3. |



86

Calcul différentiel et intégral

5.1.18 Quelques résultats

Si f: E — R est une fonction majorée sur A, alors la fonction —f est
minorée sur A et 'on a :

sup f(z) = — inf (=f());

€A z€A

si f: E — F est une fonction majorée sur A, alors pour tout couple
de nombres réels ¢ et A avec A > 0, la fonction f : £ — R définie par

f(z) = Af(x) + ¢ est aussi majorée sur A et, de plus, on a :

sup f(z) = ¢+ Asup f(z);
T€A T€EA

sif:E— Retg:FE — R sont deux fonctions majorées sur A, alors la
fonction h = f + g est majorée sur A et

sup h(z) < sup f(z) + sup g(z);
TEA z€A €A

si B est un sous-ensemble non vide de A et si f : E — F est une fonction
majorée (resp. minorée) sur A, alors f est majorée (resp. minorée) sur B
et, de plus, on a :

sup fl2) < sup f(z) (vesp. inf f(x) > inf f(z)).

Remarque. Si f : E — F est une fonction majorée (resp. minorée) sur A, le
nombre réel sup f(x) (resp. inlf4 f(x)) n’appartient pas obligatoirement & 1’en-
zE

T€A
semble f(A) = {f(x): x € A}. Par exemple, la fonction f :]0,1[— R définie par
f(x) = 2%+ 1 admet 1 comme borne inférieure et 2 comme borne supérieure sur
10, 1], mais aucun de ces deux nombres n’appartient a {f(z) : z €]0, 1[} =]1, 2[.

5.1.19 Maximum et minimum local d’une fonction

r

Soit f une fonction de E dans F et x¢ un élément de E. On dit que f admet
un mazimum (resp. minimum) local au point xg s’il existe un nombre réel
d > 0 tel que les relations z € E et |z — 20| < 0 impliquent f(z) < f(zo)
(resp. f(z) = f(x0)).

D’autre part, nous dirons qu’'une fonction admet un extremum local au
point zq si cette fonction admet un maximum ou un minimum local en ce
point.
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5.1.20 Maximum et minimum d’une fonction

( M

Soit f une fonction de E dans F' et M (resp. m) un nombre réel vérifiant
les deux propriétés suivantes :

o pour tout élément x de E : f(x) < M (resp. f(z) > m);

e M (resp. m) appartient & 'ensemble Imf = {f(z) : x € E}.
Alors, le nombre réel M (resp. m) est appelé le mazimum (resp. le minimum)
de la fonction f sur E et on le note max f(z) (resp. 19’011611131 f(x)).

D’autre part, si pour xg € E : f(x9) = maé(f(x) (resp. f(xo) =
EdS
mig f(x)), nous dirons que la fonction f atteint son mazimum (resp. mi-
zE

nimum) au point xg.

. J

Remarque. A Tlaide des notions de maximum et minimum d’un ensemble non
vide (§ 1.2.2), on obtient la proposition suivante : M € R (resp. m € R) est le
maximum (resp. minimum) de f sur E si et seulement si M est le maximum
(resp. m est le minimum) de ’ensemble Im f.

Exemple. Considérons la fonction f : [—1,2] — R définie par f(z) = 2?(1 — z).
Cette fonction atteint son maximum pour x = —1 et son minimum pour z = 2.
Elle admet aussi un maximum local aux points —1 et 2/3, ainsi qu’un minimum
local aux points 0 et 2 (fig. 5.3).

Ay=x(1-x
—— 2

Y

- — — — — — — — — 1

Fig. 5.3
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5.1.21 Remarques

Supposons que pour une fonction f : E — F, le nombre réel max f(z) (resp.
re

mi}g f(x)) existe. Alors, cette fonction est majorée (resp. minorée) sur E et, de

TE

plus, on a :

max f(z) = sup f(z)  (vesp. min f(z) = inf f()).

Par contre, une fonction f : E — F peut tres bien étre majorée (resp. mino-
rée) sur F, sans pour autant que le maximum (resp. minimum) de cette fonction
sur F existe. Pour s’en rendre compte, considérons la fonction f : [0,1[— R,
qui, & tout élément x de [0,1], fait correspondre le nombre réel x3. Le supre-
mum de cette fonction sur [0, 1] est 1, mais comme ce nombre n’appartient pas
a lensemble Imf = {f(x) = 23 : x € [0, 1[}, on en déduit que le maximum de la
fonction f sur [0, 1] n’existe pas.

Une fonction f : F — F peut atteindre son maximum (resp. minimum) en
plusieurs points de E. Par exemple, la fonction f : R — R définie par f(z) =
sin z atteint son maximum aux points {7/2+ 2kw : k € Z} et son minimum aux
points {37/2 + 2kw : k € Z}.

5.1.22 Fonction monotone

Etant donné une fonction f: E — F et A un sous-ensemble non vide de E, on
dit que la fonction f est croissante (resp. strictement croissante) sur A si pour
tout couple d’éléments x1,x2 de A, la relation x; > xo implique f(x1) > f(a2)
(resp. f(x1) > f(z2)). De méme, elle est dite décroissante (resp. strictement
décroissante) sur A si pour tout couple d’éléments x1, x5 de A, la relation x; > xo
implique f(z1) < f(z2) (resp. f(z1) < f(z2)). Elle est dite constante sur A, s’il
existe un nombre réel ¢ tel que pour tout élément x de A : f(z) = c.

Pour f et A comme ci-dessus, f est dite monotone sur A si elle est crois-
sante ou décroissante sur A. Elle est dite strictement monotone sur A si elle est
strictement croissante ou strictement décroissante sur A.

5.1.23 Fonction paire, fonction impaire

Soit E un sous-ensemble non vide de R admettant zéro pour centre de symétrie,
c’est-a-dire tel que x € E implique —x € E. Une fonction f : E — F est
dite paire (resp. impaire) si pour tout élément x de F : f(—z) = f(x) (resp.
f(=z) = =f(=)).

Le graphique d’une fonction paire est symétrique par rapport a l'axe Oy,
tandis que celui d'une fonction impaire est symétrique par rapport a l’origine 0.

5.1.24 Fonction périodique
Le nombre réel P est appelé une période de la fonction f : E — F si pour tout
rel:

r—PeE, x+PecFE e f(r+P)=f(x).

D’autre part, une fonction f : E — F est dite périodique si elle admet une
période P # 0.
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Si P est une période de f, alors pour tout n € Z le nombre réel nP est aussi
une période de cette fonction.

Si, pour un certain nombre réel T > 0, {nT : n € Z} est I'ensemble des
périodes de la fonction périodique f : E — F, alors un tel T > 0, s’il existe, est
appelé la période de f.

Exemple. L’ensemble des périodes de la fonction f : R — R définie par

[ 1 siz¢Q
f(x){ 0 sizeqQ,

n’est autre que l’ensemble Q.

5.1.25 Partie positive, négative d’une fonction

Soit f une fonction de F dans R. La fonction f* : F — R définie par f*(z) =
max{ f(z),0} est appelée la partie positive de la fonction f. De méme, la fonction
f~ : E — R définie par f~(x) = —min{f(x),0} est appelée la partie négative
de la fonction f.

On vérifie facilement que pour tout élément x de E :

f@)=f @)= f (@) et [f(2)|=f"(2)+f ()

5.1.26 Prolongement et restriction d’une fonction
Si f:E — Fetg:A— F sont des fonctions vérifiant les deux propriétés
suivantes :

. A - E,

« pour tout élément = de A : f(z) = g(x),
la fonction f est appelée un prolongement de la fonction g a F, tandis que g est
appelée la restriction de f a A.

Etant donné f : E — F, on utilise souvent la notation g = f |4 pour la
restriction de f & A ou encore simplement f: A — F.

D’une manieére générale, le prolongement d’une fonction & un domaine de
définition plus grand n’est pas unique. Par contre, la restriction d’une fonction
a un ensemble de définition plus petit lest.

5.2 Limite d’une fonction

5.2.1 Fonction définie au voisinage d’un point

Nous dirons qu’une fonction f : E — F est définie au voisinage de g, s’il existe
un nombre réel o > 0 tel que

lzo —a,z0 + a[C EU{zo}.

Remarque. Il est tres important de remarquer que dans cette définition une
fonction peut tres bien étre définie au voisinage d’un point zy sans pour autant
I’étre en ce point. Par exemple, la fonction f : R* — R définie par
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est définie au voisinage de zéro, mais ne l'est pas en ce point, ot ¢/~ : R = R
est la fonction réciproque de la fonction qui & € R fait correspondre 3.

5.2.2 Définition de la limite d’une fonction

s N
Nous dirons qu’une fonction f : E — F définie au voisinage de xy admet
pour limite le nombre réel [ lorsque = tend vers x( si & tout nombre réel

€ > 0, on peut associer un nombre réel § > 0 tel que les relations x € E
et 0 < |z —x0| < ¢ impliquent |f(z)—1] < e (fig.5.4). On écrit alors,
lim f(z) =1

Tr—xq

D’une maniere générale, le nombre réel § dépend des nombres g et €.

/

Ay=r@

l+e€ /
€
/
€
h //
5|38
0 Xo—0 Xy xgt9d x
Fig. 5.4

5.2.3 Caractérisation de la limite d’une fonction a partir des suites

Une fonction f : E — F définie au voisinage de zy admet pour limite le
nombre réel [ lorsque = tend vers zg si et seulement si pour toute suite
(an) d’éléments de {z € E : & # o} qui converge vers xg, la suite (f(a,))
converge vers [.

DEMONSTRATION. En premier lieu, supposons que lim f(z) =1 et que la suite
Tr—xo

(an) d’éléments de {z € F : x # zo} converge vers zy. Soit € un nombre réel
positif quelconque. Etant donné que lim f(z) =, il existe un nombre réel § > 0
T—T0

tel que pour tout élément = de E vérifiant 0 < |z — x| < § : |f(x) =] < e
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D’autre part, puisque lim a, = xg avec 29 ¢ {a, : n € IN}, il existe aussi
n—-+oo

un entier my > 0 tel que pour tout n = mg : 0 < |a, — 29| < §. Finalement,
on obtient que pour tout n > myg : |f(a,) —1| < e. On a ainsi démontré que

lim f(a,) =1

n—-+o0o
Réciproquement, supposons que pour toute suite (a,) d’éléments de {z €
E :x # x0} qui converge vers xg, la suite (f(a,)) converge vers . Il nous faut
a présent démontrer que lim f(z) = I. Pour cela, raisonnons par Pabsurde et
r—rxo

supposons que le nombre réel [ ne soit pas la limite de la fonction f lorsque x
tend vers g ; ce qui signifie qu’il existe un nombre réel € > 0 tel que pour tout
entier naturel n, ensemble {z € E : © # zp,x € B(xo,1/(n + 1))} contient
un élément b, pour lequel |f(b,) —1] > e¢. On a ainsi construit une suite (by,)
d’éléments de {z € E : x # x¢} qui converge vers xg et dont la suite des images
(f(bn)) ne converge pas vers [. Ce dernier résultat étant en contradiction avec
I’hypothese, on en déduit que wli)rg flx)=1. |
0

Remarque. Cette caractérisation permet souvent de ramener les preuves des
propriétés des limites de fonctions aux propriétés déja prouvées des limites de
suites.

5.2.4 Corollaire
Soit f : E — F une fonction définie au voisinage de x¢ et supposons que pour

toute suite (an) d’éléments de {x € E : x # x0} qui converge vers xo, la suite
(f(an)) converge. Alors, la fonction f admet une limite lorsque x tend vers zg.

DEMONSTRATION. Soit (an) et (bn) deux suites d’éléments de {z € E : « # xo}
qui convergent vers zo. Nous allons montrer que lim f(an) = lim f(by).
n——+oo n——+oo

Pour cela, raisonnons par 'absurde et supposons que ce dernier résultat ne soit
pas vrai. Alors, en posant

an sin est pair
Cn = . . .

b,  sinestimpair,
on obtient que (c,) est une suite d’éléments de {x € E :  # o} qui converge
vers xo, mais dont la suite des images (f(cn)) diverge. D’olt contradiction. On
a ainsi démontré que pour toute suite (an) d’éléments de {x € E : = # o} qui
converge vers To, le nombre réel lirf f(an) ne dépend pas de la suite (an)

n——+oo
choisie. Ainsi, en utilisant le résultat obtenu au paragraphe 5.2.3, la conclusion
de ce corollaire devient immédiate. ]

5.2.5 Unicité de la limite d’une fonction

Si Iy et Iy sont deux limites de la fonction f : E — F lorsque x tend vers x,
alors l; = [s.

DEMONSTRATION. Ramenons-nous & 'unicité de la limite pour les suites prouvée
au paragraphe 3.2.4. Soit (a,) une suite d’éléments de {z € E : x # x0} qui
converge vers zg. 11 découle du résultat obtenu au paragraphe 5.2.3, que [} =

lm f(ay) et ly = ngrfwf(an) ; ce qui implique que I; =[5 (voir § 3.2.4). W

n—-+o0o
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5.2.6 Exemple

Soit f : R — R la fonction définie par f(z) = x2. Calculons sa limite lorsque x
tend vers 2. Il nous faut d’abord trouver un candidat qui puisse étre la limite de
cette fonction lorsque x tend vers 2, sans savoir si cette limite existe ou non. Pour
cette raison, supposons qu’elle existe et notons-la par [. Alors, en considérant la
suite (a,) définie par

1
a, =24+ — et ag=2,
n

on obtient que [ = lirf f(ay) = 4. Reste & démontrer que ce nombre est bien
n—-+oo

la limite de la fonction f lorsque x tend vers 2. Pour cela, il suffit de constater
qu’en associant a tout nombre réel € > 0 le nombre

0 = min{1,¢/5},

la relation 0 < |z — 2| < ¢ implique |22 — 4| = |z — 2| |z + 2| < 5|z — 2| <e.

Autre méthode. On peut aussi utiliser la caractérisation du paragraphe 5.2.3
comme suit. Pour toute suite (ay) d’éléments de R\{2} qui converge vers 2, on

a

. o . 2 §3.3.3 . 2 62
w P flon) = L on "= (B ) =2 =4,

montrant ainsi que lim f(z) = 4.
T—2

5.2.7 Remarque

La définition que nous avons donnée au paragraphe 5.2.2 nous permet de dire
si un nombre réel I, qui est supposé connu a priori, est la limite d’une fonction
f lorsque = tend vers xg; mais, malheureusement, elle ne nous permet pas de
trouver cette limite. Or, contrairement a ce que pourrait suggérer ’exemple
donné au paragraphe 5.2.6, il est souvent peu commode de trouver la limite
d’une fonction f méme lorsque celle-ci existe. Par contre, comme dans le cas des
suites réelles, il est possible de démontrer qu'une fonction f admet une limite
lorsque x tend vers xg sans pour autant connaitre a priori la valeur de cette limite.
Dans ce but, nous démontrerons par la suite quelques résultats tres utiles; par
exemple, le critere de Cauchy ou le théoreme des deux gendarmes.

5.2.8 Critére de Cauchy pour les fonctions

Une fonction f : E — F' définie au voisinage de z¢o admet une limite lorsque z
tend vers zo si et seulement si a tout nombre réel € > 0, on peut associer un
nombre réel § > 0 tel que pour tout couple d’éléments z1,22 de {x € E: 0 <
|z — xo| < 0}, on ait : |f(z1) — f(x2)| < e. D’une maniére générale, le nombre
réel 6 dépend des nombres xg et €.

DEMONSTRATION. En premier lieu, supposons que le nombre réel lim f(z)
T—xT(

existe et notons-le par [, et soit € un nombre réel positif quelconque. Alors,
il existe un nombre réel § > 0 tel que pour tout élément x de E vérifiant
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0 < |z—=o| <90 :|f(x)—1] < €/2. Ainsi, on obtient que pour tout couple
d’éléments 1,22 de {z € E: 0 < |x — zo| < 0} :

|f(@1) = fm2)| < [f(z1) =l +[f(z2) =l < €e/24+€¢/2=€

Réciproquement, supposons qu’a tout nombre réel ¢ > 0, on puisse associer
un nombre § > 0 tel que pour tout couple d’éléments z1,22 de {x € E :
0 < |z — x| < 6}, on ait :|f(z1) — f(z2)] < €. Alors, si (an) est une suite
d’éléments de {z € F : x # x0} qui converge vers zo, la suite (f(an)) est une
suite de Cauchy, donc convergente. Ainsi, grace au corollaire 5.2.4, on sait que
la fonction f admet une limite lorsque = tend vers xo. ]

5.2.9 Opérations algébriques sur les limites
Soit f et g deux fonctions de E dans R telles que lim f(z) =1; et lim g(x) = .

T—T0o T—T0o
Alors,
e pour tout couple de nombres réels « et (3, la limite de la fonction af + B¢
lorsque x tend vers x( existe et est égale a al; + Bls;
« la limite de la fonction fg lorsque = tend vers x( existe et est égale a 1l ;
e sily # 0 et g ne s’annule pas sur E, la limite de la fonction f/g lorsque z
tend vers x( existe et est égale & Iy /ls.

DEMONSTRATION. Pour toute suite (a,) d’éléments de {x € E : x # xp} qui
converge vers a, les trois suites (af(an)+89(an); (f(an) glan)) et ((an) /g(an))
convergent respectivement vers aly 4+ Sla,l1ly et 13 /ly. Pour conclure, il suffit
d’utiliser le résultat obtenu au paragraphe 5.2.3. |

5.2.10 Conservation des relations d’ordre

Soit f et g deux fonctions de E dans F' vérifiant les deux propriétés suivantes :
e lim f(z)=11 et lim g(z) =1s;
T—xg T—To
o il existe un nombre réel a > 0 tel que, pour tout x € E satisfaisant 0 <

|z —xo| < @, on a f(z) > g(x).
Alors, 11 > 5.

DEMONSTRATION. Soit (a,) une suite d’éléments de {z € F: 0 < |z — x| < o}
qui converge vers xg. Ainsi, en utilisant les résultats obtenus aux paragraphes
3.3.6 et 5.2.3, on obtient que

Ii = lim f(ay) > lim g(a,) =lo.

n——+oo n——+00
|

Remarque. Si dans 1’énoncé ci-dessus on remplace f(z) > g(z) par f(z) > g(z),
cela ne nous permet pas de conclure que l; > ls. Par exemple, la fonction f :
10, +oo[— R définie par f(x) = = ne prend que des valeurs positives sur son
domaine de définition, mais par contre sa limite lorsque x tend vers zéro est
nulle. (Ici, la fonction g :]0,+oo[— R est la fonction identiquement nulle sur
10, +00l.)
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5.2.11 Limite de la valeur absolue d’une fonction

Soit f : E — F une fonction qui admet [ pour limite lorsque = tend vers x.
Alors, lim |f|(x) = |l.
Tr—xQ

DEMONSTRATION. Pour démontrer ce résultat, il suffit de remarquer que pour
tout z € E : [[f(2)| = [I|[ < |f(z) —1I. u

Remarques. La réciproque de ce résultat est généralement fausse. Comme contre-
exemple, considérons la fonction f: R — R définie par

fm={ 1% Tee

L <0 et b, = V2
n+1 n+1
Alors que les suites (a,,) et (b,) convergent les deux vers 0, les suites (f(a,)) et
(f(by)) convergent vers des limites différentes : 1 et —1. On en conclut que la fonc-
tion f n’admet aucune limite lorsque x tend vers zéro. Par contre, il_}Hlo |f|(z) = 1.

Posons

ay = #0 pour n €.

Néanmoins, si la valeur absolue d’une fonction f : E — F admet zéro pour
limite lorsque x tend vers zg, alors lim f(z) = 0.
Tr—xT0

5.2.12 Théoréme des deux gendarmes pour les fonctions

( N

Soit f,g et h trois fonctions de E dans F vérifiant les deux propriétés
suivantes :

e lim f(z)= lim g(z) =1;
r—rXo rT—X0o

o il existe un nombre réel o > 0 tel que, pour tout x € E satisfaisant
0<|z—x0 <a,ona f(z) <h(z) < gx).

Alors, lim h(z) =1.
T—xTo

. J

DEMONSTRATION. Soit (a,,) une suite arbitraire d’éléments de {x € F : z # x¢}

qui converge vers xg. On déduit immédiatement de la deuxieme propriété qu’il

existe un entier naturel m tel que pour tout entier n > m : f(a,) < h(a,) <

g(an). D’autre part, grace a la premiére propriété et au résultat obtenu au pa-

ragraphe 5.2.3, on a que lim f(a,) = lim g(a,) = I. D’ou, en appliquant
n—-+4oo n——+4oo

aux suites (f(an)), (9(an)) et (h(ay)) le théoreme des deux gendarmes pour les
suites (§ 3.3.10), on obtient que ll}I}_l h(a,) = l. Ainsi, le résultat obtenu au

paragraphe 5.2.3 nous permet de conclure que lim h(z) = 1. |
T—xo

5.2.13 Exemple
Montrons que la limite de la fonction f :] — 7/2, 7/2[— R définie par

T g oz £0
f(”“")_{z siz=0,
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vaut 1 lorsque z tend vers zéro. D’une part (faire un dessin)

0<sinz <z < tanz pour tout z €]0,7/2| J

et donc .
sinx
cosT <

<1 pour tout z €] —7/2,0[U]0, 7/2].
x

D’autre part, en remarquant que pour tout z € R :
o (5)]< 5
sin® | = —,
217 2

on obtient que hn%) cosx = 1. Ainsi, en utilisant le théoreme des deux gendarmes,
r—

|1 — cosx| =2

on peut affirmer que

et donc lim f(z) = 1.
z—0

5.2.14 Limite de la composée de deux fonctions

( )

Soit une fonction f : E — F définie au voisinage de xy € R et une fonction
g : G — H définie au voisinage de yg € R, telles que

lim f(z)=yo et lim g(y)=1.

T—x0 Y—Yo

Supposons de plus que
fE)CG et f(E\{zo}) C G\{yo}-
Alors g o f est définie au voisinage de xg et

lim (go f)(z) =1.

Tr—xTo

. J

Remarques. Comme E\{zo} = {z € E:z # x¢}, ona E\{xo} = Esizo ¢ E
et, de méme, G\{yo} = G si yo € G. L’hypothese f(F) C G assure que g o f
est bien définie sur E et 'hypothese f(E\{zo}) C G\{yo} est utilisée dans la
preuve.

DEMONSTRATION. Soit une suite (a,) d’éléments de {z € E : x # z0} qui

converge vers xg et vérifions que la suite ((g o f)(a,)) converge vers I. Comme

(an) converge vers xo, (f(ay)) converge vers yg, car 'on suppose que lim f(z) =
Tr—xo

yo. Comme a,, € E\{xo}, on a f(a,) € G\{yo}, ceci pour tout entier n. C’est

ici que l'on utilise f(E\{zo}) C G\{yo}. Comme (f(a,)) converge vers yp, on a

bien que (g(f(an))) converge vers [, car 'on suppose que lim g(y) =I. |
Y—Yo
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5.2.15 Exemple

Calculons la limite lorsque x tend vers zéro de la fonction h :]—1, 0[U]0, +00[— R
définie par
h(z) = sin(v14z — 1).

T

Pour cela, considérons les deux fonctions auxiliaires f :] —1,0[U]0, +oo[— R* et
g : R\{-2,0} — R définies respectivement par

siny

flz)=vV1+z—-1 et gy = D

On constate immédiatement que lim f(z) = 0, que lim g(y) = £ et que h = go f.
z—0 y—0

Ainsi, en utilisant le résultat du paragraphe 5.2.14, on obtient que 1imo h(z) = %
r—r

5.2.16 Remarque

Si dans I’énoncé du résultat donné au paragraphe 5.2.14, on omet de faire 1’'hy-
pothese f(E\{zo}) C G\{yo}, alors, on ne peut pas affirmer, sans autre, que
lim (g o f)(z) = l. Par exemple, considérons les deux fonctions f,g : R = R
Tr—To

définies respectivement par

f(x):{xsinx si x#0

1 si =0

et

o={ 45 e

0 si y=0.

On vérifie facilement que lin%) f@)=0¢et lin(l) g(y) = 1, mais la fonction go f :
z— y—

R — R n’admet aucune limite lorsque x tend vers zéro. En effet, les deux suites
(an) et (by) d’éléments de R* définies par

1 1

S Y . —
i e On 2nm + (w/2)’

N
CE meR

convergent vers 0, alors que les suites ((go f)(an)) et ((go f)(bn)) convergent
vers 0 et 1 respectivement. Observons que a,, € R\{0}, mais que f(a,) = 0 pour
tout n.

5.2.17 Fonction définie au voisinage de I'infini

Nous dirons qu’une fonction f : F — F est définie au voisinage de +0o (resp.
—00), §'il existe un nombre réel a tel que Ja, +o0o[C E (resp. | — 00, a[C E).
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5.2.18 Limites a ’infini, limites infinies

Supposons que zg € R ou que z( représente le symbole +0o ou encore que g
représente le symbole —oo.

Supposons aussi que [ € R ou que [ représente le symbole +0o ou encore que
[ représente le symbole —oo.

Pour une fonction f : E — F définie au voisinage de z¢, on note gﬂlim () =1

—x0
si pour toute suite (a,) d’éléments de E\{zo} telle que lirf an = Tp, ON a
n—-+0oo
li =1.
i fan)
Remarques
e Si g = 400 ou g = —00 ou o est un nombre réel n’appartenant pas a

E, alors E\{z¢} = E.

o Cette définition est formulée a I’aide de suites, mais des formulations dans
I’esprit du paragraphe 5.2.2 sont aussi possibles. D’ailleurs, lorsque xg € R
et I € R, cette notation a déja été introduite au paragraphe 5.2.2. Voir
aussi le paragraphe 5.2.3.

o Tous les résultats que nous avons obtenus sur les limites lorsque x tend
vers un nombre réel o restent valables lorsque x tend vers +oco ou —oo.
En particulier le théoréme des deux gendarmes pour les fonctions (§ 5.2.12)
reste valable.

5.2.19 Limite d’une fonction monotone lorsque = tend vers +oo

Soit f : E — F une fonction croissante (resp. décroissante) sur E, définie au
voisinage de 4+00. Alors, si f est majorée (resp. minorée) sur E :
lim f(x) =sup f(z resp. inf f(z
Jimf(x) = sup (@) (vesp. inf f(a).
sinon
I - . — ).
Jim  f(z) =400 (resp. —o0)
DEMONSTRATION. Pour la démonstration, faisons I’hypothese que f est crois-
sante sur E (l'autre cas se traitant de fagon analogue) et considérons une suite
arbitraire (a,) d’éléments de E qui tend vers +oo. Supposons d’abord que f ne
soit pas majorée sur F, et soit A un nombre réel positif choisi arbitrairement.
Alors, il existe un nombre o € E tel que f(«) > A. Par suite, étant donné que la
fonction f est croissante sur F, les relations x € F et x > « impliquent f(z) > A.
Puisque la suite (a,) tend vers 400, il existe ng € IN tel que, pour tout entier
n > ng, on a a, > « et ainsi f(a,) > A. Il en résulte que liI_irrl flay) = +o0.
n—-+0oo

Supposons a présent que f soit majorée sur F ; ce qui entraine que le nombre

réel | = sup f(x) existe. Soit € un nombre réel positif quelconque. Il résulte de
rEE
la définition de [ qu'il existe un nombre o € E tel que 0 < I — f(a) < e. Par

suite, du fait que la fonction f est croissante sur F, les relations x € F et ¢ > «

impliquent 0 < I — f(x) < €. Puisque la suite (a,,) tend vers o0, il existe no € IN

tel que, pour tout entier n > ng, on a a, > a et ainsi 0 < I — f(a,) < e Il en

résulte que lim f(a,) =1. |
n—-+o0o
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5.2.20 Opérations algébriques sur les limites infinies

Soit f et g deux fonctions de E dans R définies au voisinage de zg € R.

Addition. Si lim f(x) = 400 (resp. —c0) et la fonction g est minorée (resp.
majorée)x;ﬂfl;J E, alors Illngo(f + g)(x) = 400 (resp. —o0).

Produit. Supposons que lim |f(z)] = +oo et qu’il existe a € RY tel que
lg(x)] > a pour tout IJ:éOE.
Si f(z)g(x) > 0 (resp. f(x)g(z) < 0) pour tout z € E, alors Il;n;ﬁ(fg)(x) =
+00 (resp. —00).

Division. Si la fonction f est bornée sur E, g(z) # 0 pour tout € FE et

lim |g(z)| = 400, alors lim f@) = 0.
T—To T—To g(x)

Division (bis). Supposons que g(z) # 0 pour tout € F, que lim g(z) =0 et

Tr—>T0o

quil existe o € R tel que |f(x)| > a pour tout = € E.
Si f(x)/g(x) > 0 (resp. f(x)/g(x) < 0) pour tout z € E, alors IILH;O f(z)/g(x) =
“+00 (resp. —00).

Gendarme. Si lim f(x) = 400 (resp. —0) et g(z) = f(z) (resp. g(z) < f(x))

T—x0
pour tout x € E, alors lim g(z) = 400 (resp. —o0).
r—rT0o

Une preuve possible consiste a utiliser les résultats analogues pour les suites
donnés au paragraphe 3.3.16.

5.2.21 Formes indéterminées

Nous rencontrons des cas ou actuellement nous ne sommes pas toujours en me-
sure de conclure. Nous dirons alors que nous nous trouvons en présence d’une
forme indéterminée. Enumérons quelques formes indéterminées. Pour cela, soit
f et g deux fonctions de E dans R définies au voisinage de zy € R. La fonction

h est définie & partir de fonctions f et g et la limite lim h(z) donne lieu & une
T—xQ
forme indéterminée. Voir le paragraphe 3.3.17 pour des résultats analogues pour

les suites.

Forme indéterminée (+00) + (—o0) : lim f(z) = +oo, lim g(z) = —oo, h =
Tr—xo T—T0
f+g
Forme indéterminée 0-co : lim f(z) =0, lim g(z) = 400 (ou —0), h = fg.
T—xo T—To
Forme indéterminée — : lim f(z) = 400 (ou —o0), lim g(z) = +oco (ou
xX0 Tr—To T—T0o

—0), g(z) # 0 pour tout € E, h = f/g.

Forme indéterminée % : lim f(z) = lim g(z) =0, g(x) # 0 pour tout x € FE,
Tr—x0 T—rTo
h=flg-

Par la suite, nous donnerons des méthodes qui nous permettent dans certains
cas de lever l'indétermination. En particulier, nous démontrerons la regle de
Bernoulli-I"Hospital (§ 6.3.2).
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5.2.22 Remarques

Les résultats obtenus au paragraphe 5.2.20 restent valables lorsque x tend vers
+o0.

De maniere analogue, la notion de formes indéterminées donnée au para-
graphe 5.2.21, lorsque « tend vers le nombre réel z(, s’étend, sans autre, au cas
ol x tend vers Foo.

5.2.23 Fonction définie a droite ou a gauche d’un point

Nous dirons qu'une fonction f : E — F est définie a droite (resp. a gauche) de
xo, il existe un nombre réel a > 0 tel que l'intervalle ouvert | zg, g + o [ (resp.
| o — a, xg[) soit inclus dans E.

5.2.24 Limite a droite, limite & gauche

Supposons que I € R ou que [ représente le symbole +00 ou encore que [ repré-
sente le symbole —oo.
Pour une fonction f : E — F définie & droite (resp. & gauche) de xg, on
note lim f(x) =1 (resp. lim f(x) = 1) si pour toute suite (a,) d’éléments
T—To+ r—xo—

de {z € E;x > x0} (vesp. {x € E; z < zo}) telle que hr—? an = Zo, ON &
n—-+0o0
lim f(a,) =1

n——+00

Remarque. Ces définitions utilisant des suites admettent des formulations équi-
valentes dans l'esprit de la définition 5.2.2. Par exemple, supposons que f :
E — F est définie a droite de zg et que [ € R. On peut prouver en suivant les
idées du paragraphe 5.2.3 que la propriété IngnJr f(x) =1 définie ci-dessus est
équivalente a la propriété suivante : pour toutoe > 0, il existe 6 > 0 tel que,
pour tout z € E N ]z, zo + 8], Uinégalité | f(x) — I| < € est satisfaite.

5.2.25 Relation entre les différentes limites

(" 7

Supposons que [ € R ou que [ représente le symbole 400 ou encore que
l représente le symbole —co. Soit f une fonction de E dans F' définie au
voisinage de zy € R. Alors

xkg{lﬁ_ fz) = mlgcr})_ f(z) =1 siet seulement si xli{% flz)=1.

5.2.26 Remarque

Tous les résultats que nous avons obtenus sur les limites restent valables pour
les limites a droite (resp. a gauche).

5.2.27 Limite d’une fonction monotone

Dans le méme esprit qu’au paragraphe 5.2.19, on obtient le résultat suivant.
Si f: E — F est définie au voisinage de —oo (resp. a droite de zy € R,
a gauche de zy € R) et monotone sur A = E (resp. A = Jzg,+oo[NE, A =
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|—o0, 29[ N E), alors la limite lim f(z) (resp. lim f(z), lim f(x)) existe

o Tr——00 T—xo+ T—xo—
dans la droite achevée R.
Si f est de plus bornée sur A, la limite existe dans R et vaut sup f(z) ou

. T€EA
I

DEMONSTRATION. Elle est identique & celle donnée au paragraphe 5.2.19. ]

5.2.28 Corollaire

Soit f : E — F une fonction croissante (resp. décroissante) sur E, définie au
voisinage de zg. Alors la fonction f admet une limite a droite dans R et une
limite a gauche dans R au point xq et, de plus, on a :

lim f(z)< lim f(x) (resp. lim f(z)> lim f(x)).

T—To— T—To+ T—To— r—To+

5.3 Fonctions continues

5.3.1 Définition d’une fonction continue en un point

Une fonction f : E — F est dite continue en un point xy de son domaine
de définition si lim f (z) = f (x0).
T—x

5.3.2 Premiére définition équivalente

Une fonction f: E— F définie au voisinage d’un point xg de son domaine
de définition est continue en xq si et seulement si a tout nombre réel € > 0,
on peut associer un nombre réel § > 0 tel que les relations x € E et
|z — zo| < ¢ impliquent |f(z) — f(zo)] < e.

Cette équivalence découle de la définition de la limite d’une fonction (§ 5.2.2).
D’une maniere générale, le nombre réel § dépend des nombres x et e.

5.3.3 Deuxiéme définition équivalente

Une fonction f: E — F définie au voisinage d’un point zy de son domaine
de définition est continue en xg si et seulement si pour toute suite (a)
d’éléments de E qui converge vers xg, la suite (f(a,)) converge vers f(zo).

Cette équivalence découle de I’équivalence du paragraphe 5.2.3.
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5.3.4 Critére de Cauchy pour les fonctions continues en un point

Une fonction f : ' — F définie au voisinage d’un point xo de son domaine de
définition est continue en xo si et seulement si a tout nombre réel € > 0, on
peut associer un nombre réel § > 0 tel que pour tout couple d’éléments x1, x2
de {z € E: |z —zo| < 0}, onait : |f(z1) — f(z2)] < e

D’une maniére générale, le nombre réel 6 dépend des nombres g et €.

5.3.5 Exemple d’une fonction continue

Montrons que la fonction f :]0,+oco[— R définie par f(z) = \/x est continue en
tout point de son domaine de définition. Pour cela, fixons-nous arbitrairement
un nombre réel zy > 0. Ainsi, en remarquant que pour tout  €]0, +o0] :

|z — 2o |z — x0]
VZ+yTo T

on obtient que pour tout nombre réel € > 0, la relation |x —z¢| < €,/T¢ implique
|f(z) = f(zo)] < €. Autrement dit, la fonction f est continue en zy. Ce résultat
étant valable pour tout xy > 0, on en conclut que la fonction f est continue en
tout point de son domaine de définition.

/(@) = f(xo)| = V& — Vo] =

5.3.6 Opérations sur les fonctions continues

Soit f et g deux fonctions de E dans R continues en zy. Des résultats obtenus
sur les limites (sect.5.2), on déduit immédiatement les propriétés suivantes :

e pour tout couple de nombres réels a et 3, la fonction af + Bg est continue
en xo;

o de méme, les fonctions fg et |f| sont continues en xg ;

e si g ne s’annule pas sur E, la fonction f/g est continue en xg ;

e les deux fonctions hy, hy : E — R définies respectivement par hi(x) =
max {f(x),g(x)} et ho(xz) = min {f(z), g(z)} sont également continues en
xo. Pour démontrer ce résultat, il suffit de remarquer que pour tout élément
x de E :

max{ f(2),9(2)} = 3 (@) + g(2) +17(2) ~ g(z)])

et
min{f(z), g(x)} = %(f(x) +9(x) = |f(z) = g(2)]) ;

o une des conséquences directes du précédent résultat est que les fonctions
fT et f~ sont aussi continues en xg.

5.3.7 Définition d’une fonction discontinue en un point

Si une fonction f : E — F définie au voisinage d’'un point xy de son domaine de
définition n’est pas continue en xg, on dit qu’elle est discontinue en ce point. On
dit aussi que xg est un point de discontinuité de la fonction f.

Par exemple la fonction f : R — R valant 1 en tout £ € R* et 0 en x = 0 est
discontinue en zg = 0. En effet 0 = f(0) # 1 = }gr%) f(z).
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5.3.8 Exemple d’une fonction discontinue en tout point de R

Montrons que la fonction f: R — R définie par

o= 5 2t

est discontinue en tout point de R. Pour cela, soit 2y un nombre réel arbitrai-
rement choisi. Alors, a chaque entier naturel n, on est capable d’associer un
nombre rationnel a, et un nombre irrationnel b, appartenant tous les deux a
I'intervalle ouvert et borné |zg—1/(n+1), xg+1/(n+1)[. Les suites (a,) et (by)
ainsi obtenues convergent toutes les deux vers x(, mais par contre ngrfoo flay) =

1#£0= hr—? f(by,); ce qui entraine que la fonction f est discontinue en xg.
n—-+0oo

Ce résultat étant vrai pour tout zg € R, on en conclut que la fonction f est
discontinue en tout point de R.

5.3.9 Continuité de la composée de deux fonctions continues

Soit f : E — F une fonction continue en xg et g : G — H une fonction continue
en f(zg) € G. Supposons de plus que f(F) C G. Alors, la fonction composée
go f: E — H est continue en xg.

Il s’agit en effet de vérifier que, pour toute suite (a,) d’éléments de E qui
converge vers Iy, la suite (g(f(a,))) converge vers g(f(zo)). Puisque f est conti-
nue en o, la suite (f(ay)) converge vers f(zo). Puisque g est continue en f(zo),
la suite (g(f(an))) converge donc bien vers g(f(zo)).

Contrairement & ce qu’on a fait au paragraphe 5.2.14, il n’est pas nécessaire

de supposer que f(E\{zo}) C G\{yo}, car ici yo = f(x0) € G et I = g(yo).

5.3.10 Remarque

Si la fonction composée go f : E — H est continue en zp, on ne peut pas en
conclure a priori que la fonction f est continue en xy ou que la fonction g est
continue en f(xg). Par exemple, considérons les deux fonctions f : R — R et
g : R — R définies respectivement par

si x#£0
si =0

o) ={ =T

et

_J 0 sioy<1
g(y)_{ 1 si oy>1.
Par construction, les deux fonctions f et g sont respectivement discontinues en
xg = 0 et yo = f(0) = 1. Par contre, la fonction composée go f : R — R est
continue en xy = 0, car elle est identiquement nulle sur tout R.

5.3.11 Prolongement par continuité d’une fonction en un point

Soit f une fonction de E dans R et ¢ un nombre réel n’appartenant pas a E tels
que la limite de la fonction f, lorsque z tend vers c, existe. Alors, la fonction
fe: EU{c} — R définie par
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fe(®) =1 lim f(y) si z=-c

Yy—c

. { f(z) si z€eF

est appelée le prolongement par continuité de la fonction f au point c.
Un tel prolongement, s’il existe, est unique. D’autre part, on déduit immé-
diatement de sa définition que f. est une fonction continue en c.

5.3.12 Exemple
Soit f: R* — R la fonction définie par

f(z) = xcos e

Alors, la fonction fo : R — R définie par

; | f(z) st xz#0
fo(x)_{ 0 si =0,

est le prolongement par continuité de la fonction f au point ¢ = 0.

5.3.13 Continuité a droite, continuité a gauche

Une fonction f : E — F est dite continue d droite (resp. @ gauche) en un point
de son domaine de définition si lim f(x) = f(xg) (resp. lim f(z) = f(z0)).
T—To+ T—1To—

5.3.14 Relation entre les différentes continuités

Une fonction f: E— F est continue en xq si et seulement si elle est continue a
droite et a gauche en xg.

5.3.15 Remarque

Tous les résultats que nous avons obtenus sur les fonctions continues restent
valables pour les fonctions continues & droite (resp. & gauche).

5.3.16 Fonction continue sur un intervalle de R

( N

Soit I un intervalle de R ni vide ni réduit a un seul élément. Posons

inf I si I est minoré,
a= .
—o00  sinon,

b— supl si I est majoré,
" | +oo  sinon.

Une fonction f : I — F est dite continue sur I, ou tout simplement qu’elle
est continue, si

e f est continue en tout point z tel que a < x < b,

o f est continue a droite en a lorsque a > —oco et a € I,

o f est continue a gauche en b lorsque b < +oo et b € I.
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Si I = {a} avec a € R, nous conviendrons que toute fonction f : I — F
est continue. On désigne par C(I, F) I’ensemble des fonctions continues de
I dans F, ou plus simplement par C(I) lorsque F' = R.

5.3.17 Exemple
La fonction f: R — R définie par

1

A e

est continue sur R, tandis que la fonction g : [0,1] — R, définie par
g(x) =v1i—=x
est continue sur [0, 1].

5.3.18 Définition de la continuité uniforme d’une fonction

Soit I un intervalle non vide de R. Une fonction f : I — F est dite uni-
formément continue sur I si a tout nombre réel € > 0, on peut associer un
nombre réel & > 0 tel que pour tout couple d’éléments x, y de I vérifiant la
relation |z —y| < §, on ait : |f(x) — f(y)] < e

D’une maniere générale, le nombre réel § dépend du nombre e.

5.3.19 Remarques

Dans la définition de la continuité uniforme, le nombre réel § ne dépend que de e,
alors que dans la définition de la continuité (§ 5.3.2) il dépend aussi, en général,
du point considéré xg.

Une fonction f : I — F uniformément continue sur I est continue sur I
(§ 5.3.16). La réciproque n’est pas forcément vraie. Par exemple, la fonction
f: R — R définie par f(x) = 22 est continue sur R, mais n’est pas uniformément
continue sur R puisque pour tout nombre o > 0 donné, la différence (x + ) —
22 = a(2z + «) peut prendre des valeurs arbitrairement grandes.

5.3.20 Exemple

La fonction f : R — R définie par f(x) = cosz est uniformément continue sur
R. En effet, pour tout couple de nombres réels x et y :

Ty . Tty
cosT — cosy = —2sin 5 sin >
. r—y
sm( 5 )‘ |z —y

Ainsi, il suffit de poser dans la définition de la continuité uniforme § = e.

ou encore

|cosz — cosy| < 2
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5.3.21 Propriétés des fonctions continues sur un intervalle fermé et borné

Soit a@ < b deux nombres réels et f : [a,b] — F une fonction continue. Alors,

o les deux nombres réels max f(x)et min f(z) existent,
z€[a,b] z€[a,b]

« la fonction f est uniformément continue sur [a, b].

DEMONSTRATION. En premier lieu, montrons l’existence du nombre réel

m[inb] f(x). Si f est minorée sur A, on note par m linfimum de la fonction
x€E|a,

f sur [a, b], sinon on convient que m désigne le symbole —co. On sait qu'il existe
une suite (c,) d’éléments de [a, b] telle que ligrl f(en) = m. Ainsi, en utilisant
n——+0oo

le théoreme de Bolzano-Weierstrass (§ 3.6.3), on peut extraire de la suite (c¢y,)
une sous-suite (c,,) qui converge vers un élément c, et la conservation de I'ordre
par passage & des limites donne ¢ € [a, b] (voir la remarque du §3.3.6 ; cette étape
de la preuve ne serait plus valable si [a, b] était remplacé par |a, b[ par exemple).
Ceci implique, par la continuité de f sur [a,b], que

m= lim f(e,)= gEIJPoof(CHJ) = f(c) # —oc.

n—-+oo
D’oul f est minorée sur [a, b] et, par définition (§ 5.1.20),

m= i, f(@)

L’existence du nombre réel m[ax] f(z) se montre d’une maniere analogue.
z€la,b

Montrons & présent que f est uniformément continue sur [a, b] en raisonnant par
Pabsurde : supposons qu’il existe € € |0, +o00[ tel que, pour tout § € ]0, o0, il
existe x et y dans [a, b] vérifiant

|z —yl <5 et [f(z)— f(y)]>e

Pour n € N et le choix § = 1/(n + 1), notons les valeurs correspondantes de x
et y par z, € [a,b] et yn € [a,b]. Ceci étant valable pour tout n € IN, on a ainsi
défini deux suites (x,) et (yn) d’éléments de [a, b] telles que, pour tout n € IN,

[Zn —yn| <1/(n+1) et [f(zn) = flyn)| > €

Par le théoréme de Bolzano-Weierstrass (§ 3.6.3), (z,) admet une sous-
suite (zn,) qui converge vers un certain € R. L’intervalle [a, b] étant fermé,
z € [a,b]. De |Zn, — yn,| < 1/(nk + 1) pour tout k& € IN, on déduit que la
sous-suite (yn, ) converge aussi vers x.

On obtient alors la contradiction

0<e< lim |f(@n,) = flyn)| = |f(@) = f@)] =0

car f est supposée continue sur [a,b]. On a ainsi démontré que la fonction f est
uniformément continue sur [a, b].
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5.3.22 Théoréme de la valeur intermédiaire

( )

Soit a < b deux nombres réels et f : [a,b] — F une fonction continue.
e Si f(a) < f(b) et yo €]f(a), f(b)], alors il existe z €|a,b] tel que

f(z) = vo.
e Si f(b) < f(a) et yo €]f(b), f(a)], alors il existe z €la,b| tel que
f(z) = vo-

« La fonction f atteint sa borne supérieure, sa borne inférieure et toute
valeur comprise entre ces deux bornes. Autrement dit,

Imf = f([a,b]) = | min f(x), max f(x)|.

z€la,b] z€la,b]

. J

Le théoréme de la valeur intermédiaire implique, entre autres, que la fonction
f prend toute valeur comprise entre f(a) et f(b).

DEMONSTRATION.
o Supposons que f(a) < f(b) et considérons ’ensemble

S={zela,b] : f(z) <wo},
qui contient a et qui est majoré par b. Soit z = sup S € [a, b] et montrons
que f(2) = yo.
Il existe une suite (z,) d’éléments de S qui converge vers z. La conti-
nuité de f en z assure que

f(z) = lim _f(zn) < yo,

n—-+o0o

car f(zn) < yo pour tout n € IN. Ainsi f(z) < yo et z € [a,b] (puisque

f(b) > yo).

D’autre part, la continuité de f en z assure que

f(z)= lim f<z+z_z>>yo»

n—-+oo

car f(z+ (b—z)/(n+1)) > yo pour tout n € IN. Nous avons donc montré
que f(z) = yo.
o Le méme argument s’adapte au cas f(b) < f(a).
o Vérifions le troisitme point de ’énoncé. Si f est constante sur [a,b], le
résultat est évident ; supposons donc que f n’est pas constante.
Grace aux résultats obtenus au paragraphe 5.3.21, nous savons qu’il
existe deux nombres réels distincts ¢ et d appartenant & [a,b] tels que
f(e) = min f(z) < f(d) = max_ f(x).
z€[a,b] z€[a,b]
Soit yo un élément quelconque de ] f(c), f(d)[. Si ¢ < d, le premier point de
Pénoncé assure qu’il existe z €]c, d[ tel que f(z) = yo. De méme, si d < ¢,
il existe z €]d, ¢[ tel que f(z) = yo.
Ainsi s’acheve la démonstration du théoreme de la valeur intermédiaire.
|
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5.3.23 Corollaire

Soit une fonction f : I — F continue sur 'intervalle I. Alors, pour tout intervalle
J C I, f(J) est un intervalle.

De plus, soit a < b dans I. Si f(a)f(b) < 0, alors il existe au moins un élément
¢ de [a,b] tel que f(c) =

DEMONSTRATION. En premier lieu, montrons que f(J) est un intervalle. Consi-
dérons deux éléments arbitraires distincts y; et yo dans f(J) (si de tels y; et yo
n’existent pas, alors f(J) est clairement un intervalle). Par suite, il existe deux
éléments x1 et xo de J tels que f(z1) = y1 et f(x2) = y2. Quitte & permuter
leurs roéles, on peut encore supposer que r; < Ts. Etant donné que f est une
fonction continue sur l'intervalle [z, z5], on obtient, en utilisant le théoréme de
la valeur intermédiaire, que f([z1,22]) contient non seulement y; et yo, mais
aussi toutes les valeurs intermédiaires. D’ou f(J) contient aussi toutes ces va-
leurs intermédiaires. Puisque ceci est valable pout tous y; et yo distincts dans
f(J), on a montré que f(J) est un intervalle.

Le reste du corollaire est immédiat. |

5.3.24 Critére pour qu’une fonction continue ait un point fixe

Soit a < b deux nombres réels et f : [a,b] — [a,b] une fonction continue. Alors,
Iéquation x — f(z) = 0 admet au moins une solution dans [a, b].
Une telle solution est appelée un point fize de f.

DEMONSTRATION. Considérons la fonction auxiliaire g : [a,b] — R définie par
g(x) = 2 — f(x) pour laquelle on vérifie facilement que g(a)g(b) < 0. Ainsi, grace
au corollaire 5.3.23, on sait qu’il existe un élément ¢ de [a,d] tel que g(c) = 0.
D’ot le résultat. |

5.3.25 Image d’un intervalle ouvert par une fonction continue
strictement monotone

Soit I un intervalle ouvert de R et f : I — F une fonction continue strictement
monotone sur I. Alors, f(I) est un intervalle ouvert de R.

DEMONSTRATION. Le paragraphe 5.3.23 assure que f(I) est un intervalle. Vé-
rifions qu’il est ouvert. Soit y € f(I) arbitraire et choisissons = € I tel que
f(z) = y. Comme I est un intervalle ouvert, [z — a, x + @] C I pour un certain
a>0.

Puisque f est strictement monotone, soit f(z —a) < f(z) < f(z+a), auquel
cas |f(x — a), f(z + a)[C f(I), soit f(x + a) < f(z) < f(z — a), auquel cas
[f(z+a), flx —a)[C f(I).

Ainsi, pour tout y € f(I), il existe ¢ < d dans f(I) tels que y € Je,d[ C f(I),
prouvant que f(I) est un intervalle ouvert. [ |

5.3.26 Remarque

D’une maniere générale, I'image d’un intervalle ouvert par une fonction continue
n’est pas obligatoirement un intervalle ouvert. Par exemple, pour la fonction
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continue mais pas strictement monotone f :] — 1,2[— R définie par

0 si ze]—1,0]
flxy=< z st =x€l0,1]
1 si xe]l?,

on obtient que f(] — 1,2[) = [0,1].

5.3.27 Fonction réciproque d’une fonction strictement monotone

Soit I et F des intervalles non vides quelconques de R et f : I — F une
fonction surjective strictement monotone sur I. Alors f est continue sur I. De
plus f admet une fonction réciproque f~!: F — I qui est continue strictement
monotone sur F.

DEMONSTRATION. Pour la démonstration, nous supposons que f est strictement
croissante (l'autre cas se traitant de la méme fagon). En premier lieu, montrons
que la fonction f est continue sur I. Pour cela, soit xy un élément arbitraire
de I. Si f est définie a droite de xg, puisque f est strictement croissante sur
Jzo, +oo[NI et f(x) > f(xo) pour tout = €]zg, +00[NI, on peut considérer
(= lim f(z)=inf{f(x):x €]ry,+o0[NI} € [f(z0), +0].
x—xo+

Vérifions que cette limite vaut f(xg) en raisonnant par I’absurde : supposons
que ¢ > f(xg). Soit x1 €]zg,+o0[NI, qui satisfait f(x1) > ¢. Puisque F est
un intervalle, il contient lintervalle |f(zo), f(x1)], qui lui-méme contient ¢ et
(f(xo) + £)/2. Par la surjectivité de f, il existe donc z €]xg, z1] tel que f(z) =
(f(xzo)+£)/2 < £. D’ou la contradiction

¢ =inf{f(z) : x €)zo, +oo[NI} < f(2) < L.

En résumé, f(zq) = IEIzI(l)+f(CC) Si f est définie a gauche de zp, on montre de
méme que f(zg) = llgn f(x). Ceci prouve aussi que f est continue en z si =
o

est définie au voisinage de x.

La fonction f, étant surjective strictement monotone sur I, est donc bijective.
Autrement dit, la fonction f: I — F admet une fonction réciproque f~!: F —
1. D’autre part, on sait, grace au au paragraphe 5.3.23, que F' est un intervalle
de R et, de plus, on vérifie facilement que f~! est strictement monotone sur
F. Ainsi, f~! : F — I est une fonction surjective strictement monotone sur un
intervalle F'; ce qui implique, d’apres ce que nous venons de démontrer, que la
fonction f~! est continue sur F. |

5.3.28 Monotonicité des fonctions continues et injectives

Soit f : I — F une fonction injective continue sur intervalle I. Alors, f est
strictement monotone sur I.

DEMONSTRATION.
Premiére partie. Montrons que, pour tous a < x < b dans I,

min{f(a), f(b)} < f(z) < max{f(a), f(b)}.
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En raisonnant par l’absurde, supposons que f(x) > max{f(a), f(b)}. Si
f(a) < f(b) < f(z), le théoréme de la valeur intermédiaire appliqué & la fonction
continue f : [a,z] — F assure qu’il existe ¢ €la, z[ tel que f(c) = f(b). Ceci
contredit l'injectivité de f. Si f(b) < f(a) < f(z), le théoreme de la valeur
intermédiaire appliqué & la fonction continue f : [z,b] — F assure qu’il existe
¢ €]z, b tel que f(c) = f(a). Ceci contredit aussi U'injectivité de f.

On montre de méme que min{ f(a), f(b)} < f(x).

Deuxieme partie. Pour tous ¢ < d dans I, montrons que f est strictement
monotone sur [c, d]. Supposons d’abord que f(c) < f(d) et soit ¢ < z1 < z2 < d.
La premiére partie appliquée a ¢ < z1 < d assure que f(c) < f(z1) < f(d) et,
appliquée ensuite & 1 < z2 < d, que f(z1) < f(xz2) < f(d). Ceci prouve que
f est strictement croissante sur [c, d]. De méme, f est strictement décroissante

sur [c,d] si f(c) > f(d).

Troisieme partie. Vérifions que f est strictement monotone sur I en supposant
le contraire : il existe 1 < x2 dans I et 3 < x4 dans I tels que f(z1) < f(z2)
et f(z3) = f(z4). Mais alors f ne serait pas strictement monotone sur [c, d], ou

¢ =min{z1,22,23,24} et d=max{z1,z2,x3,Ta},

en contradiction avec la deuxiéme partie. ]

5.3.29 Corollaire

Toute fonction f : I — F bijective continue sur 1’intervalle I admet une fonction
réciproque f~!': F — I qui est continue strictement monotone sur F.

5.3.30 Fonction arc sinus

La fonction f : [-m/2,7/2] — [—1,1], définie par f(x) = sinz, étant surjec-
tive strictement croissante sur [—7/2,7/2] (fig.5.5), elle admet une fonction
réciproque f~1 : [~1,1] — [-7/2,7/2], appelée fonction arc sinus et notée
arcsin (fig. 5.6). Ainsi, par définition, la relation y = arcsinz est équivalente a :
r=sinyetye [-n/2,7/2]

x=siny

—7/2
| 0 7/2

‘<"

- — — 4 -1

Fig. 5.5
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A y =arcsin z

T/2F — —

sy

—— - -7/2

Fig. 5.6

La fonction arcsin : [—1,1] — [—7/2, /2] est continue strictement croissante
sur [—1,1].

5.3.31 Fonction arc cosinus

La fonction f : [0,7] — [—1,1], définie par f(x) = cos x, étant surjective
strictement décroissante sur [0, 7] (fig. 5.7), elle admet une fonction réciproque
f=t : [-1,1] — [0,7], appelée fonction arc cosinus et notée arccos (fig.5.8).
Ainsi, par définition, la relation y = arccosx est équivalente a : x = cos y et
y € [0,7].

La fonction arccos : [—1, 1] — [0, 7] est continue strictement décroissante sur
[—1,1].

X =cosy
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A y = arccos x
.
|
|
|
| /2
|
|
|
! -
-1 0 1 T
Fig. 5.8
5.3.32 Fonction arc tangente
La fonction f :] —w/2,7/2[— R, définie par f(z) = tanz, est surjective stricte-

ment croissante sur | — 7 /2, 7/2[ (fig. 5.9).

A
x =tany
14
—an 0 22|
Fig. 5.9

Elle admet donc une fonction réciproque f=! : R —] — 7/2, n/2[ , appelée
fonction arc tangente et notée arctan (fig. 5.10). Ainsi, par définition, la relation
y = arctan x est équivalente & : x = tany et y €] — w/2, 7/2].

La fonction arctan : R —] — 7/2, w/2[ est continue strictement croissante
sur R.
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A y =arctg x
7/2
0o 1 x
—7/2
Fig. 5.10

5.3.33 Fonction arc cotangente

La fonction f :]0,7[— R, définie par f(x) = cotz, est surjective strictement
décroissante sur )0, 7[ (fig. 5.11).

Elle admet donc une fonction réciproque =1 : R —]0, [, appelée fonction arc
cotangente et notée arccot (fig. 5.12). Ainsi, par définition, la relation y = arccot
est équivalente & : x = coty et y €]0, 7[.

La fonction arccot : R —]0, 7| est continue strictement décroissante sur R.

5.3.34 Fonction continue et périodique

Supposons que f : E — F soit une fonction périodique définie au voisinage de
tout point de E, non constante et continue. Alors il existe un nombre réel T > 0
tel que les périodes de f sont les multiples entiers de T.

DEMONSTRATION. Pour alléger les notations, supposons que 0 € E. Observons
d’abord qu’étant donné une période P € ]0,4+o00[ de f et x € E, on a

z € [nP,(n+1)P[ avec n=[z/P]

(la partie entiere de x/P). Il en résulte f(x) = f(z —nP) avec x —nP € [0, PJ.
Dot f(E) = f([0, P[ 1 E).

D’autre part, si P, et P, sont deux périodes de f et n € Z, alors P, + P et
nP; sont aussi des périodes de f.
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X =coty

7/2 7

Fig. 5.11

b
y = arccot x

7/2

Fig. 5.12
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Désignons par B l’ensemble des périodes positives de la fonction f. Etant
donné que f est périodique, I’ensemble B n’est pas vide; ce qui implique que le
nombre réel T = inf B existe. Il découle immédiatement de cette définition que
T > 0 et qu'il existe une suite (T},) d’éléments de B telle que hIJIrl T,=T.

n—-+oo

Montrons que f est constante si 7' = 0. La continuité de f en 0 assure que,

pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que f([-0,0] N E) C [f(0) — ¢, f(0) + ¢]. En
choisissant n € IN tel que T;, € ]0, 4], on obtient

F(E) = f([0, T[N E) C f([-6,8] N E) C [£(0) — € f(0) +¢].

Comme € > 0 peut étre choisi arbitrairement petit, f est constante.
Or f est supposée ne pas étre constante et donc T' > 0. De plus, pour tout
rekE:
fla+T)= lim f(x+T,) = f(z);
n—-+oo
on en conclut que T est la plus petite période positive de f.

Par ailleurs, on sait que tout multiple entier de T est une période de f.
Montrons qu’il n’y en a pas d’autre. Pour cela, soit P # 0 une période de f.
Alors P € [nT,(n+1)T[ avec n = [P/T], et P — nT est une période de f
appartenant & I'intervalle [0,T[. D’ot P —nT =0 et P = nT. [ ]

5.3.35 Définition de la période d’une fonction continue

Si f: E — F est une fonction périodique définie au voisinage de tout « € F,
non constante et continue, la plus petite période positive T de f est appelée la
période de la fonction f.

5.3.36 Fonction lipschitzienne

Soit k& un nombre réel positif. Une fonction f : E — F est dite lipschitzienne
dans le rapport k, ou encore k-lipschitzienne si pour tout couple d’éléments x, y

de E: |f(z) — f(y)| < klz —y].

5.3.37 Fonction contractante

Une fonction k-lipschitzienne, ot k €]0, 1], est dite contractante dans le rapport
k, ou encore k-contractante.

5.3.38 Théoréme du point fixe de Banach

( N

Soit f : R — R une fonction k-contractante. Alors 'équation z — f(x) =0
admet une et une seule solution ¢ € R (appelée un point fize de f).
De plus, pour tout choix de a € R, la suite définie récursivement par

xo=a et xp+1=f(zr,) pour nelN

converge vers c.
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DEMONSTRATION. Considérons la suite (x,,) de nombres réels définie par
Tni1 = f(zn) et zo=a (aarbitrairement choisidansR).
En premier lieu, on remarque que pour tout n > 1 :
[Znt1 = @n| = [f(@n) = f(@n-1)| < klzn — 2n_];
ce qui implique que pour tout entier naturel n :
|Tn+1 — zn| <K"[f(a) —al.

Ainsi, on obtient que pour tout couple d’entiers naturels m > n :

|Tm — Tn| < |Tm — Tm—1| + |1Tm—-1 — Tm—2| + .- + |Tnt1 — Tn
< K™Y f(a) —al 4.+ K" f(a) —a
< K1+ 4+ E" Y f(a) —af
k'ﬂ
< — al.
< Mip@-a

11 résulte immédiatement de cette inégalité que la suite (z,) est une suite de
Cauchy ; ce qui implique qu’elle converge. Comme d’autre part f est une fonction
continue sur R, on obtient que

Reste a démontrer 'unicité du point fixe c¢. Pour cela, supposons que pour
les deux nombres réels ¢; et co : f(c1) = 1 et f(ca) = ca. Alors,

ler —ca| = [f(e1) — f(e2)| < Kler — cal.

Etant donné que 0 < k < 1, ce dernier résultat n’est possible que si ¢c; =co. W

5.3.39 Remarques

e Soit k£ €]0,1[. On montre de méme que toute fonction k-contractante f :
I — I admet un unique point fixe dans I si I est un intervalle fermé de la
forme I = [a,b] avec a < b dans R, I = [a,4oo[ avec a € R ou I =] — 00, d]
(a € R).

e Si f: R — R est une fonction k-lipschitzienne avec k > 1, on ne peut rien
dire a priori sur l'existence ou l'unicité de ses points fixes. Par exemple,
I’application identique de R admet une infinité de points fixes, tandis que
la fonction g : R — R définie par

glz) =z +1

n’en admet aucun.
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5.4 Suites de fonctions

5.4.1 Définition d’une suite de fonctions

On désigne par .#(E, F) 'ensemble des fonctions définies sur E & valeurs dans
F'. Une suite d’éléments de % (F, F') est une application de I’ensemble des entiers
naturels IN dans lensemble .Z(FE, F). On note par f, la fonction image de
I’entier naturel n par cette application; la suite elle-méme étant alors notée
(fn)-

Nous allons étudier dans cette section, comme nous ’avons déja fait pour
les suites de nombres réels, la convergence des suites de fonctions. Principale-
ment, nous étudierons deux sortes de convergence : la convergence simple qui est
une convergence ponctuelle et la convergence uniforme qui est une convergence
globale. Nous montrerons que la convergence uniforme entraine la convergence
simple, mais que la réciproque n’est pas vraie. D’autre part, nous verrons que
Iintérét de la convergence uniforme réside dans le fait qu’elle conserve cer-
taines propriétés par passage a la limite, alors que ces propriétés ne sont pas
nécessairement conservées dans le cas de la convergence simple; par exemple,
la propriété de continuité.

5.4.2 Définition de la convergence simple

On dit qu'une suite (fn) d’éléments de .#(E, F) converge simplement vers la

fonction f : E — F si pour tout élément z de E, on a : ngrfoo fu(z) = f().
Une telle fonction f étant unique, on dit que f est la limite simple de la

suite (fn).

5.4.3 Exemple

A chaque entier naturel n, associons la fonction f, : [0,1] — R définie par
fn(z) = 1 — 2™ On vérifie facilement que la suite (f,) converge simplement
vers la fonction f :[0,1] — R qui vaut 1 si z € [0,1] et zéro si x = 1.

I1 découle immédiatement de cet exemple que la limite simple d’une suite de
fonctions continues en un point n’est pas nécessairement continue en ce point.
Nous verrons par la suite, qu'un tel résultat ne peut pas se produire lorsque la
suite (fn) converge uniformément vers f.

5.4.4 Définition de la convergence uniforme

On dit qu'une suite (fn) d’éléments de F(E, F') converge uniformément vers

la fonction f : E — F' si, & tout nombre réel € > 0, on peut associer un entier

naturel ng tel que la relation n > no implique sup | fr(z) — f(z)| < € (fig. 5.13).
zeE

D’une maniere générale, 'entier naturel ng dépend du nombre réel e. Etant
donné qu’une telle fonction f est unique, on dit que f est la limite uniforme de
la suite (fn). D’autre part, on vérifie facilement que si f est la limite uniforme
d’une suite (f,), elle en est aussi la limite simple. Autrement dit, si la suite (f»)
converge uniformément vers la fonction f, alors elle converge aussi simplement
vers cette fonction.
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Fig. 5.13

5.4.5 Exemple

Associons & chaque entier naturel n, la fonction f, :]0, 3[— R définie par

fn(z) = ! —;mn

La suite (f,) ainsi obtenue converge uniformément vers la fonction f :]0, %[—)
R, qui, & tout élément = de |0, %[, fait correspondre le nombre réel 1/x. Ce
résultat devient évident, lorsque ’on constate que pour tout = €]0, %[ et tout

entier n > 2 :

S|

fula) = f@) =" < 5

5.4.6 Linéarité de la convergence uniforme

Soit (frn) et (gn) deux suites d’éléments de .% (E,R) qui convergent respective-
ment uniformément vers les fonctions f et g. Alors, pour tout couple de nombres
réels v et 8, la suite (afn+Bgn) converge uniformément vers la fonction a.f+S3g.

DEMONSTRATION. Il suffit de remarquer que pour tout entier naturel n :
sup |(afn(2) + Bgn(2)) — (af (@) + Bg(x)] < lofsup |fu(x) — f(2)]
z€ xE

+  |Blsup |gn(z) — g(=)].
zelE
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5.4.7 Continuité de la limite uniforme

Soit (fn) une suite d’éléments de Z (F, F') convergeant uniformément vers la
fonction f. On suppose, de plus, que toutes les fonctions f,, sont continues en
xo. Alors, la fonction f est continue en zg.

DEMONSTRATION. Soit € un nombre réel positif quelconque. Le fait que f soit
la limite uniforme de la suite (f,,) implique qu’il existe un entier naturel p pour
lequel

)

wlm

sup | fp(y) — f(y)| <
yeE

ce qui entraine que pour tout élément y de E :

Ifo(y) — fy)] < 3

D’autre part, il résulte de la continuité de la fonction f, en xo qu’il existe un
nombre réel & > 0 tel que pour tout z € E vérifiant |z — zo| < 6 :

€
Fol@) ~ folao)| < &
Ainsi, on obtient que pour tout élément x de E vérifiant |z — zo| < ¢ :

[f(@) = F@o)| <If(@) = fo(@)] + |fo(@) = fola0)]
+ 1 fo(wo) — flwo)] < e

D’ou le résultat. |

5.4.8 Remarques

A chaque entier naturel n, associons la fonction f;, : R — R définie par

(n+1)%x siz € {0, %H]
_ _ 2 . 1 2
fa(z) = (n+1)’z+2(n+1) siz €]7n+1’7n+1]
0 siz €]—o0,0[U L—Foo
’ n+1’ ‘

Les fonctions f, (fig. 5.14) sont continues sur R et, de plus, la suite (f») converge
simplement vers la fonction f : R — R qui vaut zéro sur tout R. Par contre, la
convergence n’est pas uniforme puisque

sup [ fn(z) — f(z)| =n+ 1.
zER

Cet exemple nous montre que méme pour une suite (f) de fonctions continues
dont la limite simple f est continue, la convergence simple n’entraine pas obli-
gatoirement la convergence uniforme. Néanmoins, il existe des cas ou cela se
produit, comme nous allons le voir dans notre prochain paragraphe avec le
théoréeme de Dini.

Une fonction f : E' — F continue en ¢ peut tres bien étre la limite uniforme
d’une suite (f,) de fonctions qui sont toutes discontinues en zo. Par exemple,
la fonction f : R — R qui vaut zéro sur R est la limite uniforme de la suite
(fn) définie par

1
N
fa@)=3{ n+1 OF
0 siz € R*.
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)

n+l [ —

=y

0ll/mn+1 2/n+1

Fig. 5.14

5.4.9 Théoréme de Dini

Soit a < b deux nombres réels. Toute suite croissante (resp. décroissante) (fy)
d’éléments de C([a,b], F') convergeant simplement vers une fonction continue
f:[a,b] = F, converge uniformément vers f.

On rappelle que C([a,b], F') désigne I’ensemble des fonctions continues sur
[a,b] & valeurs dans F. D’autre part, une suite de fonctions (f,) est dite crois-
sante (resp. décroissante) si pour tout entier n > 0 : fni1 = fn (resp. fay1 <

fn)-

DEMONSTRATION. Pour la démonstration, faisons I’hypotheése que la suite (f5,)
est croissante (Pautre cas se traitant de maniére analogue).

Raisonnons par l’absurde en supposant que la convergence n’est pas uni-
forme. Il existe ainsi € € ]0,4o00[ tel que, pour tout k € IN, il existe un entier
naturel ny > k vérifiant

sup | fn,, () — f(z)] > €
z€[a,b]
De plus, pour k > 1, on peut encore demander que ny > ng—1. Pour chaque
k € IN, il existe donc zx € [a, ] tel que

‘fnk (xk) - f(l‘k)| > €.

Par le théoreme de Bolzano-Weierstrass (§ 3.6.3), (zx) admet une sous-
suite (xx,) qui converge vers un certain z € R. L’intervalle [a,b] étant fermé,
x € [a,b]. Pour simplifier, posons pour tout j € Z

g; = f’ﬂk,j et z; = Ly -

Pour cet € € ]0,400] et ce = € [a,b], étant donné que la suite croissante
(g;j(z)) converge vers f(x), il existe p € IN tel que

0< f(z) - gpla) < § ;

par suite, il résulte de la continuité des fonctions f et g, qu’il existe un nombre
réel 6 > 0 tel que pour tout élément y de [a, b] vérifiant |y — x| < 6 :
€ €

If(y)ff(m)|<g et Igp(y)fgp(m)|<§-

119
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En choisissant j € IN satisfaisant les deux conditions j > p et |z; — x| < 4, on
obtient

0 < f(25) — 95(z5) < f(25) — gn(25)

et la contradiction
€ <|fn, (@i;) = flany)| = 195 (z5) = F(23)] < lgo(25) = f ()]
< gn(25) — gp(@)| + lgp () — f(2)| + | f(z) — f(2)] <

5.4.10 Exemple

Considérons la suite de polynomes (P,) définie sur I'intervalle [0, 1] par

Poir(z) = Po(z) + %(m “PX)) et Pox)=0.

En remarquant que pour tout entier naturel n et tout = € [0,1] :

\/> - Pn+1(x)

VE = Pa(a) - 3 (e — P3())
= (VB Pal@))(1 — 5(VE+ Pal@)),

on obtient, par un simple raisonnement par récurrence, que 0 < P, (z) < v/z;
ce qui entraine que la suite (P,) est croissante. Ainsi, pour tout élément = de
[0,1], la suite (P,(z)) de nombres réels est croissante et bornée; ceci implique
qu’elle converge vers un nombre réel f(x) satisfaisant la relation

f(@) = (@) + 5 — f2(@))

Puisque f(z) > 0, on déduit de cette égalité que f(x) = +/z. Finalement, le théo-
réme de Dini nous permet d’affirmer que dans Uintervalle [0, 1], la suite crois-
sante de polynémes (P, ) converge uniformément vers la fonction f : [0,1] - R

définie par f(z) = /z.

5.4.11 Permutation des limites

Soit (fn) une suite d’éléments de .% (E, F') qui converge uniformément vers une

fonction f. De plus on suppose que, pour tout entier naturel n, la fonction f,

admet une limite lorsque z tend vers zo. Alors, si la suite (hn(z0) = lim fn(x))
T—x0

est convergente, on obtient que la limite lim ( lim f,(z)) existe dans R et
T—xo Nn——+o0

lim (lim fn(x)) = lim ( lim fo(x)).

n—+oo Tr—x( T—xT) N—+0o0

DEMONSTRATION. Posons 1151_1 hn(z0) = h(xo), et soit € un nombre réel positif
n——+oo

quelconque. Alors, il existe un entier naturel mo tel que pour tout entier n >
mo -
|hn (o) — h(zo)| <

wlm
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D’autre part, étant donné que la suite (f,) converge uniformément vers f, il
existe un entier naturel ko tel que pour tout entier n > ko :

sup [ fn(z) — f(2)] <

zeE

wlm

Ainsi, en posant no = max {mo, ko}, on obtient que pour tout = € E :

[f (@) = h(zo)l < [f(@) = fro (2)] + [fro (€) = hing (x0)] + [Bing (z0) — h(z0)]|

< E @) = g a0):

Puisque lim fr,(2) = hng(20), il existe un nombre réel § > 0 tel que pour tout
T—TQ
élément x de E vérifiant 0 < |z — xo| < :

€
o &) = Py 20)] < 5.
Finalement, on obtient que les relations € E et 0 < |z — zo| < 0 impliquent
|f(x) = h(zo)| < €. On a ainsi démontré que lim f(z) = h(xo); ce qui revient
T—x(
a dire que
lim (lim fo(z)) = lim ( lim f.(2)).

n—-+oo x—xg x—xo Nn——+o0

5.4.12 Remarque

A chaque entier naturel n, associons la fonction f, : R — R définie par

1

fn(z) = Tt

Les fonctions f,, sont continues sur R et, de plus, la suite (f,) converge simple-
ment vers la fonction f : R — R qui vaut un si z = 0 et zéro si # € R*. Etant
donné que la fonction f est discontinue en z = 0, la convergence ne peut pas
étre uniforme. Par contre, on vérifie facilement que pour tout entier naturel n
et tout o € R, la fonction f, admet une limite lorsque x tend vers zo et que
la suite (hn(zo) = leH;O fn(x)) est convergente. Néanmoins,

lim(lim () =1#0 = lim( lim_fu(x))
et
lim (lim fn(z)) = im( lim fa.(z))=0.

n—+oco xr—1 r—1 n—+oco
Cet exemple nous montre que lorsque la convergence n’est pas uniforme, on ne
peut rien dire & priori sur la légitimité de permuter les limites.

5.5 Exercices

5.5.1 Calculer les limites suivantes :
. —1+cos’x ooz —3x+2
1) lim —— 2) lim ————
z—0 2 z—1 3+ 1 —2
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. _ .92
3) sin(x — 7/3) 4) lim sin“x
z—n/3 1 —2cosx z—0 x tan2x
. Vit -2 . tan(v1+2x—1)
5) lim ———— 6) lim —~———
=1 /1T + 2x — V3 £—0 x
1 2_4
7) lim T 8) lim ——
z—1 tan®mx 2 tan(mx/2)
9) lim \/1+tanx—3\/1+sinx 10) lim cos3m;cos:r
z—0 x z—0 T

rz—1 1—$71—$3
— V242 2 3

13) 1y YETY2ENVE 14) lim w(\/(H) (H)_l)'
=2+ g =00 v z

5.5.2 En utilisant la définition, montrer que

. 22 . x? — 3x

11) lim < ! 3) 12) lim Vel

5.5.3 Pour les deux fonctions f,g: R — R définies respectivement par

flz) = rx+1 six >0 ot () = 20 —3 siz >1
B z2  siz <0 =Y 1-2 siz<l,

calculer go f et fog.

5.5.4 Soit f, g : R — R deux fonctions monotones. Montrer que la fonction
composée go f : R — R est aussi monotone.

5.5.5 Soit f :] — oo, 1[U]1, +00[— R la fonction définie par

2
fla) = 212

11—z

1) Déterminer Im f.

2) Discuter la surjectivité et I'injectivité de la fonction f.

5.5.6 Soit f : R — R une fonction impaire. Montrer que si f est bijective, son
application réciproque f~! est aussi impaire.

5.5.7 Soit f :] —1,0[—]0, 1] la fonction définie par f(z) = V1 — z2.

1) Montrer que f est bijective.
2) Calculer f=1.

5.5.8 Soit f : F — F et g : FF — E deux fonctions telles que pour tout z € E
et tout y € F, on ait fog(y) =y et go f(x) = . Montrer que f est bijective et
que g = f~L.
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5.5.9 Soit f, g : R — R les fonctions définies respectivement par

fl@)=la]+ (@ —[a])® et gz) = [2] + Vo —[a].

1) Calculer fogetgo f.

2) En déduire, a l'aide de l’exercice précédent, que f est bijective et que g =

.
5.5.10 Trouver la période de la fonction f : R — R définie par
f(z) = arcsin(cosz).

5.5.11 Soit f : R — R une fonction périodique telle que lirf_l f(x) = 1. Montrer
Tr—r+0o0
que pour tout x € R : f(z) = 1.

5.5.12 Soit f : R — R une fonction périodique.
1) Montrer que la fonction |f]| est aussi une fonction périodique.

2) La réciproque est-elle vraie ?
5.5.13 Montrer que toute fonction continue périodique est bornée.

5.5.14 Trouver ’ensemble des solutions de 1’équation

arcsin(2z) — arcsin(zv/3) = arcsin z.

5.5.15 Trouver I’ensemble des solutions de 1’équation

. 2x n 1— a2 0
arcsin [ ———= arccos =
1+ 22 1+ 22

5.5.16 Montrer que pour tout nombre réel x > 0 : arctanz + arctan 1/z = /2.

5.5.17 Montrer que pour tout x € [—1,1] : arcsinx + arccosz = /2.

5.5.18 Etudier la fonction f :] = 2, +oo[— R définie par

=(1—2% lim 7(1—’—96)”_1
f@)= (-4 m

Faire sa représentation graphique.
5.5.19 Etudier la fonction f :]0, +00[— R définie par

f(@) =~ [1/al.

Faire sa représentation graphique.

5.5.20 Trouver le maximum et le minimum de la fonction f : [-1,1] — R définie
par f(z) = |22 — x| + |z].
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5.5.21 Etudier la continuité de la fonction f:R* = R définie par
1 1
f(z) = xsin — + cos — + [z].
x x
Peut-on la prolonger par continuité au point x =07

5.5.22 Déterminer I’ensemble des points ou la fonction f: R — R définie par

F@) = { xz[l/z] siz#0

1 siz =0

est continue.

5.5.23 Montrer que la fonction f: R — R définie par

o={1_, B2£8

l—x sizeQ

est continue au point = 1/2 et discontinue ailleurs.

5.5.24 Soit f : R* — R la fonction définie par
\/2% + | sin 2|
r)=-+—.
/(@) |z| + 1

Montrer qu’il n’est pas possible de la prolonger par continuité au point x = 0.

5.5.25 Soit f : R — R une fonction telle que pour tout couple de nombres réels
tetx: f(tx) =tf(r). Montrer que f est continue.

5.5.26 Soit f,g : R — R deux fonctions continues telles que pour tout = € Q :
f(z) = g(x). Montrer que f = g.

5.5.27 Soit f : R — R une fonction continue telle que pour tout couple de
nombres réels z et y : f(x+y) = f(z) + f(y). Montrer qu’il existe une constante
a telle que pour tout z € R : f(z) = ax.

5.5.28 Soit f : R — R une fonction croissante sur | — oo, 0 [, décroissante sur |0,
+oo] et continue au point z = 0. Montrer que f(0) = max f(z).
zelR

5.5.29 Soit f : [0, +o00[— [0, 1] une fonction continue et (z,,) la suite définie par
Tpt1 = Tnf(zn) et xo=1.

1) Montrer que la suite (x,,) converge.

2) Calculer sa limite.

“+oo
3) Calculer la somme suivante : Y (xx(1 — f(zk))).
k=0
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5.5.30 Soit f, g : [0,1] = R deux fonctions continues telles que f > g. Montrer
qu’il existe une constante A > 0 telle que pour tout z € [0, 1], on ait : f(z) <
g(z) + A

5.5.31 Soit f : [0,40c[— R une fonction continue telle que ET (flz+1)—
f(x)) = 1. Montrer que liSI} (f(z)/z) =L
Tr—r+00

5.5.32 Soit f : [0,400[— R une fonction uniformément continue sur [0, +oo|.
Montrer qu’il existe deux constantes « et 3 telles que pour tout élément x de
[0,4+00], on ait : |f(z)| < az + 8.

5.5.33 Soit a < b deux nombres réels et f :]a, b[— R une fonction uniformément
continue sur ]a, b[. Montrer que la fonction f admet une limite & droite au point
x = a et une limite a gauche au point = = b.

5.5.34 Soit f,g : [0,1] — R deux fonctions continues telles que f([0,1]) C
9([0,1]). Montrer qu'il existe au moins un élément ¢ de [0, 1] pour lequel on

ait : f(c) = g(c).

5.5.35 Soit @ < b deux nombres réels et f : [a,b] — R une fonction continue.
Montrer qu’a tout couple de nombres réels positifs a et 3, on peut associer un
élément ¢ de [a, b] de sorte que af(a) + Bf(b) = (a+ B) f(c).

5.5.36 Soit f : [0,27] — R une fonction continue telle que f(0) = f(27). Montrer
qu’il existe au moins un élément ¢ de [0, 7] pour lequel on ait : f(c) = f(c+ 7).

5.5.37 Soit f : R — R une fonction continue telle que

lim f(z)=-00 et lim f(x)=+ 0.

T—r—00 r—r+00

Montrer que la fonction f s’annule au moins une fois dans R.

5.5.38 Soit f :]a,b[— R une fonction continue telle que

lim f(z)=1 et lim f(z)=+o0.

r—a+ z—b—
Montrer que pour tout nombre réel o > [, I’'équation f(z) = a posseéde au moins

une solution dans ]a, b|.

5.5.39 Pour quelles valeurs des nombres réels « et 3, la fonction f : R — R définie
par f(z) = a?z3+x+ (3 s’annule-t-elle exactement une fois dans l'intervalle [0,1] ?
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5.5.40 Soit f : [0,1] — [0, 1] une fonction continue telle que f(0) = 0. De plus, on
suppose que pour tout couple d’éléments xz, y de [0,1] : |f(z) — f(y)| = |z —y|.

1) Montrer que pour tout a € [0, 1], la suite (z,,) définie par
Tnt1 = f(zn) et zp=a

converge.

2) En déduire que pour tout z € [0,1] : f(z) = «.

5.5.41 Soit f : R — R une fonction continue telle que pour tout nombre réel
x>0, on ait : |f(z)| < x.

1) Montrer que f(0) = 0.

2) Montrer qu’a tout couple de nombres réels 0 < a < b, on peut associer un
nombre p €]0, 1] tel que pour tout = €la, b[: |f(z)| < pz.

3) Que devient ce résultat sia =07

5.5.42 A chaque entier naturel n, associons la fonction f,, : [0, %] — R définie
par

fan(x) = 2™ 4 sin (n—xf—l)

1) Montrer que la suite (f,,) est uniformément convergente.

2) Calculer sa limite uniforme.

5.5.43 A chaque entier naturel n, associons la fonction f, :]0,1[— R définie par

Fnlz) = 1 Zmnm

1) Calculer la limite simple de la suite (f,).

2) La convergence est-elle uniforme ?

5.5.44 A chaque entier naturel n, associons la fonction f,, : [1,3] — R définie par
falx) =2(1+ ¥Ynz) et fo(z) =0.

1) En utilisant le théoréme de Dini (§ 5.4.9), montrer que la suite (f,,) converge
uniformément.
2) M li li =1i li . P it- évoi
) Montrer que n_l}IJ'I_lOO(zI_RHQ fn()) z1_)1112(n_1>1r_~r_1oo fn(x)). Pouvait-on prévoir ce
résultat ?

5.5.45 Calculer

(.’II + 1)21’7,-‘,—1 _ x2n+1
lim lim .
n—+o0o \ x—+00 (532 + 1)”4‘1 — p2n+2

Peut-on intervertir les deux limites ?



CHAPITRE 6

Calcul différentiel

6.1 Fonctions différentiables d’une variable réelle

6.1.1 Définition de la dérivée d’une fonction en un point

( N

Une fonction f: E — F définie au voisinage d’'un point zy de son domaine
de définition est dite dérivable en x si le rapport

f(@) = f(wo)
T — X9

admet une limite dans R lorsque x tend vers xy. Cette limite, lorsqu’elle
existe, est appelée la dérivée de la fonction f au point xq et on la note f(xq).

6.1.2 Exemples

Considérons la fonction f : R — R définie par f(x) = 23. Alors, pour tout
élément xg de R :

(o) = li o’ — aj : 2 2 2
Zg) = lim = lim (2* + zoz + zj) = 3xg.
T—xo T — X T—T0

Soit ¢ : R — R la fonction définie par g(x) = sinz. Alors, pour tout zg € R, :

, . sinz —sinzg .
g (x9) = lim ——— = lim
T—T0 Tr — X9 T—To T — Xo
2

. [z — 1z
sin
2 (m+x0>
cos = cos 7.

2

Sih: R — R est la fonction définie par h(x) = cos x, alors, pour tout 2o € R :
COS T — COS Tg

. <x — x0
—sin 5
B (zg) = lim ——— = lim
e T — T e (x — wo>
2

2

) . (x+xo> .
Sin = — S Xg.
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6.1.3 Fonction différentiable en un point

(" 7

Une fonction f: E — F définie au voisinage d’'un point zy de son domaine
de définition est dite différentiable en xzq s’il existe un nombre réel a et une
fonction r : E — R vérifiant les deux propriétés suivantes : S
r(x
z—=xo T — T

o pour tout élément x de E : f(x) = f(xo) + a(x — x9) + r().

6.1.4 Relation entre la dérivabilité et la différentiabilité d’une fonction

Une fonction f : E — F est différentiable en x( si et seulement si elle est
dérivable en z.

DEMONSTRATION. En premier lieu, supposons que f soit différentiable en zg.
Alors, il existe un nombre réel a et une fonction r : £ — F tels que pour tout
élément x de F :

r(z)

f(z) = f(xo) +alz —xo) +7(x) et lim =0.

T—xo T — X

Par suite, on obtient que

lim f(z) = f(xo) — g
T—To r — X

ce qui implique que la fonction f est dérivable en ¢ et que sa dérivée f'(xo) = a.
Réciproquement, supposons que la fonction f soit dérivable en xg. Alors,
pour tout élément x de E, on peut écrire :

f(@) = f(xo) + (o) (x — w0) + (f(x) = f(x0) — f'(x0)(x — w0)).
Etant donné que

f@) = flwo) = F@o) e —20) _ | (@) = (o)

lim - fl(mo) =0,
T—xTo X — xo T—xTo xTr — :1:'0
on en conclut que f est différentiable en xg. |

6.1.5 Remarques

Par la suite, les mots dérivable et différentiable seront toujours considérés comme
synonymes.

Il est trés important de remarquer que le nombre réel a défini au para-
graphe 6.1.3 n’est rien d’autre que la dérivée de la fonction f au point xg, soit
1/ (x0); ce qui implique, entre autres, que la fonction r : E — F est unique.
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6.1.6 Fonction dérivée

Soit D(f’) I'ensemble des éléments de E ou la fonction f : E — F est différen-
tiable. Si cet ensemble n’est pas vide, I'application de D(f’) dans R, qui, & tout
élément de D(f'), fait correspondre le nombre réel f/(z), est appelée la fonction
dérivée de f, ou tout simplement la dérivée de f et se note f'.

6.1.7 Interprétation géométrique de la dérivée

Soit f : E — F une fonction différentiable en xg et C le graphique de cette
fonction relativement & deux axes de coordonnées orthonormés Oz et Oy. On
désigne par Py le point de C' ayant pour coordonnées (zg,y0 = f(zg)) et par
Py # Py le point de C ayant pour coordonnées (x1,y; = f(x1)) (fig. 6.1). Ainsi,
la droite d(P;) passant par le point fixe Py et par le point P; a pour équation :

f(x1) — f(20)

1 — Zo

y = f(xo) + (z — o).

d (Py) P, d(Py)

A .

0 X

Fig. 6.1

En faisant tendre P; vers Py, tout en restant sur la courbe C, on constate que la
droite d(Py) tend vers une position limite définie par la droite d(Pp) d’équation :

y = f(zo) + f'(z0)(z — x0).

Par définition, la droite d(Py) est appelée la tangente & la courbe C' au point Py.
La dérivée est donc la pente de cette tangente; par conséquent f’(xg) = tanc,
ol « est 'angle entre I’axe Oz et la tangente.

6.1.8 Extension de la notion de dérivée

Si la fonction f: E— F est continue en xq et si le rapport
f(z) = f(xo)
T — X9

tend vers +00 ou —oo lorsque x tend vers g, on convient de dire que la fonction
f admet une dérivée infinie au point xg, bien que f ne soit alors pas dérivable en
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xg. Dans ce cas, le graphique C de la fonction f admet, au point d’abscisse x,
une tangente verticale (parallele & I'axe Oy). Par exemple, la fonction f : R = R

définie par
| =y/]z| six<0
)= { JT sz >0,

admet une dérivée infinie au point ¢ = 0 (fig. 6.2).

Yy=re

Y

Fig. 6.2

6.1.9 Continuité d’une fonction différentiable

Une fonction f: EF — F différentiable en z est continue en ce point.

DEMONSTRATION. Pour tout élément z # z¢ de E, on peut écrire

f(@) — f(xo)

T — X

f(@) = f(zo) + (x — o).

Etant donné que
lim f(z) — f(zo)

Y
oo T — 2o - f (.130),

on obtient que lim f(z) = f(xo); ce qui revient & dire que la fonction f est
Tr—T0o

continue au point xzg. |

6.1.10 Remarque

Une fonction peut tres bien étre continue en x( sans pour autant étre différen-
tiable en ce point. Par exemple, la fonction f : R — R définie par f(z) = |z| est
continue en xy = 0, mais n’est pas différentiable en ce point.

6.1.11 Opérations algébriques sur les fonctions différentiables
Soit f,g: F — F deux fonctions différentiables en (. Alors,

1) pour tout couple de nombres réels « et 3, la fonction af + B¢ est différen-
tiable en x( et

(af + Bg)' (w0) = af'(wo) + By’ (x0);

2) la fonction fg est différentiable en z( et

(f9) (o) = f'(z0)g(x0) + f(x0)g' (o).
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3) Si pour tout élément x de E : g(x) # 0; alors la fonction f/g est différen-
tiable en xq et

<f)/(x0) _ J'(@o)g(xo) — f(x0)g' (20)
g

9(530)2 .

DEMONSTRATION.

2) Pour tout élément = # x¢ de E, on peut écrire

f(@)g(@) — flxo)g(zo) _ flz) — f(:vo)g(x) +f(x0)g(x) —9(z0)

r — X r — X r — X
La fonction g étant différentiable en xg, elle est continue en z(; ce qui
revient a dire que
Jim g(z) = g(zo)-
D’autre part,

lim f(l’) 7 f(iﬂo) _ f’(l’o) et lim g(.’E) B g(xO) _ g/(l“o)
T—T0 xr — X T—To T — o
Ainsi, on obtient que

(f9) (z0) = lim f(@)g(x) — f(xo)g(z0)

T—rXTo Tr — X

= f'(z0)g(x0) + f(x0)g (xo0).

3) En remarquant que pour tout élément x # ¢ de E :

1 1

g(x) glwo) 1 g(@)—g(xo)

T — o 9(z)g(zo) T = Zo

)

et que la fonction g est continue en g, on obtient que

(1)/(%) iy 9@)  g(xo) _ —9'(z0)

g T—xo xr — Xo g(xo)2

Par suite,

()i

+ f(zo) (;)'m)

Q| =

/ , 1
(f' ) (zo) = f (x0>g(x0)
f'(w0)g(wo) — f(xo)gl(ffo).
9(900)2
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6.1.12 Exemples

Soit n un entier positif et f, : R — R la fonction définie par f,(z) = ™. Alors
pour tout élément xy de R, la fonction f, est différentiable et

fr(@o) = nag ™"

En effet,
n n
. r —x . _ _ — —_ —
fh(zo) = lim =—L = lim (2" '+ 2" 2xg+...+zal 2+ 20 = nal "t
n 0 0 0
T—xTo (L‘—,’L‘O r—rxo

Soit p un entier positif et g, : R* — R la fonction définie par

Alors, pour tout nombre réel zy # 0, la fonction g, est différentiable et

. _
9p(T0) = =77
p xg—&-l
Pour vérifier ce résultat, considérons les deux fonctions auxiliaires h, f, : R* = R
définies respectivement par h(x) = 1 et f,(z) = 2P. En remarquant que pour
tout x € R* :

_ h=)
w0 = f Gy
on obtient que
/ Y —paf _ —p
0 = (1) 6= i =

Soit f:E={xe€R:2#n/2+kn k€ Z} — R la fonction définie par
f(z) = tanz, et soit xy un élément quelconque de E. Alors, en considérant les
deux fonctions auxiliaires g, h : E — F définies respectivement par g(x) = sinx
et h(x) = cosz, on obtient que

/ 1
f/(l‘O) = (%) (3?0) = 7605%0 =1+ tan® xg.

6.1.13 Fonction réciproque d’une fonction différentiable

(" 7

Soit I un intervalle ouvert de R et f : I — F une fonction continue,
surjective, strictement monotone, différentiable en xg € I avec f'(xg) # 0.
Alors, F est un intervalle ouvert et f admet une fonction réciproque f=1 :
F — I qui est différentiable au point yg = f(x). De plus, on a :

1
f(x0)

(f=1) (wo) =
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DEMONSTRATION. Le fait que I soit un intervalle ouvert de R implique que F'
est aussi un intervalle ouvert de R (§ 5.3.25). D’autre part, f est bijective et sa
fonction réciproque f~!: F — I est continue sur F (§ 5.3.27). D’ott

wo = [ (yo) = lim f7(y).

Y—Yo

Ainsi, en remarquant que pour tout élément y # yo de F’

@) =) T =) 1
Y=o FU W) = F o) f(FH W) — f(xo)
=1 y) — o

on obtient que

Remarque. Au lieu de supposer ”f : I — F une fonction continue, surjective,
strictement monotone”, on peut supposer ”f : I — F une fonction bijective
continue”. En effet, toute fonction injective et continue sur un intervalle est
stritement monotone (§ 5.3.28).

6.1.14 Exemples

 Considérons la fonction f : R — |—m/2,7/2[ définie par f(y) = arctany.
Par définition, on sait que f est la fonction réciproque de la fonction conti-
nue g : |—7/2,7/2[ — R définie par g(z) = tanz. D’autre part, pour tout
x€|-m/2,m/2]: ¢’(x) = 1+ tan? z # 0. Ainsi, pour tout nombre réel yq,
la fonction f est différentiable en yo. Par suite, en posant o = f(yo), on
obtient que

1 1 1
/ . —1\/ — — — .
f (yO) (g ) (yO) gl(xO) 1+ tan? Zo 1+ y%

e Soit n un entier positif, I = R si n est impair et I = [0, 400 si n est pair.
On note par a I — I la fonction réciproque de la fonction continue
r—a" €lavecx el Soit f:1—1Tetg:I— Idéfinies par f(y) = /y
et g(z) = 2. Etant donné que pour tout = € I1\{0} : ¢'(z) = na""' #0;
on en déduit que pour tout nombre réel y, € I\{0}, la fonction f est
différentiable en yo. Par suite, en posant xo = f(yo), on obtient que

/ _ —1y\/ _ 1 _ 1 _ 1
(o) =(g7) (vo) = ¢ (z0) = na:(’}*l - n(z yo)n—l'
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6.1.15 Différentiabilité de la composée de deux fonctions différentiables

( N

Soit f : E — F une fonction différentiable en x( et g : G — H une fonction
différentiable en f(z). Supposons de plus que f(E) C G. Alors, la fonction
composée go f: E — H est différentiable en x( et

(g0 f) (zo) = g'(f(w0)) - f'(wo)-

DEMONSTRATION. En remarquant que lim f(z) = f(zo) et que pour tout
T—rXTo

élément x # xg de E :

g(f(2) — g(f(mo)) ) 979 si f(x) = f(o)

( LA I
)

vmwe ) V@) —gU@)) @)
0 f(x)_f(l'o) T — 7 Sf()#f( O)a
on obtient que
(90 ) (o) = lim LD 9T _ o150 pr(ay)

T—XTo Tr — X

6.1.16 Exemple

Soit p et ¢ deux entiers positifs et h : R} — R la fonction définie par h(z) =
¢/xP. Par suite, en considérant les deux fonctions auxiliaires f, g : R} — R
définies respectivement par f(z) = x? et g(y) = ¢y, on obtient que h = go f.
Ainsi, pour tout nombre réel zy > 0, la fonction h est différentiable en zq et

1 (20) = ¢'(f (20)) f (o) = § (/b

6.1.17 Dérivée a droite, dérivée a gauche

Une fonction f : E — F définie & droite (resp. & gauche) d’un point zg de son
domaine de définition est dite dérivable a droite (resp. d gauche) en zg si le

rapport
f(x) = f(xo)
T — X0

admet dans R une limite & droite (resp. & gauche) au point zy. Cette limite,
lorsqu’elle existe, est appelée la dérivée a droite (resp. a gauche) de la fonction
f au point zq et on la note fj(zo) (vesp. fy(zo)).

6.1.18 Relation entre les différentes dérivées

Une fonction f : F — F admet une dérivée au point x( si et seulement si sa
dérivée a droite et sa dérivée a gauche au point z( existent et sont égales.
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6.1.19 Dérivée a droite infinie, dérivée a gauche infinie
Si la fonction f: E — F est continue & droite (resp. a gauche) en xq et si

= 00 (resp. lim L&) = /@) _ j:oo) ,

T—To— Tr — X

i @)= S@0)

r—xo+ T — Xo

on convient de dire que la fonction f admet au point xy une dérivée a droite
(resp. a gauche) infinie.

6.1.20 Fonction différentiable sur un ensemble

Soit G un sous-ensemble non vide de E. Une fonction f : E — F est dite
différentiable sur G si elle est différentiable en tout point de G.

Remarque. Si G = F, ceci implique que f est définie au voisinage de tout point
de E et donc que E est ouvert.

6.1.21 Fonction n fois différentiable

Soit f : E — F une fonction différentiable sur E. Si la fonction f' : E — R est
elle-méme différentiable sur E, on note f” sa fonction dérivée et elle est appelée
la dérivée seconde de f. Plus généralement, les dérivées successives de f, si elles
existent, seront notées f( = /. f& = g7 fG) (") Par convention, on
pose f(O) = f. La fonction f® étant alors appelée la dérivée d’ordre p, ou encore
la p-iéme dérivée de f.

Nous dirons que la fonction f : E — F est n fois différentiable sur E si elle
admet une dérivée d’ordre n. D’autre part, lorsque f est p fois différentiable sur
FE pour tout entier naturel p, on dit que f est indéfiniment différentiable sur E.

6.1.22 Fonction n fois continiment différentiable

Une fonction f : E — F est dite n fois continiment différentiable sur E si
elle admet une dérivée d’ordre n continue en tout point de FE.

6.1.23 Notations

On désigne par C"(E, F) Tensemble des fonctions de E dans F qui sont n
fois contintiiment différentiables sur E. D’autre part, on désigne par C*(E, F')
I’ensemble des fonctions de E dans F' qui sont indéfiniment différentiables sur E.

Ainsi, pour tout entier n > 1 :

C>*(E,F)c C""Y(E,F)c C"(E,F) c C'(E, F).
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6.1.24 Remarque
Considérons la fonction f: R — R définie par

1
flz) = I'QCOSE siz # 0
0 siz =0.

Observons d’abord que

o F@ = 1) _ 0 cos(1/) ~ 0

z—0 x—0 z—0 x—0 - ili)%xcos(l/x) =0

Ainsi f est dérivable en 0 et f/(0) = 0. En remarquant que, pour tout € R*,

1 1
f(x) = 2z cos — + sin —,

x x
on obtient que f est différentiable sur R, mais que sa dérivée f' : R — R est
discontinue au point = 0. En effet la limite lir% f/(z) n’existe pas dans R. Cet

r—

exemple nous montre qu'une fonction f : E — F peut étre différentiable sur £
sans pour autant étre contintiment différentiable sur E.

6.2 Théoréme de Rolle et théoréme des accroissements finis

6.2.1 Introduction

En donnant dans la section précédente les principales définitions et regles de
calcul concernant les dérivées, nous sommes maintenant en mesure d’établir les
propriétés les plus importantes que possedent les fonctions différentiables. En
particulier, nous allons démontrer les théoremes de Rolle et des accroissements
finis qui sont sans doute les deux théoremes les plus utiles et les plus employés
en calcul différentiel ; nous pourrons le constater & de nombreuses occasions.

6.2.2 Condition nécessaire pour qu’une fonction ait un extremum local
en un point

Si une fonction f : EF — F différentiable en zy admet un extremum local
en xg, alors f/(xz) = 0.

DEMONSTRATION. Supposons que la fonction f posséde un maximum (resp.
minimum) local au point z. Pour z € ]z, +00[ suffisamment proche de z, on
a f(x) — f(xo) <0 (resp. f(z) — f(xo) = 0) et donc

f(@) = f(zo)

<0 (resp. > 0).
Tr — X
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D’ou
. f(@) = f=o)
/ et . J\) = J(Zo)
F'(wo) = falwo) = im === <0 (resp. > 0).
De méme
. f(z) = f(@o)
’ e o J\&) = J(Zo)
fi(wo) = fo(x0) = IBE%_ pr—— > 0 (resp. < 0),
ce qui implique que f'(z¢) = 0. |

6.2.3 Remarque

Il faut remarquer que la dérivée d’une fonction f peut trés bien s’annuler en un
point xg, sans pour autant que f possede un extremum local en ce point. Par
exemple, la dérivée de la fonction f : R — R définie par f(x) = 2% s’annule en
zéro ; mais par contre, cette fonction n’admet aucun extremum en ce point.

Au paragraphe 6.5.1, nous étudierons plus en détail cette question. Entre
autres, nous verrons que si f/'(zg) = 0 et f”(xg) # 0, la fonction admet un
extremum local au point xg.

6.2.4 Point stationnaire

Si f: E — F est une fonction différentiable en xg et si f'(z¢) = 0, on dit
que zq est un point stationnaire de la fonction f.

6.2.5 Recherche des points ol une fonction continue atteint ses extrema

Soit a < b deux nombres réels et f : [a,b] — F une fonction continue. Grace au
résultat obtenu au paragraphe 5.3.21, nous savons que les deux ensembles

et
B={z€ab:f(z) = min f(z)}

z€[a,b]
ne sont pas vides. D’autre part, on déduit de la condition nécessaire démontrée
au paragraphe 6.2.2 que les éléments de A et de B se trouvent forcément parmi
les points suivants :
e les bornes de l'intervalle [a,b], & savoir a et b;
o les points stationnaires de la fonction f;
o les points de Ja, b] n’appartenant pas & D(f).
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6.2.6 Exemple

On se propose de trouver les points ou la fonction f : [—1,2] — R définie par
f(z) = (z — 2) V22 atteint ses extrema. Pour cela, calculons sa dérivée

S5 —4
1 —
F o=~y
11 résulte de ce calcul que D(f’) =]—1, 0[U]0, 2[ et que I'unique point stationnaire

de f est « = 4/5. La fonction f étant continue sur [—1,2], on sait (§ 6.2.5)
que tous les points ou f atteint son maximum ou son minimum sur [—1,2] se
trouvent obligatoirement parmi les points suivants : —1, 0, 4/5 et 2. Par suite,
en constatant que

fD) =3, fO)=f2)=0 et f(4>:_§3;§

on obtient que la fonction f atteint son minimum au point z = —1 et son
maximum aux points z = 0 et = 2 (fig. 6.3).

A y=x=-2) 2
1 4
45 -
71i 0 i 1 2 x
I I
I
I
I
I
I
|
—— 3
Fig. 6.3

6.2.7 Théoréme de la valeur intermédiaire pour la dérivée

Soit a < b deux nombres réels et f : [a,b] — F une fonction différentiable sur
la, b[. De plus, on suppose que les deux nombres réels fj(a) et f,(b) existent et
que fi(a) < fo(b) (resp. fi(a) > fy(b)). Alors, & tout nombre réel a vérifiant
fala) < o < fi(b) (resp. fi(b) < a < fi(a)), on peut associer un élément c de
la, b] tel que f'(c) = a.

DEMONSTRATION. Pour la démonstration, supposons que fj(a) < a < fu(b)
(Pautre cas se traitant de maniére analogue) et soit h : [a,b] — R la fonction
auxiliaire définie par h(z) = f(x) — ax. Cette fonction étant continue sur [a, b],
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elle atteint son minimum en un point ¢ de son domaine de définition. Etant
donné que h)(a) < 0, il existe un élément 1 de [a,b] tel que h(z1) < h(a); ce
qui implique que ¢ # a. De méme, puisque hj(b) > 0, il existe un élément x> de
[a,b] tel que h(z2) < h(b); ce qui entraine que ¢ # b. D’ou ¢ €]a, b[. Par suite,
en utilisant le résultat donné au paragraphe 6.2.2, on obtient que h'(c) = 0; ce
qui revient a dire que f'(c) = a. [ ]

6.2.8 Corollaire

Soit I un intervalle ouvert de R et f : I — F une fonction dont la dérivée est
monotone sur I. Alors, f’ est continue sur I.

DEMONSTRATION. Pour établir ce corollaire, faisons I’hypotheése que f est crois-
sante sur I (lautre cas se traitant de maniére analogue), et supposons que f’
ne soit pas continue en un point xg. Alors,

ar =sup{f(z):z €,z <xo} <inf{f'(x):x€l,x>x0} = a.

Ce résultat implique que pour tout élément a # f'(xo) de Jai, az[, il n’existe
aucun point ¢ de I tel que f'(¢) = a; ce qui est en contradiction avec le
théoreme 6.2.7. D’ou le résultat. |

6.2.9 Théoréme de Rolle

Soit a < b deux nombres réels et f : [a,b] — F une fonction continue sur
[a,b], différentiable sur intervalle ouvert |a,b| et telle que f(a) = f(b).
Alors, il existe un élément ¢ de |a, b[ tel que f/(c) = 0.

DEMONSTRATION. Si la fonction f est constante sur [a, b], le résultat est évident ;
puisque pour tout x €]a,b[, on a f'(x) = 0. Supposons & présent que f ne soit
pas constante sur [a,b]; ce qui implique, par la continuité de f sur [a,b], qu’il
existe deux éléments ¢ et co de [a,b] tels que

fle1) = min_ f(x) # max f(z) = f(ca).

z€(a,b] z€(a,b]
Par suite, étant donné que f(a) = f(b), on obtient que I'un au moins des deux
nombres réels ¢; ou cy est strictement compris entre a et b; ce qui entraine,

d’apres le résultat obtenu au paragraphe 6.2.2, que 'un au moins des deux
nombres f'(c1) ou f'(cz) est nul. [ |

6.2.10 Remarques

Soit C' le graphique de la fonction f : [a,b] — F. Alors le théoréme de Rolle
exprime qu’il existe au moins un point de C, distinct des extrémités, ou la
tangente a la courbe C en ce point est parallele a 'axe Oz (fig. 6.4).
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y=sinx

37/2 27
0 7/2 7 | X

\

Fig. 6.4

Considérons la fonction f : [—1,1] — R définie par f(z) = |z| (fig. 6.5)

dy=xl
1

Fig. 6.5

Sa dérivée ne s’annule en aucun point de |—1, 0[U]0, 1[. Cette fonction satisfait
toutes les hypotheses du théoreme de Rolle, sauf la différentiabilité au point
z=0.

6.2.11 Extension du théoréme de Rolle

Soit f :]a,b[— F une fonction différentiable sur Ja.b[ telle que lim+ flx) =
r—a
liril f(z) = 400 (resp. — 00). Alors, il existe un élément ¢ de |a, b[ tel que
T—b—

f'(e) =0.

DEMONSTRATION. Soit xy €a,b[. Etant donné que xl_l)r(r11+ flz) = llgl_ flx) =
+00 (resp. — 00), il existe o, 8 € R tels que a < o < xg < B < b et
f(xo) < f(a), flzo) < f(B) (resp. f(zo) > fla), f(zo) > f(B)).

Puisque f est continue sur [«, 3], il existe un élément ¢ de [a, (] tel que

fle)= min f(z) (resp. fle) = max f(z)).

z€la,fl

Comme plus précisément ¢ €la, 8] et f est différentiable en ¢, on obtient que
f'(c)=0. [ |
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6.2.12 Théoréme des accroissements finis

Soit a < b deux nombres réels et f : [a,b] — F une fonction continue sur
[a, ], différentiable sur U'intervalle ouvert ]a,b[. Alors, il existe un élément
¢ de ]a, b tel que

— ﬁ(x —a).

Il découle des hypotheses faites sur f que la fonction g est continue sur [a,b],
différentiable sur l'intervalle ouvert ]a, b[. Comme de plus g(a) = g(b), on peut lui
appliquer le théoréme de Rolle : il existe un élément ¢ de ]a, b] tel que ¢’'(c) = 0.
En constatant que

f(b) — f(a)

g0 = r(e) - 1O =1,
on obtient que f(b) — f(a) = f'(c)(b— a). |

6.2.13 Interprétation géométrique du théoréme des accroissements finis

Soit C' le graphique de la fonction f : [a,b] — F. Alors, le théoréme des ac-
croissements finis exprime qu’il existe au moins un point de C, distinct des
extrémités, ou la tangente a la courbe C en ce point est parallele a la corde
joignant A = (a, f(a)) et B = (b, f(b)) (fig.6.6).

b y=rw
B
F)1
|
|
|
|
4 |
fl@1
[ I
! ! -
0 a b X

Fig. 6.6

6.2.14 Fonctions dont les dérivées sont égales

Soit a < b deux nombres réels et f, g : [a,b] — F deux fonctions continues ayant
des dérivées égales en tout point de Ja,b[. Alors, il existe une constante ¢ telle
que pour tout = € [a, b], on ait : f(x) = g(x) + c.
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DEMONSTRATION. Considérons la fonction auxiliaire h : [a,b] — R définie par
h(z) = f(x) — g(x). Il résulte des hypotheéses faites sur f et g que h est une
fonction continue sur [a,b] dont la dérivée est nulle en tout point de ]a, b[. Par
suite, en fixant = €]a,b] et en utilisant le théoréme des accroissements finis
appliqué a U'intervalle [a, z], on obtient l'existence de ¢, €]a, x| tel que

h(z) — h(a) = h'(c;)(x —a) = 0.
D’ou le résultat. |

6.2.15 Remarque

Si, dans I’énoncé du paragraphe 6.2.14, on ne suppose pas que le domaine de
définition des fonctions f et g est un intervalle I, alors le résultat peut trés bien
cesser d’étre vrai, méme si les autres hypothéses sont vérifiées. Par exemple, les
deux fonctions f, g : R* — R définies respectivement par

1 siz <0 0 siz<0
f@_{o siz >0 etg(x)_{1 siz >0

ont des dérivées égales en tout point de R* ; mais par contre, ces deux fonctions
ne sont pas égales a une constante pres.

6.2.16 Fonction différentiable et monotone
Soit a < b deux nombres réels et f : [a,b] — F une fonction continue sur [a, b],
différentiable sur l'intervalle ouvert |a, b[. Alors,
1) f est croissante (resp. décroissante) sur [a,b] si et seulement si f'(z) >
0 (resp. f'(z) < 0) pour tout x €]a, b[;
2) si f'(z) > 0 (resp. f'(x) < 0) pour tout z €]a,b|, alors la fonction f est
strictement croissante (resp. strictement décroissante) sur [a, b].

DEMONSTRATION.

1) Si f est croissante (resp. décroissante) sur [a, b], alors

f(z) = f(@)

>0 (resp. <0)
z—x

pour tous z # z dans ]a, b[. D’ou

fe) — tim 1) = 1)

z—T z—

>0 (resp. <0).

Réciproquement, si f'(z) > 0 (resp. < 0) sur ]a, b, choisissons z1 < 2
dans [a,d]. Par le théoréme des accroissements finis, il existe z €]z1,x2|
tel que f(x2) — f(x1) = f'(z)(z2 — x1) et donc f(x2) — f(x1) = 0 (resp.
fw2) = f21) <0).
2) Cette fois-ci, ce dernier argument donne f(z2) — f(x1) > 0 (resp. f(z2) —
f(l‘l) < 0)
|
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6.2.17 Corollaire

Soit @ < ¢ < b trois nombres réels et f : [a,b] — F une fonction continue sur
[a, b], différentiable sur |a, c[U]c, b et telle que pour tout élément x # ¢ de ]a, b],
on ait : (z —¢)f'(x) < 0(resp. (z —¢)f'(z) = 0). Alors,

f(e) = max f(z) (resp. f(c) = min_f(x)).

z€la,b] z€la,b]

6.2.18 Remarques

Une fonction peut trés bien étre strictement croissante (resp. strictement dé-
croissante) sur [a, b] sans pour autant avoir une dérivée positive (resp. négative)
en tout point de ]a,b[. Par exemple, la fonction f : [-1,1] — R définie par
f(z) = 23 est strictement croissante sur [—1,1] et f/(0) = 0.

Considérons la fonction f: [—1,1] — R définie par

flz) = x2<sin;>2 siz € [-1,0[U]0, 1]

siz =0.

On vérifie facilement que f est différentiable sur |—1, 1[ et que f(0) = Ifll{l | f(x).
xe[—1,

Par exemple, f est dérivable en 0 car

2 2
lim f@) = /(0) = lim a”sin (1/e) =0 = lim zsin*(1/z) = 0
z—0 z—0 z—0 r—0 z—0
(et ainsi f/(0) = 0). Par contre, il n’existe aucun nombre réel a €]0, 1] tel que la
fonction f soit décroissante sur | — a, 0[ et croissante sur ]0, a].

Si dans I’énoncé du paragraphe 6.2.16, on ne suppose pas que le domaine de
définition de la fonction f est un intervalle, alors le résultat peut cesser d’étre
vrai. Par exemple, la fonction f : R* — R définie par f(z) = 1/z admet en tout
point de R* une dérivée négative, mais il est facile de vérifier que cette fonction
n’est pas décroissante sur R*. Par contre, elle est strictement décroissante sur
chacun des intervalles ouverts | — oo, 0[ et ]0, +o0].

6.2.19 Critére assurant I’existence de la dérivée a droite ou a gauche
Soit a < b deux nombres réels et f : [a,b] — F une fonction continue sur [a, b],
différentiable sur ]a, b] et telle que lim+ f'(x) =1€ R (resp. lilgl fllx)y=1¢
rz—a T—b—
R). Alors,
fa(a) = lim f'(x) (resp.fy(b)= lim f'(z)).
r—a+ - r—b—

DEMONSTRATION. Supposons que lim+ f'(z) = 1. Comme d’autre part on sait,
r—a

d’aprés le théoréme des accroissements finis, qu’a chaque élément z de ]a, b[, on
peut associer un nombre réel c¢(x) vérifiant les deux propriétés suivantes :

f(z) = f(a)

LI — peto),

a<clz)<z et



144 Calcul différentiel et intégral

on obtient que

fa(a) = lim M: lim f'(c(z)) = lim f'(z)=1.

T—ra-+ Tr—a rz—a+ r—a+

Si liril f'(z) =1, on démontre de fagon analogue que
T—b—

fo(b) = lim f'(z) =1

z—b—

6.2.20 Corollaire

Soit I un intervalle ouvert de R contenant le point z¢ et f : I — F une fonction
continue sur I, différentiable sur {z € I : = # =0}, telle que lim f'(z) =
T—xo—

lim f'(z) =1 € R. Alors, f est différentiable en zq et f'(zo) = I.

Tr—xo+

6.2.21 Remarques
Si dans les hypotheses faites au paragraphe 6.2.19 on remplace [ par +oo alors,
la fonction f admet au point a (resp. b) une dérivée a droite (resp. & gauche)
infinie.

De méme, si dans I’énoncé du corollaire 6.2.20 on remplace [ par +oo alors,
la fonction f admet une dérivée infinie au point xo.

D’autre part, considérons la fonction f : [0,1] — R définie par

@) = m2sin£ si:.EE]O,l}
0 siz = 0.

En remarquant que pour tout x €]0, 1] :

1 1
f'(z) = 2z sin = — cos —,
T T
on constate que li%1+ f'(z) n’existe pas dans R. Par contre f;(0) = 0. Cet
T—

exemple nous montre que pour une fonction f : [a,b] — F continue sur [a, b],
différentiable sur ]a, b[, le nombre réel f;(a) peut tres bien exister, méme lorsque

lim f’(z) n’existe pas dans R.
r—a+

6.3 Regle de Bernoulli-L’Hospital

6.3.1 Théoreme des accroissements finis généralisé

Soit a < b deux nombres réels et f,g : [a,b] — R deux fonctions continues
sur [a, b], différentiables sur I'intervalle ouvert |a, b[. Alors, si g’ ne s’annule
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en aucun point de |a, b[, il existe un nombre réel ¢ €la, b[ tel que

DEMONSTRATION. L’hypothése ¢’ qui ne s’annule en aucun point de ]a,b[ en-
traine que g(a) # g(b) (§ 6.2.9). Considérons a présent la fonction A : [a,b] = R

définie par
h(z) = f(x) - f(a) — (g(z) — g(aDM'

Cette fonction satisfait les hypothéses du théoreme de Rolle, ce qui entraine
lexistence d’un nombre réel ¢ €]a, b tel que h'(c) = 0. Par suite, en constatant
que

on obtient que

|
6.3.2 Reégle de Bernoulli-L’Hospital
e a
Soit f,g :]a,b]— R deux fonctions différentiables sur |a, b| telles que g et
¢’ ne s’annulent en aucun point de ]a, b[ et supposons de plus que
Igrg+ flz) = xli%i g(z) =« aveca = 0 ou o0
: @)
. x —
£1_1>I£1+ 7 () =L avec i € R.
Alors,
lim 1) _
z—at+ g(x
N y

DEMONSTRATION. En premier lieu, supposons que o = 0 et que p € R. Ainsi, en
utilisant le théoreme des accroissements finis généralisé, on sait qu’a chaque élé-
ment z de ]a, b[, on peut associer un nombre réel ¢(z) vérifiant les deux propriétés

suivantes :
flx) _ fe(@))

g(z) — g'(c(@))’

a<c(z)<z et

ce qui implique que

LT e @)

e—at g(x)  aoat ¢'(c(z))  eoat ¢'(x) -
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Supposons maintenant que o = £ 00 et que p € R. 1l existe b €la, b[ tel que
|f] > 2 et |g| > 2 sur ]a, b]. Soit une suite arbitraire (z,,) d’éléments de ]a, b qui
converge vers a. On a

F(@n)® + g(zn)® > min{|f(zn)], [g(zn)[}

car f(x,)* > |f(xn)| et g(z4)? > |g(xn)]|, et, pour tout n sufisamment grand,

F0)* +g(0)* < min{|f (za)], lg(zn)[}-

Pour un tel n, le théoreme de la valeur intermédiaire appliqué a la fonction
continue f + g assure l'existence de un €]y, [ tel que

Flun)® + g(un)® = min{|f (zn)], lg(zn)[}.

Il en résulte que
lim (f(un)® + g(un)?) = +o0,

n—-+oo

ce qui implique lirf un = a (grace a la continuité de f2 + g° sur ]a, b]). De
n—r oo

plus

o
N
=
—
g
3
N
B
N
=
8
3
=
@
&+
o
<
—~
g
3
=
M
N
S
—~
8
<

et donc
2 2

n—-+oo f(:cn)2 n—-+oo g(xn)Q o

Pour tout n € IN suffisamment grand, le théoréme des accroissements finis
généralisés assure V'existence d’un ¢, €]z, un| tel que

D’ou
f(@n) ey F(@n) = £(un)
lim =  lim — &) gy LEnl T AR/
n—-+oo g(xn) n—r+oo | — % n—+oo g(n) — g(un)
!
= 1- lim f(cn):p
n—+oo g’(cn)

car hT cn = a. La régle de Bernoulli-L’Hospital est ainsi entierement dé-
n—-+4oo

montrée.
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6.3.3 Remarques

Si dans I’énoncé de la régle de Bernoulli-L’Hospital, on remplace a+ par
b—, ou a+ par —oo, ou encore ou a+ par 400, le résultat reste valable.

En considérant les deux fonctions f, g :]0, +0o[— R définies respectivement par
f(x) = 22 sin(1/x) et g(x) = x, on s’apercoit facilement que

et
x

lim —f( ) =0;

x—0+ g(x)
mais que, par contre, la fonction f’/¢’ :]0,+o0o[— R n’admet pas de limite
a droite au point zg = 0. Cet exemple nous montre que, en général, la non-
existence de la limite & droite en un point de la fonction f’/¢’, n’entraine pas
obligatoirement la non-existence de la limite a droite en ce point de la fonction
f/g. Cette remarque reste valable si I’'on considére la limite & gauche ou la limite
lorsque x tend vers 'infini.

6.3.4 Corollaire

Soit I un intervalle ouvert de R contenant le point ¢ et soit f,g: Ip ={x € I:
x # x0} — R deux fonctions différentiables sur I telles que g et ¢’ ne s’annulent
en aucun point de Ij.

(" 7

De plus, supposons que

lim f(z) = lim g(x) =a aveca=0ou oo

Tr—T0o Tr—To
et ,
(@) = avecuGE.
o=z0 ¢/(7)
Alors,
lim 7]"(1}) =L
a0 g()
\ J

6.3.5 Exemple

Soit f,g: R* — R les deux fonctions définies respectivement par f(z) = sinz et
g(x) = x. Ainsi, en utilisant le corollaire 6.3.4, on obtient immédiatement que

sinx

lim =1.
x—0 X
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6.4 Développements limités et formule de Taylor

6.4.1 Définition du développement limité

( N

Soit f : E — F une fonction définie au voisinage de a. S’il existe n + 1
constantes ag, ay, .. ., a, telles que, pour tout élément x # a de E, on puisse
écrire

fl@)=ay+ar(z—a)+...+ap(z—a)" + (x — a)"e(x) (6.1)

ol € est une fonction de F dans R vérifiant lim e(z) = 0, on dit que I'égalité
r—ra

(6.1) est un développement limité d’ordre n de la fonction f autour de a (ou
au point a).

- J

Remarque. D’une maniere générale, la fonction € dépend aussi du nombre réel
a. Lorsque a € FE, la valeur de la fonction € en a ne joue aucun role dans la
définition du développement limité; c’est pourquoi, nous supposerons toujours
que e(a) =0 sia € E.

Terminologie. La fonction polynémiale ag+ai(x—a)+...+a,(x—a)™ est appelée
la partie principale du développement limité, tandis que le terme (x — a)™e(x)
est appelé le reste du développement limité.

6.4.2 Unicité du développement limité
Si une fonction f : F — F admet un développement limité d’ordre n autour
d’un point a, alors celui-ci est unique.
DEMONSTRATION. Soit
f@)=ao+tai(x—a)+... +an(z —a)" + (x — a)"e1(x)
et
fl@)=bo+bi(z—a)+...+bpu(z—a)" + (z —a)"e2(x)
deux développements limités d’ordre n de la fonction f autour de a. Nous
allons d’abord démontrer que ao = bo,...,a, = b,. Pour cela, raisonnons par
I’absurde et supposons qu’il n’en soit pas ainsi. Soit k le plus petit entier naturel
tel que ay # by. Alors, pour tout élément = # a de E, on peut écrire que
(ar —br) +  (ars1 —brs1)(@ —a) + ...+ (@0 —bo)(x —a)" " *
+ (z—a)" "(a(z) - e(z) =0
Par suite, en calculant la limite de cette expression lorsque x tend vers a, on
obtient que
ap = bk 5
ce qui est absurde. On a ainsi démontré que ap = bo,...,a, = by. Il découle
immédiatement de ce résultat que pour tout élément = # a de E :

e1(z) = e2(x).

D’ou l'unicité du développement limité. |
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6.4.3 Remarques

Supposons que f(z) =ap+a1(z —a)+ ...+ an(x — a)” 4+ (x — a)e(x) soit le
développement limité d’ordre n de la fonction f : E — F autour de a. Alors,
pour tout entier naturel p < n, la fonction f admet un développement limité
d’ordre p autour de a dont la partie principale est ag+a1(z—a)+. .. +ap(z—a)P.

Dans la définition du développement limité, la fonction f n’est pas supposée
définie au point a, par contre }1_% f(z) = ap. Si on suppose que f(a) = ag et

n > 1, alors la fonction f est différentiable en a et, de plus, on a : f/(a) = a;.

6.4.4 Condition suffisante pour qu’une fonction posséde
un développement limité

Soit f : E — F une fonction définie au voisinage de a. Alors, s’il existe n+1
constantes ag, a1, ..., a, telles que
f(x)—(ap+ar1(x—a)+...+an(x —a)")

li =0
by (x —a)” ’

la fonction f admet un développement limité d’ordre n autour de a dont la
partie principale est ag + a1(z —a) + ... + an(z — a)™.

Remarque. Cette condition est aussi nécessaire.

6.4.5 Développement limité d’une fonction paire ou impaire

Soit E un sous-ensemble de R ayant zéro pour centre de symétrie (§ 5.1.23)
et f: E — F une fonction admettant f(x) = ap + a1z + ... + apx™ + z™e(x)
comme développement limité d’ordre n autour de zéro. Alors,

e si f est une fonction paire (f(x) = f(—x)), les coefficients a;,as, ... dont
I'indice est impair sont tous nuls;
e si f est une fonction impaire (f(z) = —f(—x)), les coefficients ag, as, . ..

dont l'indice est pair sont tous nuls.

DEMONSTRATION. Pour la démonstration, supposons que f soit une fonction
paire ('autre cas se traitant de maniére analogue) ; ce qui implique que pour
tout élément x # 0 de E :

f(z) = f(=2) = ap — a1z + ax® — azx® + ... + (=1)"anz™ + 2" ((—1)"e(—2x)).
Par suite, en constatant que lir%(—l)"e(—ac) = 0, on obtient, grace a l'unicité
T—

du développement limité, que les coefficients a1, as, ... dont I'indice est impair
sont tous nuls. [ |
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6.4.6 Formule de Taylor

( N

Soit I un intervalle ouvert de R contenant le point a et f : I — F une
fonction n+ 1 fois différentiable sur I. Alors, a tout élément x de I, on peut
associer un nombre réel 0 < 6, < 1 dépendant a la fois de a et de z tel que
la relation suivante soit vérifiée :

@) 1@ + @) —a) + oo+ 7@
+ f(”)(a)u + f(n+1)(a 40, (z— a))w
" : (n+1)!

Cette relation est appelée la formule de Taylor. D’autre part, lorsque 0 € 1,
il est d’usage d’appeler formule de MacLaurin la formule obtenue en remplacant
a par 0 dans celle de Taylor.

DEMONSTRATION. Soit P, : I — R la fonction polynémiale définie par

(z—a)"

Pa(2) = (@) + F @)z —a) + ...+ [ (@) E

)
et soit © > a un élément de I. Considérons a présent la fonction auxiliaire
g : I — R définie par

W( )n-&—l.

On constate immédiatement que cette fonction est n + 1 fois différentiable sur I
et que

g(a) = g'(a) = ... = g™ (a) = g(a) = 0.

Ainsi, nous pouvons appliquer le théoreme de Rolle a la fonction g : il existe un
nombre réel z; de |a, z[ tel que ¢’(x1) = 0. Nous pouvons maintenant appliquer
le théoreme de Rolle & la fonction ¢’ : il existe un élément x5 de Ja,z1[ donc de
la, z[, tel que ¢’(xz2) = 0. En continuant ainsi jusqu’a la dérivée d’ordre n, nous
obtenons que la fonction ¢(™ s’annule en un point z,, de Ja, z]. Par suite, en
appliquant une derniére fois le théoreme de Rolle & g™, nous pouvons affirmer
qu’il existe un nombre réel 0, appartenant a l'intervalle ouvert 0, 1] tel que

Po(z) = f(z)

9" (a+ bu(a — a) = fO T (a4 Ou(e - a)) + (x—a)""

(n+1)!'=0;

ce qui entraine que

f(z) — Pp(z) _ 1
(.’IJ — a)n+1 (n + 1)

SO @t by - a).

Cette égalité n’est autre que la formule de Taylor.
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Si z = a, le résultat est évident. Si x € Tetx < a, la formule de Taylor
s’obtient par une démonstration en tout point identique & celle donnée
ci-dessus. |

Remarque. Lorsque n = 0 et * > a, la formule de Taylor peut se prouver
directement a partir du théoreme des accroissements finis (§6.2.12).

Terminologie. La fonction de la variable x

(x —a)?

f(a) + f'(a)(x — a) +...+f(p)(a)T +...+f(”)(a)M

n!

est appelée le polynéme de Taylor d’ordre n de f autour de a (ou au point a).
Lorsque 0 € I et a = 0, on dit aussi polynome de MacLaurin.

6.4.7 Développement limité d’une fonction admettant n dérivées en un point

( N

Soit un entier n > 1 et un intervalle ouvert I de R contenant le point a.
Soit encore f : I — F une fonction n — 1 fois différentiable sur I telle que
f=1) est dérivable en a, la dérivée étant notée f(™)(a). Alors f admet un
développement limité d’ordre n autour de a dont la partie principale est
donnée par

f@)+ f@a =)+ @ o

. J

DEMONSTRATION. Posons €(a) = 0 et, pour x € I\{a},

f(x)—(f(a)—i—f’(a)(x—a) +o [ @)y .+f<n>(a)%)

(z—a)"

e(x) =

Clairement
f(@) = fla)+f (a)(z—a)+. . +fW (a)(gc;!a)er' +f (”)(a)% + (z—a)"¢(z)

pour tout x € I. Sin =1, on a de plus

i (@)t [ G@+F @) - F )= fa)

T—a T—a r—a r—a r—a

- f'(a)=0.

Sin > 2, vérifions que lim €(z) = 0 en appliquant plusieurs fois le théoréme de
r—a

Bernoulli-L’Hospital :

, @)= (f@+f (@ @—a)+. P (@) S 4 () )
lim e(z) = lim

z—a z—a (m—a)n

= lim f’(x)—(f’(aH—...+f(n)(a)(9€:l_):),!l)

T—a n(x_a)nfl
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1@ = (17 @)+ A7 () )

N Ili% (’n—l)n(:p—a)n—2
L @ @) + £ @) e a)
T 25 2...(71*1)”(%7&) .

Cette derniere limite existe bien et vaut

V@) ) )
z—a 2---(n—Dn(z—a) 2---(n—1)n '

Remarque. Soit f comme dans la formule de Taylor; en particulier f est n + 1
fois différentiable sur I. Par le présent paragraphe, f admet un développement
limité d’ordre n + 1, donc aussi d’ordre n, autour de a. La partie principale de
celui d’ordre n est le polynéme de Taylor d’ordre n autour de a. La formule de
Taylor permet souvent, dans la pratique, d’estimer plus précisément la différence
entre f et son polynéme de Taylor d’ordre n. Par exemple, si f("*1 est bornée
sur l'intervalle I, alors, pour tout élément x de I,

’f(x) - (f(a) +f(a)(z—a)+...+ f<n>(a)($;!a>">‘
< [+ e I}|3c—a|’“rl
< sup(| (2)] : 2 NCESR

6.4.8 Exemples

En utilisant le paragraphe 6.4.7, on obtient les développements limités suivants :

) 3?3 " x2n+1 Intl
(EQ x?n
cosx =1-— o1 +..+(=D" o)l + 22"e(x)
1
57 L—z4a?+ ..+ (=D"2" + 2"€(x)
1 x 135 ... (2n—1)

m:1—5+...+(—1)

6.4.9 Remarques

2 a6y L T

o Une fonction f : I — F peut trés bien admettre un développement limité
d’ordre n autour d’un point, sans pour autant que la formule de Taylor lui
soit applicable. Par exemple, considérons les deux fonctions g, f : R — R
définies respectivement par

g(x):{ 1 sizeQ

0 siz¢gQ
et par f(z) = 1 + 22 + 2%g(x). La fonction f admet un développement

limité d’ordre deux autour de zéro, mais la formule de MacLaurin ne lui
est pas applicable, car la fonction f n’est pas différentiable pour x # 0.
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o En utilisant les résultats des paragraphes 6.4.5 et 6.4.7, on obtient l'as-
sertion suivante : soit I un intervalle ouvert de R admettant zéro pour
centre de symétrie et f : I — F une fonction n fois différentiable sur I.
Alors, si f est paire, toutes ses dérivées f(1), f3) . d’ordre impair jusqu’a
n s’annulent au point z = 0. De méme, si f est impaire, toutes ses dérivées
f@ @ dordre pair jusqu’a n s’annulent au point z = 0.

6.4.10 Opérations algébriques sur les développements limités

Soit f,¢g: E — R deux fonctions admettant respectivement
f(fl') = a0+a1($—a)+,,,+an(x_a)n+ (x_a)n€1<$)

et
gx)=bo+bi(x—a)+ ...+ by(x—a)" + (z — a)"ez(x)
comme développement limité d’ordre n autour de a. Alors,

e pour tout couple de nombres réels a et 3, la fonction af + g admet un
développement limité d’ordre n autour de a dont la partie principale est

(Oéao + 61)0) +.o+ (aan + an)(x - a)n 5

o la fonction fg admet un développement limité d’ordre n autour de a dont
la partie principale s’obtient en effectuant le produit

(ag+ ...+ an(x—a)")(bg+ ...+ bp(z —a)™)

et en ne conservant que les termes de la forme c; (x—a)* de degrés inférieurs
ouégaux an: k< n;

e si by # 0 et g(x) # 0 pour tout z # a dans E, la fonction f/g admet
un développement limité d’ordre n autour de a dont la partie principale
s’obtient en effectuant la division suivant les puissances croissantes jusqu’a
lordre n de

ap+ ...+ ap(xr—a)® par bo+...+by(z—a)"”.

6.4.11 Exemple
Soit j : R — R la fonction définie par

() 1+ a3
T)=—.
J 1+ 22
On se propose de calculer la partie principale de son développement limité
d’ordre 4 autour de zéro. Pour cela, considérons les trois fonctions auxiliaires
fyg et h: R — R définies respectivement par

1

flx)=1+23 gl)=1+2% et h(z)= T3 2

Les fonctions f et g sont déja sous la forme d’un développement limité d’ordre 4
autour de zéro dont la partie principale est respectivement 1 + 23 et 1 + z2. De

1

vz 1 — x4 2%+ 2% () avec iig})el(x) =0,
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on déduit, en remplacant = par =2, que

1

M) =Ty

=1—2?+ 2%+ 2te(x) avec lim ex(z) = 0.
z—0

Par suite, en constatant que

j=fh=f/g,

il résulte du paragraphe 6.4.10 que la fonction j admet un développement limité
d’ordre 4 autour de zéro dont la partie principale peut étre calculée :
« soit en effectuant le produit (1 + 23)(1 — 22 4+ 2) et en ne conservant que
les termes de degrés inférieurs ou égaux a 4; ce qui donne

1—2? 4234+ 2%,
« soit en utilisant le paragraphe 6.4.7 en dérivant 4 fois la fonction j :

4

41’

22
20

3

(4)
TR (0)

3(0) + 5/ (0)z + " (0) = + i@ (0)

I’avantage de la méthode précédente est d’éviter le calcul de ces dérivées;

o soit en effectuant la division suivant les puissances croissantes jusqu’a
lordre 4 de (14 2*) par (1 +2?) ; ce qui donne

1+ 2 | 1+2°
1422 ‘1—3:2—1—9:3—1—3:4
5 )
—x +IE3
2 4
—x — T
3 4
- +x
3 5
x +x
4 5
r —x
4 6
x +x
5 6
—xr —x

o soit en utilisant la méthode des coefficients indéterminés. Pour cela, dé-
signons par j(z) = ao + a1z + asx? + asx® + asz* + 1746(56) le dévelop-
pement limité d’ordre 4 de la fonction j autour de zéro. En remarquant
que f = jg, on peut écrire, grace a 'unicité du développement limité, que
pour tout x € R :

14+ 2% =ap+ a1z + (a0 + az)m2 + (a1 + GS)IS + (a2 + a4)x4 ;
ce qui implique que
apo=a1+az3=1 et a1 =agp+as =as+as =0.
Par suite, en résolvant ce systéme, on obtient que

ap=1, a1 =0, ac=—-1, a3 =1 et aq4 = 1.
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6.4.12 Développement limité d’une fonction composée
Soit
f@)=ai(x—a)+ ...+ an(x —a)" + (x —a)"e1(2)
le développement limité d’ordre n de la fonction f : E — F autour de a. D’autre
part, soit G un sous-ensemble de R contenant zéro et

g(y) =g(0) +biy+ ...+ by" +y"e2(y)

le développement limité d’ordre n de la fonction g : G — H autour de zéro.
Observons que cette derniere égalité est valable aussi pour y = 0 et que

lim f(z)=0.
r—a

Alors, si f(E) C G, la fonction composée g o f: E — H admet un dévelop-
pement limité d’odre n autour de a dont la partie principale est

g(0) + aibi(z —a) + (azby + a3bs)(x — a)? + (azby + 2a1a2by
+ adby)(x—a)® + ...+ (apby + ... +alby)(z —a)™

Comme nous allons pouvoir le constater dans la démonstration, la partie
principale du développement limité de g o f s’obtient en substituant, dans la
partie principale du développement limité de g, y par la partie principale du

développement de f et en ne conservant que les termes de la forme ci(z — a)*
de degrés inférieurs ou égaux a n : k < n.

DEMONSTRATION. Pour tout élément x # a de E, on peut écrire
9(f(2)) = g(0) + b1 f(x) + ...+ bu(f(@)" + (f(z))"e2(f(2))

ou encore

9(f(x))

g(0) + by (al(x —a)+...tap(x—a)"+ (z— a)"el(x)> +...
+ bn(al(xfa)+...+an(:cfa)”+(a:fa)”el(x)>n
+ (al(a: —a)+...+tap(x—a)" + (z— a)"el(m))HEQ(f(x)) ;

ce qui donne en développant

9(f(2)) = 9(0) + arbi(z — a) + (azby + atbo)(w — a)* + ...
+ (apby + ...+ atby)(x —a)" + (x — a)"es(x).

Par suite, on vérifie facilement que lim e3(z) = 0 grice a la continuité de ey
r—a

en 0 : lim e2(y) = 0 = €2(0). D’on le résultat. [ |
y—0

6.4.13 Utilisation du développement limité pour résoudre les formes
indéterminées

En utilisant les développements limités, on se propose de calculer la limite,

lorsque « tend vers zéro, de la fonction f : ] — 7/2,0[U]0, 7/2[— R définie par

sin?z — 22 cos

flz) =

22(1 — cosx)
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Pour cela, considérons les deux développements limités d’ordre 4 autour de zéro
qui suivent :

. 1
sin’z — 2 cosx = 61}4 + ztei (2)

et
1
z3(1 — cosz) = §x4 + ztey ().
Par suite,
. sin’z — 2% cosx ) %$4 +ate(z) 1
lim —————— = lim *——~ = —.
2—0 x2(1 — cosx) =0 sxt + ate(x) 3

Cet exemple nous montre que pour certaines formes indéterminées, 'utilisa-
tion du développement limité peut nous mener tres rapidement a la solution. Ici,
I’emploi de la regle de Bernoulli-L’Hospital nous aurait obligés a dériver quatre
fois le numérateur et le dénominateur, ce qui nous aurait conduits a faire de
longs calculs.

6.4.14 Détermination du développement limité d’une fonction a partir de
celui de sa dérivée

Soit I un intervalle ouvert de R contenant le point a et f : I — F une fonction
n fois différentiable sur I, o n > 1. On sait, d’apres le paragraphe 6.4.7, que
la fonction f admet un développement limité d’ordre n autour de a et que la
fonction f’: I — R admet, quant & elle, un développement limité d’ordre n — 1
autour de a. Supposons a présent que

fl@)y=by+bi(x—a)+ ..+ by1(x—a)" "+ (x—a)" e (z)

soit le développement limité d’ordre n — 1 de la fonction f/ autour de a. Alors,

f(x) = f(a)+bo(z —a)+ %1(33 —a)?+ ..+ bp-1 (x—a)’ + ...
—|-b"_1 (x—a)" + (z — a)"ex(x)

est le développement limité d’ordre n de la fonction f autour de a.

6.4.15 Exemple

De
1

1+

=1l—z+..+(=1)"2" + 2" (x) avec lim e1(z) =0,
T—r

on déduit, en remplacant = par =2, que

1

1 _ 2 4 _1\n,.2n 2n . —
71_'_%2—1 ¥+t + .+ (=) + 2 "ea(x)  avec ili%eg(x) 0.

Comme d’autre part, la fonction f: R — R définie par
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est la dérivée de la fonction arctan, on obtient que

3 5 2n+1
z®  x x
t =r——+—+.+ (1"
arctanx = x +— 4.+ (=1 1

3 5 4 {E2n+16((£)

est le développement limité d’ordre 2n + 1 de la fonction arctan autour de zéro.

6.5 Applications aux extrema locaux et points d’inflexions

6.5.1 Condition suffisante pour qu’une fonction ait un extremum local
en un point

Nous avons vu au paragraphe 6.2.2 que si une fonction différentiable f admet un
extremum local en un point a, alors f’(a) = 0; mais nous savons que la réciproque
n’est pas exacte. Par contre, lorsqu’une fonction est n fois différentiable, il est
possible, grace a la formule de Taylor, de préciser cette question de la facon
suivante :

(" 7

Soit I un intervalle ouvert de R contenant le point a, n un entier naturel
pair différent de zéro et f : I — F une fonction n fois différentiable sur 1. De
plus, on suppose que f(™ est continue en a, que f'(a) = ... = f*"D(a) =0
et que f(™(a) # 0. Alors,

o si f("(a) > 0, la fonction f admet un minimum local au point a;

e si f(M(a) <0, la fonction f admet un maximum local au point a.

DEMONSTRATION. Supposons pour la démonstration que f(™(a) > 0 (Pautre
cas se traitant de maniére analogue) ; ce qui entraine, puisque f (") est continue
en a, l'existence d’'un nombre réel a > 0 tel que les relations y € I et |y —a| < «
impliquent f(™ (y) > 0. D’autre part, compte tenu des hypotheses faites sur f,
la formule de Taylor nous permet d’écrire que pour tout élément = de I :

(z —a)"

' avec( < 0, < 1.
n!

f(@) = fla) = f™(a+0.(z —a))
Ainsi, pour tout point  de I vérifiant |z—a| < «a, on obtient que f(x)—f(a) >0
D’ou la conclusion. |

6.5.2 Exemple

Soit o un nombre réel positif et soit f :]a — o, a + a[— F une fonction deux fois
continiiment différentiable sur Ja — o, a + o] telle que f'(a) = 0 et f’(a) > 0
(resp. f"(a) < 0). Alors, la fonction f admet un minimum (resp. maximum)
local au point a. Cet exemple confirme le résultat obtenu au corollaire 6.2.17.
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6.5.3 Définition d’un point d’inflexion

Soit f : E — F une fonction différentiable en a. En désignant par C' le graphique
de cette fonction relativement a deux axes orthonormés Oz et Oy, on constate
qu’il est possible, en étudiant le signe de la fonction ¢ : £ — R définie par
Y(x) = f(z) — f(a) — f'(a)(x — a), de connaitre localement la position de la
courbe C' par rapport & sa tangente au point d’abscisse a.

Nous dirons que le point P = (a, f(a)) est un point d’inflezion du graphique
C de la fonction f, s’il existe un nombre réel a > 0 et une constante
¢ # 0 tels que pour tout élément z de E vérifiant 0 < |z —a| < « :

c (z)(x —a) > 0.

Voir les figures 6.7 et 6.8.

by-re
P
fla — — —
|
\
|
‘ .
0 a x
c>0
Fig. 6.7
Ay=/(
P
f@F——=
|
\
|
‘ e
0 a X
c<0

Fig. 6.8
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6.5.4 Condition suffisante pour qu’une courbe ait un point d’inflexion

( N

Soit I un intervalle ouvert de R contenant le point a, n un entier natu-
rel impair strictement supérieur a 1 et f : I — F une fonction n fois
différentiable sur I. De plus, on suppose que f(™ est continue en a, que
f"(a) =...= f™Y(a) = 0 et que f(a) # 0. Alors, le point P = (a, f(a))
est un point d’inflexion du graphique C' de la fonction f.

DEMONSTRATION. Supposons pour la démonstration que £ (a) > 0 (I'autre cas
se traitant de maniere analogue) ; ce qui entraine, du fait que f (") est continue
en a, 'existence d’un nombre réel a > 0 tel que les relations y € I et |y —a| < «
impliquent f (”)(y) > 0. D’autre part, compte tenu des hypotheses faites sur f,
la formule de Taylor nous permet d’écrire que pour tout élément x de I :

(z—a)"

n!

Y(x) = f(z) = fla) = f'(a)(x —a) = f" (a+ b.(x — a))

avec 0 < 0, < 1. Ainsi, pour tout point x de I vérifiant 0 < |z — a] < @, on
obtient que (x)(z —a) > 0. D’ou le résultat. |

6.5.5 Autre condition suffisante pour qu'une courbe ait un point d’inflexion

( N

Soit I un intervalle ouvert de R contenant le point a et f : I — F une
fonction deux fois différentiable sur I. D’autre part, on suppose qu’il existe
un nombre réel a > 0 et une constante ¢ # 0 tels que pour tout élément = de
I vérifiant 0 < |z —a| < a: c¢f”(z)(x —a) > 0. Alors, le point P = (a, f(a))
est un point d’inflexion du graphique C' de la fonction f.

DEMONSTRATION. On sait, griace & la formule de Taylor, qu’a tout élément x de
I, on peut associer un nombre réel 0 < 6, < 1 tel que

(z —a)®

¥(z) = f(2) = fa) = fl(a)(w = a) = f(a+0u(z — a)) =5

ce qui implique, compte tenu des hypotheses faites sur f”, que pour tout élément
x de I vérifiant 0 < |z —a| < a: ep(z)(x — a) > 0. D’ou le résultat. [ |

6.5.6 Exemple

Considérons la fonction f : R — R définie par f(x) = 23 + 2. Cette fonction est
deux fois différentiable sur R et, de plus, xf”(z) = 622 > 0 pour tout x € R*.
D’ou le point (0,0) est un point d’inflexion du graphique C' de la fonction f
(fig. 6.9).



160 Calcul différentiel et intégral

A

y=xj’+x

=y

Fig. 6.9

6.5.7 Condition suffisante pour qu’un point ne soit pas un point d’inflexion

( N

Soit I un intervalle ouvert de R contenant le point a et f : I — F une
fonction deux fois différentiable sur I. De plus, on suppose qu’il existe un
nombre réel S > 0 tel que pour tout élément x de I vérifiant 0 < |z — a| <
B f"(x) =0 (resp. f”(x) < 0). Alors, le point P = (a, f(a)) n’est pas un
point d’inflexion du graphique C de la fonction f.

DEMONSTRATION. [ étant un intervalle ouvert de R contenant le point a, il
existe un nombre réel 0 < o < S tel que [a— v, a+«] C I. Par suite, étant donné
qu’a tout élément x de I vérifiant 0 < |x — a| < «, on peut associer un nombre
réel 0 < 6, < 1 tel que

¥(@) = (@)~ F(@) ~ (@)fx — a) = (a+ bala - a)) T2

on obtient, compte tenu des hypotheéses faites sur f”, que la fonction ¢ : I — R
est > 0 (resp. < 0) sur [a — «, a[U]a,a + a]. Dot le résultat. |
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6.6 Fonctions convexes

6.6.1 Définition d’une fonction convexe

Soit I un intervalle non vide de R. Une fonction f : I — F est dite conveze
si pour tout couple d’éléments a, b de I et tout nombre réel A € [0,1], on
a:

Fa+1(1 = X)) < Af(a) + (1 —X)f(b).

D’autre part, si on désigne par C' le graphique de la fonction f relativement a
deux axes de coordonnées perpendiculaires 0z et Oy, la définition analytique de la
convexité donnée ci-dessus peut s’énoncer géométriquement de la fagon suivante :
une fonction f : I — F est convexe si pour tout couple de points A = (a, f(a))
et B = (b, f(b)) du graphique de f, tout point P de C dont I'abscisse xg est
comprise entre a et b, est situé au-dessous de la corde AB (fig.6.10).

)

Fig. 6.10

6.6.2 Exemples

o La fonction f : R — R définie par f(x) = 22 est convexe. En effet, pour
tout couple de nombres réels a,b et tout A € [0,1], on a :

fa+ (1 =2)b) = (Af(a) + (1= A)f(b))

=A2a? + (1 = N)20% + 201 — N)ab — Aa® — (1 — \)b?
= A1 —=XNa? = A1 = Nb?+2X(1 — Nab
=-\1-XN(a—-b)?<0.

e La fonction f : R — R définie par f(z) = |z| est convexe. En effet, pour
tout couple de nombres réels a, b et tout A € [0,1], on a :

IAa+ (1= \)b| < [Aal + (1 — \)b| = Ala] + (1 — \)[b.

o Si une fonction f : I — R définie sur Iintervalle non vide I est convexe et
si C, D € R, alors la fonction g : I — R définie par

g(z) = f(x)+ Cx+ D
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est aussi convexe. En effet, pour tout couple de nombres réels a,b dans I
et tout A € [0,1], on a :

gAa+ (1—=Xb)=f(Aa+ (1 —=X)b)+C(Aa+ (1 —N)b)+ D
<Af(a)+ (1 =X f(b) +C(Aa+ (1 =X)b) + DA+ (1 —N))
= Ag(a) + (1 — N)g(b).

6.6.3 Caractérisation d’une fonction différentiable et convexe

Soit I un intervalle ouvert de R et f : I — F une fonction différentiable
sur I. Alors, la fonction f est convexe si et seulement si f” est une fonction
croissante sur 1.

DEMONSTRATION. Supposons d’abord que f’ soit croissante sur I et soit a < b
deux éléments de I et A un nombre réel tel que 0 < A < 1. En posant

x=Xa+ (1 —MN)b,

on obtient A = (b—z)/(b—a) et 1 —X = (x —a)/(b—a). Considérons la fonction
auxiliaire g : I — R définie par

o) = 70~ f@) - 1O IOy e
Alors .
g0 =rn-I0I0 ey

et donc ¢’ est aussi croissante sur I. De plus g(a) = g(b) = 0.

Si ¢'(z) > 0, alors ¢'(t) > ¢'(z) > 0 pour tout t € [x,b] et donc g est
croissante sur [z, b]. Il en résulte g(z) < g(b) 0.

Si d’autre part g’ (x) < 0, alors g’'(t) < ¢'(z) < 0 pour tout ¢ € [a, ] et donc
g est décroissante sur [a, z]. Il en résulte g( ) < g(a) =0.

En tous les cas,

0> ga) = f(a) — fla) - OO o)
et donc
1) < 1@t (o gy 2 P22 50y 1 27 ) 2 (o) (1-2) ).

On a ainsi démontré que f est convexe.

Supposons ensuite que f soit convexe et soit a < b deux éléments de I.
Considérons de nouveau la fonction auxiliaire g : I — R ci-dessus. Puisque f
est supposée convexe et dérivable sur I, g l'est aussi (voir le troisitme exemple
du § 6.6.2). Comme g(a) = g(b) = 0, la convexité de g assure que g(t) < 0 pour
tout t €]a, b[. D’olt

g (a) = fi 90 —9(@) _ . 9() —g9(a) _ . 9(D) <0
t—a t—a t—a+ t—a tsat t—a
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De méme
o) =ty LG 30 = ti HEZE < 20
Dot
f'(a) - W =g'(a) <0 et f/(b)— W —g'(b) >0,

ce qui implique f'(a) < f'(b). On a ainsi démontré que f’ est croissante sur I.
|

6.6.4 Corollaire

Soit I un intervalle ouvert de R et f : I — F une fonction deux fois diffé-
rentiable sur I. Alors, la fonction f est convexe si et seulement si f”(x) > 0
pour tout x € I.

DEMONSTRATION. Il suffit de remarquer que f’ est une fonction croissante sur
I si et seulement si f(z) > 0 pour tout = € I, et d’utiliser le résultat du
paragraphe 6.6.3. |

6.6.5 Fonction concave

Soit I un intervalle non vide de R. Une fonction f : I — F est dite concave
si pour tout couple d’éléments a, b de I et tout nombre réel A € [0,1], on
a:

Fa+1(1=X)b) = Af(a) + (1 = X)f(b).

Il résulte de cette définition que f : I — F est concave si et seulement si
—f I — R est convexe. En appliquant les paragraphes 6.6.3 et 6.6.4 a la
fonction — f, on obtient les résultats suivants :

( N

Lorsque I est un intervalle ouvert de R et f : I — F est une fonction
différentiable sur I, la fonction f est concave si et seulement si f/ est une
fonction décroissante sur 1.

Lorsque I est un intervalle ouvert de R et f : I — F est une fonction
deux fois différentiable sur I, la fonction f est concave si et seulement si
f"(z) < 0 pour tout z € I.
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6.6.6 Caractérisation d’une fonction convexe

( N

Soit I un intervalle non vide de R. Une fonction f : I — F est convexe si
et seulement si pour tout n-tuple x1, ..., z,, d’éléments de I et tout n-tuple
ALy ooy Ap d’éléments de [0,1] vérifiant X2 ;A =1 :

f <Z>\i$i> < Z)\if(xi)-

i=1

DEMONSTRATION. En premier lieu, supposons que f soit convexe. Il est évident
que la propriété a démontrer est vraie pour n = 1. Supposons a présent qu’elle
le soit pour (n —1) et démontrons-la pour n. Pour cela, soit x1, ..., 2, un n-tuple
d’éléments de I et Aq, ..., A, un n-tuple d’éléments de [0, 1] vérifiant X ;\; =1
et posons v = Z?;ll)\i. Si v = 0, le résultat est évident. Supposons donc que
~v # 0 et posons

g
Bi = —.
~

n—

Alors, on obtient que Elzll Bi =1 et que
n n—1
> Niwi =7 (Z &-%) +Antn  avecy + A, =1;
i=1 i=1

ce qui implique

n n—1
f (Z /\ixi> <f (Z ﬁi%‘) + Anf(Tn).
i=1 =1

Par suite, il résulte de 'hypothese de récurrence que

n n—1
f <Z 51‘%’) < Zﬂzf(irz)
i=1 i=1
D’ou
f <Z Aﬂi) <Y Nif (@),
i=1 i=1

La propriété est donc vérifiée pour n. On a ainsi démontré, par induction sur n,
que la propriété est vraie pour tout entier n > 1.

Pour démontrer la réciproque, il suffit de prendre n = 2 et de poser Ay =
1— ;. |
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6.6.7 Critére de convexité pour une fonction continue

Soit I un intervalle ouvert de R et f : I — F une fonction continue sur I telle
que pour tout couple d’éléments x,y de I, on ait :

7 (F5Y) < 5@ + 1 w)).

Alors, la fonction f est convexe.

DEMONSTRATION. Raisonnons par 1’absurde et supposons que f ne soit pas
convexe. Alors, il existe deux éléments a < b de I et un nombre réel o €]0,1 |
tels que

flaa+ (1 —a)b) > af(a)+(1—a)f(b)

Par suite, en posant
A =sup{A € [0,a[: f(Aa+ (1= A)b) < Af(a)+ (1 —N)f(b)}
et
A2 =inf{\ €]a,1] : f(ha+ (1 =A)b) < Af(a)+ (1 =N f(b)}
on obtient, par la continuité de la fonction f sur [a,b], que
A1 < Ag,
Fua+ (1= X1)b) = A f(a) + (1 — A1) f(b),
F2a+ (1= A2)b) = Aaf(a) + (1 — A2) f(b)
et que pour tout A €]A1, Ao :
FfQa+ (1 —=X)b) > Af(a) + (1 — A)f(b).
Mais, en posant

1 =Xa+ (1—=M)b, 2=2>Xa+(1—A)b et :A“QLAQ,

on obtient que

T1 + X2
2

BF(@) + (1= B)F() = 3 (f(a) + f(w)) > f (

: ) = f(Ba+ (1= B)p).

On aboutit donc & une contradiction ; ce qui nous permet de conclure que la
fonction f est convexe. ]

6.6.8 Lemme

Soit I un intervalle de R et f : I — F une fonction convexe. Alors, pour tout
triplet d’éléments z < y < z de I, on a:

fy) = f@) _ f(z) = fl@) _ f(z) = f(y)

AN ~X
y—x z—x z—y

DEMONSTRATION. Considérons la fonction auxiliaire g : I — R définie par

9(t) = f(t) = f(z S (t-w), tel
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Alors g est aussi convexe et g(x) = g(z) = 0. Il en résulte que g(y) < 0. D’ou

9) —9(=) _ 9tv) _,

_ _9(z) —9(@) _ —g(y) _ 9(2) —9(y)

y—x y—zx z—x  z—y z—y
En substituant g par sa définition en termes de f dans

9(y) —g(x) _ g(2) —g(x) _ 9(2) —g(y)
Yy—x = z—T = z—y

’

on obtient les inégalités

J0) = 1@ o SO =S, S@ I o o o J0) - I@

=~ ~
y—x z—x z—y z—x

)

et donc aussi les inégalités désirées. |

6.6.9 Dérivabilité et continuité des fonctions convexes
Soit I un intervalle ouvert de R et f : I — F une fonction convexe. Alors, f
est continue sur I et admet en tout point de cet intervalle une dérivée a droite
et une dérivée a gauche. De plus, pour tout couple d’éléments z1 < z2 de I, on
a:

folar) < fa(zr) < fo(z2) < falw2).

DEMONSTRATION. Soit g € I. Alors, d’apres le lemme 6.6.8, on obtient que
pour tout couple d’éléments z < y de {x € [ : & # x0} :

f(2) = f(w0) _ fy) = flwo)

~X
X — Xo Yy— 2o

D’ou, en utilisant le corollaire 5.2.28, on peut affirmer que les deux nombres
réels fo(zo) et fi(zo) existent et que fy(zo) < fi(zo).
Par suite, en remarquant que tout x # xodel :

f(z) *f(xo)(

f(@) = flao) + T

T — xo),

il résulte de l'existence des nombres f,(zo) et fi(zo) que

Jim (@)=l f(@) = f(xo);
ce qui entraine que la fonction f est continue au point xo.

A présent, supposons que z; < x2 soient deux éléments de I. Alors, en
utilisant de nouveau le lemme 6.6.8, on obtient que pour tout couple d’éléments
xz,y de I vérifiant 1 < x <y < z2 :

fl@) = f@) _ f) = )

~
T — T1 Yy — 2

ce qui implique, du fait de I'existence des deux nombres fj(z1) et f,(x2), que
fa(z1) < fo(2). u
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6.6.10 Proposition

Soit I un intervalle ouvert de R et f : I — F une fonction convexe, différentiable
sur I. Alors, la fonction f’ est continue sur I.

DEMONSTRATION. La fonction f étant convexe et différentiable sur I, sa dérivée
est croissante sur I (§ 6.6.3) ; ce qui implique, d’apres le corollaire 6.2.8, que
f' est une fonction continue sur I. ]

6.7 Etude des fonctions

6.7.1 Asymptotes

Soit f une fonction de E dans F' et C le graphique de cette fonction relativement
a deux axes de coordonnées perpendiculaires Oz et Oy.

Pour ¢ € R, si lim f(z) = £ooousi lim f(x) = £ o0, nous dirons que
rx—c— T—rc+

la droite d’équation x = ¢ est une asymptote verticale de C.

Voir la figure 6.11.

Ay=1/x

62‘

3 J
=Y

Fig. 6.11

Pour a,b € R, si lir_{_l (f(x) —ax—b) =0 (resp. E}m (f(z)—azx—0b) =0),
T—r1+00 x — 00

nous dirons que la droite d’équation y = ax + b est une asymptote oblique
de C lorsque  — 400 (resp. lorsque x — —00).

Voir la figure 6.12.
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y=ax+b
A y
0 a#0 xr
Fig. 6.12
Dans le cas particulier o @ = 0, nous dirons que la droite d’équation

y = b est une asymptote horizontale de C lorsque x — +o0o (resp. lorsque
T — —00).

Voir la figure 6.13.

Fig. 6.13

D’autre part, par un simple calcul, on obtient que

s 2
a= lim f@) et b= lim (f(x)—ax)
z—+oo I z—+00 ’
(respectivement
_ f(z) _
a= xEIEloo — et b= xgriloo(f(a:) —azx) )
N J

Géométriquement, dire que la droite d’équation y = ax + b est une asymptote
obligue de C lorsque x — +o00 (resp. lorsque © — —o0) signifie que la distance
du point P; = (x,ax + b) au point P, = (z, f(x)) tend vers zéro lorsque x tend
vers 00 (resp. —o0).

Pour a € R, si lirf (f(z)/z) = a (resp. lim (f(z)/z) = a), nous dirons
z— 400 T—r—00

que C admet la droite d’équation y = ax pour direction asymptotique lorsque
x — 400 (resp. lorsque  — —00).
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Pour a € R, si lim (f(z)/z) =aetsi lim (f(x)— ax) = £ o0, nous
r—+400 T—r+00
dirons que C possede une branche paraboliqgue de direction asymptotique y =
azr lorsque x — +o00. De méme, si lim (f(z)/z) = a et si lim (f(z) —
xTr—r—0o0 Tr—r—00

ar) = £ 00, nous dirons que C' posséde une branche parabolique de direction
asymptotique y = ax lorsque x — —oo.

6.7.2 Remarque

Le graphique C de la fonction f :]0,+ co [ R définie par

admet la droite d’équation y = 0 pour asymptote horizontale lorsque z — +oo.
Etant donné que C coupe I'axe Ox aux points d’abscisse x = k7 avec k € IN*,
cet exemple nous montre qu’une courbe C' peut trés bien couper son asymptote
un nombre infini de fois.

6.7.3 Schéma général de I’étude des fonctions

L’étude des fonctions se rameéne généralement a déterminer :

e si la fonction f est paire, impaire ou périodique;

o les points de discontinuité de la fonction f;

o la limite de f aux points frontieres de son domaine de définition ainsi qu’en
ses points de discontinuité;

o la dérivée de f;

e le domaine de définition D(f’)de f';

o le signe de f7;

o les points stationnaires de f;

e les points de discontinuité de f’;

o la limite de f’ aux points frontieres de D(f’) ainsi qu’en ses points de
discontinuité ;

o les points d’inflexion du graphique de f;

o les asymptotes du graphique de f;

o le tableau de variations de f.

Cette étude permet de tracer le graphique C de la fonction f.

6.7.4 Exemple

En suivant le schéma donné au paragraphe 6.7.3, nous allons étudier la fonction
f :R* = R définie par
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Cette fonction n’est ni paire, ni impaire et ni périodique. Par contre, f €
C*(R*,R).

lim f(z)=-00, lim f(z)=4o

T—r—00 xr—+00
Jg S = lip, So) = o

2 3 —2 "
f@)=1-=="F": D(f)=R

Siz €] — o0, 0[U]V/2, +oo[: f'(z) >0
Siz€]0,V2[: f/(x) <0.

L’unique point stationnaire de f est z = /2.

lm /()= lim [(x)=1

T——00
. ! _ . / —
Jig (@)= +oo. lig, (@) = ~oo.

Etant donné que pour tout x € R* :

6
f”(l‘) = F > 0,

le graphique C' de la fonction f ne possede aucun point d’inflexion (§ 6.5.7). La
droite d’équation x = 0 est une asymptote verticale de C. La droite d’équation
y = x est une asymptote oblique de C lorsque x — +00 et lorsque x — —oc.

x |=® 0 12 + oo
T 1

‘fr(x) 1 + +o0 || —0 — 0 + 1
| |
+ + + I
S — / * Oo\ }|n / OO|

Fig. 6.14

La fonction f admet un minimum local au point x = 2 et

1
Voir la figure 6.15.

6.8 Exercices

6.8.1 Calculer les. limites suivantes :

2 2 .
— 1 1
1) lim rosme _81;1 x 2) lim — s.mx - =
z—0 (L'QSln €T z—0 .’1,‘2 sin bx 5
1 2
<coszx_ cos x)
; ; 7 _ 3/3 2
3) I sz —sina 4) wll)r_noo(\/ac T4+ 14 V® 4227 4 1),
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A

y=x+1/x2

Fig. 6.15

6.8.2 Trouver I’équation de la tangente & la courbe d’équation y = arctan(v/z? + 1)
au point d’abscisse x = 0.

6.8.3 Pour quelles valeurs de I'entier relatif p, la fonction f : R — R définie par
P sin 1 siz#0
fz) = x
0 siz =0

admet-elle une dérivée au point z =07

6.8.4 Soit f : R — R une fonction deux fois continiment différentiable sur R
telle que f(0) = 0. Montrer que la fonction g : R — R définie par

x .
g(m):{fi) six#0
f1(0) siz=0
est différentiable sur R. Calculer ¢'(0).

6.8.5 Soit f : R — R la fonction définie par

2 .
| a? sizeQ
f(x)_{o siz ¢ Q.
Montrer que f est dérivable au point x = 0 et qu’elle est discontinue en tout
autre point.

6.8.6 Soit f : R — R une fonction dérivable au point x = 0.
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1) Montrer que f'(0) = lim n(f(1/n) — £(0)).

n—-+o0o
2) En donnant un contre-exemple, montrer que l’existence de cette limite n’im-
plique pas nécessairement lexistence de f’(0).

6.8.7 Soit f : R — R une fonction différentiable sur R. Montrer que

1) f paire implique f’ impaire.

2) f impaire entraine f’ paire.

3) f périodique implique f’ périodique.
6.8.8 Soit n un entier positif et f, g : R — R deux fonctions n fois différentiables
sur R.

1) Montrer que pour tout € R :

n

19”6 = X () F9 @0 o)

k=0 ’

(Cette égalité est appelée la formule de Leibniz).
2) En prenant f(z) = g(x) = 2™, démontrer que

i (k!mni k)!)2 - EZL))'

k=0

6.8.9 Montrer que I’équation

1 n 1 -
(z-1° (z-2°

possede exactement une solution dans R.

6.8.10 Trouver le maximum et le minimum de la fonction f : R — R définie par

F(2) = 1/(1+2).

6.8.11 Calculer le maximum et le minimum de la fonction f : [7/2, 27] — R
définie par f(z) =z sin(1/z).

6.8.12 A chaque entier naturel n, associons la fonction f, : [0,1] — R définie par
frn(x) = 2™(1 — ). Montrer que la suite (f,) est uniformément convergente.

6.8.13 Soit f : R — R une fonction telle que pour tout couple de nombres réels
rety: |f(x)— f(y)] < (z—y)? Montrer que la fonction f est constante.

6.8.14 Soit f : R — R une fonction différentiable sur R telle que sup | f'(z)| < 1.
zeR

1) Montrer que la fonction f posséde un unique point fixe.

2) Que devient ce résultat si sup |f/(z)] =17
zeR
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6.8.15 Soit f : R — R une fonction différentiable sur R telle que pour tout
x€R:0<m< fl(2) < M < 4+00. En utilisant Pexercice précédent et le
théoréme du point fixe de Banach (§ 5.3.38), montrer que la suite (x,) définie
par

1
Tl = Tp — Mf(xn) et xp=0

converge vers l'unique solution de ’équation f(z) = 0.

6.8.16 Soit f : R — R une fonction différentiable sur R telle que f'(0)- f'(1) < 0.
Montrer que la fonction f’ s’annule au moins une fois dans 'intervalle ouvert
]0,11.

6.8.17 Soit ag, ..., ap—1 n nombres réels et soit c¢i, ..., ¢, les racines réelles
(toutes distinctes) du polynéome P(x) = 2" +a,_12" 1 +...4+ a7+ ag. Montrer
que p < n.

6.8.18 Soit f : ]0,4+o00o[— R une fonction différentiable et bornée sur 0, +oo]
telle que liIJIrl f'(z) = 1. Montrer que [ = 0.
T—>+00

6.8.19 Soit f : ]0,4+o00[— R une fonction différentiable sur ]0,4o0[ telle que
lim f'(z) = 4o0. Montrer que hrﬂ f(z) = +o0.
T—>+00

r—+00

6.8.20 Soit f :]0,+oo[— R une fonction différentiable sur ]0, +oc0].
1) En supposant que lim f/(x) =0, montrer que lim (f(z)/z) =0.
T—+00 r—+00

s - roN . _
2) En déduire que si IEI}}OO]E (x) =l avec I > 0, alors xgrfoo(f(z)/x) =1let
lim f(z) = 4o0.

T—r+00

6.8.21 Soit f : ] — 1,1[— R une fonction différentiable sur | — 1,1] telle que
f(0) = 0. De plus, on suppose que pour tout = €] — 1,0[U]0,1[ : f'(x) #
Montrer que si 111%( (x)/f'(x)) =1, alors I = 0.

z—

6.8.22 Soit f : ] —2,2[— R une fonction deux fois continiment différentiable sur
] —2,2[ telle que f(0) = 0. Calculer la limite de la suite (z,,) définie par

xn:f<nl2>+f<2)+...+f(;;) et xg=0.

6.8.23 Soit f : ] — 1,1[— R une fonction deux fois contintiment différentiable
sur | — 1, 1] telle que f”(0) # 0, et soit 6 : ] — 1,1[—]0, 1] une fonction pour
laquelle, pour tout = €] — 1, 1], on puisse écrire 1'égalité suivante : f(x) = f(0) +
x f'(x 0(x)). Montrer que 31:13% O(z)=1/2.

6.8.24 Soit f : ]—1,1[— R la fonction définie par f(x) = 2z +arccos(x?). Trouver
son développement limité d’ordre 10 autour de zéro.
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6.8.25 Soit f : R — R la fonction définie par f(z) = 1/(1 + 22). Trouver son
développement limité d’ordre n autour de zéro.

z? z? ot
6.8.26 Montrer que pour tout z € [—1,1]: 1 — Bl <cosr<1— o + ik

x3 x3
6.8.27 Montrer que pour tout = € [0,7/2] : x — 37 <sinz <z — 37 Co8 -

r a2 x
6.8.28 Montrer que pour tout x > 0: 1+ 573 <Vli+zxz <1+ 5
6.8.29 Soit f : | — 1,1[— R une fonction quatre fois contintiment différentiable
sur | — 1, 1] telle que
tim @y

z—=08inx — x

Trouver son développement limité d’ordre 3 autour de zéro.

6.8.30 Soit I un intervalle de R et f,g: I — R deux fonctions convexes.
1) Montrer que la fonction f + g est convexe.

2) Obtient-on le méme résultat pour la fonction fg?

6.8.31 Soit f,g : R — R deux fonctions convexes. Montrer que si g est croissante
sur R, alors la fonction composée g o f est convexe.

6.8.32 Soit f : ]0,4+oco[— R une fonction convexe, croissante et non constante.
Montrer que lim f(z) = +oo.
T—+00

6.8.33 Soit f : ]0,+0o[— R une fonction convexe telle que ET (f(x)/z) =1

avec [ < 0. Montrer que f est décroissante sur ]0, +00|.

6.8.34 Etudier la fonction f : R — R définie par f(x) = (z*(z — 1))'/5. Faire sa
représentation graphique.

6.8.35 Etudier la fonction f : [~1,1] — R définie par f(z) = arccos(4a® — 3z).
Faire sa représentation graphique.



CHAPITRE 7

Fonction exponentielle et fonction
logarithme

7.1 Fonction exponentielle

Au chapitre 2 sur les nombres complexes, nous avons utilisé la fonction expo-
nentielle en la supposant déja connue et en admettant ses propriétés. Dans ce
chapitre, nous commencons par donner une définition précise de la fonction ex-
ponentielle, basée sur une série, et nous en déduirons ses propriétés.

7.1.1 Définition du nombre réel e

En utilisant le critere de d’Alembert (§ 4.2.9) on remarque que, pour tout z € R,
la série de terme général z™/n! est absolument convergente ; ce qui nous autorise
a définir le nombre réel e en posant

+oo

T
e””:E —
n!

n=0

ott 0! =1 et en convenant ici que 0° = 1 (par contre, dans le calcul des limites,
0° est une forme indéterminée). Il découle immédiatement de cette définition et
des résultats obtenus aux paragraphes 3.4.2 et 3.4.4, que

n— +oo

el=e= lim (1+1) =92.71828... .
n

7.1.2 Propriétés du nombre réel e*

« Pour tout couple de nombres réels = et y : e*tY = e ¥ ;

e pour tout z € R : e‘zzﬁ et e > 0.




176 Calcul différentiel et intégral

DEMONSTRATION. Nous allons d’abord démontrer que e* ¥ = e - e¥. Dans
ce but, considérons pour tout z € R la suite auxiliaire (8, (z)) définie par

Bulz)= 77 -
k=0

Ainsi, en regroupant les termes, on obtient que

B@ ) = > | X Y

0<k,p<n
Par conséquent, comme
zF yP 1 m! o, 1 m
S i Y o s et
k! p!l m! Ip! m!
k+p=m k+p=m
k,p=>0 k,p=0
on peut écrire
n .’Ek yp 2n J}‘k yp
Bn (x)ﬂn (y) = E e + g E j;
m=0 k+p=m m=n+1 k+p=m : :
k,p=0 0<k,p<n

Il
5
)
_|_
N
_|_
™
g
gl
< |

De nouveau, en utilisant la formule du binéme de Newton, on a :

k,p k p
S LY Z =" [y” _ 1 m

k !
k+p=m p k+p=m p
0<k,p<n. k,p=0
ce qui implique que
2n k., p

S| X GE || < Ben Gl + 1) Bn Glal + Iyl

m=n-+1 k+p=m
<k
Finalement, comme la suite (3, (|z| + |y|)) converge, on obtient

2n

k ,p
Jmo 3 LY |

m=n+1 k+p=m
0<k,p<n

ceci nous permet de conclure que

e’e’ = lim (Bn (z)Bn (y)) = ngrfoo B (z+y) ="V,

n—-+oo
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La premiére propriété est ainsi démontrée. Pour établir la seconde, il suffit de
constater que pour tout x € R :

et
@ _ /24 /2) _ (ez/g)z.

7.1.3 Définition de la fonction exponentielle

La fonction de R dans R7 , notée exp, qui, a tout élément = de R, fait corres-
pondre le nombre réel positif e”, est appelée fonction exponentielle (fig. 7.1).

4 y=exp (x)

_

0 1 X

Fig. 7.1

7.1.4 Continuité et dérivabilité de la fonction exponentielle

La fonction exponentielle est différentiable sur R. De plus, pour tout z € R :

‘ (exp)’ (2) = exp ().

DEMONSTRATION. Soit zg € R. Alors, pour tout z € R vérifiant 0 < |z — zo| <
1, on obtient :

T—x(

e ‘ Z'x_m <e- |z —wol;
X — X0

ce qui implique que
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D’ou
, B . ea: _ ezo o . ezfa:g _ 1
(exp)’ (zo) = lim —— S E—
rz—=xg T — T0 x—x9 T — X0

7.1.5 Corollaire

La fonction exponentielle est un élément de ’ensemble C*° (]R, Ri) .

7.1.6 Propriétés de la fonction exponentielle

. ml}@oo exp (z) =0 et Tgar_loo exp (z) = +00;

« la fonction exponentielle est convexe strictement croissante sur R. De
plus, c’est une bijection de R dans R .

DEMONSTRATION. En remarquant que pour tout € R et tout entier p > 0 :

+oo L
e DI
on obtient que lim exp (z) = 400 ; ce qui implique que
r—+o0

1
lim exp(z) = lim exp(—z)= lim =0.

T——00 T—-+00 r—+40o0 exp (J,‘)

D’autre part, puisque pout tout x € R : (exp) (z) = (exp)” (z) = e > 0,
la fonction exponentielle est convexe strictement croissante sur R (§ 6.2.16 et
§ 6.6.4) ; ce qui entraine, du fait de sa continuité sur tout R, qu’elle est in-
jective et que exp(R) est un intervalle ouvert de R’ (§ 5.3.25). Comme, de
plus, lim exp(z) =0et lim exp(x) = +o00, on peut affirmer que exp (R) =

T——00 T—+00

% ; ce qui revient a dire que la fonction exponentielle est surjective. D’ol le

résultat. |

7.2 Fonction logarithme

7.2.1 Fonction logarithme népérien

La fonction exponentielle, étant une bijection de R dans 7}, admet une fonction
réciproque, appelée fonction logarithme népérien et notée In (fig. 7.2). Ainsi, par
définition, la relation y = Inx est équivalente a : z = ev.

En utilisant les résultats obtenus aux paragraphes 5.3.27 et 6.1.13, on peut
affirmer que la fonction In est différentiable strictement croissante sur R . Par
suite, en remarquant que pour tout x € R :
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on obtient que

1 1

(In)’ (z) = dnz 4

Il est facile de déduire de cette égalité, que la fonction In est un élément de
I’ensemble C'*° ( j_,IR).

A y=Inx

Fig. 7.2

7.2.2 Propriétés de la fonction In

( N

elnl=0etlne=1;
e pour tout couple x,y de nombres réels positifs :

In(zy)=Inz+Iny et ln(x>:1nx—lny;
)

e lim Inz=-0c0 et lim Inz = +4o0.
z—0+ T—>+00

. J

DEMONSTRATION. Posons ¢ = Inl et b = Ine. Alors, e* = 1 et e’ = e; ce qui
entraine que a =0 et b= 1.

Soit x,y deux nombres réels positifs quelconques et posons ¢ = Inx + Iny.
Alors,

c _ e(lnx—i—lny) _ elna;

e -eh‘y:xy :

ce qui implique que ¢ = In(zy). D’autre part, en remarquant que

1 1
Olnlln<y~> =Iny+1In-—,
Y Y

In <1) = —Iny.
Y

on obtient que
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D’ou
x 1
In () =lnzx+In—=Ilnx —Iny.
Y Y
Pour démontrer que lim Inz = —cc et lim Inz = 400, il suffit de consta-
z—0-+ T—r+00
ter que la fonction In n’est ni minorée, ni majorée sur R et d’utiliser les résultats
obtenus aux paragraphes 5.2.19 et 5.2.27. |

7.2.3 Fonction logarithme de base a > 0, a # 1.

(" 7

Pour tout nombre réel positif a # 1, la fonction de R’ dans R, notée log,,
qui, a tout élément x de R, fait correspondre le nombre réel

Inx

Ina’

est appelée fonction logarithme de base o (fig. 7.3 et 7.4).

I J/

Y y=logx
1
0 1 x

0<a<1
Fig. 7.3

4 y=log,x
1t /
0 1 x

a>1

Fig. 7.4
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Il découle immédiatement de cette définition que la fonction log, est un
élément de I’ensemble C'*° (]Ri, ]R) et que pour tout z € R :

1

zlna’

(log,)" (z) =

ce qui implique que si 0 < a < 1 (resp. a > 1), la fonction log,, est strictement
décroissante (resp. strictement croissante) sur R . D’autre part, les propriétés
de la fonction log,, sont identiques a celles de la fonction In, a savoir :

log,1=0etlog,a=1;
pour tout couple x,y de nombres réels positifs :

log,(zy) =log, =z +log,y et log, (m) = log, x — log, y;
Yy

esi0<a<1l: lim log,z=+coet lim log,z = —o00;
z— 0+ r— 400
esia>1: xl_l}r&_loga;B = —oo et wgrfoologax = +o0.
N J

7.2.4 Remarque

La fonction logarithme de base e n’est autre que la fonction logarithme népérien.

7.3 Fonction exponentielle de base a > 0

7.3.1 Définition du nombre réel a®

Soit @ un nombre réel positif. En remarquant que pour tout nombre rationnel
T

a" = e" lma7
on est amené tout naturellement a prolonger la notion de puissance a exposant
rationnel a celle de puissance a exposant réel z, en posant par définition :

[ az:emlna'
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7.3.2 Propriétés du nombre réel a”
Soit a € RY.. Alors,

( )

e pourtout t € R:a” >0et lna® =zlna;
e pour tout couple de nombres réels x et y :
a®V =a%a?¥ et (a®)¥ =a"";

)

e si b€ RY, alors pour tout z € R :

(ab)® = a®b” et (f)z =—.

. J

DEMONSTRATION. Soit z, y deux nombres réels quelconques. Alors,

a;c+y _ e(x+y) Ina _ e(x Ina+ylna) — % lnaeylna — a%aV.

D’autre part, en remarquant que
In(a®) = In (" 1““) =zlna,

on obtient que
(am)y _ eyln(az) — e(azy)lna — a%Y.

Supposons a présent que b € R . Alors

(ab)z — exln(ab) — e(wlna+lnb) — Ina | ewlnb — a= b

et

(a)z _ xln(a/b) _ _z(lna—Inb) _ _zlna 1 _ a
- =e =e =e —_— = —.
e:vlnb b

7.3.3 Fonction exponentielle de base a > 0

Pour tout nombre réel a > 0, la fonction de R dans R, notée exp,, qui, a tout
élément x de R, fait correspondre le nombre réel positif a”, est appelée fonction
exponentielle de base a (fig. 7.5 et 7.6).

Il découle immédiatement de cette définition, que la fonction exp, est un
élément de I'ensemble C*° (R, R ) et que pour tout z € R :

(exp,)'(z) = a"Ina;

ce qui implique que, si 0 < a < 1 (resp.a > 1), la fonction exp, est strictement
décroissante (resp. strictement croissante) sur R.

D’autre part, si a # 1, on constate que la relation a* = y est équivalente a :
x = Ing,y; ce qui revient a dire que exp, n’est rien d’autre que la fonction
réciproque de In,.
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Les propriétés de la fonction exp, sont identiques a celles de la fonction exp,
a savoir :

« la fonction exp, est convexe;
esi0<a<l: lim exp,(z)=4oc0et lim exp,(z)=0;
T——00 T—+00

esia>1: zgr_noo exp,(x) =0 et mll)rfm exp,(z) = +oo.

=y
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7.3.4 Autre expression du nombre réel e

Pour tout x € R, on a :

e = lim (1 n f)n

T—r+00 n

DEMONSTRATION. Soit  un nombre réel donné et considérons la fonction auxi-
liaire f, :]|z| + 1, +00[ = R définie par

x t
fol) = (1+5) =etmarein,

En utilisant la régle de Bernoulli-L’Hospital, on obtient que

lim tln(1—|—£>= lim M: im x =
t—o0 t t=+oo  (1/1) t=+oo 1+ x/t

x.

D’ou
lim (1 + 5) = lim fy(n)= lim f,(t)=¢€".

n——+oo n—-+oo t—+oo

7.4 Fonction puissance

7.4.1 Fonction puissance

Soit o un nombre réel donné. Alors, la fonction f : R} — R, qui, a tout
élément x de R, fait correspondre le nombre réel f(z) = z® = > % est
appelé fonction puissance (fig. 7.7).

Il découle immédiatement de cette définition que la fonction puissance est un
élément de I'ensemble C*°(R*,RY ) et que pour tout x € R :

f’(x) — axa—l :

ce qui implique que si a > 0 (resp. « < 0), la fonction puissance est strictement
croissante (resp. strictement décroissante) sur R .

Remarque. Pour a@ € IN, la fonction puissance est en fait définie sur tout R et,
pour a € Z\IN, la fonction puissance est en fait définie sur tout R*.
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ﬂy:xa
o>1 oa=1
0<a<l1
1 0=0
<0
0 1 X
Fig. 7.7

7.4.2 Propriétés de la fonction puissance

s N
Soit x € R . Alors,
e pour tout « € R: 2% >0etIn(z*) =alnz;
e pour tout couple de nombres réels a et 3 :

TP = 222 et (aco‘)ﬁ =z,

e si y € R}, alors pour tout o € R :

(xy)* =%y et <x) ———

De plus,
e si a < 0oua>1,lafonction puissance est convexe ;
esia<0: lim 2 =400 et lim x%=0;
z—0+ T—~+00

esia>0: lim 2z*=0 et lim 2% = +o0o.
z—0+ r—400
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7.4.3 Croissance comparée des fonctions exponentielle,
logarithme et puissance

Soit v €]0, +oo[. Alors,

. . a
esia>1: lim — = 4o0;
z—+oo Y
esi0<a<l1l: lim zYa®=0;

r—+00
. log, x
° lim i

=0 et lim z7log, 2 =0.
z——+o0 g7 r—0+4

- J

DEMONSTRATION. Supposons d’abord que a > 1. Le corps des nombres réels

étant archimédien, on sait qu’il existe un entier naturel n tel que n > v; ce qui

implique que lirf x™~7 = +00. Par suite, en remarquant que pour tout x > 1 :
Tr—r+00

x o0 n o n n
af 1 xlna (lna) x :(lna) ey
x > n! xv n! ’
k=0
on obtient que
x
lim — = 4o0.
rz—+oo Y

Supposons & présent que 0 < a < 1. Alors, en posant b=1/a > 1, on a :
lim 27a¢” = lim -— =0.
T— 400 T—+oo bT

Les deux premiers résultats sont ainsi démontrés. Pour établir les deux suivants,
nous allons utiliser la régle de Bernoulli-L’Hospital :

. lo 1
lim —8a? _ lim — =0
eotoo 7 ylna eotoo Y
et 1 1
. . 0) - .
lim z”log,z = lim 8l _ "1 i o7 =0,
z—0+ =0+ (1/27) fylna z—0+
|
7.4.4 Inégalité de Holder
Soit n € IN* et 2n nombres réels positifs a1, ..., an, b1, ..., b,. Alors, pour tout

couple p, g de nombres réels positifs vérifiant
1 1
+
p q

n n 1/p n 1/q
=1 =1

=1

on a :

Cette relation est appelée 1'inégalité de Holder. Lorsque p = q = 2, il est
d’usage de Pappeler 'inégalité de Cauchy-Schwarz.
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DEMONSTRATION. Etant donné que p > 1, la fonction f : R} — R définie
par f(z) = z® est convexe. Ainsi, en posant dans la formule donnée au para-
graphe 6.6.6 :
b
L
et en tenant compte que 1/p+1/¢ =1, on obtlent que
P P

—q/p et N\ =

T; = Q; bi

n

a; b; " bl _
j : nz i _ z : — i a; bq, a/p
=S =

i=1 j

3
o
=]
]
IS
=Ty

; _ p -
< i (ai bz Q/P> an
=N > b
j=1 =1
D’ou
1/p

7.4.5 Inégalité de Minkowski

Soit n € IN* et 2n nombres réels positifs ai, ..., an, b1, ..., b,. Alors, pour tout
nombre réel p > 1, on a :

n 1/p n 1/p n 1/p
<Z (a; +bi)p> < (Z af) + (Z bf) .

i=1 =1
Cette relation est appelée 1'inégalité de Minkowsks.

DEMONSTRATION. En utilisant I'inégalité de Holder avec ¢ = p/(p — 1), on
obtient les deux inégalités suivantes :

n n 1/p s n (p—1)/p
Y ailai )" < (Z “f> (Z (ai +bi)p>

i=1 i=1 i=1

1/p / n (p—1)/p
Z bi(ai + b)” <Z bp) <Z (ai+bi)”> ;

i=1
ce qui entrame que
n

Z(aieri)p = Z (a; + b;)? Z (a; + b))

=1 i=1

n 1/p n 1/p n (p—1)/p
(%) +(Z ‘) (2 wenr)

i=1 =1

N

Par suite, en divisant les deux membres de cette derniére inégalité par
(>r, (e + b,-)”)(ZFl)/p7 on obtient ’inégalité de Minkowski. [ ]

187
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7.5 Fonctions hyperboliques

7.5.1 Définitions

-
Pour tout = € R, on pose
et —e "
e sinhx =
2
et +e*
e coshzx ere”
2
sinhx e* —e™7
e tanhx = =
coshz e*+e®
cosh x 1 e’ + e "
coth x = = six # 0.
* sinhx  tanhz er —e=7® 7
Il résulte immédiatement de ces définitions que pour = € R :
coshz > 1, |tanhz| <1 et |cothz| > 1.
N Y

7.5.2 Fonction sinus hyperbolique

La fonction de R dans R, notée sinh, qui, a tout élément x de R, fait correspondre
le nombre réel sinh z, est appelée fonction sinus hyperbolique (fig. 7.8).

A y=sinh x

><"

Fig. 7.8

Il découle immédiatement de la définition que

e sinh est une fonction impaire;
e sinh € C* (R,R);
o pour tout = € R : (sinh)’(z) = cosh z.
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De cette derniere propriété et de l'inégalité coshz > 1 pour tout x € R, on
déduit que la fonction sinh est strictement croissante sur R. Comme, de plus,

lim sinhz = —oc0 et lim sinhxz = 400,
T——00 T— 00

on peut affirmer que la fonction sinus hyperbolique est une bijection de R dans
R. D’autre part, son graphique admet un point d’inflexion au point d’abscisse
z=0.

7.5.3 Fonction cosinus hyperbolique

La fonction de R dans [1,400], notée cosh, qui, & tout élément = de R, fait
correspondre le nombre réel coshx, est appelée fonction cosinus hyperbolique
(fig.7.9).

4 y=cosh x

Fig. 7.9

Il résulte immédiatement de la définition que

« cosh est une fonction paire;
e cosh € C* (R, [1,4+00]);
o pour tout # € R : (cosh)’ (z) = sinhz ;

e lim coshz =+4+occet lim coshx = +oo.
T—r—00 T—r+00

Ainsi, grace a la troisiéme propriété, la fonction cosinus hyperbolique est
strictement décroissante sur R_ et strictement croissante sur R ; ce qui implique
qu’elle atteint son minimum au point x = 0.

7.5.4 Fonction tangente hyperbolique

La fonction de R dans |—1,1[, notée tanh, qui, & tout élément x de R, fait
correspondre le nombre réel tanh x, est appelée fonction tangente hyperbolique
(fig. 7.10).

Il découle immédiatement de la définition que

o tanh est une fonction impaire ;

o tanh € C* (R,]-1,1]) ;

1
o pour tout z € R : (tanh)(z) = 1 — tanh® z =

cosh? z
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A y=tanhx

2y

Fig. 7.10

De cette dernieére propriété, on déduit que la fonction tanh est strictement crois-
sante sur R. Comme, de plus,

lim tanhz = -1 et lim tanhz =1,
T——00 Tr—+o0

on peut affirmer que la fonction tangente hyperbolique est une bijection de R
dans ]—1,1[. D’autre part, son graphique admet un point d’inflexion au point
d’abscisse = = 0.

7.5.5 Fonction cotangente hyperbolique

La fonction de R* dans F' = |—o0, —1[U] 1, +00[, notée coth, qui, & tout élément
x de R, fait correspondre le nombre réel coth x, est appelée fonction cotangente
hyperbolique (fig.7.11).

Il résulte immédiatement de la définition que

o coth est une fonction impaire;

e coth € C*®(R* F);

-1
« pour tout z € R* : (coth)(z) = 1 — coth®z =

sinh? x

De cette derniere propriété, on déduit que la fonction coth est strictement dé-
croissante sur chacun des intervalles ouverts |—o0o, 0[ et | 0, +00[. Comme, de plus,

lim cothz = —1, lim cothz = —oco, lim cothx = 4oco et lim cothz =1,
T——00 r—0— z—0+ r—+00

on peut affirmer que la fonction contangente hyperbolique est une bijection de
R* dans F'.
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4 y=cothx

Fig. 7.11

7.6 Fonctions hyperboliques réciproques

7.6.1 Fonction argument sinus hyperbolique

La fonction sinh, étant une bijection de R dans R, admet une fonction réciproque,
appelée fonction argument sinus hyperbolique et notée arsinh (fig. 7.12).
Ainsi, par définition, la relation y = arsinh x est équivalente & : = sinhy;

A ) = arsinhx

Fig. 7.12
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ce qui entraine que la fonction arsinh est impaire. En utilisant le résultat obtenu
au paragraphe 6.1.13, on obtient que la fonction arsinh est différentiable sur R
et que pour tout z € R :

1 1
arsinh’(z) =

= = = avec y = arsinh z.
coshy \/1 + sinh?y V1+a?

Il est facile de déduire de cette égalité que la fonction arsinh est un élément de
Pensemble C*° (R, R) et qu’elle est strictement croissante sur R ; ce qui implique
(§ 5.2.19 et § 5.2.27) que

lim arsinhax = —oco et lim arsinhxz = +oo0.
T——0Q Tr—+00

De plus, son graphique admet un point d’inflexion au point d’abscisse z = 0
(§ 6.5.5).

7.6.2 Fonction argument cosinus hyperbolique
La fonction f : [0, +oo[— [1,+oo[ définie par f(x) = coshz, étant surjective
strictement croissante sur R, admet une fonction réciproque f=1 : [1,4o0[—
[0, +00[, appelée fonction argument cosinus hyperbolique et notée arcosh (fig. 7.13).
Ainsi, par définition, la relation y = arcoshz est equivalente a : x = coshy et
y = 0.

En utilisant le résultat obtenu au paragraphe 6.1.13, on obtient que la fonc-
tion arcosh est différentiable sur |1, +oo[ et que pour tout x €]1, +o0] :

1 1 1

arcosh)’(z) = — = =
( /(=) sinhy  \/cosh?y —1 Va?—1

avec y = arcoshz.

On déduit immédiatement de cette égalité que la fonction argument cosinus
hyperbolique est strictement croissante sur [1,+o00[; ce qui implique (§ 5.2.19)
que lim arcoshz = +4o00.

T —r—+00

A y=arcoshx

Y

Fig. 7.13

7.6.3 Fonction argument tangente hyperbolique

La fonction tanh, étant une bijection de R dans | — 1,1[, admet une fonction
réciproque, appelée fonction argument tangente hyperbolique et notée artanh
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A y=artanh x

"y

Fig. 7.14

(fig. 7.14). Ainsi, par définition, la relation y = artanhz est équivalente & :
x = tanh y; ce qui entraine que la fonction artanh est impaire.

En utilisant le résultat du paragraphe 6.1.13, on obtient que la fonction
artanh est différentiable sur | — 1, 1] et que pour tout = €] — 1,1] :

1 1

artanh)’(z) = =
frtanh) () = T = 1

avecy = artanh z.

Il est facile de déduire de cette égalité que la fonction artanh est un élément
de 'ensemble C*°(] — 1,1[,R) et qu’elle est strictement croissante sur | — 1, 1[;
ce qui implique (§ 5.2.27)

lim artanhx = —oco et lim artanhx = +oo.
z——14 r—1—

De plus, son graphique admet un point d’inflexion au point d’abscisse x = 0
(§ 6.5.5).

7.6.4 Fonction argument cotangente hyperbolique

La fonction coth, étant une bijection de R* dans F' = | — oo, —1[U]1, +o0[, admet
une fonction réciproque, appelée fonction argument cotangente hyperbolique et
notée arcoth (fig. 7.15). Ainsi, par définition, la relation y = arcoth z est équiva-
lente a : x = cothy; ce qui entraine que la fonction arcoth est impaire.

En utilisant le résultat obtenu au paragraphe 6.1.13, on obtient que la fonc-
tion arcoth est différentiable sur F' et que pour tout x € F :

1 1

arcoth) (z) = =
( )() 1—coth2y 1—:E2

avec y = arcothz.
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On déduit facilement de cette égalité que la fonction arcoth est un élément
de P'ensemble C°(F,R*) et qu’elle est strictement décroissante sur chacun des

intervalles ouverts | — 0o, —1[ et ] 1, +00[. De plus,
lim arcothz = + o0

lim arcothx =0, lim arcothx = —o0,
T——00 z——1— r—14
et
lim arcothx = 0.
r— 400
4 y =arcoth x
l 4
-1 0 1 X
Fig. 7.15

7.6.5 Autre expression des fonctions hyperboliques réciproques

e pour tout z € R :
arsinhz = In(z + Va2 + 1)

e pour tout nombre réel x > 1 :

arcoshz = In(z + V22 — 1)

« pour tout z €] —1,1] :
1+z
11—z

artanhx = 3 In

e pour tout nombre réel vérifiant |z| > 1 :

1. =z+1
thae = =1 .
arcoth x 2nm—1
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DEMONSTRATION. Nous nous contenterons d’établir la premiere de ces égalités,
les trois autres s’obtenant de maniere analogue.
Etant donné que la relation y = arsinh z est équivalente a

e —e ¥ (e¥)* —1

z =sinhy 5 5or

on obtient, en multipliant les deux membres de cette égalité par 2e¥, que €Y est
la solution positive de 1’équation 2 — 22t — 1 = 0. D’ou

eY=x+vVa2+1;

ce qui entraine que
y=In(z++Vz2+1).

[ |
7.7 Exercices
7.7.1 Calculer les limites suivantes : — "
1) lim (w420 2) Tim ar an. x — arctanx
z—+o0 , z—0 sinhax —
In(1 Si — 2 sin (2
3) lim n(l + sinz) & + 2%/ 4) lim sin (2/4/x)
0 tanz — sinx z—+oo In(y/r — 1) — In\/z
21/w 1/x 41/1 x
5) lim ( R ) 6) lim a?e V®
T—r—+00 3 T—+00
. arctan(z? — 22 cos )
7 1' Sin T 8 1'
) oy T ) 250 (1 —+/cosz)In(sinz/x)
9) lir_ir_l (Inz)'/® 10) liI_’I_l (Va3 + 322 +2 — Va3 + 1)%.
T——+00 T—>+00

7.7.2 Trouver ’ensemble des solutions de ’équation
2dr=2 _92r _ 3.

7.7.3 Pour quelles valeurs du nombre réel a, la fonction f : R — R définie par
f(z) = 23 + 2¢® 4 a s’annule-t-elle dans I'intervalle ouvert ]0, 1[?

7.7.4 Résoudre le systeme

7.7.5 Résoudre le systeme
¥ =y
% =92

7.7.6 Soit a un élément de |1, e[. Montrer que I’équation alnz = zlna admet
une et une seule solution dans l'intervalle ouvert |e, +ool.
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7.7.7 Montrer que pour tout = €]0,1] : [Inz| < 2//z.
7.7.8 Montrer que pour tout z > 1:Inz < 2y/x.
7.7.9 Montrer que pour tout couple de nombres réels = et y, on a :

1) sinh(2z+y) = sinh 2 cosh y+cosh z sinh y 2) cosh(z+y) = cosh z cosh y+
sinh z sinh y.

7.7.10 Montrer que pour tout z € R : cosh?z — sinh?z = 1.

7.7.11 Comment faut-il choisir le nombre réel « pour que la fonction f :]—1,1[—
R définie par
In(1+2)—In(1—x)
flx) = “

« si

si z#0

Il
o

soit continue au point z =07

7.7.12 Mountrer que la fonction f : [0, 400 [— [1, 400 définie par

2¢%®

1+e®

fz) =
est bijective. Calculer f~1.

7.7.13 Soit f : R — R la fonction définie par

. el g x#0
f(x){ 0 si z=0.

Trouver son développement limité d’ordre n autour de zéro.

7.7.14 Soit f :] — 7/2,7/2[— R la fonction définie par f(x) = (cosz)!*sinz,
Trouver son développement limité d’ordre 4 autour de zéro.

7.7.15 Etudier la fonction f :]0,+00[— R définie par f(z) = 2*. Faire sa repré-
sentation graphique.

7.7.16 Etudier la fonction f : R — R définie par f(z) = (el*l — 2)3. Faire sa
représentation graphique.

7.7.17 Soit f :]0,+oco[— R une fonction différentiable sur ]0,+oo[ telle que
EI}} (f(x) + f'(z)) =1 avec I > 0, et soit g :]0,+o0[— R la fonction défi-

nie par g(z) = e* f(x).

1) Montrer que CEgr_iloog(ac) = +00. 2) En déduire que zll)gr—loo flz)=1.
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7.7.18 Soit f :]1,+oo[— R la fonction définie par f(z) = —In(lnx).
1) Montrer que f est convexe.

2) En déduire que pour tout couple d’éléments x,y de |1, +o0] :

In <x42ry) > yInz-Iny.

7.7.19 Soit ’équation 2% + 3% = n*.

1) Montrer que pour tout entier n > 3, cette équation admet une et une seule
solution dans R.

2) En désignant par x,, cette solution, démontrer que lim z, = 0.
n—-4oo

7.7.20 Soit f :] — 2, +o00[— R la fonction définie par f(z) = In(z +2) — .

1) Montrer que I’équation f(x) = 0 admet exactement deux solutions « et 3,
et que —2 < <0< p.

2) En déduire que la suite (x,,) définie par
Tnr1=In(2+4z,) et =0
converge vers 3.

7.7.21 Montrer que pour tout entier n >0:1/(n+1) <ln(n+1) —Inn < 1/n.
En déduire que la série harmonique (§ 4.1.5) est divergente.

7.7.22 En utilisant 'exercice précédent, montrer que la suite (z,,) définie par

n
xn:—lnn—&—z et 20=0
k=1

EN

converge.

7.7.23 Déterminer I’ensemble des nombres réels o pour lesquels on ait :

+o00

1+2+3+...+k
3 +24+3+...+ e < .
k=1

345+T+...+(2k+1)

7.7.24 Montrer que pour tout entier k > 0: (14 1/k)¥ < e < (1 +1/k)*+L.

7.7.25 En utilisant 'exercice précédent, montrer que pour tout entier n > 1 :
1) n" Y/ n-1)<em L <n®/(n-1)!.

2) n"el ™" < n! < prtlelm,






CHAPITRE 8

Séries entieres et séries de Taylor

8.1 Séries entiéres

Au chapitre 7, nous avons défini a ’aide d’une série le nomre réel e” pour chaque
r € R, et ainsi la fonction exponentielle. Le présent chapitre a pour but de
généraliser cette maniere de définir des fonctions a 'aide de séries.

8.1.1 Définitions

Soit une suite numérique (ay) et zg € R.

( N

400

L’expression Y. ax(z — x0)* est dite série, série entiére ou encore série
k=0

de puissances (entiéres). On définit le domaine de convergence de la série

entiere par

+oo
D= {J; eR: Zak(x — z0)k converge}

k=0
et la fonction f: D — R par

+oo
f(x) = Zak(a? —20)® pour z e D.
k=0

La fonction f est dite définie par la série entiére.

L J
+oo

En x = x0, la série entiere devient ag + > ay - 0, qui converge vers ag . Ainsi
xg € D et f(xo) = ag. k=1

8.1.2 Exemples
1) Choisissons a €]0, +00[, ay = a* pour k > 0 et 79 € R.

Proposition. Pour x € R,

“+o0
Zak(x - xo)k = Zak(x - xo)k
k=0
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converge si, et seulement si, | —xo| < a~!. Ainsi le domaine de convergence
est D =]xg —a~ ', 20 +a 1| et la fonction f: D — R définie par cette série
entiere est donnée par

+oo
f@) =" an(x —wo)* = m pour x € D. (8.1)
k=0

DEMONSTRATION. Lorsque z —xg = a™?,

n n
E a®(x — x0)* = g aaF=n+1
k=0 k=0

et la divergence est évidente dans ce cas. Considérons le cas x — xg # a~'. Pour
tout n € IN, on a

Y - —{a(x — x)}" !
Z ax(z — x0)" = Z{a(m —zo)}F = 1 {_( _0)} i
k=0 1 —a(z — )

k=0

et la suite

(1 —{a(z - mo)}”“)

1—a(x — xp)

converge exactement lorsque |a(x — zo)| < 1, sa limite lorsque n tend vers +oo
valant dans ce cas (8.1). [ |

+oo
La série Y. a*(z — 10)* est dite une série géométrique.
k=0

2) Choisissons ap = 0, ar, = k¥ pour k > 1 et g = 0. La série enticre
correspondante
+oo

Z kFak

k=1

diverge pour tout z € R*. Pour le voir, fixons z € R*. Comme |kz|* > |kz| si
k > |z|~!, on obtient

lim |kF2% = lim |kz[* > lim |kz| = +oo six #0.
k—+oco k—+oc0 k—+o0

+oo
Puisque lim k2" # 0, la série S k*z* diverge (§ 4.1.4).
k—+o00 k=1

Ainsi le domaine de convergence est D = {zg} = {0} et la fonction définie
par cette série entiére est donnée par f(z¢) = f(0) = ag = 0.
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8.1.3 Théoréme sur le domaine de convergence

s 2
, +o0
Enoncé. Soit la série entiere > ap(x — xo)*. 1l existe r avec 0 < r < 400
tel que k=0
+oo
e > agp(x — x0)* converge absolument pour tous les nombres réels x
k=0
tels que |z — zo| <7,
+oo
o > ap(x—1x0)" diverge pour tous les nombres réels z tels que |z —xq| >
k=0
T
On appelle r le rayon de convergence de la série entiere.
. J
Remarques

o Il résulte de ce théoreme que le domaine de convergence D est un intervalle
et D est appelé aussi I'intervalle de convergence de la série entiere.

e Cas r = +00 : la série entiere converge pour tout x € R.

e Cas r =0 : la série entiere ne converge que pour T = xg.

e Cas 0 < r < 400 : l'intervalle de convergence contient au moins 'intervalle
|xo —r,xo + r[ et ne contient aucun x réel tel que |x — xg| > r; il vaut donc

lro — 7,20 + 7], Jro — 7,20 + 7], [X0 — 7,0 + [ OU [0 — T, TO + 7]

e Dans le premier exemple ci-dessus, le rayon de convergence vaut a~' et
I'intervalle de convergence est |zo — a™ !, zg +a~![.

o Dans le second exemple, le rayon de convergence vaut O et l'intervalle de
convergence est {zo} = {0}.

o La terminologie rayon de convergence provient de la théorie des séries en-

+oo
tieres complezes > ax(z — x0)*, o les ay, o et x sont dans C. En effet,
k=0
lorsque 0 < 7 < 400, 'ensemble {z € C : |z — xy| < r} représente un
disque de rayon r.

DEMONSTRATION. Pour simplifier la preuve du théoréme, supposons que g = 0.

“+oo
Si 3 apx® ne converge pour aucun z € R*, alors le choix 7 = 0 satisfait I’énoncé
k=0
du théoréme. +oo
Supposons donc que Y ajz* converge pour un certain z € R*. Pour z € R

tel que |z| < |z|, ona *=0

k
0< |akxk| = |akzk| ’E‘ .
z

Or il existe kg € IN tel que |axz¥| < 1 pour tout k > kg, car klim arz® =0 (ceci
—+00

k. voir le paragraphe 4.1.4). D’ou

“+o00
découle de la convergence de > apz
k=0

:,Ek
Vk >k 0<|apz®| < H .
z
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+o00
Comme ) |§‘k converge (car |r/z| < 1), le critére de comparaison assure que
0

—+oo
> apx® converge absolument (§ 4.2.2).
k=0
En résumé, si z € R* est dans le domaine de convergence D de la série entiere,
alors | — |z|, |z| [ C D et la série converge absolument en tout 2 €] —|z|, |2| [. Par

conséquent D =R, D = {0} ou D est un intervalle de la forme
|—=rorl, ]=rr], [-rr] ou [-r7]
pour un certain r € ]0, +o00[, qui satisfait alors I’énoncé du théoréme. Les choix

r = 0 et r = +oo satisfont 1’"énoncé du théoréme lorsque D = {0} et D = R
respectivement. |

8.1.4 Un critere de convergence pour les séries numériques

Voici une variante utile du critére de la limite supérieure (voir § 4.2.7).

- N
Proposition. Soit une série numérique Z ci, telle que A hm V|ck| = p avec
0 < p< Hoo.
“+ o0
Si0< p<1, alors la série Y ¢ converge absolument.
k=0
+oo
Sil< p< oo, alors Y ¢ diverge.
k=0
N J

DEMONSTRATION. En fait c’est une conséquence directe du critére de la limite
supérieure.

Voici une preuve qui utilise la notion de limite (inspirée de la preuve du § 4.2.7).
Considérons d’abord le cas 0 < p < 1. Comme

lim {/|ex] =p < 1,
k—+4oc0
il existe un entier ko > 0 tel que, pour tout k > ko,

Vil < (p+1)/2< 1.

k
Vk > ko 0 < |ox] < (”%1)

avec
ko—1 +oo k
p+1
Sl Y (250) <40
k=0 k=ko
+oo
car p < 1. Par le critére de comparaison (§ 4.2.2), la série > ¢, converge
absolument. k=0
Considérons ensuite 1 < p < 4o00. Comme

lim {/|ex] = p > 1,
k—+oco
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il existe un entier ko > 0 tel que, pour tout k > ko,

Ve = (p+1)/2> 1.
D’ou

k
k> ko o] > (”%1)

+oo
et la suite (cx) ne converge pas vers 0 (puisque p > 1). Donc ) ¢ diverge

(§4.1.4). k=0
Finalement, supposons p = +co. Comme lim {/|ck| = p = +o0, il existe

. k—+oco
un entier ko > 0 tel que
VEk > ko V/lex| = 2.

+oo
D’oit |cx| = 2* et (cx) ne tend pas vers 0. Ainsi Y ¢ diverge.
k=0

|
8.1.5 Formules pour le rayon de convergence
e 2
+oo
Proposition. Soit une série entiere Y ax(x — z¢)* de rayon de convergence
r. k=0
1) Supposons ai # 0 pour tout k € IN.
a
Si lim R — ¢ avec 0 <4< 4oo, alors r=1/¢
k—+4o0 ag
(avec r =0 si £ = +00 et r = 400 si £ = 0).
Ceci s’écrit aussi r = lim avec 0 < r < +o0.
k—+oco Af+1
2) Si lim {/|ax| = L avec 0 < L < 400, alors r = 1/L.
k— 400
N y

DEMONSTRATION

1) Pour = # xq,

aps1(z — o)k t!

a(z — o)k

k41
Qf

lim

= |z — ol
k——+oo |ZE $0|

= — 1.
’ |Z‘ x0| k—ir—ir-loc

D’apreés le critere de d’Alembert (§ 4.2.9), la série converge absolument si |z —
xoll < 1 et diverge si | — xg|¢ > 1. Le rayon de convergence vaut donc 1/£.
2) Pour z # xo,

lim {/|ax(z — x0)¥| = |x — 0| lim &/|ag| = |z — zo|L.
k—+o00

k—4o00

D’aprés le paragraphe 8.1.4, la série converge absolument si |z — z|L < 1 et
diverge si | — xo|L > 1. Le rayon de convergence vaut donc 1/L. |
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8.1.6 Remarque

La seconde formule ci-dessus admet la généralisation suivante :

si kmf Vvsup |ag| = L avec 0 < L < 400, alors r = 1/L.
— 400

Par convention, la limite supérieure d’une suite non majorée vaut +oo. L’avan-
tage de cette généralisation est que, pour toute suite (ar) de nombres réels,

lim {/sup |ax| est toujours bien défini grace & cette convention.
k—+oo

8.1.7 Exemples

+oo I’k
D2
k=0
1 1)!
Comme lim Gkt _ lim M = lim —— =0,
k—+oco | ag k—+o0 ]_/k' k——4oo k +1

le rayon de convergence vaut r = 400 et l'intervalle de convergence est R. En

fait, au chapitre 7, le nombre réel e* a été défini comme e* = Z "

+°° k+1
E (z —1)*
k=1 o
| ake (=D**2/(k +1) :
1 = B =1
. k—ir—fr—loo ag k—+o0 ‘ ( )kJrl/k k—)+oo k —+ 1 ’

le rayon de convergence vaut r =1/1=1
En z = 2, Z G0 hais
alternée au § 4. 2 4)

k+1 7. .
) =1- % + % — +... converge (cf série harmonique

(=1~ 1 k41 k oo 1 . , . .
En z = Z (—=1)" = — > & diverge (cf série harmonique au

§4.1.5).
L’intervalle de convergence est donc 0, 2].

Remarque. Bien que cette série commence avec le terme correspondant a k = 1,
la théorie reste évidemment valable.

8.2 Séries de Taylor

8.2.1 Rappels sur la formule de Taylor

Soit n € IN, un intervalle ouvert I, zo € I et une fonction f : I — R qui est
(n+ 1) fois dérivable sur I. Posons

) (g
n(z):ZfT(!o)(l’*%o)k et R,(r)= f(x)— P,(z) pour zel.

Six €I, il existe 8, €]0,1] tel que

SO (@ + b4 (x — m0))

fin(w) = (n+1)!

(z — x)" .
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Le nombre 6, dépend aussi de n, xq et f, et il n’est pas unique en général. Pour
x = xg, on peut choisir pour 8., n’importe quelle valeur dans ]0, 1].

On appelle P, le polynome de Taylor d’ordre n de f au point xo et R, le
reste d’ordre n au point xg.

Voir le paragraphe 6.4.6.

8.2.2 Série de Taylor

Soit un intervalle ouvert I, zg € I et une fonction f : I — R indéfiniment
dérivable sur 1.

s ~N
La série entiere

(@ 20)*

k=0
est appelée série de Taylor de f au point zy . Lorsque 0 € I et g = 0, cette
série entiere s’appelle aussi série de MacLaurin de f.

Etudier la convergence d’une série de Taylor consiste en :

1) déterminer le rayon de convergence r et l'intervalle de convergence,

RO
2) comparer f(z) et > fTW(x — 0)* pour tout x appartenant a la fois &
0

I et & lintervalle de convergence.

Grace a la formule de Taylor, on voit que, dans 2),

120 (k)
f(x)zzf (o)

k=0

Lk - _
o (x — x0) @TLEIEOOR”(JL‘) 0,

ou R, est le reste d’ordre n au point xg. Dans le cas particulier x = xg, f(z) est

—+oo
égal & f(k;(lz(’)(x — o)k :
k=0

OO L(k) (5 IX 0 (g
Z fT(IO)(xo - xo)k = f(zo) + ; fT(!O)(fO - Io)k = f(z0) + 0= f(zo).

k=0 ’ =

8.2.3 Exemple : e”

Comme vu aux paragraphes 7.1.1 et 8.1.7, la série entiere

+oo L

i
25

converge pour tout x € R vers e®. Soit une fonction f : R — R dérivable sur

R, telle que f'(x) = f(x) pour tout = € R et f(0) = 1. A titre d’illustration,
+oo

prouvons que f(x) = Y ”,”C—I: pour tout z € R, ceci a 'aide de la formule de
k=0
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Taylor qui vient d’étre rappelée (§ 8.2.1). Ainsi f sera nécessairement la fonction
exponentielle.

Par récurrence, on montre que f est indéfiniment dérivable sur R et, pour
tout k € I,

ve e R fM (@)= fz) et fP(0)=f(0) =1

+oo 4
La série de Taylor de f au point zo = 0 vaut donc ) 7y, son rayon de conver-

k=0
gence étant +o0o et son intervalle de convergence R. Vérifions que lirf R,(z) =
n—-+0oo
0 pour tout z € R. Pour chaque n € IN et chaque z € R, il existe 6, , €]0, 1] tel
que

f(n+1)(9n,x$) ntl f(an,rx) 2+

Bale) = G = )

Dans la notation 6, ,;, nous insistons non seulement sur la dépendance en x, mais
aussi sur la dépendance en n qui joue un réle important dans ce qui suit.
Pour z € R fixé, on obtient

(n+1)!
X o R
Comme kZO r converge, kgrfoo o 0 (§ 4.1.4). Donc

Dt <
i 1O < lol)
n——+o00 (n+1)!

+oo

Dou f(z) = > %T pour tout x € R.
k=0

8.2.4 Exemple : In(z)

Soient I =]0,4o00[, g = 1 et f :]0,+o00[— R donnée par f(z) = In(z). On

obtient f(x) = L, /(@) = L, F() = 2, () = 22, .., fW)(a) =
% pour k > 1.
D’ou
+00 4 (k) T (L)AL — IX(—1)t
TARICY K (=D" (k- 1)! . (=1 .
-1 = —  (x—-1)"= —(z -1
2 (z—1) 0+; o (z—1) 1; (@ —1)

= @Dl g1

Cette série entiére a été étudiée a l'exemple 2) du paragraphe 8.1.7, ou il a
été montré que son intervalle de convergence est |0, 2].
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Vérifions que 1ir_£1 R, (z) = 0 pour tout z € [1/2,2]. Pour chaque n € IN et
n—-+0o0
chaque z € [1/2,2], il existe 0,, , €]0,1[ tel que

f(n+1)($0 + 0, z(x — xO))

Fnl@) = i) (o = o)
DRI+ O (a — 1)) Y 1
= D) (x —1)"*
_ (=D)"(1 +0p o (v — 1))—(n+1) (z — 1)n+1 )
n+1

Pour z € [1/2, 2] fixé, on obtient

(min{z, 1})~(+1)
n+1

| R ()] < o — 1"

1))~ (4D 1 -1 \"*!
lim (min{z,1})~ |t — 1" = lim |$ | —0
nestoo n+1 n—+oon + 1 \ min{z, 1}

car e =1 < 1 lorsque z € [1/2,2]. D’ou In(z) = f Dk“ (z — 1)* pour
min{z, 1} d T = P
tout « € [1/2,2]. En particulier
1 1
In2)=1--+-—+... 2
n(2) 5+ 3 + (8.2)

Nous verrons au paragraphe 8.3.3 que ce résultat est en fait valable pour tout
z €]0,2] :

+°O 1 k+1
k
= Z (x —1)" pour tout = €]0,2].
k=1

Remarque. La série dans (8.2) converge trés lentement. Voici une meilleure ma-
niere de calculer In(2) :

+oo k+1 400
In(2) = —In(1/2) = Z (—1/2)F ZE 1/2)k
k=1

k=1

}—‘
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8.2.5 Autres exemples

Par le méme genre de techniques, on obtient :

e 2
+oo
= Zxk pour tout z €] —1,1]
k=0
(voir aussi ’exemple 1 du § 8.1.2 avec a = 1 et 29 = 0),
+oo (_1)k+1
e In(1+2)= Z ka pour tout x €] — 1,1],

1
‘11—z

k=1
400 1
e sinh(z) = g ————— 2?1 pour z € R
!
pars (2k + 1)!
car sinh® (0) = 0 si k est pair et sinh®)(0) = 1 si k est impair,
+oo
1
e cosh(z) = g 2% pour z € R
!
= (2k)!
car cosh®™(0) = 1 si k est pair et cosh® (0) = 0 si k est impair,
+oo k
: (D" ok
e sin(x) = "7 pour = € R,
!
prs (2k+1)!
+oo k
-1
e cos(z) = (2kz)' 2% pour z € R.
= (2F)!
L J

8.2.6 Contre-exemple
Soit f: R — R définie par

. e~/ sixe R,
f(x){o si = 0.
Cette fonction est indéfiniment dérivable sur R et f*)(0) = 0 pour tout k € IN.
En effet f est indéfiniment dérivable sur | — oo, 0] et sur |0, +o00[ en tant que

composée sur ces intervalles de fonctions indéfiniment dérivables.
D’autre part f/(0) existe et vaut 0 car

_ —1/x? —1/x? —t
i L@ SO e —+ lim ©— =+ lim —
z—0+ z—0 z—0+ I z—0+ ‘x| t—+oo t—1/2
£\ 12 1\ 1/2
() () o

grace & la regle de Bernoulli-L’Hospital (§ 6.3.2 et 6.3.3).
En raisonnant de méme sur la fonction f’ : R — R donnée par

—1/3622 -3 : *
N ) oe T sixe R,
f(m)_{o siz =0,



Séries entieres et séries de Taylor 209

on obtient que f”(0) existe et vaut 0, et ainsi de suite par récurrence.

—+o0
La série de Taylor de f au point xg = 0 vaut donc Y. 0- ¥, qui converge en
k=0
“+oo
tout z € R vers la valeur 0. Ainsi f(x) n’est égale & la série de Taylor > 0-z*
k=0

qu’en x = 0.

8.3 Primitive et dérivée d’une fonction définie par
une série entiere

8.3.1 Théoréme (primitive)

s 2
Enoncé. Soit une suite (bz) dans R et zo € R.
1) Les deux séries entieres

+

+oo
Zbk(zfxo)k et o l(x—:ro)kJrl
k=0 k=0

ont le méme rayon de convergence r avec 0 < r < 400.

2) Sir >0, alors la fonction

+oo
fl@) =" bp(z — x0)*
k=0

que lon définit ici pour = €]zg — r, xo + 7| est continue.

3) Sir >0, alors la fonction

+o0 b
_ k k+1
F(x) = r—x
(@)=Y s ta o)

k=0
que l'on définit ici pour x €|xg — r,zg + 7| est une primitive de f
sur |xg — r,x0 + r[. Ceci signifie que F est dérivable en chaque x €
Jxo — 7, 2o + 7| et que sa dérivée vaut f(x). La notion de primitive sera
définie plus généralement au paragraphe 9.1.12.

Nous donnerons la preuve au paragraphe 9.5.

Remarques. On dit parfois que la série entiere
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s’obtient en « intégrant terme par terme » la série entiere

“+o0
Z by (x — o) .
k=0

Observons que F est la primitive de f sur Jxg —r, zo + 7] telle que F(z) =0 (F
est alors uniquement déterminée comme on le voit par le §6.2.14).

8.3.2 Corollaire (dérivée)

s N
Enoncé. Soit une suite (ax) dans R et zo € R.

1) Les deux séries entieres

—+o0 +oo
Zak(x—xo)k et Zkak(x — xo)k 1
k=0 k=1

ont le méme rayon de convergence r avec 0 < r < +00.
—+o0
2) Sir > 0, alors la fonction f(z) = Zak(a: — 20)" que Pon définit ici
k=0
pour x € |xg — 7,z + r[ est continGment dérivable et

+o0
f(z) = Z kay(x — x0)*1
k=1

sur Jzg — 7, x0 + 7.

. J

+oo
Remarques. On dit parfois que la série entiere Y. kag(z — x9)*~! s’obtient

k=1
—+oo

en « dérivant terme par terme » Y. ap(z — z0)*. Par ce corollaire, f’(zo) =
k=0

+oo

3 kag(wg — w9)* =1 = a; . 1l résulte du corollaire appliqué itérativement que f
k=1

est méme indéfiniment dérivable sur |zo — 7, zo +7[ et que £ (xq) = nla,, pour
tout n € IN.

DEMONSTRATION. On applique le théoréme précédent aux séries entiéres

+o00 +oo
Zkak(xfxo)kfl et Zak(xf;co)k.
k=1 k=1

Notons que la seconde s’obtient bien en « intégrant terme par terme » la pre-
miere. Le théoreme affirme que les deux séries entieres ont le méme rayon de
convergence 7 et, si 7 > 0, la premieére série entiere définit une fonction conti-
nue sur |xo — 7, zo + r[ et la seconde définit une primitive sur |zo — 7, z0 + 7[.
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12.2.6 Existence et unicité d’une solution maximale

( N

Soit f : I; — R une fonction continue ne s’annulant pas sur l'intervalle
ouvert I et soit g : Is — R une fonction continue sur 'intervalle ouvert Is.
Alors, pour tout couple de nombres zo € I et tg € Is, il existe une unique
solution ¢ : J — I; de D'équation différentielle (12.4) satisfaisant

« 0(to) = o,

e J = J pour toute solution v : J — I de équation différentielle (12.4)

vérifiant A A
JCJ et Vted v(t) =0(¢).

. )

Cette solution © : J — Ij est appelée la solution mazximale de 1’équation
différentielle (12.4) pour la condition initiale u(to) = xo.

DEMONSTRATION. II suffit de poser J comme étant la réunion de tous les in-
tervalles ouverts J inclus dans Iy pour lesquels il existe une solution v : J — I1
de I’équation différentielle (12.4) vérifiant v(tp) = xo et d’utiliser le théoréme
12.2.5. |

Remarque. Il résulte de cette démonstration que, pour toute solution
v :J — I de I'équation différentielle (12.4) vérifiant la condition initiale
v(tg) = xo (J contenant tg), on a J C J et la restriction de 0 & J est v.

12.2.7 Equation de Bernoulli

( N

Soit I un intervalle ouvert de R et n un entier strictement supérieur a 1.
On appelle équation de Bernoulli une équation de la forme

' (t) + p(t)u(t) = f(H)u"(t) (12.7)

ou p, f : I — R sont deux fonctions continues.

. J

t
Soit ty € I et multiplions les membres de gauche et de droite par elio? (s)ds

qui donne I'équation différentielle équivalente

ce

(eftto P(S)dsu(t))/ _ eftto p(s)dsf(t)un (t).

Ceci conduit a poser

‘ u(t) =a(t)w(t) avec w(t)=e Jip () ds
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transformant I’équation de Bernouilli (12.7) (& condition que u(t) # 0) en ’équa-
tion différentielle a variables séparées

qui a été étudiée au paragraphe 12.2.3.

t
Remarque. L’expression el P() 95 oot un facteur intégrant pour I’équation dif-
férentielle v’ + pu = 0 (voir sect. 12.1).

12.2.8 Exemple
Soit I’équation de Bernoulli
W)+ 2t (t) = e ud(t)

pour la condition initiale «u(0) = 2. Multiplions les deux membres de I’équation
par

t t 2
effo 2sds — €f0 2sds _ et ,

ce qui donne I'équation différentielle équivalente

(et2 u(t)) - e’ et u? (t).

En posant
a(t) = etQu(t),

on obtient ’équation différentielle suivante pour 4 :
o' (t) = a3(t)

pour la condition initiale @(0) = € u(0) = 2.
Au paragraphe 12.2.2, nous avons obtenu la solution maximale

2
i) — 2
=1y
définie sur J =] — 00, 1/2[. Ainsi
2t
t) =
) =15
définie sur J =] — 00,1/2[ est la solution maximale de I’équation de Bernoulli

pour la condition initiale u(0) = 2.

Remarque. Pour la condition initiale u(0) = 0, la solution maximale est donnée
par u(t) = 0 sur R.
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12.2.9 Equation différentielle homogéne

( N

On appelle équation différentielle homogéne une équation de la forme

W () =h (“(t)) (12.8)

t

ou h: I — R est une fonction continue sur 'intervalle ouvert 1.

En posant

les solutions de I’équation différentielle homogene (12.8) se déduisent des solu-
tions de I’équation a variables séparées

pourvu que, pour tout x € I, h(z) # .

12.3 Equations différentielles linéaires du premier ordre

12.3.1 Définitions

( N

Soit I un intervalle ouvert de R. On appelle équation différentielle linéaire
du premier ordre une équation de la forme

u'(t) + p(t)u(t) = f(t) (12.9)

ou p, f : I — R sont deux fonctions continues.
Une fonction v : I — R continiment différentiable sur I est dite solution
de I’équation différentielle (12.9) si pour tout ¢ € I :

V(1) + pt)olt) = £(2).

12.3.2 Solution générale de ’équation différentielle sans second membre

Soit I un intervalle ouvert de R, ¢y un élément quelconque de I et p: I — R
une fonction continue. Toute solution v : I — R de 'équation différentielle (dite
sans second membre)

u'(t) + p(t)u(t) =0 (12.10)
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est de la forme

{ u(t) =ce Jo?®) 45 avec ceRR. (12.11)

Par définition, 'expression (12.11) est appelée la solution générale de I’'équa-
tion différentielle (12.10).

DEMONSTRATION. Ceci a été vu dans l'introduction du chapitre. Pour rappel,
choisissons tg € I et multiplions les deux membres de I’équations différentielle par

le facteur intégrant eftto P (S)ds, ce qui donne I'équation différentielle équivalente
(efttb p(s)dsu(t))/ =0.
Ainsi v : I — R est solution si, et seulement si,
elvo p(s)dsv(t) —c
pour une certaine constante ¢ € R. |

12.3.3 Solution particuliére en présence d’un second membre

Soit I un intervalle ouvert de R, ¢y un élément quelconque de I et f,p: I — R
deux fonctions continues. Considérons une solution w : I — R* de I’équation
différentielle sans second membre, par exemple

w(t)=e Jig p(s)ds

pour un certain ty € I. Alors, pour toute constante ¢ € R, la fonction cw est
aussi une solution de I’équation différentielle sans second membre.

On se propose de trouver une fonction ¢ : I — R de sorte que 'application
vg : I — R définie par

soit une solution de I’équation différentielle (12.9) avec second membre. Cette
méthode de résolution est appelée méthode de la variation de la constante.
Pour cela, il faut et il suffit que pour tout ¢ € I :

vo(t) +p(t)wo(t) = ¢ (B)w(t)

= (w(t) = f(t

ou encore, en intégrant, que
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Par conséquent, en posant ¢y = 0, on obtient que la fonction vy : I - R
définie par
f(s)
w(s)

vo(t) = w(t) / ds (12.12)

est une solution particuliére de 'équation différentielle (12.9).

Remarque. Pour s € T fixé, la fonction ¢t — w(t)/w(s) qui intervient dans
la formule t

vo(t) = / W) £s)ds

to

est une solution de ’équation différentielle sans second membre qui vérifie
la condition initiale w(t)/w(s) =1ent =s.

12.3.4 Principe de superposition des solutions

p
Soit I un intervalle ouvert de R, f1, fo et p : I — R trois fonctions continues
et T: I — R (resp. © : I — R) une solution particuliere de ’équation
différentielle
' (t) +pt)u(t) = f1(t) (resp. fa(t)).
Alors, la fonction v : I — R définie par
v(t) =o(t) + 0(t)

est une solution particuliere de I’équation différentielle

u'(t) + p(tyu(t) = f1(t) + f2(t).

12.3.5 Solution générale en présence d’un second membre

-
Soit I un intervalle ouvert de R, ty un élément quelconque de I et f,p :
I — R deux fonctions continues. De plus, supposons que vy : I — R soit
une solution particuliere de I’équation différentielle (12.9). Toute solution
v : I — R de I"équation différentielle

u'(t) + p(t)u(t) = f(t)

est de la forme
v(t) = vo(t) + ce Jig (o) ds avec c € R. (12.13)

Par définition, I'expression (12.13) est appelée la solution générale de
I'équation différentielle (12.9).
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DEMONSTRATION. Supposons que v : I — IR soit une solution de ’équation
différentielle (12.9), et considérons la fonction auxiliaire T : I — R définie par

B(t) = v(t) — vo(t).

Par construction, T : I — R est une solution de 1’équation différentielle (12.10) ;
ce qui entraine (§ 12.3.2) lexistence d’une constante c telle que pour tout ¢ € I :

B(t) = ce” Jro P9,
Donc pour tout élément ¢ de I :
u(t) = vo(t) +T(t) = vo(t) + ce” o P,

La réciproque est évidente. |

12.3.6 Exemple

Trouver la solution générale de ’équation différentielle
u'(t) + costu(t) = sin 2t + cost.
Commencons pas traiter ’équation différentielle sans second membre :
u'(t) + cost u(t) = 0.
Un facteur intégrant est (en choisissant to = 0)
efof cossds _ sint
et I’équation différentielle sans second membre est équivalente a
(esintu(t))/ =0,
dont la solution générale est
u(t) = ce” 5t
ou ¢ € R est une constante. Pour s € R fixé, notons que la fonction
t -y e~ sint josins _ osins—sint

est une solution de ’équation différentielle sans second membre qui vaut 1 en
t=s.

Recherchons maintenant des solutions particulieresv: R - Ret v : R - R
des équations différentielles

uw'(t) + costu(t) = sin 2t

et
u'(t) + costu(t) = cost

respectivement. Par la formule (12.12),
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t

T(t) = e~ Sint / 5% sin 25 ds
0
et t

O(t) = e~ sint / eS% cos s ds.
0
On obtient

t

o(t) = e~ 0t / €% 2sin s cos s ds

0
sint .
. . sint sint
=e 9 [ 2e*zdz = 2e” M | €72 - e*dz
0 0
0

=2e St (e fgint — MM 4 1) = 2(sint — 1) + 25!

et t

@(t)zefsint/(esin 5)’d8:675int(esint71) :1iefsint.

0
Par conséquent (§12.3.4 et 12.3.5), la fonction vy : R — R définie par
vo(t) =T(t) +0(t) —e "™ = 2sint — 1
est une solution particuliere de I’équation différentielle
u'(t) + costu(t) = sin 2t + cost.
Finalement, on obtient, en utilisant la formule (12.13), que
v(t) = (2sint — 1) + ce™ **

est la solution générale de I'équation différentielle
u'(t) + costu(t) = sin 2t + cost.

124 Equations différentielles linéaires du second ordre

12.4.1 Définitions
-

Soit I un intervalle ouvert de R. On appelle équation différentielle linéaire
du second ordre une équation de la forme

u”(t) + p(t)u’ (t) + q(t)u(t)

ou p,q et f: I — R sont trois fonctions continues.

£(0) (12.14)




Equations différentielles 311

Une fonction v : I — R deux fois contintiment différentiable sur I est dite
solution de I’équation différentielle (12.14) si pour tout ¢ € I :

v"(t) + pt)v'(t) + q(t)o(t) = f(1).

De méme, une fonction v : I — R deux fois continument différentiable
sur [ est dite solution de I’équation différentielle (12.14) sans second membre
si pour tout t € [ :

V" (t) + p()V' () + q(t)v(t) = 0.

12.4.2 Théoréme d’existence et d’unicité

( N

Soit p,q : I — R deux fonctions continues sur un intervalle ouvert I. Alors,
pour tout élément ty de I et tout couple de nombres réels a et 3, I’équation
différentielle

u”(t) + p()u' (t) + q(t)u(t) =0 (12.15)

admet une et une seule solution v : I — R telle que v(ty) = a et v/ (o) = S.

DEMONSTRATION. Il n’est pas possible, dans le cadre de ce livre, de donner une
démonstration de ce théoreme. |

12.4.3 Fonctions linéairement indépendantes

(" 7

Soit I un intervalle ouvert non vide de R. Deux fonctions u; : I — R et
ug : I — R sont dites linéairement dépendantes s’il existe une constante ¢
telle que

Vtel ui(t) =cua(t)

ou
YVt eI us(t) =cus(t).

Si une telle constante n’existe pas, les deux fonctions u; et us sont dites
linéairement indépendantes.

. J

Remarque. Si u; = 0 sur I, alors
Vte I ui(t) =0-ua(t)

et donc u; et ug sont linéairement dépendantes. De méme, si us = 0 sur I, alors
YVt eI ux(t)=0-ui(t)

et donc uy et us sont linéairement dépendantes.
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12.4.4 Cas des coefficients constants en ’absence du second membre

Considérons ’équation différentielle
u” (t) 4+ au(t) + bu(t) = 0, (12.16)

ou a, b sont deux constantes réelles. Pour cette équation différentielle, il est pos-
sible de donner explicitement deux solutions linéairement indépendantes. Pour
ce faire, soit 1’équation caractéristique

22 4+az+b=0, zeC.

Il y a trois cas :

Premier cas. L’équation caractéristique a deux solutions réelles distinctes, ce qui
est le cas exactement lorsque a? — 4b > 0. On les notera A\; € R et Ay € R avec
A1 # Ag. Alors v : R — R et vg : R — R définies par

Ul(t) = eAlta U2(t) = e>\2t7 te ]Ra }

sont deux solutions linéairement indépendantes. Vérifions par exemple que vy
est une solution :

v (t) 4 av) (t) + buy (t) = AeMt 4 areMt 4 bettt = M ()\f +aX + b) =0.

Deuxiéme cas. L’équation caractéristique n’a qu’une solution, qui est alors réelle
et vaut z = —a/2. Ceci est le cas exactement lorsque a? —4b = 0. Alors vy : R —
R et v : R — R définies par

vl(t):(f%t, v2(t):t67%t, te R, ’

sont deux solutions linéairement indépendantes. La vérification que v; est une
solution est la méme que ci-dessus. Vérifions que vo est aussi une solution (avec
la notation —a/2 = z) :

vh(t) = et +tze®, vy(t) = (e + tzeZt)l = 2ze* 4 t2%e*
et
vl () + avh(t) + bug(t) = 2z + tz%e + a(eZt + tzeZt) + bte*!
= te*! (22 +az+ b) + et (22 + a) =0.

Troisiéme cas. L’équation caractéristique a deux solutions distinctes dans C\R,
ce qui est le cas exactement lorsque a? — 4b < 0. On les notera

z1=(—a+iv4b—a?)/2

et

zo = (—a — i/ 4b —a?)/2,
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oll V4b — a? € )0, +oo|. Introduisons encore les notations

V4b — a?

)\zf:hnzl et ,uz—g:Rezl.

Alors v1 : R — R et vy : R — R définies par

[ v1(t) = e* cos(Mt), wvo(t) = et sin(At), t € R,

sont deux solutions linéairement indépendantes. Vérifions par exemple que vy
est une solution :

vy (t) + avy(t) + buy(t)
= p?el cos(At) — 2uett Asin(\t) — et \? cos(\t)
+ a(ue”t cos(\t) — et A sin()\t)) + bett cos(At)
= et cos(\t) (,u2 — XN tap+ b) + et sin(\t) ( — 21\ — a/\)
a’> 4b—a® a®

= e cos(At) (— -+ b) + e sin(At) (a)\ - aA) = 0.

Remarque sur le troisiéeme cas. Comme z; = 4+ A, on a

‘ vi(t) =Re (e7'') et wva(t) =Im (e™?). ’

En effet (§ 2.3.1)

A1t — ehttidt e“t(cos()\t) + isin(At)).

12.4.5 Recherche de deux solutions linéairement indépendantes
en I’absence du second membre

Une des conséquences immédiates du théoreme 12.4.2 est que 'équation diffé-
rentielle (12.15) posseéde au moins deux solutions linéairement indépendantes,
méme lorsque les fonctions p et ¢ ne sont pas constantes. Malheureusement, il
n’existe pas, en général, de formule permettant de les calculer explicitement.

Par contre, si on connait une solution vy : I — R de ’équation différentielle
(12.15) qui ne s’annule en aucun point de I, il est toujours possible de trouver
une fonction non constante ¢ : I — R de sorte que 'application vo : I — R
définie par

va(t) = c(t) vi(t)

soit une seconde solution de 'équation différentielle (12.15). C’est de nouveau la
méthode de la variation de la constante (comparer avec le § 12.3.3).
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En effet, il suffit que pour tout t € I :

d(t)#£0
et
U (£) + p()Vh(E) + a(t)ua(t)
¢ (Hyor(t) + ¢ (1) (201(0) + p(t)ua(8)) + e(0) (] (£) + p(V] (1) + a()en (1))

() + ¢ (1) (205 (1) + p(t)en (1)) = 0,

ou encore, en intégrant, que

t

o~ JipP()d
t) = —d t 0
c(t) cl/ () s+cy et 1 #

to

(to étant un élément quelconque de I'). Comme dans le présent paragraphe nous
ne souhaitons obtenir qu’'une solution particuliére linéairement indépendante de
v1, nous posons ¢; = 1 et ¢ = 0 pour simplifier. On peut ainsi affirmer que la
fonction vy : I — R définie par

Jz, p(ryar

va(t) = Ul(t)/e_vf(s) ds (12.17)

est une solution de I’équation différentielle (12.15), et que les fonctions vy et vy
sont linéairement indépendantes.

Remarque. Plus généralement, si v; ne s’annule pas sur 'ouvert J C I et
ty € J, cette méthode donne une seconde solution linéairement indépendante
vy ¢ J = R. Par le paragraphe 12.4.2, vy s’étend d’une maniére unique en une
solution définie sur tout I.

12.4.6 Définition du wronskien de deux fonctions

Soit I un intervalle ouvert de R. Si ui,us : I — R sont deux fonctions
différentiables sur I, la fonction Wuy, us] : I — R définie par

Wy, ua](t) = u (t)uy(t) — uy (t)us(t)

est appelée le wronskien de uy et us.
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12.4.7 Caractérisation de deux solutions linéairement indépendantes
en I’absence du second membre

Soit I un intervalle ouvert de R, p,q : I — R deux fonctions continues et
v1,v9 : I — R deux solutions de ’équation différentielle

u”(t) + p(t)u (t) + q(t)u(t) = 0.

Alors, les deux fonctions v; et vy sont linéairement indépendantes si et
seulement si leur wronskien ne s’annule en aucun point de I.

DEMONSTRATION. Soit v, vs : I — R deux solutions de 1’équation différentielle
(12.15).

Premiére partie. Supposons d’abord qu’il existe un élément ty de I pour lequel
W [v1,v2] (to) = 0 et prouvons que ces solutions sont linéairement dépendantes.

Puisque W [v1, v2] (tg) = 0, il existe deux constantes ¢; et ¢z, non toutes les
deux nulles, telles que

{ c1v1(to) + cava(to) =
CIU/1 (to) =+ Cgvé(to) =

Considérons maintenant la fonction auxiliaire v : I — R définie par
v(t) = crv1(t) + cava(t).
Par construction, on a que pour tout t € I :
V" (t) + p(t) V' (t) + q(t)v(t) = 0.

Comme d’autre part v(tg) = v'(tg) = 0, on obtient, d’apres le théoréme 12.4.2
que pour tout t € I : v(t) = 0. De ce résultat, on déduit que les deux fonctions
v1 et vg sont linédairement dépendantes.

Seconde partie. Supposons ensuite qu’il existe une constante c telle que v; = cvs.
Alors, pour tout t € I :

W vy, vo] (£) = vi(t) vy(t) — vy (t)va(t)
= cua(t)vh(t) — cvy(t)va(t) = 0.
De méme, si vy = cvy, alors W vy, v2] (t) = 0 pour tout ¢ € I. [ |

12.4.8 Solution générale de ’équation différentielle sans second membre

Soit I un intervalle ouvert de R, p,q : I — R deux fonctions continues et vy, vy :
I — R deux solutions linéairement indépendantes de 1’équation différentielle
(12.15). Toute solution v : I — R de I’équation différentielle

() + p(t) (t) + a(t)u(t) = 0
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est de la forme

v(t) = crv1(t) + cova(t) avec c1,c2 € R. (12.18)

Par définition, expression (12.18) est appelée la solution générale de I’équa-
tion différentielle (12.15).

DEMONSTRATION. Soit v : I — IR une solution de 'équation différentielle (12.15)
et tp un élément quelconque de I. Comme W [v1,v3] (tg) # 0 (§ 12.4.7), on sait
qu’il existe deux constantes c; et ¢y telles que

{ c1v1(to) + cava(to) = v(to)
Cl’Ull (to) + CQUé(tO) = U’(to).

Ainsi, la fonction © : I — R définie par
'D(t) = C1U1 (t) —+ CovUo (t)
est une solution de I’équation différentielle (12.15) satisfaisant les deux conditions
initiales :
’U(to) = ’U(to) et @/(to) = ’Ul(to).
Par conséquent, en utilisant le théoreme 12.4.2, on peut affirmer que pour tout

tel:
v(t) = 0(t) = crv1(t) + cova(t).

La réciproque est évidente. |

12.4.9 Solution particuliere de ’équation différentielle avec second membre

Soit I un intervalle ouvert de R, £y un élément quelconque de I et p,qet f: I —
R trois fonctions continues. De plus, supposons que vi,ve : I — R soient deux
solutions linéairement indépendantes de I’équation différentielle (12.15).

( N

11 est possible de trouver deux fonctions c1,ce : I — R de sorte que I'appli-
cation vy : I — R définie par

vo(t) = cr(t)vr(t) + co(t)v2(t)

soit une solution de I’équation différentielle (12.14). Cette méthode de ré-
solution s’appelle méthode de la variation des constantes (comparer avec
les paragraphes 12.3.3 et 12.4.5).

Observons que
vo(t) = ci(H)vr(t) + &5 (H)va(t) + er (B (t) + ca(t)va(t)
et posons pour tout t € I :

A (t)vr(t) + ch(t)va(t) = 0.
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Alors on obtient

et donc

D’ou
ol (1) + (1) + a(t)uo(t)
’uwuwwx><>+qm(ﬂw+MWﬂw+«omm)
+ ea(t) (05(6) + BV () + a(B)ea(®))
= (b m+@m m 1(t).

Ainsi, en résolvant le systéme

{ ci ()i (t) + ca(t)ve
ct (D1 (t) + o ()va(t) = f(1),

on obtient que pour tout élement ¢ de I :

f(t)va(t)
W [v1, v2] (1)

)=

ou encore, en intégrant, que

/WUMUQ ds ta

et

d
/W [v1,v2] ( ot

Puisque, dans ce paragraphe, nous ne recherchons qu’une solution particuliere,
nous pouvons poser ¢; = ¢o = 0 pour simplifier.

( 7

Ainsi on peut affirmer que la fonction vy : I — R définie par

ds d 12.1
/Wm,vz s /Wm,vz s (1219)

est une solution particuliére de 'équation différentielle (12.14).
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Remarque. Pour s € [ fixé, la fonction

—v1(t)va(s) + va(t)vi(s)

T T WL wl ()

qui intervient dans la formule

vo(t) = / —v1(t)va(s) + va(t)vi(s)

Wlonwl(s)  )de

to

est une solution de I’équation différentielle sans second membre qui s’annule
en t = s et dont la dérivée vaut 1 en t = s.

12.4.10 Principe de superposition des solutions

Soit I un intervalle ouvert de R, p,q, f1 et fo : I — R quatre fonctions conti-
nues et U : I — R (resp. 0 : I — R) une solution particuliere de ’équation
différentielle

u”(t) +p()u'(t) + q(t)ult) = f1(t) (resp. f2(t)).
Alors, la fonction v : I — R définie par

u(t) = o(t) + (1)

est une solution particuliere de I’équation différentielle

u”(t) +p()u' (1) + q()u(t) = f1(t) + f2(1).

12.4.11 Solution générale de I’équation différentielle (12.14)

( N

Soit I un intervalle ouvert de R, p,q et f : I — R trois fonctions continues
et v1,v2 1 I — R deux solutions linéairement indépendantes de 1’équation
différentielle

u”(t) + p(t)u (t) + g(t)u(t) = 0.

De plus, supposons que vy : I — R soit une solution particuliere de ’équa-
tion différentielle (12.14). Toute solution v : I — R de 'équation différen-
tielle

u(t) + p()u' (t) + q(t)u(t) = f(2)
est de la forme
v(t) = vo(t) 4+ c1v1(t) 4+ cova(t) avec ¢1,co € R. (12.20)

Par définition, 'expression (12.20) est appelée la solution générale de 'équa-
tion différentielle (12.14).




Equations différentielles 319

DEMONSTRATION. Supposons que v : I — IR soit une solution de ’équation
différentielle (12.14), et considérons la fonction auxiliaire ¥ : I — R définie par

B(t) = v(t) — vo(t).

Par construction, ¥ : I — R est une solution de I’équation différentielle (12.15);
ce qui entraine (§ 12.4.8) l'existence de deux constantes c; et co telles que pour
tout t € I :

’L_)(t) = C1U1 (t) + CQUz(t).

Ainsi, pour tout élément ¢ de I :
v(t) = vo(t) + B(t) = vo(t) + crv1(t) + cava(t).
La réciproque est évidente. |

12.4.12 Exemple

Pour t > 0, trouver la solution générale de ’équation différentielle

1

' (8) + (1) -

—u(t) = In(t) (12.21)
sachant que la fonction vy : |0, 400 — R définie par
’Ul(t) =t

est une solution de cette équation différentielle sans second membre.
Recherchons une solution particuliere 05 : |0, +00] — R de 1’équation sans
second membre linéairement indépendante de v;. Recherchons-la sous la forme

Oa(t) = c(t)v1(t)

(méthode de la variation de la constante). On a

0= (1) + 734(0) — 5(0)
= (0o (1) + 2¢ (05 (6) + (O () + 7 (¢ (or () + )i (1)) — elBpn ()

¢ (on(0) + 26 (0 (1) + 1 (Bun ()
="t + 2 (t) + (¢).

Il suffit de trouver une solution particuliere ¢ : ]0,+o00] — R de I'équation
différentielle

C/I(t) B _§
ait) ot
sur |0, +o00] telle que ¢/(t) ne s’annule pas. On obtient
In|d'(t)| = =31n(t) + co = —31In(t)
en choisissant ¢y = 0, et donc |c( )| = . I suffit ainsi de choisir ¢(t) =

—(1/2)t72, ce qui donne 0y(t) = —(1/2)t™ 1 en résulte que vy = —209 = 1/t
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est aussi une solution particuliere de ’équation différentielle sans second membre
linéairement indépendante de v .
On peut aussi appliquer la formule (12.17) : on sait que la fonction Uy :

10, 400 — R définie par
t
t/e ffl/’T Lt
o2t 2
1

est une seconde solution de I’équation différentielle (12.21) sans second membre,
linéairement indépendante de vy . Par suite, il en est de méme de la fonction
2 :]0, +o0o] — R définie par

<n
|

Ug(t) = 721_)2(25) =+ v (t) = -
(voir § 12.4.8).
Observons que
Wvr, v2](t) = v1(t)vh(t) — vy (t)ve(t) = =t —t 71 = —2/t
sur ]0,+oo][ et appliquons la formule (12.19). Alternativement, observons que,
pour s € ]0, +o0[ fixé, la fonction

1
t — 5(t— s2t7h, >0,

est une solution de I’équation différentielle sans second membre qui s’annule en
t = s et dont la dérivée vaut 1 en t = s, et appliquons la remarque qui suit la
formule (12.19). On sait alors que la fonction vy : ]0, +00[ — R définie par

N | =+

t
1
vo(t) lnsds——/s2 Insds

1
s'Insds — t/ (s3/3) Insds
1

t
2

/
ot

t
t 1 t 1
2t nt — — (43 Int — - 2
5t Int 2t(t /3)Int 5 d8+2t/( /3)ds
1

,_.\{*

t*Int  t*Int tt-1) 1 ,4

= — - — (* =1
2 6 2 +18t( )
t2 1

= —(3lnt — - — =

g 3In )+2 18t

est une solution particuliére de ’équation différentielle (12.21). Finalement, on
obtient, en utilisant la formule (12.20), que pour ¢ > 0 :

t2 C2
v(t) = 5(31nt —4) + it + "

est la solution générale de 'équation différentielle (12.21).
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12.5 Equations différentielles linéaires du second ordre a
coefficients constants

12.5.1 Définitions

( N

On appelle équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients
constants une équation de la forme

o’ (t) + au' (t) + bu(t) = f(t) (12.22)

ou a, b sont deux constantes réelles et f : R — R une fonction continue.
Une fonction v : R — R deux fois contintiment différentiable sur R est
dite solution de ’équation différentielle (12.22) si pour tout ¢t € R :

V' (t) + av'(t) + bo(t) = f(t).

12.5.2 Remarque

L’équation différentielle (12.22) n’étant qu'un cas particulier de I’équation diffé-
rentielle (12.14), tous les résultats que nous avons obtenus dans la section 12.4 lui
sont applicables. Au paragraphe 12.4.4, nous avons donner explicitement deux
solutions linéairement indépendantes vy et vy de cette équation différentielle sans
second membre (c’est-a-dire, lorsque f est nulle sur R).

12.5.3 Solution générale de 1’équation différentielle (12.22)

L’objectif de ce paragraphe est de donner explicitement la solution générale de
Iéquation différentielle (12.22).

Premier cas. Supposons que a? — 4b > 0. Alors, en posant

—a++Va? —4b —a—+va?—4b
Alzf et /\2:#,

on a vérifié au paragraphe 12.4.4 que les deux fonctions v1,v2 : R — R définies
respectivement par

vi(t) = eM? et vy(t) = e
sont deux solutions linéairement indépendantes de ’équation différentielle
u” (t) + au' (t) + bu(t) = 0. (12.23)
Observons que, pour s € R fixé, la fonction

6)\1(th) _ 6)\2 (t*S)

t
- N — N

est la solution de (12.23) qui s’annule en ¢t = s et dont la dérivée vaut 1 en t = s.
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Par suite, en utilisant les formules (12.19) et (12.20), on obtient que

t
v(t) = c1eMt + cpet?t —|—/
0

e)\l(t—s) _ e)\z(t—s)

A1 — A2

f(s)ds

est la solution générale de 1'équation différentielle (12.22).

. J

Deuxiéme cas. Supposons & présent que a? — 4b = 0. Alors on a vérifié au
paragraphe 12.4.4 que les deux fonctions v, vs : R — R définies respectivement
par

vi(t) = e~ 3t et va(t) = te” 5t

sont deux solutions linéairement indépendantes de I’équation différentielle (12.23).
Observons que, pour s € R fixé, la fonction

t— (t—s)e” 3¢9

est la solution de (12.23) qui s’annule en t = s et dont la dérivée vaut 1 en t = s.

( N

D’oi, en utilisant les formules (12.19) et (12.20), on obtient que

t

o(t) = e 5 (e1 + eot) + / (t— 5)e 8079 f(s)ds
0

est la solution générale de I'équation différentielle (12.22).

. J

Troisiéme cas. Pour finir, supposons que a? — 4b < 0. Alors, en posant

5= V4b — a?
=

on a vérifié au paragraphe 12.4.4 que les deux fonctions v, v : R — R définies
respectivement par

v1(t) = e 2l cos At et Uo(t) = e~ 2t sin At

sont deux solutions linéairement indépendantes de I’équation differentielle (12.23).
Observons que, pour s € R fixé, la fonction

t— %ef%(tfs) sin (A(t — s))

est la solution de (12.23) qui s’annule en ¢t = s et dont la dérivée vaut 1 en t = s.
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Par conséquent, en utilisant les formules (12.19) et (12.20), on obtient que

t
v(t) = e 3! (cy cos Mt + ¢y sin Mt) + % /e—%(t—s) sin(A(t — s))f(s)ds
0

est la solution générale de 1'équation différentielle (12.22).

. )

12.5.4 Méthode des coefficients indéterminés

Cette méthode s’applique lorsque f est de la forme particuliere

7(t) = ¢ ((cos(@t)Pu(t) + sin(61)Qu(1))

pour t € R, ou
e 0 ER, ¢ €[0,+00],
o P,,Q, sont deux polynémes a coeflicients réels tels que le maximum du
degré de P, et de celui de ), vaut un certain entier n > 0.

Ici nous conviendrons que le degré du polynéme nul vaut —oo. De plus nous
poserons ), = 0 si ¢ = 0. Soit encore le plus petit entier r > 0 tel que la
fonction ¢"e% cos(¢t) pour t € R n’est pas solution de I’équation différentielle
(12.22) sans second membre.

( N

Il existe alors deux polynémes uniques T}, et S, a coefficients réels tels que
o le maximum des degrés de T, et S, vaut n;
« la fonction

vo(t) = e“(cos(gbt)trTn(t) + sin(gbt)tTSn(t)), teR,

est solution de I'équation différentielle (12.22) (avec le second membre).

Les coefficients de T}, et S,, sont & déterminer par substitution de vy
dans (12.22). Lorsque ¢ = 0, on pose S, = 0.

. J

Remarques
e Sir =0, alors la fonction €% cos(¢t), t € R, n’est pas solution de I’équation
différentielle sans second membre et, si de plus ¢ # 0, la fonction e sin(¢t),
t € R, non plus. Ainsi

(0 +ip)* + a(0 +ip) + b # 0,

c’est-a-dire, 8+i¢ n’est pas solution de I’équation caractéristique (§ 12.4.4).
e Sir =1, alors 0 + i¢ est solution de I’équation caractéristique :

(0 +ip)* +a(f +ig) +b=0.

Si de plus ¢ = 0, alors 20 + a # 0 (car la dérivée du polynome 2% + az + b
ne s’annule pas en z = 6, puisque r = 1).
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e Sir =2, alors le deuxiéme cas du paragraphe 12.4.4 a lieu. Ainsi ¢ =0, 6

est solution de 'équation caractéristique et § = —a/2. De plus, la fin de la
preuve qui suit assure que t275,(t) est tel que (t2T,,(t))" = P,(t) sur R (et
Sp =0).

e Le cas r > 3 n’a jamais lieu.
e En général, P, = 0 n’implique pas que T,, = 0, et @), = 0 n’implique pas
que S, = 0.

DEMONSTRATION. Soit
wi (t) = e cos(pt), wa(t) = e’ sin(¢t), t€R.
En substituant v de la forme ci-dessus dans (12.22), nous obtenons

0o (t) = T (Dwi (t) + 7 Sn(O)wh(t) + (£ T (t)) w1 (t) + (t7Sn (1)) wa(t),

vg (£) = " T ()W (t) + 7 Sn (t)wy (t) + 2t T (t)) W (t) + 2(¢" S (t)) wi ()
+ (" Ta (1) "wi(t) + (£ Sn(t)) " wa(t)

T (t)) (zw;(t) + awl(t)) (S (1)) (2wg (t) + aws (t))
1)) w1 (t) + (t"Sn (1)) w2(t)
= f(t) = Pu(t)w:i(t) + Qn(t)w2(t).

Casr =0, ¢ =0. Dans ce cas, w1 n’est pas solution de I’équation différentielle
sans second membre, @, = S, = 0 et P, est de degré n. Plus précisément

wi + aw] + bwy = (02 + af + b)w:

avec 02 + af + b # 0. Nous obtenons I’équation pour T, (polynéme de degré
<n)
T, (t)(6° + ab + b) = P (t) — To(t)(20 4+ a) — T, (1)

affirmant que (8% 4 af + b)T), est la somme de P, et du polynéme (inconnu)
—(20+a)T},— T, de degré au plus n—1. Si un tel T}, existe, il est donc forcément
de degré n. Notons Ty, (t) = 3_1_, cut”, olt cx € R pour k € {0,...,n}. Nous
obtenons alors un systéeme de n + 1 équations linéaires pour les n + 1 inconnues
COy.--5Cn.

L’existence et 'unicité de T, découlent donc de l'unicité de la solution
T, = 0 dans le cas particulier P, = 0. Supposons donc que P, = 0 et vérifions
que nécessairement T, = 0 en raisonnant par 1’absurde : soit k € {0,...,n} le
degré de T, # 0. Alors (#2 +af+b)T;, est la somme de P, = 0 et d’un polynéme
de degré au plus k — 1. Ceci est contradictoire.

Cas r = 0, ¢ > 0. Dans ce cas, ni w; ni wz ne sont solutions de I’équation
différentielle sans second membre, et w2 n’est pas un multiple de wi. De plus

w) + aw] + bwy = (02 — (]52 + af + b)wi — (204 + ag)w:
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et
wy + awh + bws = (2064 + ap)wy + (92 — ¢2 + ab + b)wo,
ou
(0% — ¢ + af + b)* + (204 + a)* > 0 (12.24)

(si cette constante était nulle, alors (0+i¢)24-a(0+i¢)+b = 0, ce qui contredirait
r = 0). Nous obtenons deux équations pour T, et S, (polynémes de degrés < n)
affirmant que
o (0% —¢? 4+ af + )T, + (200 + ad)S,, est la somme de P, et d’un certain
polynéme de degré au plus n — 1,
o —(2064ap)Ty, + (6% — ¢* +ah +b) S, est la somme de Q,, et d’'un certain
polynéme de degré au plus n — 1.

Si les polynoémes T, et S, existent, le maximum de leurs degrés vaut n.
Notons T (t) = >.7_, cith et Sn(t) = > 7o dit®, ot cx,dr € R pour k €
{0,...,n}. Nous obtenons alors un systeme de 2(n+ 1) équations linéaires pour
les 2(n + 1) inconnues co, . .., Cn,do, ..., dn.

L’existence et 'unicité de T;, et S,, découlent donc de 'unicité de la solution
T, = S, = 0 dans le cas particulier P, = @, = 0. Supposons donc que
P, = Q. = 0 et vérifions que nécessairement S,, = T, = 0 en raisonnant par
Pabsurde : soit k € {0,...,n} le maximum des degrés de T), et S, avec T}, # 0
ou S, # 0. Les deux équations pour T), et S, affirment maintenant que

o (02 — ¢* +af + b)T, + (209 + agp)S,, est la somme de P, = 0 et d’un

certain polynéme de degré au plus k — 1,
o —(206 + ag)Ty + (0> — ¢* + af + b)S,, est la somme de @, = 0 et d’'un
certain polynome de degré au plus k£ — 1.

Gréace & (12.24), on obtient que les degrés de T), et @, sont au plus k — 1,
ce qui est contradictoire.

Casr =1, ¢ = 0. Dans ce cas w; est solution de I’équation différentielle sans
second membre, 20 +a # 0, Q, = S, = 0, P, est de degré n et 1’équation
discutée s’écrit

(T (0)) (20 (0) + s (8)) + (T(0)) "wn () = Pa(B)ws (1)
sur R ou encore

(20 + a)(tTn(t)" + (tTa(t))” = Pa(2)

sur R. Comme 20 +a # 0 et (tT,(t))” est un polyndéme de degré au plus n — 1,
il est possible de trouver un unique polynéme 7, de degré n. Le raisonnement
est le méme que dans les cas précédents.

Casr =1, ¢ > 0. Dans ce cas, w; et ws sont solutions de I’équation différentielle
sans second membre, et w2 n’est pas un multiple de w;. L’équation discutée
s’écrit sur R

(T (1)) (2w’1(t) n awl(t)) + (18 (1)) (Qw'z(t) + aws (t))
+ (T () w1 (t) + (£Sn (1)) w2 (t) = Pa(t)wi(t) + Qu(t)w2(t),

(tTu(t)) (20w1 (t)—2¢wa (t) +aw: (t)) (S (1) (20w2 (t)+2¢w (t)+aw2(t))
+ (T ()" wi(t) + (#Sn (1) wa(t) = Pu(®)wi(t) + Sn(t)wa(t).

325
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Ceci est équivalent au systeme suivant de deux équations sur R :
(20 + a) (tTn (1)) + 20(tSn (1))’ + (tTn(t))" = Pu(t)

et

—20(tTn(t))" + (20 + a) (tSa (1)) + (£S5 (1)" = Qn(?).
Comme (20+a)?+4¢> > 0, et comme (tT5,(t))"” et (tS.(t))"” sont des ploynémes
de degrés au plus n — 1, il est possible de trouver des polynémes uniquement
déterminés T, et S, dont le maximum des degrés vaut n. Le raisonnement est
le méme que dans les cas précédents.

Cas r = 2. Dans ce cas ¢ = 0, w;y est solution de I’équation différentielle sans
second membre, § = —a/2 et donc 2w} + aw; = 0. De plus P, est de degré n
et Qn = 5, = 0. 1l s’agit donc de trouver un polynéme T,, de degré n tel que
(t*T(t))"” = P, (t) sur R, ce qui est possible et d’une maniére unique. |

12.6 Exercices

12.6.1 Pour chacune des équations différentielles a variables séparées ci-dessous,
trouver la solution (maximale) pour la condition initiale u(ty) = .

1) v/ (t)cosu(t) =t to =0, zo =0

2) u'(t) = sinu(t) to =0, xo =7/2
3) u(t)u'(t) + tu?(t) +t =0 to = 0, zo =1

4) t2u’(t — Uz(t) =1 t() = 4/’/T, o = -1

5) v/ (t) = u(t) — 2u?(t) to =0, xog=1

6) u'(t) = tu(t) to =0, To =2

7) ' (t) = (t° — t)e u®) to =0, zo =0

/
8) —— H ___ 1 to =0, zo=1/2.

12.6.2 Pour chacune des équations de Bernoulli ci-dessous, trouver la solution
pour la condition initiale u(tg) = xp.

D w'(t) +u(t) = u(t) to =0, 2o =1
2) w/(t) = Sult) + () = 0 to=1, 2o =1
3) u(t)u'(t) — u3(t) = 12u’ (1) to =0, 20 = _g
4) u'(t) + 1 u(t) = In(t)u?(t) to =1, xo = 1.

12.6.3 Soit I un intervalle ouvert de R et soit p,q et f : I — R trois fonctions
continues. Montrer que les solutions de I’équation de Riccati

u'(t) = p(t)u?(t) + q(t)ult) + f(t) (12.25)

se déduisent des solutions de 1’équation de Bernoulli

@' (t) = (2p(t)vo(t) + q(t))a(t) = p(t)a*(t)
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en posant u(t) = a(t) + vo(t),vo : I — R étant une solution particuliere de
I'équation différentielle (12.25).

12.6.4 En utilisant I’exercice précédent, trouver la solution de I’équation de Ric-

cati ) 5
1 .2
u'(t) = u(t) + ;u(t) -5
qui vérifie la condition initiale u(1) = 2.

12.6.5 Pour chacune des équations différentielles homogenes ci-dessous, trouver
la solution pour la condition initiale u(ty) = xo.

t

1)U/(t):2+% t():]., .’ﬂ():O

2) ui(t)u'(t) = t2 to =1, 9= —1
1

3) u(t) +u/(t)(t — u(t) =0 to =1, To = 5

4) tu/ (t) = te= M/t 4 u(t) to =1, z9 =0

5) tu (t) = u(t) + /2 + u2(t) to =1, 20 =0

t
&twﬁ)_u@)+tmn(mp) to =1, xg_%.
12.6.6 Soit I’équation différentielle
W (t) = Gt b + e (12.26)

agt + bgu(t) + c2
ol ai,as, by, ba, c1 et co sont des constantes.

1) En supposant que a1by — agb; # 0, montrer qu’il existe deux nombres réels
t et u de sorte que la substitution

t=T+t, ult)=Ult)+1a

transforme 1’équation différentielle (12.26) en une équation différentielle
homogene.

2) Etudier ’équation différentielle (12.26) lorsque a1by — agby = 0.

12.6.7 En utilisant I'exercice précédent, trouver la solution de 1’équation diffé-
rentielle

2t t 1
Wt = + u(t) +
t+u(t) + 2
qui vérifie la condition initiale u(2) = —3.

12.6.8 Soit I un intervalle ouvert de R et f : R — R une fonction différentiable.
Montrer que si une fonction v € C?(I,R) est solution de I'équation de Clairaut

u(t) = tu'(t) + f(u' (1)) (12.27)

alors, pour tout ¢t € I, on a : v"(¢)(t + f'(v'(¢¥))) = 0.
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12.6.9 En utilisant I'exercice précédent, trouver toutes les fonctions v € C?(R, R)
qui sont solutions de ’équation de Clairaut

u(t) = tu'(t) + (u' (1))

12.6.10 Trouver une fonction v : |0, +o00[ — [0, +00[ qui est solution de I’équation
différentielle

4u7(t) + t\/u(t)

u'(t) =
et qui vérifie la condition initiale v(1) = 1.

12.6.11 Trouver une fonction v : ]0,4+00[ — R qui est solution de ’équation

différentielle
u'(t) = \/u(t) +sint — cost

et telle que t1_1>r51+ v(t) =0.

12.6.12 Trouver la solution générale des équations différentielles linéaires sui-
vantes :

1) ' (t) + u(t) = €2 + et + 3sint, teR
2) tu'(t) — (1 + t)u(t) + e' (1 +t*) = 0, t>0
3) (tcost) '(t) + (cost + tsint)u(t) = 1, t€]0,7/2|
4) (1 =3/ (t) — 2t u(t) = 12, te]-1,1].

12.6.13 Trouver la solution générale des équations différentielles linéaires sui-
vantes :

1) u”(t) — 44/ (¢) + 3u(t) = tzet + te?! cost, teR
2) u’(t) = 2/ (t) + u(t) = teR
3) u”(t) — 4/ (t) + bu(t) = t2 + e?tsint, teR.

12.6.14 Trouver la solution générale des équations différentielles linéaires sui-
vantes :

1) (£ + Du/(t) — 2t u'(t) + 2u(t) = 6(t% + 1)2, teR
2) tu(t) — (L + ) (¢) + u(t) = (t?; - 1) e, t>0
3) 2 (t) — 3t/ (t) — Bu(t) = 7 t>0
4) (2 (t) + 4t u'(t) + 2u(t)) — 2 u(t) =t + 1, t>0.

12.6.15 Soit I un intervalle ouvert de R, p,q : I — R deux fonctions continues
et v1,v9 : I — R deux solutions de I’équation différentielle

u”(t) + p(t)u (t) + q(t)u(t) = 0.

Montrer que pour tout ¢ € I :
W[vla ’Ug] (t) = W[’Ul, ’1_}2] (t())e_ fto p(s)ds

olu to est un élément quelconque de I.
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12.6.16 Soit I un intervalle ouvert de R, p,q : I — R deux fonctions conti-
nues et vy, vy : I — R deux solutions linéairement indépendantes de I’équation
différentielle

u”(t) + p(t)u'(t) + q(t)u(t) = 0.
1) Montrer que pour tout t € I : v3(t) 4+ v3(t) # 0.

2) En supposant que t1 < to soient deux éléments de I pour lesquels la fonction
v1 s’annule, montrer que la fonction vy s’annule au moins une fois dans
Iintervalle ouvert |¢1, taf.

3) Dans le cas ou E = {z € I : v1(z) = 0} # 0, montrer qu’a chaque élément
x de E, on peut associer un nombre réel 6(z) > 0 de sorte que

e = (), z+6(x)[NE = {z}.






CHAPITRE 13

Espace R"

13.1 Norme euclidienne

13.1.1 Définition de R"”

On désigne par R™ I’ensemble constitué de tous les n-tuples ordonnés (x1, . .., x,)
de nombres réels. Par la suite, les éléments de R™ seront notés indifféremment
x ou (r1,...,2z,). Parfois les éléments de R™ seront aussi notés a laide de
majuscules : P, A, B, C, etc.

On munit R™ des deux opérations suivantes : pour tout € = (z1,...,2,),
y=(y1,...,Yn) et tout A € R, on pose

m+y:(x1+yla"'axn+yn)

et
Ax = (/\1‘1, .. ,)\Jjn)

Avec ces deux opérations on vérifie immédiatement que R™ est un espace vectoriel
sur R de dimension n (fig. 13.1 et 13.2).

2k

: Az, A>1
n=3 m/

Fig. 13.1
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Fig. 13.2

13.1.2 Définition de la norme euclidienne

Soit & = (x1,...,2,) un élément de R™. Le nombre réel positif ou nul ||z||

défini par
n 1/2
ol = (z )
=1

est appelé la norme euclidienne de .

13.1.3 Propriétés de la norme euclidienne

[|z]| = 0 est équivalent & € = 0 = (0,...,0);

o pour tout £ € R™ et tout A € R : [|Az|| = || - ||z]];
pour tout & € R” et tout y € R™ :

|z + y|| < ||z|| + ||y|| (inégalité triangulaire);

pour tout & € R” et tout y € R"™ :

|e —yl| = | [|z|| — ||y||| (inégalité triangulaire inverse).

DEMONSTRATION. Les deux premieres propriétés découlent immédiatement de la
définition de la norme euclidienne. Montrons donc la troisieme propriété. Comme

n

n n n
|z +yl|]* = Z(Iﬂr%‘)Q :fo +22$iyi +Zyi2’
i=1 i=1 i=1

=1
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on obtient, en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz (§ 7.4.4) :

n n n 1/2 n 1/2
Dy <Y (ml - fwil) < (Zﬁ) (ny) ;
=1 1=1

=1 i=1

que

n 1/2 n 1/2\ 2
Iz +yl* < (me) + <Zy3> = (]| + llyl))*.
i=1 i=1

Par conséquent ||z + y[| < |||/ +[|yl| (fig.13.3).

n=2 Y
Wl
r+y
0 <
llz]] -
T
Fig. 13.3

Montrons a présent la quatrieme propriété. On déduit de I'inégalité
el = [l(z —y) +yll < llz— yll+ [yl
que [|z[| — |ly|| <[]z — y||. De méme,
lyll =1l(y — =) + || < ||z -yl + ||=]]

entraine que —||z — y|| < ||z|| — ||y]|- D’ou —||z — y|| < ||z|| — ||ly]| < ||z — y]]|
ou encore ||z — y|| > |||z — ||yl |- "

13.2 Suites dans R"*

13.2.1 Définition d’une suite dans R"

Une suite d’éléments de R™ est une application f de IN dans R"”, qui, a tout
entier naturel k, fait correspondre ’élément f (k) de R™.

L’élément f (k) de R™ est appelé le k-iéme terme de la suite et on le désigne par
une lettre indexée en bas & droite par k, par exemple : € = (Z1,...,Zn k), la
suite elle-méme étant alors désignée par (xy). Le sous-ensemble {zy : k € IN}
de R™ est appelé 'ensemble des éléments de la suite. Si {z, : k € N} est inclus
dans un sous-ensemble E de R"™, on dit que () est une suite d’éléments de E.
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13.2.2 Définition d’une suite bornée

Une suite (xy) est dite bornée sl existe un nombre réel M > 0 tel que pour
tout k € IN : ||xx|| < M.

13.2.3 Caractérisation d’une suite bornée

Une suite (2 = (®1,4,.-.,%n,k)) est bornée si et seulement si les n suites
numériques (z1,x), - - -, (Tn,x) sont bornées.

DEMONSTRATION. Supposons que la suite (x) soit bornée. Alors, il existe un
nombre réel M > 0 tel que pour tout couple d’entiers 1 < j<netk >0:

n 1/2
2 .
el < (Dowin ] = lall < M;
i=1
ce qui entraine que les n suites numériques (1 k), .., (Tn,x) sont bornées.
Réciproquement, supposons que les n suites numériques (21 ), ..., (Tn.k)
soient bornées. Alors, il existe n nombres réels positifs ou nuls My, ..., M, tels

que pour tout couple d’entiers 1 < j <net k > 0: |z; x| < M;. Par conséquent,

pour tout £k € IN :
n 1/2 n 1/2
o= (et) = ()
i=1 i=1

ce qui revient & dire que la suite () est bornée. [ |

13.2.4 Définition d’une suite convergente

On dit qu’une suite (z) d’éléments de R™ est convergente et admet pour
limite € € R™ si, a tout nombre réel ¢ > 0, on peut associer un entier
naturel kg tel que la relation k > ko implique ||z — || < e. On écrit alors

lim x;, = x, et on dit que la suite (xg) converge vers x.
k—+oco

D’une maniere générale, I'entier naturel kg dépend du nombre réel e.

13.2.5 Définition d’une suite divergente

Une suite qui n’est pas convergente est dite divergente. On dit aussi d’'une telle
suite qu’elle diverge.



Espace R"™ 335

13.2.6 Caractérisation des suites convergentes

Une suite (z = (1,4,.-.,Tnk)) d’éléments de R™ converge vers © =
(z1,...,2n) si et seulement si, pour tout entier 1 < j < n, la suite nu-
mérique (x; ) converge vers x;.

DEMONSTRATION. Soit € un nombre réel positif quelconque. Si la suite (zy)
converge vers x, il existe ko € IN tel que pour tout k > ko : ||z — z|| < e
Comme pour tout entier 1 < j < n

n 1/2
|z — x| < <Z Tk — ) = [lzr — || <¢
i=1

on peut conclure que lim z;; = x;.
k——+oo
Réciproquement, supposons que pour tout entier 1 < j < n: i lim x5 = z;.

—+o00
Alors, a chaque entier 1 < j < n, on peut associer un entier naturel k; tel que

pour tout k > k; : |z — ;| < €/y/n. Ainsi, en posant kg = max{k,...,k,},
on obtient que la relation k > k¢ implique

€
— = < —_ = €.

i=1

D’ou le résultat. | |

13.2.7 Unicité de la limite

La limite d’une suite d’éléments de R™, si elle existe, est unique.

DEMONSTRATION. Il suffit d’utiliser les résultats obtenus aux paragraphes 3.2.4
et 13.2.6. |

13.2.8 Exemple d’une suite convergente

Le résultat du paragraphe 13.2.6 nous permet d’affirmer, sans autre, que la suite
(z1, = (e7*,1)) d’éléments de R? converge vers z = (0,1) (fig. 13.4).

13.2.9 Propriété des suites convergentes

Toute suite convergente est bornée.
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Lo
T3 To Ty Ty

Fig. 13.4

DEMONSTRATION. Soit () une suite qui converge vers . Alors, pour € = 1, il
existe un entier naturel kg > 1 tel que pour tout k > ko : ||z — || < 1. Ainsi
on obtient que pour tout k > kg :

ekl = [|(zr — @) + =[] < 1+ ||z]].
Par conséquent, pour tout k € IN, on a :

||| < max{{[ol],..., [[@r, -1, 1+ [[2]]};

ce qui revient & dire que la suite (xj) est bornée. [ ]

13.2.10 Propriété de la limite d’une suite convergente

Soit (x) une suite qui converge vers « et supposons qu’il existe un nombre
réel M > 0 tel que pour k € IN : ||x|| < M. Alors, ||z|| < M.

DEMONSTRATION. Soit € un nombre réel positif quelconque. Alors, il existe
ko € IN tel que pour tout k > kg :

]| = [lzkl] < [z — 2k|] < €

ce qui entraine que

||| < ||zk]| +€ < M +e.

Cette derniere inégalité étant vérifiée quel que soit € > 0, on peut conclure que
2] < M. n



Espace R" 337

13.2.11 Opérations algébriques sur les suites

Considérons deux suites () et (y;). On peut par addition et multiplication
par un scalaire \ obtenir les nouvelles suites suivantes :

(up =z +y,) et (v = Azp).

Supposons & présent que les deux suites (xy) et (y,) convergent respectivement
vers x et y. Alors,
e La suite (zy + y;) admet pour limite « + y.

DEMONSTRATION. Soit € un nombre réel positif quelconque. Etant donné
que la suite (xj) converge vers x, il existe un entier naturel k; tel que pour
tout m = ky : ||z, — || < €/2. De méme, il existe ko € IN tel que pour tout
p = ko : [y, — yl| < €/2. Ainsi, en posant kg = max{k;,ka}, on obtient
que pour tout k > kg :

I(zx +yp) = (@ + Yl <llzr -2l +[lyp —yll <e/2+¢/2=e

]
e La suite (Azy) admet pour limite A\x.

DEMONSTRATION. Soit € un nombre réel positif quelconque et supposons
que A # 0 (dans le cas contraire, le résultat est évident). Puisque la suite
(zr) converge vers x, il existe un entier naturel ko tel que pour
tout k > ko : ||zr — x|| < €/|\|; ce qui entraine que ||[Axy — Az|| =
Al [l — @il < €

13.2.12 Définition d’une suite de Cauchy

On dit qu’une suite () d’éléments de R™ est une suite de Cauchy, si a
tout nombre réel € > 0, on peut associer un entier naturel ky tel que les
relations k > kg et [ > ko impliquent ||z, — x;|| < e

D’une maniere générale, I’entier naturel kg dépend du nombre réel e.

13.2.13 Caractérisation d’une suite de Cauchy

Une suite (z = (€1 %, ..,%nk)) est une suite de Cauchy si et seulement si
les n suites numériques (x1 k), ..., (zn,%) sont des suites de Cauchy.

DEMONSTRATION. Soit € un nombre réel positif quelconque. Si la suite (zy)
est une suite de Cauchy, il existe un entier naturel ky tel que pour tout couple
d’entiers k > ko et | > ko : ||z — x;|| < e. Comme pour tout entier 1 < j < n

n 1/2
lzjp — )] < (Z Tik — Tiy) ) =||xr —xy|| <€
i=1
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on peut conclure que les n suites numériques (1 k), . . ., (¥n k) sont des suites de
Cauchy.
Réciproquement, supposons que les n suites numériques (1), - -, (Tn.k)

soient des suites de Cauchy. Alors, & chaque entier 1 < j < n, on peut asso-
cier un entier naturel k; tel que pour tout couple d’entiers k > k; et | > k; :
|zjr — 2;1| < €/y/n. Ainsi, en posant ky = max{ki,...,k,}, on obtient que les
relations k > kg et | > ko impliquent

1/2

n
llzr — @] = Zﬂfjk Zjl <e

D’ou le résultat. |

13.2.14 Propriété caractéristique des suites de Cauchy

Une suite (xx) est une suite de Cauchy si et seulement si elle est convergente.

DEMONSTRATION. Si (2 = (21k,...,%nk)) est une suite de Cauchy, les n
suites numériques (x1), ..., (Tn k) sont des suites de Cauchy (§ 13.2.13), donc

convergentes (§ 3.7.4) ; ce qui implique (§ 13.2.6) que la suite () converge.
Réciproquement, si (zr = (Z1,,...,%n,k)) €St une suite convergente, les n
suites numériques (z1 ), - . ., (k) sont convergentes (§ 13.2.6), donc de Cauchy
(§ 3.7.4) ; ce qui implique (§ 13.2.13) que la suite (xj) est une suite de Cauchy.
|

13.2.15 Définition d’une sous-suite

Une sous-suite d’une suite (x) est une suite p — @y, ot k : IN — IN est
une application strictement croissante. Une sous-suite d’une suite (x) est
aussi appelée une suite partielle ou encore une suite extraite de (xy). Elle
est notée (mk(p)) ou (:ckp).

Remarque. Observons I'abus de notation : dans (x), k € IN désigne une variable
entiere, alors que dans (:Bk(p)), k : IN — IN désigne une fonction strictement
croissante.

13.2.16 Théoréme de Bolzano-Weierstrass

De toute suite bornée () on peut extraire une sous-suite (Zj(,)) qui
converge.

DEMONSTRATION. Comme la suite (xy = (14,..., Tnk)) est bornée et que
pour tout entier 1 < j < n:
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|k

n 1/2
< (z) =l
=1

on peut affirmer que les n suites numériques (z1%),...,(Tn k) sont bornées
(§ 13.2.3).

Ainsi, en utilisant le théoréme 3.6.3, on sait que de la suite (z1,,) on peut
extraire une sous-suite (.Z’Lkl(p)) qui converge, ou k1 : IN — IN est une fonction
strictement croissante.

Comme la sous-suite (3 k, ()) de la suite (x2,;) est aussi bornée, le théoreme
3.6.3 assure qu’il existe une fonction kg : IN — IN strictement croissante telle que
(T2 k, (ko (p))) cOnVerge.

En continuant ainsi, on obtient des fonctions strictement croissantes k1, ..., ky :
IN — IN telles que les sous-suites suivantes convergent :

(T100 () (T2 k1 (ka@))s -+ » (Tkoy (ko (ko (p)..)) ) -

Puisque k2 : N — IN est une fonction strictement croissante, (o1 x, (ky(p)))
est une sous-suite de la sous-suite convergente (xq x,(p)), et elle est donc aussi
convergente. De méme, (; k, (ks (...k, (p)...))) cOnverge pour tout j € {1,...,n} car
c’est une sous-suite de la suite convergente (xj,kl(kQ(---kj ®)..)))-

Par le paragraphe 13.2.6, la sous-suite

(T ey (o (- lon (p) ) = (T(hyorrrok) (p))

converge. Observons que ky o...0k, : IN — IN est bien une fonction stric-
tement croissante, car elle s’obtient par composition de fonctions strictement
croissantes. |

13.3 Topologie de R™

13.3.1 Définition d’une boule ouverte

Pour tout € R™ et tout nombre réel § > 0, on pose B(z,0) = {y € R™:
|ly — z|| < 0}. Par définition, B(x,d) est appelée la boule ouverte de centre
x et de rayon 0 (fig. 13.5).

13.3.2 Définition de I’'intérieur d’un sous-ensemble de R™

Soit E un sous-ensemble non vide de R™. Un point x est dit intérieur a £
§'il existe un nombre réel § > 0 tel que B(z,0) C E.

L’ensemble des points intérieurs a E' est appelé lintérieur de E et est
noté E.
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Sy

Fig. 13.5

Remarque. L’intérigzur de I'ensemble vide est usuellement considéré comme égal
a lensemble vide : ) = (). Néanmoins, sauf mention explicite du contraire, il sera
toujours sous-entendu dans ce livre que, lorsque lintérieur d’un sous-ensemble
est considéré, ce sous-ensemble n’est pas vide.

13.3.3 Définition d’un sous-ensemble ouvert de R™

On dit qu’un sous-ensemble E de R"™ est ouwvert s’il est vide ou s’il ne
contient que des points intérieurs.

13.3.4 Caractérisation d’un sous-ensemble ouvert de R™

Un sous-ensemble non vide de R™ est ouvert si et seulement si £ = E.

13.3.5 Propriétés des sous-ensembles ouverts de R"

e Toute réunion quelconque de sous-ensembles ouverts de R™ est un
sous-ensemble ouvert de R"™.

« Toute intersection finie de sous-ensembles ouverts de R™ est un sous-
ensemble ouvert de R™.

DEMONSTRATION. Soit (4;);cs une famille quelconque de sous-ensembles ouverts
de R™. Montrons que
A=JA

iel
est ouvert. En effet, si € A, il existe au moins un j € I tel que € A;. Puisque
A; est ouvert, il existe un nombre réel 6 > 0 tel que B(x,d) C A; C A.
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Supposons a présent que (B;);e (1, ...,m} s0it une famille finie de sous-ensembles
ouverts de R™ et montrons que

est ouvert. En effet, si * € B, alors & appartient a tous les B;. Puisque tous
les B; sont ouverts, il existe m nombres réels positifs d1,...,d,, tels que pour
tout entier 1 < j < m : B(®,0;) C Bj. Ainsi, en posant § = min{di,...,dn},
on obtient que pour tout entier 1 < j < m : B(z,d) C B(x,d;) C B;; ce qui
entraine que B(x,d) C B. [ |

13.3.6 Exemples de sous-ensembles ouverts de R"

Pour tout z € R™ et tout nombre réel § > 0, la boule ouverte B(x,d) est un
sous-ensemble ouvert de R™. En effet, pour tout y € B(x,d), la boule ouverte
de centre y et de rayon r = § — ||y — || est incluse dans B(z, ) (fig. 13.6).

n=2
fI?Q “

8
>

Fig. 13.6

Pour tout sous-ensemble non vide F de R”, E est ouvert. C’est méme le plus
grand sous-ensemble ouvert de R™ qui soit contenu dans E. Autrement dit, si A
est un sous-ensemble ouvert de R™ contenu dans F, alors A C E.

13.3.7 Remarque

En général, une intersection infinie de sous-ensembles ouverts de R™ n’est pas
un sous-ensemble ouvert de R™. Par exemple, I'intersection de toutes les boules
ouvertes de la forme B(0,1/k) avec k € IN* est le sous-ensemble {0} de R"™
réduit au seul point 0, et {0} n’est pas ouvert.

13.3.8 Définition d’un sous-ensemble fermé de R™

On dit qu'un sous-ensemble E de R™ est fermé si son complémentaire
CE=R"\E={zecR":z ¢ E}

est un sous-ensemble ouvert de R™ (fig. 13.7).
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CE

Fig. 13.7

13.3.9 Caractérisation d’un sous-ensemble fermé de R"™

Un sous-ensemble non vide E de R"™ est fermé si et seulement si toute suite
d’éléments de E qui converge dans R™ converge vers un élément de E.

DEMONSTRATION. Supposons que E soit fermé et que () soit une suite d’élé-
ments de E qui converge vers & € R". Montrons que = € E. Pour cela, raison-
nons par I’absurde et supposons que ¢ ¢ E. Alors, z € 0 E. Comme C E est
ouvert, il existe un nombre réel § > 0 tel que B(z, ) C C F; ce qui entraine que
{zy, : k € N} N B(z,d) = 0. Ce résultat est impossible car x est la limite de la
suite (zx). D’ou la contradiction. Par conséquent « € F.

Réciproquement, supposons que E ne soit pas fermé. Alors CE n’est pas
ouvert; ce qui implique 'existence d’un élément = de CE tel que pour tout
entier k > 0: B(xz,1/k) N E # 0. Ainsi, a tout entier £ > 0, on peut associer un
élément xy, de E vérifiant 'inégalité ||z — x|| < 1/k. On a donc construit une
suite (z1) d’éléments de E qui converge vers ¢ € 0 E ('dlément &y pouvant étre
choisi arbitrairement dans E). ]

13.3.10 Sous-ensembles ouverts et fermés de R"”

L’ensemble vide () et R™ sont les deux seuls sous-ensembles de R™ qui soient
a la fois ouverts et fermés.

DEMONSTRATION. Il résulte de la définition d’un ouvert que R™ et @) sont deux
ouverts. Puisque 'un est le complémentaire de ’autre, ils sont aussi fermés.
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Supposons a présent qu’il existe un autre sous-ensemble de R™ qui soit a la
fois ouvert et fermé. Désignons-le par E. Puisque E et 0 E ne sont pas vides, ils
contiennent chacun au moins un élément, & savoir @ € E et b € 0 E. Posons

I={\€[0,1]: A\b+(1—\a € E}.

Comme [ est borné et pas vide (car 0 € I), le nombre réel 5 = sup I existe. De
la définition de B, on déduit l'existence d’une suite (A;) d’éléments de I telle
que lim A, = f3; ce qui entraine, entre autres, que la suite

i
k— o0
(Zr = Xb+ (1 - Mp)a)

d’éléments de E converge vers ¢ = b+ (1 — 3)a. Etant donné que E est fermé,
on peut affirmer (§ 13.3.9) que ¢ € E.

Comme b ¢ E, on a aussi que 0 < 8 < 1. Ainsi, en posant a, = 5+ (1 —
B)/(k + 1), on obtient que

(yp = axb + (1 —ax)a)

est une suite d’éléments de CE (ay ¢ I car oy, > 3 = supI) qui converge vers
c. Puisque C E est fermé, on peut écrire que ¢ € C E.

Ainsi, ¢ appartient a la fois & E et & CF; ce qui est une absurdité. On peut
donc conclure qu’un tel sous-ensemble E de R™ n’existe pas. D’ou le résultat. W

13.3.11 Remarque

Un sous-ensemble de R™ peut tres bien n’étre ni ouvert ni fermé. C’est le cas de
I'ensemble {(z,y) € R?: 2z € Q,y = 0}.

13.3.12 Propriétés des sous-ensembles fermés

« Toute intersection quelconque de sous-ensembles fermés de R™ est un
sous-ensemble fermé de R™.

e Toute réunion finie de sous-ensembles fermés de RR™ est un sous-
ensemble fermé de R™.

DEMONSTRATION. Soit (A4;);cs une famille quelconque de sous-ensembles fermés
de R™. Montrons que
A=) A

iel
est fermé. En effet, puisque
Ca=[JCa;
iel
et que tous les C A; sont ouverts, on obtient (§ 13.3.5) que C A est ouvert.

Supposons a présent que (B;);e (1, ...,m} s0it une famille finie de sous-ensembles
fermés de R™ et montrons que

B:G&
=1
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est fermé. En effet, comme

CB= ﬁCBi
i=1

et que tous les C B; sont ouverts, on peut affirmer (§ 13.3.5) que C B est ouvert.
|

13.3.13 Définition de I’adhérence d’un sous-ensemble de R™

Puisque tout sous-ensemble E de R™ est contenu dans R”, qui est un fermé,
on peut poser la définition suivante : 'intersection de tous les fermés conte-
nant E est appelée I’adhérence de E et est notée E.

De cette définition, il résulte immédiatement (§ 13.3.12) que E est le plus petit
fermé qui contienne E et que () = (). Comme l'intérieur de CE (noté (C E)°) est
le plus grand ouvert inclus dans 0 E, on en déduit

CE=(CE).

En appliquant cette dernicre relation au sous-ensemble CE plutét qu'a E, on
obtient aussi CCE = E et donc

CE=CE

(ces égalités restant vraies si E ou C E est vide).

Comme 0E = (CE)° et (CE)° est le sous-ensemble des ¢ € R" tels qu'il
existe 6 > 0 (qui peut dépendre de x) vérifiant B(z,5) C C E, on obtient que F
est le sous-ensemble des z € R” tels que

V6 >0 B(z,0)NE #0.

13.3.14 Caractérisation d’un sous-ensemble fermé de R"™

Un sous-ensemble E de R” est fermé si et seulement si £ = E.

13.3.15 Caractérisation de I’adhérence d’un sous-ensemble de R™

Soit F un sous-ensemble non vide de R™. Pour que & € E il faut et il suffit
que x soit la limite d’une suite d’éléments de F.

DEMONSTRATION. Montrons que cette condition est nécessaire. Pour cela, raison-
nons par l'absurde et supposons que E possede un élément & qui ne soit la limite
d’aucune suite d’éléments de E. Alors, il existe un nombre réel § > 0 tel que



Espace R" 345

B(z,8) N E = (). Par conséquent, E C C B(z, ). Comme C B(z,d) est un fermé
contenant £, il contient aussi £. On a obtenu la contradiction z € E C C B(z, §).
On a ainsi démontré que la condition était nécessaire.

Reste a montrer qu’elle est suffisante. En effet, si @ € R™ est la limite d’une
suite d’éléments de E, x est aussi la limite d’une suite d’éléments de E. Comme
E est fermé, on peut conclure (§ 13.3.9) que z € E. [ |

13.3.16 Définition d’une boule fermée

Pour tout & € R™ et tout nombre réel § > 0, 'adhérence de la boule ouverte
de centre x et de rayon d est égale & {y € R" : ||y — «|| < §}. Autrement dit,
B(z,d) ={y e R" : [|ly — =|[ < 6}.

Par définition, B(x, d) est appelée la boule fermée de centre x et de rayon 0.

DEMONSTRATION. Posons A = {y € R": ||ly—z|| < §}. Montrons que B(z,d) C
A. En effet, si z € B(z,0) il existe une suite (z) d’éléments de B(z,d) qui
converge vers z (§ 13.3.15); ce qui entraine que la suite (z — &) converge vers
z — x. Puisque pour tout & € N : ||z — || < J, on obtient (§ 13.2.10) que
||z — || < J ou encore z € A.

Montrons & présent que A C B(x,d). En effet, si v € A, la suite (vy) définie
par

vk—m+(lki1>@m)

converge vers v. Comme de plus, pour tout k¥ € IN : vy € B(x,d), on obtient
(§ 13.3.15) que v € B(z,9). [ ]

13.3.17 Définition de la frontiére d’un sous-ensemble de R"™

( N

Soit E un sous-ensemble non vide de R™. Un point x est dit point frontiére
de E si toute boule ouverte de centre & contient au moins un point de E et
au moins un point de C E.

L’ensemble des points frontieres de E est appelé la frontieére ou encore
le bord de E et est noté OF.
N J

Il résulte immédiatement de cette définition que :

e OE = EnN CFE ; ainsi € OF si et seulement si  est la limite d’une suite
d’éléments de E et d’une suite d’éléments de CE (§ 13.3.15) ;

o OF est un sous-ensemble fermé de R"™;

cE=EnlE={zcE:x¢E};

« E=FEUJE et JENE = 0.

Remarque. La frontiere de ’ensemble vide est usuellement considérée comme
égale & 'ensemble vide : 9 () = (). Néanmoins, sauf mention explicite du contraire,
il sera toujours sous-entendu dans ce livre que, lorsque la frontiére d’un sous-
ensemble est considérée, ce sous-ensemble n’est pas vide.
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13.3.18 Propriété de la frontiere

Pour tout sous-ensemble non vide E de R™, on a : 0E C JF.

DEMONSTRATION. En effet 9E = E\E et, de méme OF = f\ﬁ D’ou
9E=E\E C B\E = 0E
car E=F (E étant fermé) et E C E (puisque E C E). |

Remarque. L’inclusion peut étre stricte. Par exemple, dans R et pour £ =
10, 1[U]1, 2[, on obtient OE = {0,1,2} et OF = {0, 2}.

13.3.19 Frontiére de la boule ouverte et celle de la boule fermée

Pour tout x € R™ et tout nombre réel 6 > 0, la frontiere de la boule ouverte
B(z,6) est égale a {y € R" : ||y — z|| = 0}. Autrement dit,

0B(z,0) ={y e R" : ||y — z|| = §}.

De méme, 0B(z,d) = {y € R" : ||y — z|| = ¢}

DEMONSTRATION. Si ||z — || < 4, alors
B(z,d— ||z — :BH) C B(=,6) C B(zx,9)

et donc z n’appartient ni a la frontiere de B(x,d) ni a celle de B(z, 9).
Si ||z — || > 4, alors

B(z, Iz — || - 5) c CB(z,0) ¢ CB(z, 5)

et donc z n’appartient ni a la frontiere de B(z,d) ni a celle de B(z,J).
Si ||z — || = 0, alors la suite

<zk:m+(1—kil> (z—cc))

converge vers z et est constituée d’éléments de B(x,d) C B(z,d). D’autre part

la suite
=z+(1+ ! ( x)
Yi k+1 o

converge vers z et est constituée d’éléments de (B(z,d) C CB(z,d). Ainsi z
appartient a la frontiere de B(x,0) et a celle de B(z,d). [ |
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13.3.20 Remarque

On sait (§ 13.3.18) que pour tout sous-ensemble non vide E de R" : F C OF.
Mais contrairement a ce que pourrait laisser faire croire le résultat du paragraphe
13.3.19 ou 0B(z,d) = 0B(x, ), la frontiere de E n’est généralement pas incluse

dans celle de E. Par exemple, pour £ = {(z,y) € R?:2€Q},ona:dFE =
R? = E, tandis que OF = ().

13.3.21 Définition d’un sous-ensemble borné de R™

Un sous-ensemble non vide £ de R™ est dit borné s’il existe un nombre réel
M > 0 tel que pour tout € E : ||z|| < M.

13.3.22 Définition d’un sous-ensemble compact de R"

Un sous-ensemble non vide de R est dit compact s’il est a la fois fermé et
borné.

Remarque. L’ensemble vide est usuellement considéré comme compact. Néan-
moins, sauf mention explicite du contraire, il sera toujours sous-entendu dans
ce livre que, lorsque un sous-ensemble compact est considéré, ce sous-ensemble
n’est pas vide.

13.3.23 Adhérence d’un sous-ensemble borné de R"™

L’adhérence de tout sous-ensemble borné de R™ est compacte.

DEMONSTRATION. Soit £ un sous-ensemble borné de R™ et M un nombre réel
positif ou nul tel que la relation & € E implique ||z|| < M. Soit y € E. Alors,
il existe une suite (y,) d’éléments de E qui converge vers y. Puisque pour tout
k€ IN: ||yl < M, on obtient (§ 13.2.10) que ||y|| < M. Par conséquent E est
un sous-ensemble borné de R™. Comme de plus E est fermé, on peut affirmer
que E est compact. |

13.3.24 Exemple d’un sous-ensemble compact de R"

Pour tout £ € R™ et tout nombre réel § > 0, la boule fermée B(x,d) est
compacte.

13.3.25 Caractérisation d’un sous-ensemble compact de R

Un sous-ensemble non vide E de R™ est compact si et seulement si de toute
suite d’éléments de F on peut extraire une sous-suite qui converge vers un
élément de E.
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DEMONSTRATION. Supposons que E soit compact et soit (xx) une suite d’élé-
ments de E. Puisque E est borné, on peut en extraire (§ 13.2.16) une sous-suite
(Zw(p)) qui converge vers un élément & de R". Comme de plus E est fermé, on
sait (§ 13.3.9) que ¢ € E.

Réciproquement, supposons que de toute suite d’éléments de E, on peut
extraire une sous-suite qui converge vers un élément de E. Le résultat obtenu au
paragraphe 13.3.9 implique que E est fermé. Reste a démontrer que E est borné.
Pour cela, raisonnons par l’absurde et supposons qu’il ne le soit pas. Alors, a
chaque entier naturel &, on peut associer un élément y, de E tel que ||y, | > k.
Par conséquent, si (y k(p)) est une sous-suite de (y,), on obtient que pour tout
p € N : |lyypll > k(p) = p; ce qui entraine que (yy(,) n’est pas bornée,
donc pas convergente. Ainsi, de (y,) on ne peut extraire aucune sous-suite qui
converge ; ce qui contredit ’hypothese faite sur la suite (y,). D’ou E est borné.

|

13.3.26 Définition d’un chemin

Soit E un sous-ensemble non vide de R™. On appelle chemin de E une
application v = (y1,...,7) : [0,1] = E dont les n fonctions

VoYt [0,1] = R

sont continues. Les points v(0) et y(1) sont appelés respectivement I’ origine
et I'extrémité de ce chemin.

On dit que deux points a et b de E peuvent étre joints par un chemin (de E)
8l existe un chemin de E d’origine a et d’extrémité b (fig. 13.8).

Ty

\

Fig. 13.8
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13.3.27 Définition d’un sous-ensemble connexe par arcs de R"

Un sous-ensemble non vide E de R"™ est dit conneze par arcs si deux points
quelconques de E peuvent étre joints par un chemin de F.

13.3.28 Connexité par arcs de la boule ouverte

Pour tout € R™ et tout nombre réel § > 0, la boule ouverte B(z, §) est connexe
par arcs. De méme, la boule fermée B(x, ) est connexe par arcs.

DEMONSTRATION. Soit a et b deux éléments quelconques de B(zx,d). Puisque
pour tout ¢t € [0,1] : tb + (1 —t)a € B(z,d), Vapplication ~ : [0,1] — B(z,0)
définie par v(t) = tb+(1—t)a est un chemin de B(x, §) d’origine a et d’extrémité
b. Ce résultat étant valable pour tout couple d’éléments a, b de B(x,d), on peut
conclure que B(z, ), est connexe par arcs.

De fagon analogue, on démontre que B(x,d) est aussi connexe par arcs. W

13.3.29 Réunion d’une famille de sous-ensembles connexes par arcs de R"

Soit (A;)ier une famille de sous-ensembles connexes par arcs de R™ ayant une
intersection non vide. Alors,
A=A

iel
est connexe par arcs.

DEMONSTRATION. Comme

iel
cette intersection contient au moins un élément, & savoir xg. Soit a et b une
paire d’éléments quelconques de A. Alors, il existe deux indices 41,12 € I tels
que a € A;, et b € A;,. Montrons que a et b peuvent étre joints par un
chemin de A. Puisque A;, et A;, sont connexes par arcs, les points a et xo
peuvent étre joints par un chemin ~; : [0,1] — A;,, tandis que les points x¢
et b peuvent étre joints par un chemin ~, : [0,1] — A;,. Par conséquent,
Papplication = : [0,1] — A définie par

(2t site [0,1/2]
vt = {72(215— 1) sit e ]1/2,1]

est un chemin de A d’origine a et d’extrémité b. D’ou le résultat. ]

13.3.30 Remarque

D’une maniere générale, si 1 et Fo sont deux ensembles connexes par arcs
disjoints, on ne peut rien dire a priori concernant la connexité par arcs de
leur réunion E; U E>. Par exemple, la réunion des deux connexes par arcs
Ay = {(z,y) € R? iy = z} et A2 = {(2,y) € R? : y = = + 2} n'est pas
connexe par arcs (fig. 13.9), tandis que la réunion des deux connexes par arcs
Bi ={(z,y) € R*: 2 > 0} et B> = {(z,y) € R? : © < 0} est connexe par arcs.
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2y A

Fig. 13.9

13.3.31 Exemple d’un sous-ensemble connexe par arcs de R2

Le sous-ensemble E = {(z,y) € R?: z* — y? > 0} de R? est connexe par arcs
(fig. 13.10).

L2

Fig. 13.10

13.3.32 Lemme

Soit E un sous-ensemble ouvert de R"™ et a un élément de E. Alors,
E, ={z € E: il existe un chemin de E d’origine a et d’extrémité =}

et Eo ={x € E: x ¢ E1} sont deux sous-ensembles ouverts de R".

DEMONSTRATION. Soit z un élément quelconque de E;. Par hypothese, il existe
un chemin v, : [0,1] — E d’origine a et d’extrémité . De plus, E étant ouvert,
il existe un nombre réel § > 0 tel que B(x,d) C E. Montrons que B(z,d) C E;.
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En effet, si y € B(z,d) Vapplication = : [0,1] — E définie par

_ ) 7(20) site0,1/2]
W(t)_{““r(?t—l)(y—:c) site]1/2,1]

est un chemin de F d’origine a et d’extrémité y ; ce qui entraine que y € Ej.
Montrons & présent que Es est aussi ouvert. Si E2 = 0, il n’y a rien a
démontrer. Supposons donc que F2 # (), et soit z un élément quelconque de
E;. Puisque E est ouvert, il existe un nombre réel 8 > 0 tel que B(z,3) C E.
Comme z ¢ F; on peut affirmer que B(z,) N E1 = () (car sinon on pourrait
relier a & z); ce qui implique que B(z, ) C Es. [ |

13.3.33 Caractérisation d’un sous-ensemble ouvert et connexe
par arcs de R™

Soit E un sous-ensemble ouvert non vide de R™. Pour que E soit connexe par
arcs il faut et il suffit qu’il ne soit pas la réunion de deux ouverts non vides
disjoints.

DEMONSTRATION. Montrons que la condition est suffisante. Soit a € E. On
sait, d’apres le lemme 13.3.32, que

E, ={z € E : il existe un chemin de E d’origine a et d’extrémité =}

et By = {x € E: x ¢ Ei} sont deux sous-ensembles ouverts de R". Puisque
E=FE1UE>, ExNE> = (et E1 # 0, il résulte de I’hypothese que E2 = (). D’ott
E; = E. Comme par construction E; est connexe par arcs, F l'est aussi.

Montrons a présent que la condition est nécessaire. Pour cela, raisonnons
par 'absurde et supposons qu’il existe deux ouverts non vides disjoints A; et
As tels que E = A1 U As. Soit a1 € A1 et a2 € As. Puisque E est connexe par
arcs, il existe un chemin « : [0,1] — F d’origine a1 et d’extrémité as. Posons
B={te[0,1] : vy(t) € A1 }.

Comme ~(0) € A; le nombre réel s = sup B existe; ce qui entraine I'exis-
tence d’une suite (tx) d’éléments de B qui converge vers s. D’autre part, en
constatant que s € [0,1] et que (1) ¢ Ay, la suite (ry) définie par

1—s
1+k

L =8+

est une suite d’éléments de [0,1] N C B qui converge elle aussi vers s. Ainsi, la
définition d’un chemin nous permet d’affirmer que lim ~(tx) = lim ~(rx) =
k—+oco k—+oo

~(s); ce qui implique (§ 13.3.15) que ~(s) € A; N A2. Comme de plus v(s) €
E = A1UAs et A1N Az =0, on aboutit & Palternative suivante : soit v(s) € Az
soit (s) € Az. Supposons d’abord que v(s) € A;. Le sous-ensemble A; de R™
étant ouvert, il existe un nombre réel 6 > 0 tel que B(v(s),0) C A1; ce qui
entraine, puisque A1 N Az = 0, que B(~(s),d) N A2 = 0. Ce résultat contredit
le fait que v(s) € A2. D’olt v(s) ¢ A1. De maniere analogue, on démontre que
~v(s) ¢ As. On obtient ainsi une contradiction. Par conséquent, la condition est
nécessaire. ]

351
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13.3.34 Lemme

Soit E un sous-ensemble compact de R™ et (A;);er une famille de sous-ensembles
ouverts de R™ constituant un recouvrement de E (c’est-a-dire tel que E C
U Ai). Alors, il existe un nombre réel § > 0 tel que pour tout = € E, la boule
i€l
ouverte B(x,d) est contenue dans au moins un des A;.
DEMONSTRATION. Pour cela raisonnons par I’absurde et supposons qu’un tel
nombre § n’existe pas. Alors, a chaque entier k > 0, on peut associer un élément
zy, de E tel que la boule B(z, 1/k) ne soit contenue dans aucun des A;. De la
suite (x), on peut extraire une sous-suite (€ y(p)) qui converge vers un élément
z de F (§ 13.3.25). Puisque z appartient & un certain A; et que A; est ouvert,
il existe un nombre réel S > 0 tel que B(x,3) C A;. D’autre part, comme
lim @y = @, il existe un entier po > 2/8 tel que xx(p,) € B(x,5/2). Ainsi,

p—+oo

en constatant que pour tout y € B(Zx(p,), 1/k(po)) :

1 gp_1 8
- < - - T\ a < - o 7
Iy = all < 1y = @x0 | + 1@s0) —all < o5+ 5 < -5 <8
on obtient que B(Zx(p,), 1/k(po)) C Bz, ) C Aj; ce qui est absurde. D’ot1 le
lemme. ]

13.3.35 Théoréme de Heine-Borel-Lebesgue

Un sous-ensemble non vide E de R" est compact si et seulement si de toute
famille de sous-ensembles ouverts de R™ constituant un recouvrement de E, on
peut extraire une famille finie qui est un recouvrement de F.

DEMONSTRATION. Pour commencer, supposons que de toute famille de sous-
ensembles ouverts de R™ constituant un recouvrement de F, on peut extraire
une famille finie qui est un recouvrement de F, et soit (ax) une suite quelconque
d’éléments de E. Montrons que de (ax) on peut extraire une sous-suite qui
converge vers un élément de E. Pour cela, raisonnons par ’absurde et supposons
le contraire. Alors, a chaque élément & de E, on peut associer un nombre réel
d(x) > 0 tel que ensemble

F(z) ={k€N:ac B(z,(z))}

ne contienne au plus qu'un nombre fini d’entiers naturels. Comme

Ec | B(z,4(z)),

EISID)
on peut affirmer 'existence de p éléments x1,...,x, de E tels que
P
E c | Bz, 8(x,));
j=1
ce qui implique, entre autres, que

UF@=) =] F=)=N.

J=1 z€E
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Ce résultat est impossible car U;’:l F(z;) ne contient au plus qu’un nombre fini
d’éléments. D’oli la contradiction. Par conséquent, de la suite (ax) on peut ex-
traire une sous-suite qui converge vers un élément de F. Ainsi, la caractérisation
donnée au paragraphe 13.3.25 nous permet de conclure que E est compact.
Montrons a présent la réciproque. Pour cela, supposons que E soit compact,
et soit (A;)ier une famille quelconque de sous-ensembles ouverts de R™ telle

que
iel

Ainsi, grace au lemme 13.3.34, on sait qu’il existe un nombre réel § > 0 tel
que pour tout ¢ € FE, la boule ouverte B(z,d) est contenue dans au moins
un des A;. Soit by € E. Alors, il existe i1 € I tel que B(b1,0) C A;,. Si
A;, contient E, il n’y a rien & démontrer. Si A;, ne contient pas F, le sous-
ensemble {x € E : & ¢ A;, } contient au moins un élément, & savoir bz. De
plus, il existe io € I tel que B(b2,0) C Ai,. Si A;; UA;, contient E, il n’y
a plus rien a démontrer. Sinon, on recommence en prenant un élément b3 de
{x € E:z ¢ A;j; UA;,} et ainsi de suite... Aprés un nombre fini de fois,
ce processus s’arréte, car sinon on obtiendrait une suite (by) d’éléments de E
telle que pour tout couple d’entiers r # s : ||b, — bs|| > §; ce qui serait en
contradiction avec le fait que E est compact (§ 13.3.25). Par conséquent, il
existe un entier [ > 0 tel que

!
Ec | Ai.
k=1

Ainsi, s’achéve la démonstration du théoréeme de Heine-Borel-Lebesgue. W

13.4 Exercices

13.4.1 Montrer que
1) (ANB)UC = (AUC)N(BUC);
2) (AUB)NC=(ANnC)u(BNCQOC).

13.4.2 Soit A et B deux sous-ensembles de R™. Montrer que AU B = AU B.

13.4.3 Soit A et B deux sous-ensembles de R™.
1) Montrer que AN B C AN B.

2) Peut-on inverser 'inclusion ?
13.4.4 Montrer que 'adhérence de tout sous-ensemble borné de R"™ est bornée.

13.4.5 Soit E un sous-ensemble non vide de R™ tel que E = E. Montrer que
E=R".

13.4.6 Soit a < b deux nombres réels et f : [a,b] — R une fonction continue.
Démontrer que E = {(z, f(z)) : a < # < b} est un sous-ensemble fermé de R2.
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13.4.7 Soit E = {(z,y) € R? : > 0, y = sin1/x}. Montrer que

E=EU{(r,y) eR?*:2=0, -1 <y<1}.
13.4.8 Soit
1 1
E= m—&—;,n—&—g :m,n €7, p,g e N\{0,1} ;.

1) E est-il un sous-ensemble ouvert de R??
2) E est-il un sous-ensemble fermé de R??
3) Calculer E et OF.

13.4.9 Soit E un sous-ensemble de R™ tel que E # (). Montrer que OFE C OE.

13.4.10 Soit E un sous-ensemble non vide strictement inclus dans R". Montrer

que OF = 8(CE).

13.4.11 Soit E un sous-ensemble non vide de R™ tel que OE = (). Montrer que
E=R".

13.4.12 Soit E un sous-ensemble non vide de R™. Montrer que x € JF si et
seulement ’il existe une suite d’éléments de E et une suite d’éléments de CE
qui convergent vers .

13.4.13 Soit A et B deux sous-ensembles non vides de R™ tels que AN B = (.
Montrer que d(AU B) = AU 0B.

13.4.14 Soit E un sous-ensemble de R"™. Un élément a de R™ est appelé un point
d’accumulation de E si pour tout nombre réel § > 0, l'intersection E N B(a, 9)
contient au moins un élément autre que a.

1) Montrer que tous les points d’accumulation d’un sous-ensemble de R™ ap-
partiennent & son adhérence. En donnant un contre-exemple, montrer que
la réciproque est fausse.

2) Démontrer que tout sous-ensemble de R™ qui admet un point d’accumula-
tion possede une infinité d’éléments.

3) Montrer que tout sous-ensemble borné de R™ qui n’admet pas de point
d’accumulation ne posséde qu’un nombre fini d’éléments. Que devient ce
résultat si le sous-ensemble n’est pas borné?

4) Démontrer qu'un sous-ensemble non vide de R™ est fermé si et seulement
s’il contient tous ses points d’accumulation.

13.4.15 Soit a1, ..., a, p éléments distincts de R™. Montrer que I’ensemble E =
{a1,...,a,} est compact.

13.4.16 Soit E' un sous-ensemble compact de R™. Montrer que I'adhérence de
tout sous-ensemble non vide de E est compacte.
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13.4.17 Soit E un sous-ensemble compact de R™ et soit (F});e; une famille de
sous-ensembles fermés de R”™ inclus dans E telle que pour tout sous-ensemble
fini Iy de I : ﬂl F; # (). Montrer que

1€y

N
el

13.4.18 Soit (xj) une suite d’éléments de R™ qui converge vers . Montrer que
la suite numérique (||x||) converge vers ||x||.

13.4.19 Soit A un sous-ensemble compact de R™ et B un sous-ensemble non vide
et fermé de R™. Montrer qu’il existe @ € A et b € B tels que

lla —b]| =inf{||lz —y||:z € A,y € B}.

13.4.20 Soit E un sous-ensemble de R™ et v : [0,1] — E un chemin de E.
Montrer que v([0,1]) = {v(¢t) € R™ : t € [0, 1]} est connexe par arcs.

13.4.21 Soit A et B deux sous-ensembles fermés de R"™ tels que I'union AU B et
I'intersection AN B sont connexes par arcs. En déduire que A et B sont connexes

par arcs.

13.4.22 Soit E = {(z,y) € R* : 2 > 0,y = sin1/x}. Montrer que E est connexe
par arcs, tandis que E (exercice 13.4.7) ne l'est pas.

13.4.23 Soit f : R™ x R™ — R la fonction définie par

Iz — yl
flz,y) = ——.
@) = T e g

Montrer que pour tout triplet «,y et z de R™ :
fl@,2) < f(z,y) + f(y, 2).

13.4.24 Soit p un nombre réel strictement supérieur a 1 et || - ||, : R" — R la
fonction définie, pour tout © = (z1,...,z,), par

n 1/p
HﬂbZ(Eﬂ%W) -
i=1

(Pour p = 2, on obtient la norme euclidienne définie au paragraphe 13.1.2.)
Montrer que pour tout & € R" et tout y € R" :

2+ yllp < ll2llp + [lyllp-
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13.4.25 (Produit scalaire). Soit (-,-) : R™ x R™ — R la fonction définie, pour tout
z = (x1,...,2,) et tout y = (y1,...,Yn), par

n
<$L', y> = Zxk Yk -
k=1

1) Montrer que pour tout triplet «,y et z de R™ et tout couple de nombres
réels av et (5 :
(ax + Py, z) = a(z, z) + By, 2).

2) En déduire que pour tout couple d’éléments x et y de R™ vérifiant la
relation (z,y) =0 :

lz + yl* = l=|* + lly|*  (égalité de Pythagore).
3) Montrer que pour tout € R™ et tout y € R™ :

Kx,y)| < |lz| - ||yl| (inégalité de Cauchy-Schwarz (§ 7.4.4)).



CHAPITRE 14

Fonctions réelles de plusieurs
variables réelles

14.1 Définitions

14.1.1 Fonction réelle de plusieurs variables réelles

Soit E un sous-ensemble non vide de R™ et G une partie du produit cartésien
E x R telle que, pour tout élément © = (z1,...x,) de E, il existe un nombre
réel y et un seul tel que le couple (x,y) appartienne & G. Alors, le triplet

f=(G,E,R)

s’appelle fonction définie sur E a valeurs dans R ou encore application de E
dans R. Ici, les mots application et fonction seront toujours considérés comme
synonymes. On dit que G est le graphe de f et on le note par G(f), que E est
I’ensemble de départ ou le domaine de définition et on le désigne généralement
par D(f). L’unique nombre réel y correspondant & ’élément x de F par f s’ap-
pelle limage de & par f et se note f(x), tandis que = est appelé la variable
indépendante. Le sous-ensemble

{flz):xz e E}={yeR:3z € F tel que f(z) =1y}

de R est appelé I'image de E par f et est noté Imf. La notation f = (G, E,R)
n’est pas utilisée en pratique, on lui préfere les notations suivantes :

f:E-R et ELR.

Pour montrer que f(x) est le nombre réel associé & x, on emploie la notation
z— f(x).

14.1.2 Graphique d’une fonction de deux variables

Soit E un sous-ensemble non vide de R? et f une fonction définie sur E &
valeurs dans R. Considérons a présent ’espace euclidien rapporté a trois axes
de coordonnées Oz, Oy et Oz définis par les trois vecteurs ey, es et es. Alors,
a tout élément (z,y) de E, on fait correspondre le point P de l'espace dont les
coordonnées relativement aux trois axes Oz, Oy et Oz sont z,y et z = f(z,y).
L’ensemble de ces points est appelé le graphique de la fonction f relativement
aux trois axes Oz, Oy et Oz (fig. 14.1 et 14.2).
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Fig. 14.1

Fig. 14.2

En général 'axe Ox est appelé 'aze des abscisses, Oy 'axe des ordonnées
et Oz laze des cotes. L’intersection de ces trois axes est appelée I’ origine, notée
par la lettre majuscule O ou sous forme vectorielle 0 = (0, ..., 0).

14.1.3 Fonction bornée

Soit E un sous-ensemble non vide de R™. Une fonction f : E — R est dite
bornée s’il existe un nombre réel M > 0 tel que la relation & € E implique
|f(z)| < M.
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14.2 Limites

14.2.1 Fonction définie au voisinage d’un point

Nous dirons qu’une fonction f : E — R est définie au voisinage de x( si xg
est un point intérieur & E U {xo}, c'est-a-dire, s’il existe un nombre réel
§ > 0 tel que B(xo,0) C EU{xzo}.

14.2.2 Définition de la limite d’une fonction

Nous dirons qu’une fonction f : F — R définie au voisinage de xy admet
pour limite le nombre réel [ lorsque x tend vers g si a tout nombre réel
€ > 0, on peut associer un nombre réel § > 0 tel que les relations = € E et
0 < ||z — ®o]| < § impliquent |f(x) — 1| < e. On écrit alors, zlgrq}o flx) =1

D’une maniere générale, le nombre réel § dépend de z¢ et de e.

14.2.3 Caractérisation de la limite d’une fonction & partir des suites

Une fonction f : EF — R définie au voisinage de &y admet pour limite le
nombre réel [ lorsque & tend vers xg si et seulement si pour toute suite
(ar) d’éléments de {z € E : & # x} qui converge vers z( la suite (f(ay))
converge vers [.

DEMONSTRATION. Supposons d’abord que lim f(x) = I et que la suite (ay)
Tr—To

d’éléments de {x € E : x # xo} converge vers xy. Soit € un nombre réel positif
quelconque. Etant donné que lim f(x) =, il existe un nombre § > 0 tel que
T—To

les relations ¢ € E et 0 < || — xo|| < 0 impliquent |f(z) — | < e. D’autre part,
puisque klim ar = xo et £o & {ay : k € N}, il existe un entier kg > 0 tel que
—+o0

pour tout k > ko : 0 < ||ar — xo|| < . Finalement, on peut écrire que pour tout
k>ko :|f(ar) =1 <e

Réciproquement, supposons que pour toute suite (aj) d’éléments de {x €
E : x # xo} qui converge vers xg, la suite (f(ax)) converge vers [. Montrons que

lim f(x) =I. Pour cela, raisonnons par ’absurde et supposons que ce résultat
rT—T0o

soit faux. Alors, il existe un nombre réel € > 0 tel que pour tout entier & > 0,
I’ensemble
{x € E:x# xo,x € B(xzo,1/(k+1))}

contient au moins un élément by, pour lequel |f(by) — 1| > e. Ainsi, par construc-

tion, (by) est une suite d’éléments de {x € E : & # x¢} qui converge vers xg et

dont la suite des images (f(bg)) ne converge pas vers [. D’ou la contradiction ;

ce qui nous permet d’affirmer que zlgl; flz)=1. |
0
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14.2.4 Unicité de la limite d’une fonction

Si Iy et Il sont deux limites de la fonction f : E — R lorsque x tend vers x,
alors l; = [5.

DEMONSTRATION. Soit (ay) une suite d’éléments de {x € F : = # xo} qui

converge vers xg. Alors, I; = lim f(ag) et I = lim f(ay) (§ 14.2.3). Par
. — 400 k—+o00

conséquent 11 = Iy (§ 3.2.4). [ ]

14.2.5 Opérations algébriques sur les limites
Soit f et g deux fonctions de E dans R telles que lim f(z) =1y et lim g(x) = lo.
T—xT T—To

Alors,
e pour tout couple de nombres réels « et (3, la limite de la fonction af + B¢
lorsque x tend vers x( existe et est égale a aly + Slo;
« la limite de la fonction fg lorsque  tend vers x( existe et est égale a [; I3 ;
e sily # 0 et g ne s’annule pas sur F, la limite de la fonction f/g lorsque x
tend vers x( existe et est égale a {1 /ls.

DEMONSTRATION. Pour toute suite (ax) d’éléments de {x € E : = # xo} qui
converge vers &g, les trois suites

(af(ar) + Bg(ar)), (f(ar)g(ar)) et (f(ar)/g(ar))

convergent respectivement vers aly + Slo, 11 Iy et 13 /ls (§ 3.3.3). Pour conclure,
il suffit d’utiliser le résultat obtenu au paragraphe 14.2.3. |

14.2.6 Limite d’une fonction composée

- N
Soit a € R, (b1,...,b,) € R™ et f: R™ — R une fonction telle que
) =1
(acl,4..,:cn)—>(b1,...,bn)f(xl Tn)
et soit g1,...,9, : R = R n fonctions telles que

Supposons de plus qu’il existe un nombre réel o > 0 tel que la relation
0 < |t — a| < a implique (g1(t), ..., gn(t)) # (b1,...by). Alors,

lim f(g1(2), .., gn(t)) = L.

t—a

DEMONSTRATION. Soit € un nombre réel positif quelconque. D’une part, puisque

lim Tiyeeny,Ty) =1,
(wl,...,:E”)H(bl,...,b")f( ! ")
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il existe un nombre réel B > 0 tel que la relation 0 < (37, (z; — b;)*)'/2 < B

implique | f(x1,...,2,) — ] < €. D’autre part, comme
}I_I)I}Igl(t) =by, ..., 21_1){119,1@) = by,
il existe m nombres réels positifs dy, ..., d, tels que pour tout entier 1 < j < n,

la relation 0 < |t —a| < 0; implique |g;(t) —bj| < B/+/n. Ainsi, en posant
§ = min{w, d1,...,d,}, on obtient que pour tout 0 < |t —a| < :

" 2
. — . < .
0< (X @ -b)) <8
ce qui entraine que |f(g1(¢),...,gn(t)) — 1| < &. D’ou le résultat. |

14.2.7 Remarque

Si dans I’énoncé du paragraphe 14.2.6, on omet de faire ’hypothése qu’il existe un
nombre réel a > 0 tel que la relation 0 < |t — a| < « implique (g1 (%), ..., gn(t)) #
(b1,...,by), alors le résultat peut tres bien cesser d’étre vrai. Par exemple,
si f:R2 = R est la fonction définie par

1 s @) # (0,0
flog) = {0 si (z,y) = (0,0)

et si g1,92 : R — R sont les deux fonctions définies respectivement par

1
tsin— sit#0
a(t) = t 7 et go(t) =0,
1 sit=0

on a flz,y)=1et }ir% g1(t) = 0. Néanmoins, puisque
—

lim
(z,y)—(0,0)
0 site{(km)™': keZ"}

f(91(t),92(t)) = {1 sit ¢ {(kn)~1: k € Z*}

on obtient que }ir% f(g1(t), g2(t)) n’existe pas.
—

14.2.8 Exemple
Soit f : R? — R la fonction définie par
By
oy =d2+e ° (z,y) # (0,0)
0 si (z,y) = (0,0).

Calculons sa limite lorsque (z,y) tend vers (0,0). En utilisant le résultat obtenu

au paragraphe 14.2.6 (avec ¢1(t) = ¢2(t) = ¢, b = (0,0) et a = 0), on sait que

si cette limite existe elle doit étre égale a }irr(l) f(t,t) = 0. Reste & démontrer que
—

zéro est bien la limite de f lorsque (x,y) tend vers (0,0). En effet, en associant &
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tout nombre réel € > 0 le nombre § = €/3, la relation 0 < /22 + y? < ¢ implique
bien
x2 4+ 92 = x2 4 2

2? + |z|ly| + v + (x| — y])?
22 + 42

|f(z, )]

< (|2 +[y1)

2
<2 x2+y2%:3\/m2+y2<6.
x

14.2.9 Exemple
Soit f : R? — R la fonction (fig. 14.3) définie par
xy _
—— si(z,y) # (0,0
flay) =4 2 +y? (v 7 0.0
0 si (2,) = (0,0).
En remarquant que 71ir% flt,t)=1/2#0= tlir% f(¢,0), on peut affirmer (§ 14.2.6)
— —

que la fonction f n’admet pas de limite lorsque (z,y) tend vers (0,0).
Le graphique de f est représenté a la figure 14.3. Le graphe de f contient les
deux droites {(z,0,0) : x € R} et {(0,y,0) : y € R}, et les demi-droites

{(t,t,1/2) : t €]0,400[ }, {(t,t,1/2):t € ]—00,0[},

{(t,—t,~1/2) st €]0,+00[}, {(t,—t,—1/2) : t € ]—00,0[}.

Fig. 14.3
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14.2.10 Permutation des limites

s N
Soit f : R?> — R une fonction telle que ( %un( . f(z,y) = l. Supposons,
x,y —(a,
de plus, que pour tout z € R : lin}) f(z,y) existe et que pour tout y €
y—r
R :lim f(z,y) existe. Alors,
r—a
lim (lim f(z,y)) = lim(lim f(z,y)) = 1.

r—a y—b y—b T—a

DEMONSTRATION. Pour tout z € R, posons g(z) = lirrif(x,y). De méme,
Yy—

pour tout y € R, posons h(y) = lim f(z,y). Soit ¢ un nombre réel positif
r—a

quelconque. Puisque ( %Hﬂ( . flz,y) = [, il existe un nombre réel 6 > 0 tel
z,y)—(a,

que la relation 0 < \/(:z: —a)® + (y — b)* < & implique |f(z,y) — 1] < e. Ainsi,
pour tout 0 < |z —al < §/2 : |g(z) — 1| = lin})|f(a:,y) — 1| € € et pour tout
Yy—r
0<ly=bl<d/2:|h(z) - 1] = lim [f(z,y) -] <e.
r—a

Ces deux résultats étant vrais quel que soit le nombre réel € > 0, on peut

conclure que lim (lim f(z,y)) = lim g(z) =l et lim (lim f(x,y)) = lim h(y) = 1.
T—a y—b T—a y—b rz—a y—b

14.2.11 Remarques
D’une part, le fait que  lim  f(z,y) existe n’entraine pas, en général, que
(z,y)—=(ab)
I'une ou lautre des deux limites suivantes hH}) f(z,y) ou lim f(z,y) existe. Par
y— z—a

exemple, si f : R? — R est la fonction définie par

f(z,y) = xh(y) +yh(z) avech(t) = { (1) Zi f;g

ona lim f(x,y) = 0. Par contre, pour tout z € R* : lim f(z,y) n’existe
(2,)—(0,0) y—0
pas et pour tout y € R* : lir% f(z,y) n’existe pas.
T—
D’autre part, le fait que lim (lim f(z,y)) = lim(lim f(z,y)) = ! n’implique
T—a y—b y—b z—a
pas a priori que  lim  f(x,y) existe. Par exemple, pour la fonction f : R? —
(z,y)—(a,b)

R définie par
Ty )
—— si(z,y) # (0,0
flay) = 2% +y° (e 7 0.0

0 si(z,y) = (0,0),

on sait (§ 14.2.9) que  lim  f(x,y) n’existe pas. Néanmoins, il est facile de
(=,4)—(0,0)

veérifier que lim (lim /(2. y)) = lim (lim /(z,y)) = 0.
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14.2.12 Théoréme des deux gendarmes

( )

Soit f, g et h trois fonctions de E dans R vérifiant les deux propriétés
suivantes :

o il existe un nombre réel a > 0 tel que

pour tout élément x de {x € £:0 < ||z — x| < a}.
Alors, lim h(z) =1.
T—To

DEMONSTRATION. Soit (a@j) une suite arbitraire d’éléments de
{z e E:x#xo}

qui converge vers xg. De la deuxieme propriété, on déduit qu’il existe un entier
ko > 0 tel que pour tout k > ko : f(ar) < h(ar) < g(ay). Comme

Jm (o) = Jim_g(ax) =1

(§ 14.2.3), on peut affirmer (§ 3.3.10) que khrf h(ay) = I. Ainsi, le résultat
— 00

démontré au paragraphe 14.2.3 nous permet de conclure que lim h(z)=1. W
T—xo

14.2.13 Exemple
Montrons que la limite de la fonction f: R? — R (fig. 14.4) définie par

o) = Jeyin(el+1yl) st (z,y) #(0,0)
flew {0 si (2.y) = (0,0)

vaut zéro lorsque (x,y) tend vers (0,0). D’une part, pour tout élément (x,y) de
R? vérifiant 0 < /22 +y2 < 1:
0< |f(z,y)| = |lzyIn(z] + [y < [(|=] + [y]) In(|z] + [y])]-

D’autre part, puisque flir51+t1nt =0et lim (Jz]+y])=0,0ona:
t—

(%y)—>(070)(

VGl + ) gl =+ )

Ainsi, en utilisant le théoréme des deux gendarmes, on obtient que

lim z,y)| = 0;
o (2, )l

ce qui entraine que  lim  f(z,y) = 0.
(z,y)—(0,0) (.9)
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Fig. 14.4

14.3 Fonctions continues

14.3.1 Définition d’une fonction continue en un point

Soit ®p un point intérieur a E. Une fonction f : E — R est dite continue
en g si lim f(x) = f(zo).
T—To

14.3.2 Premieére définition équivalente

Soit xy un point intérieur a E. Une fonction f : F — R est continue
en xg si et seulement si & tout nombre réel ¢ > 0, on peut associer un
nombre réel 6 > 0 tel que les relations z € E et || — x| < 0 impliquent

|f(z) — f(zo)| < e

D’une maniere générale, le nombre réel § dépend de ¢ et de e.

14.3.3 Deuxiéme définition équivalente

Soit &g un point intérieur a F. Une fonction f : E — R est continue en xg
si et seulement si pour toute suite (a) d’éléments de E qui converge vers
xg, la suite (f(ax)) converge vers f(xg).
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14.3.4 Remarque

Si une fonction f : E — R est continue au point @ = (ay,...,a,), alors, pour
chaque j € {1,...,n}, la fonction d’une variable f; définie par

fji{iCG]RI (al,...,a]—,hx,ajJrl,...,an) €E}—)R

z— fi(z) = flar,...,a;-1,2,aj41,...,0)

est continue en a;; autrement dit f est continue par rapport & chacune de ses
variables.

En général, la réciproque est fausse ; c’est-a-dire que la continuité des n fonc-
tions d’une variable fi, ..., f, respectivement en a1, ..., a, n’entraine pas néces-
sairement la continuité de la fonction f au point a@ = (aq,...,a,). Par exemple,
la fonction f : R? — R définie par

W im0
fla,y) =4 2+ 42 .( y) # (0,0)
0 si (z,y) = (0,0)

n’est pas continue au point (0,0) (§ 14.2.9). Par contre, les deux fonctions fi, fo :
R — R définies respectivement par fi(z) = f(z,0) et fa(y) = f(0,y) sont
continues en x =0 et y = 0.

14.3.5 Remarque
Si f: R? — R est une fonction telle que pour tout a € R : lir% flz,azx) =
z—

£(0,0), peut-on en conclure que f est continue au point (0,0)? La réponse a
cette question est non. En effet, la fonction f: R? — R (fig. 14.5) définie par

I‘
OO~ e <
-"' S

~—_
-~

-~
~—_
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vérifie la propriété ci-dessus; mais, comme }irr(l) f(0,t) =2 # 0 = f(0,0), elle
—

n’est pas continue au point (0,0) (§ 14.2.6).

14.3.6 Opérations algébriques sur les fonctions continues

Soit f et g deux fonctions de E dans R continues en xg. Alors,
o pour tout couple de nombres réels a et G, la fonction af + B¢ est continue
en To;
o de méme, les fonctions fg, f/g (avec g(xo) # 0 et g ne s’annulant pas sur E)
et | f| sont continues en x.

14.3.7 Continuité d’une fonction composée

( N

D’une part, soit A un sous-ensemble de R”™ et
g1,--,9p A= R

p > 1 fonctions continues au point a = (aq,...,a,). D’autre part, soit B
un sous-ensemble de RP contenant

{(91(y),---.9p(y)) 1 y € A}

et f: B — R une fonction continue au point b = (¢g1(a), ..., gp(a)). Alors
la fonction F' : A — R définie par

F(ylv"'ay’rL):f(xl :gl(yh'"ayn)?"'axp:gp<y17"'ayn))

est continue au point a = (aq,...,a,).

. J

Remarque. Ce résultat est aussi valable pour n = 1.

DEMONSTRATION. Soit (z) une suite d’éléments de A qui converge vers a.
Alors, les p suites numériques

(gl<zk)>7 R (gp(zk))

convergent respectivement vers gi(a),...,gp(a); ce qui implique (§ 13.2.6) que
la suite

(gl(zk)v s 7gp(zk))

converge vers b = (g1(a), ..., gp(a)). Par conséquent, la continuité de la fonction
f au point b nous permet d’écrire que

lim F(zp) = F(a).

k—+oo

D’ou le résultat. |
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14.3.8 Exemple

Montrons que la fonction F : R? — R définie par F(z,y) = —sin(xy) est
continue au point (0,0). Pour cela, considérons les deux fonctions auxiliaires
g:R? = Ret f: R — R définies respectivement par

g(z,y) =y et f(t) = —sint.

Puisque g est continue en (0,0) et que f est continue en ¢(0,0), on peut conclure
(§ 14.3.7) que la fonction F' est continue au point (0,0) (fig. 14.6).

14.3.9 Exemple d’une fonction continue

Démontrons que la fonction f: R? — R définie par
Ln(my) six #0
flz.y) = z
Y six =0

est continue en tout point de R? (fig. 14.7).
Définissons la fonction h : R — R par

{ S sis#0
s

1 sis=0.

h(s) =

Elle est continue en tout s # 0 et, comme

lim h(s) =1 = h(0),

s—0

elle est aussi continue en 0.
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Fig. 14.7

D’autre part f(x,y) = h(zy)y pour tout (z,y) € R2. Or les fonctions
(u,v) = a(u,v) =uv et (u,v) = blu,v) =v

étant continues en tout point de RZ, il résulte du paragraphe 14.3.7 et de la
relation

fz,y) = h(zy)y = a(h(zy),y) = a(h(a(z,y)),b(z,y)) pour tout (z,y) € R

que f est continue en tout point de R2.

14.3.10 Fonction continue sur un sous-ensemble de R"™

Soit E un sous-ensemble non vide de R™. Une fonction f: F — R est dite
continue sur E, ou tout simplement qu’elle est continue si a tout élément
(zo,€) € E xR, on peut associer un nombre réel § > 0 tel que les relations
x € F et || —xo| < ¢ impliquent |f(z) — f(xo)|] <e

D’une maniere générale, le nombre ¢ dépend de x( et de e.
L’ensemble des fonctions continues de E dans R est noté C(E, R).

14.3.11 Propriété des fonctions continues sur un sous-ensemble de R"

Une fonction f : E — R est continue sur E si et seulement si pour tout
xo € FE et toute suite (ay) d’éléments de E qui converge vers xg la suite
(f(ak)) converge vers f(xg).
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14.3.12 Remarque

Pour n = 1, la définition du paragraphe 14.3.10 généralise & des sous-ensembles
quelconques de R la notion de continuité donnée pour les intervalles aux para-
graphes suivants : 5.3.16, 10.1.1 et 10.2.1

14.3.13 Généralisation de la définition de la continuité en un point

Soit £ C R"™, une fonction f: F — R et g € E. Dans la définition équivalente
14.3.2 de la continuité de f en xg, xo est supposé étre un point intérieur a F.
Le paragraphe 14.3.2 permet de généraliser la notion de continuité en un point
de E\E comme suit.

Soit @y € E\F (si un tel point existe). Une fonction f : E — R est dite
continue en xg si et seulement si a tout nombre réel ¢ > 0, on peut associer
un nombre réel & > 0 tel que les relations © € F et || — x¢|| < § impliquent
(@) — flzo)| <.

Avec cette extension de la définition de la continuité en un point, on obtient
qu’une fonction f : E — R est continue sur F si et seulement si elle est continue
en tout point xy de E.

Néanmoins, sauf mention explicite du contraire, lorsque le concept de conti-
nuité en un point est utilisé, il sera toujours sous-entendu dans ce livre que le
point est un point intérieur du domaine de définition.

14.3.14 Définition de la continuité uniforme d’une fonction

Une fonction f : E — R est dite uniformément continue sur E si a tout
nombre réel € > 0, on peut associer un nombre réel § > 0 tel que pour
tout couple d’éléments x, y de E vérifiant la relation ||z — y|| < d, on ait :

[f(2) = f(y)| <e

D’une maniere générale, le nombre réel § dépend du nombre € mais pas de & ou
de y.

14.3.15 Exemple

Il résulte de I'inégalité triangulaire inverse (§ 13.1.3) que pour tout sous-ensemble
non vide E de R™, la fonction f: E — R définie par f(x) = ||z| est uniformé-
ment continue sur F (fig. 14.8).

14.3.16 Remarques

Dans la définition de la continuité uniforme, le nombre § ne dépend que de e,
alors que dans la définition de la continuité (§ 14.3.10) il dépend, en général,
aussi du point considéré x.

Une fonction f : E — R uniformément continue sur F est continue sur E. La
réciproque n’est pas toujours vraie. Par exemple, la fonction f : R? — R définie
par f(z,y) = 22 + y est continue sur R?, mais n’est pas uniformément continue
sur R? puisque pour tout nombre o > 0 donné, la différence

[f(@+a,y) = fz,y)] =al2e+al

peut prendre des valeurs arbitrairement grandes.
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14.3.17 Maximum et minimum d’une fonction

( M

Soit f une fonction de E dans R et M (resp. m) un nombre réel vérifiant
les deux propriétés suivantes :

o pour tout élément = de E : f(x) < M (resp. f(z) = m);

e M (resp. m) appartient & 'ensemble Im f = {f(z) : x € E}.

Alors, le nombre réel M (resp. m) est appelé le mazimum (resp. le mi-
nimum) de la fonction f sur E et est noté max f(x) (resp. ;nelg f(x)).

. J

D’autre part, si pour
E: = . = mi
o € f(zo) gleag f(z)(resp. f(zo) Lnelg f(z)),

nous dirons que la fonction f atteint son mazimum (resp. minimum) au point
.

14.3.18 Propriétés des fonctions continues sur un compact

Soit E un sous-ensemble compact de R™ et f : E — R une fonction continue.
Alors,
o les deux nombres réels min f(x) et max f(x) existent;
zck zeE

e la fonction f est uniformément continue sur F.
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DEMONSTRATION. Montrons la premiére propriété. Mais d’abord, vérifions que
fonction f est bornée sur E. Pour cela, raisonnons par ’absurde et supposons
que f ne soit pas bornée sur E. Alors, il existe une suite () d’éléments de E
telle que pour tout entier k£ > 0: |f(xk)| = k. De la suite (), on peut extraire
une sous-suite (€ (,)) qui converge vers un élément = de E'; ce qui implique, du
fait de la continuité de f sur F, que pg{il:loo J(xwrp)) = f(x). Ce dernier résultat

la

est impossible car, par contruction, la suite (f(z(p))) n’est pas bornée. D’oti la

contradiction. Par conséquent, la fonction f est bornée sur E.

En notant

m=inf{f(z): z € E} et M =sup{f(z): z € E},

on sait qu'il existe deux suites (ay) et (bg) d’éléments de E telles que

Des suites (ay) et (bx) on peut extraire deux sous-suites (@) et (by(y)) qui
convergent respectivement vers les éléments a et b de F'; ce qui entraine, par la

lim f(ax)=m et lim f(by) =M.

k—+o00 k—+o00

continuité de f sur F que

et

D’

m= lim f(ax)= pEIJPOOf(ak(p)) = f(a)

k—+oo

M = lim f(by) = pﬁgloof(bk(p)) = f(b).

k—+oo

N, - .
ot m = min f(x) et r;leagf(a:)

Montrons maintenant que f est uniformément continue sur E. Pour cela, rai-
sonnons par l’absurde et supposons qu’elle ne le soit pas. Alors, il existe un
nombre réel € > 0 et deux suites (zx) et (y,) d’éléments de E tels que pour
tout entier £ > 0 :

lzr — yill < 1/k et [f(zx) = fyp)] >e

De la suite (zx) on peut extraire une sous-suite (Z(,)) qui converge vers un
élément = de E (§ 13.3.25). Il en résulte que

19k = =11 < 1y = x|+ lox = 2l < s + Il = all
converge vers 0 quand p tend vers +oo, et donc la sous-suite (yk(p)) converge
aussi vers x. Par conséquent, comme f est une fonction continue sur E et que
pour tout entier p > 0 : |f(@k(p)) — f(Yr()| > € on obtient, par passage
a la limite, la contradiction suivante : |f(z) — f(z)| > € > 0. D’ou f est
uniformément continue sur E.
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14.3.19 Théoréme de la valeur intermédiaire

( N

Soit E un sous-ensemble compact et connexe par arcs de R"et f : E —
R une fonction continue. Alors, f atteint sa borne supérieure, sa borne
inférieure et toute valeur comprise entre ces deux bornes. Autrement dit,

Im f = [min f(z), max f(z)].

DEMONSTRATION. Puisque f est continue sur un compact, nous savons (§ 14.3.18)
qu’il existe deux éléments a et b de E tels que f(a) = mig flx) et f(b) =
(2SS

max f(x). De plus, comme E est connexe par arcs, il existe un chemin ~ :
TE

[0,1] — E tel que v(0) = a et v(1) = b. Ainsi, grace & la continuité de la
fonction f o~ :[0,1] — R, on obtient (§ 5.3.22) que

for([0,1]) = [min f(~(t)), max f(y(t))]=I[f(a), f(b)];

te(0,1] te(0,1]
ce qui entraine que

Imf = [min f(z), max f(z)].

14.3.20 Continuité d’une intégrale qui dépend d’un parameétre

( N

Soit a < b deux nombres réels, I un intervalle et f : [a,b] x I — R une
fonction continue. Alors, la fonction g : I — R définie par

b

mw:/}@WMx

a

est continue.

DEMONSTRATION. Pour les besoins de la démonstration, nous supposerons que
I =[e, d] (les autres cas se déduisant facilement de ce cas particulier). Soit € un
nombre réel positif et yo un élément quelconque de [c, d]. Puisque [a,b] X [c, d]
est un sous-ensemble compact de R?, la fonction f est uniformément continue
sur [a,b] X [c, d]. Par conséquent, il existe un nombre réel § > 0 tel que pour tout
y € [, d] vérifiant |y — yo| < 6, on ait :

€

F@y) = flaw)l <
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quel que soit = € [a, b] ; ce qui entraine, entre autres, que

b

19(y) — g(u0)| = / () — f(x,p0)) da

< / F(@.y) — Fe0)|de < e

D’ou le résultat. | |

14.3.21 Remarque

Soit f : [0, +o0[ X ]—00, +00[ — R la fonction continue définie par f(z,y) =

y2e~Y" (fig. 14.9). Puisque I'intégrale généralisée

+oo
/ f(z,y)dz
0

converge quel que soit y € R, on peut considérer la fonction g : R — R définie
par

+oo
g(y) = / f(z,y)dz.
0
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Par suite, en constatant que

“+o0

_ 2 —ay? g _ 1 si ye R*
9(y) /ye da {0 S y—0.

on obtient que la fonction g n’est pas continue au point y = 0.

Cet exemple nous montre que, en général, le résultat obtenu au paragraphe
14.3.20 n’est pas valable pour les intégrales généralisées. Néanmoins, sous cer-
taines hypotheses, il peut étre valable (§ 14.3.22).

14.3.22 Continuité d’une intégrale généralisée dépendant d’un paramétre
Soit @ € R, I un intervalle et f : [a,4+00[ X I — R une fonction continue telle
que pour tout y € I, 'intégrale généralisée

.
[ ranas

a

converge. De plus, on suppose qu’a tout nombre réel € > 0, on peut associer un
nombre ¢ > a (indépendant de y) tel que pour tout y € I :

+ oo
[ seas] <

c

Alors, la fonction g : I — R définie par

+oo
o) = [ fe)da
est continue.

DEMONSTRATION. Soit yo € I et € un nombre réel positif quelconque. D’une
part, il existe un nombre ¢ > a (indépendant de y) tel que pour tout y € I :

+ oo

[t o] <.
D’autre part, puisque la fonction h : I — R définie par

ho) = [ f(e.)ds

est continue (§ 14.3.20), il existe un nombre réel § > 0 tel que les relations y € I
et |y — yo| < & impliquent

c

/ (F(@,y) — fla,y0)) do | <

a

w|m
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Ainsi, pour tout y € I vérifiant |y — yo| < I, on a:

c

+o0 +oo
19() — 9wo)| = / (F(z.y) — f(.90)) da + / fy) da — / £, y0) dz

a

c

<| [ ) = s da] + 70f<x,y>da: + +/Oof@v,yo)doc

€ € €
<t+i+i=e
3T3t3=¢

D’ou le résultat. |

14.3.23 Exemple
Soit h : [0, +oo[— R la fonction continue définie par

sinx . 0
h(x): { - s1x >

1 six=0

et f:[0,4o00[ % [0,+00[— R la fonction continue définie par f(z,y) = e~ *¥ h(x)
(fig. 14.10).

Fig. 14.10

Soit € un nombre réel positif quelconque. D’une part, si y > 0, on a que
pour tout > 1: [e"™Yh(x)| < 1/(yz?); ce qui implique (§ 10.2.4 et 10.2.7) que
Iintégrale généralisée
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converge. D’autre part, on sait (§ 10.2.8) que I'intégrale généralisée

=+ oo

/ f(z,0)dz

0

converge. De plus, en intégrant par parties, on obtient que pour tout y €
[0, +oo] :

=+ oo —+ oo

[ e = [ty
T

2/e 2/€

+oo v

+oo -
= e 7/7(1—&—1:34)6 cosz dz,
T l2/¢ 72
2/e

ce qui donne, puisque pour tout ¢t > 0: 1+t < e, que

400 —+o0 1

€
/f(x,y)dx gg—l—/;dx:e.
2/€ 2/€

On a ainsi démontré que f vérifie les hypotheses du paragraphe 14.3.22; ce qui
nous permet de conclure que la fonction g : [0, +00[— R définie par

+oo “+oo
aly) = / fla,y) de = / ¢ h(z) da
0 0

est continue.

14.4 Théoréme de prolongement

14.4.1 Prolongement des fonctions uniformément continues

Soit f : E — R une fonction uniformément continue sur E. Alors, il existe une
unique fonction continue g : £ — R qui coincide avec f dans E. De plus, g est
uniformément continue sur .

DEMONSTRATION. Soit & € E. Alors, il existe une suite (z) d’éléments de E
(§ 13.3.15) qui converge vers . Soit € un nombre réel positif quelconque. D’une
part, la continuité uniforme de f sur E implique I'existence d’un nombre § > 0
tel que pour tout couple d’éléments u et v de E vérifiant ||u —v|| < §: |f(u) —
f(v)| < e. D’autre part, puisque kl}&loo T, = x, il existe un entier ko > 0 tel que

pour tout couple d’entiers k > koetl > ko : ||zx — x;|| < 0. Par conséquent,
pour tout couple d’entiers k > ko et I > ko, on a : |f(zk) — f(z;)] < e. Ce
résultat étant valable quel que soit le nombre réel € > 0, on peut affirmer que
(f(zr)) est une suite de Cauchy, donc convergente. Posons kEIJIrloo flzr) = g(x)

et montrons que cette limite est indépendante du choix de la suite (k). En
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effet, soit (ar) et (br) deux suites d’éléments de E qui convergent vers x, et
soit (¢x) la suite définie par

o =4 ok si k est pair
¥~ br sik estimpair.

Par construction, (¢i) est une suite d’éléments de E qui converge vers x. Ainsi,
d’apres ce qui précede, les trois suites numériques (f(ax)), (f(br)) et (f(cx))
sont convergentes; ce qui nous permet d’écrire, entre autres, que

lim f(ax)= lim f(ao)= lim flea)= lim f(ex)

k——+oo
et
Jm  f(b) = lim  f(bokts) = lim f(e2rsr) = lim flex).
D’ou

lim f(ax)= lim f(bx).

k—+oco

Montrons & présent que g est uniformément continue sur £. Pour cela, soit
€ un nombre réel positif quelconque. Puisque f est uniformément continue sur
E, on sait qu’il existe un nombre S > 0 tel que les relations u,v € E et
[lu — v|| < B impliquent |f(u) — f(v)| < e. Posons § = 3/3, et soit y, z deux
éléments quelconques de E vérifiant I'inégalité ||y — z|| < 4. Alors, il existe
deux suites (y,) et (zx) d’éléments de E qui convergent respectivement vers y
et z; ce qui entraine I’existence d’un entier k; > 0 tel que pour tout k£ > k; :

lye —yll <0 et |[zx — 2| <6
Ainsi, en constatant que pour tout entier k > ki :
lye — 26l <llyp —yll +lly =2l + [z — zxl] < B,
on peut écrire que pour tout k > ki :
|f(ye) = fzE) <€
ou encore, par passage a la limite, que

l9(y) —g(2)| < e

Pour finir, montrons I'unicité de la fonction g. Dans ce but, supposons que
h: E — R soit une fonction continue qui coincide avec f dans E, et soit « un
élément quelconque de E. Alors, il existe une suite () d’éléments de E qui
converge vers . Puisque pour tout k € IN : g(zx) = f(xr) = h(zx), on obtient,

grace a la continuité des deux fonctions g et h sur E, que
= i = i = lim h = h(x).
g() = lim g(zx) = lim f(zx)= lm h(z:)=h(z)
D’ol I'unicité de la fonction g. ]
14.4.2 Distance d’un point & un sous-ensemble de R"

Soit £ € R"™ et E un sous-ensemble non vide de R". Alors, le nombre réel positif
ou nul d(z, E) défini par

d(w, B) = inf{||z — yl| : y € E}

est appelé la distance du point T au sous-ensemble F.
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14.4.3 Propriétés
Soit E un sous-ensemble non vide de R™. Alors :
o d(z,E) =0 si et seulement si € £;
o la fonction d(-, E), qui, & tout élément & de R", fait correspondre le
nombre réel d(z, E) est uniformément continue sur R".

DEMONSTRATION. Pour commencer, supposons que d(z, F) = 0. Alors, il existe
une suite (y,) d’éléments de E telle que klirf [l — yil| = 0; ce qui im-
— 400

plique, entre autres, que la suite (y,) converge vers x. Par conséquent x € E
(§ 13.3.15). Réciproquement, si ¢ € £, il existe une suite (xj) d’éléments de F
qui converge vers & ; ce qui entraine que kkr_{loo ||z — zx|| = 0. De ce résultat on
déduit immédiatement que d(x, E) = 0.

Montrons & présent que la fonction d(-, E) : R™ — R est uniformément
continue sur R". En effet, soit z et y deux éléments quelconques de R"™. Puisque,
pour tout z € E :

d(z, E) < [|lz — 2| < ||z — y[| + ||y — z]],
on peut écrire que
d(z,E) < ||z — yl|| +d(y, E)
ou encore
d(z, E) —d(y, E) < ||z — y||.

De méme, on montre que
d(y, E) —d(z,E) < ||z — yl|.

D’ou
ld(z, E) —d(y, E)| < [|lz — yl|.

14.4.4 Théoréme de Tietze-Urysohn

Soit E un sous-ensemble fermé de R"™ et f : £ — R une fonction continue
pour laquelle il existe deux nombres réels a et § tels que pour tout @ € F :
a < f(x) < B. Alors, il existe une fonction continue g : R™ — R qui coincide
avec f dans E et telle que pour tout € R™ : a < g(z) < 8.

DEMONSTRATION. Pour les besoins de la démonstration, faisons les hypotheses
supplémentaires que a < 8 et que E # R"™ (pour @ =  ou pour E = R", le
théoréme est évident), et soit f1 : F — R la fonction définie par

1
08—«

Cette fonction est continue et, de plus, pour tout z € E : 1 < fi(z) < 2.
Montrons & présent que la fonction g1 : R" — R définie par

fi(z) =

(f(z) =22+ ).

fi(z) siz € E

9@ =\ nf{fi(y) |z -yl : y € E}

d(z. F) siz € CE
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est continue ; ce qui revient ici a démontrer que g; est continue en chaque point
de R™. Pour cela, soit g € R™ et € un nombre réel positif quelconque. Si zo €
E, la continuité de la fonction f; sur F entraine celle de la fonction g1 au point
xo. Supposons maintenant que o € CE. Puisque la fonction d(-, E) : R* — R
est continue et ne s’annule pas sur I'ouvert CF (§ 14.4.3), il nous suffit de vérifier
que la fonction h : CE — R définie par

h(z) = inf{f1(y) - llz -yl : y € E}

est continue au point xo. Pour € > 0, soit en effet £ un élément quelconque de
R" vérifiant I'inégalité ||@ — @o|| < 3 min{d(zo, E), €}. Alors € CE et, pour
tout y € E, on obtient que

h(@o) < fi(y) - [mo — yll < f1(y) - (lwo — z[| + [lz — yl)

< f
<2llwo — [+ fi(y) [z —yll < e+ fi(y) -z -yl

et

hz) < fi(y) - llz =yl < fi(y) - (|2 = zoll + [lz0 — yll)

<f
<2lle — 2ol + f1(y) - [0 — yll < e+ fi(y) - [[mo — yll;

ce qui entraine que
h(zo) < e+ h(z) et h(z) <e+ h(zo)

ou encore

|h(z) = h(zo)| < €.

Enfin, supposons que xo € OF. Puisque f; est une fonction continue sur F, il
existe un nombre réel § > 0 tel que pour tout € € E N B(xo,0) :

lg1(z) — g1(zo)| = | f1(x) — fi(zo)| < e

Posons E1 = ENB(xzg,0) et B2 = EN CE1, et soit z un élément quelconque de
CE vérifiant I'inégalité ||z — xo|| < §/4. Alors, en constatant que pour y € Fo
(§ 13.1.3) :

1 = 1l > lly = oll = llzo — 21l > 2,
on obtient que
inf(fi(y) NIz~ vll - yeB) >
ce qui implique, du fait que fi(zo) - ||zo — z|| < 2||zo — 2|| < /2, que

inf{fi(y)-llz =yl : y € B} = inf{fi(y) - ||z -yl : y € Er}.

Par suite, puisque pour tout y € E; :

Ji(zo) — e < fi(y) < fi(zo) + ¢

et
d(z,E) =d(z, E),

on peut écrire que

(fi(mo) — €)d(z, E) <inf{f1(y) - ||z — 9l : y € E} < (fi(wo) + €)d(2, E)
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ou encore
l91(2) — g1(@o)| = [91(2) — fi(mo)| <.
Ainsi s’acheéve la démonstration de la continuité de la fonction g; sur R".
Considérons a présent la fonction g : R™ — R définie par

9(z) = (B—a)gi(z) + 20 = f.

La continuité de la fonction g1 sur R™ et le fait que pour tout = € R" :
1 < g1(x) < 2, nous permettent d’affirmer que g est une fonction qui vérifie les
conclusions du théoréeme de Tietze-Urysohn. ]

14.4.5 Corollaire
Soit A et B deux sous-ensembles fermés non vides et disjoints de R". Alors, il
existe une fonction continue g : R" — R ayant les propriétés suivantes :

e pour tout x € A: g(z) =0;

o pour tout ¢ € B:g(z) =1;

o pour tout € R" : 0 < g(x) < 1.

DEMONSTRATION. Posons E = AU B et soit f : E — R la fonction continue
définie par
0 sizeA

f(‘”):{ 1 sizeB.

Puisque E est un sous-ensemble fermé de R", le théoréme de Tietze-Urysohn
nous assure 'existence d’une fonction continue g : R™ — R qui coincide avec f
dans E et telle que pour tout z € R" : 0 < g(z) < 1. [ ]

14.5 Exercices

14.5.1 Soit f : R?2 — R la fonction définie par
222
7z si@y) #(0,0)
fay) =4 a2 + (@ —y)’
0 si (z,y) = (0,0).
1) Montrer que lim (lim f(z,y)) = lim (lim f(z,y)) =0.
z—0 y—0 y—0 z—0
2) Peut-on déduire que  lim  f(z,y) =07

(z,5)—(0,0)

14.5.2 Soit f : R? — R la fonction définie par

1 1
(z+y)°cos —cos— sizy #0
flzy) = Ty
0 sizy = 0.

Montrer que lim (lim f(z,y)) et lim (lim f(z,y)) n’existent pas, mais que
y—0 ‘x—0 z—0 y—0

lim z,y) = 0.
(z,y)—(0,0) fey)
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14.5.3 Soit g : R — R une fonction continue. Montrer que la fonction f : R — R
définie par f(x1,...,2,) = g(z1) est continue.

14.5.4 Etudier la continuité de la fonction f: R? — R définie par

2 2
flay) =4 Warg,e si(x,y) # (0,0)
0 si (a,y) = (0,0).

14.5.5 Etudier la continuité de la fonction f :R? = R définie par

w/3
2
T et S @) # (0,0
f(xa y) = ‘[]'/6 y
0 si(z,y) = (0,0).

14.5.6 Comment faut-il choisir le nombre réel a pour que la fonction f : R2 = R
définie par

— 2 2
f(z,y) = : C;)ET si(z,y) # (0,0)
@ si(z,y) = (0,0)

soit continue au point (0,0) ?
14.5.7 Montrer qu’il n’existe aucun nombre réel o de sorte que la fonction f :
{(z,y) e R?: 2 >youz =y =0} — R définie par

1
f(xay): T —

__ 1
e 22 +y2

siz >y

K

six=y=0
soit continue.

14.5.8 Déterminer l’application g : ]0,1] — R de sorte que la fonction f :]0, 1] x
[-1,1] — R définie par

B cot (yv/z) siz€]0,1] et y € [-1,0[U]0,1]
f(x,y){i(x) ! siz €]0,1] etzzo

soit continue.

14.5.9 Montrer que

1 1
lim 2:Uye_wzydx7é/( lim 2:Uye_wzy> dzx.
y——+o00
0

Y—r—+o0
0
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14.5.10 Soit f,g : R™ — R deux fonctions continues. Montrer que {x € R"™ :
f(x) = g(x)} est un sous-ensemble fermé de R™.

14.5.11 Soit f,g : E — R deux fonctions continues. Montrer que si elles coin-
cident sur F, elles coincident sur E.

14.5.12 Soit f,¢ : E — R deux fonctions continues telles que pour tout z € E:
f(z) < g(x). Montrer que cette inégalité reste vraie sur E.

14.5.13 Soit (A;);c; une famille de sous-ensembles ouverts de R et

f+ JAi—-R

iel

une fonction dont la restriction a chaque A; est continue. Montrer que f est
continue.

14.5.14 Soit (B;);e; une famille de sous-ensembles fermés de R™ et

f: UB—R

iel

une fonction dont la restriction a chaque B; est continue. Peut-on conclure que
f est continue 7

14.5.15 Soit f : R™ — R une fonction continue et I un intervalle ouvert de R.
Montrer que {z € R™ : f(x) € I} est un sous-ensemble ouvert de R™.

14.5.16 Soit f : R™ — R une fonction continue et I un intervalle fermé de R.
Montrer que {z € R™ : f(x) € I} est un sous-ensemble fermé de R™.

14.5.17 Soit f : R™ — R une fonction telle que pour tout nombre réel «, les deux
sous-ensembles {x € R™ : f(z) < a} et {x € R™ : f(x) > a} sont des ouverts
de R™. Montrer que f est continue.

14.5.18 Soit E' un sous-ensemble compact de R™ et f : E — R une fonction
continue. Montrer que Imf est un sous-ensemble compact de R.

14.5.19 Soit E un sous-ensemble connexe par arcs de R™ et f : E — R une
fonction continue ne s’annulant pas. Montrer que pour tout couple d’éléments a

et bde E: f(a)f(b) > 0.

14.5.20 Soit E un sous-ensemble connexe par arcs de R™ et f : E — R une
fonction continue. Montrer que s’il existe deux éléments a et b de E pour lesquels
f(a)f(b) <0, la fonction f s’annule au moins une fois dans E.

14.5.21 Soit f : R™ — R une fonction homogene de degré zéro (§ 15.1.21).
Montrer que si f est continue au point (0,...,0) alors elle est constante.
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14.5.22 Soit A et B deux sous-ensembles fermés non vides et disjoints de R"™.
Trouver une fonction continue f : R™ — R qui vérifie les propriétés suivantes :
flz)=-1sizc A, f(z)=1sizecBet—1< f(z)<1lsizeclANCB.



CHAPITRE 15

Dérivées partielles

15.1 Définitions et propriétés

15.1.1 Définition d’une dérivée partielle

(" 7

Soit f : E — R une fonction, (z1,...,2,) un élément de E C R"™ et
i€ {l,...,n}. Soit encore la fonction d’une variable

fi : {JJ eR: (l’l,...,Zi_l,ﬂf,(ﬂi_._l,...,’l'n) S E} - R
définie par

filz) = f(z1,...,Tic1, %, Tig1, .., Tp)-

Si f; est définie au voisinage de x; et admet une dérivée en x;, on dit que la
fonction f admet une dérivée partielle par rapport a x; au point (1, ..., x,)
et on écrit

gi (1, s xn) = fi(20)
ou encore
Fo(wn o mn) = fl().
N\ /

Ainsi, par définition,

of
8x_(x17"'7$n) = fél(xl,;xn)
1
— lm flay, o mim1, 2, @41, -y ) — f(21, 000, 20)
T T - '

Voir la figure 15.1, ou la notation (x1,x2) est remplacée par (z,y).

15.1.2 Remarque

Une dérivée partielle peut se calculer au moyen des techniques déja vues a la
section 6.1 pour les dérivées des fonctions réelles d’une variable réelle ; pour cela,
il suffit de considérer comme constantes les variables autres que celle par rapport
a laquelle on dérive.
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15.1.3 Exemple
Soit f : R? — R la fonction définie par

xy
flz,y) = { 862 + 32

st (z,y) # (0,0)

si (z,y) = (0,0).
Alors, pour tout élément (z,y) # (0,0) de R?, on a :

ﬁ(.ﬁ, ) — y(y2 — 3’2) et ﬁ(.ﬁ, ) _ $(Z‘2 — y2)

Z @+ oy T @)
De plus,
OF (0,0) = lim &0 SO0 _ 1, 0-0_,
0 z—0 T z—0 T
et
dy y—0 Y

15.1.4 Remarque

Nous avons vu au paragraphe 14.2.9 que la fonction f : R? — R définie par

xy
flz,y) = { x? + y?
0

n’est pas continue au point (0,0). Cependant, elle admet des dérivées partielles
en ce point, & savoir df/9z (0,0) = df/dy (0,0) = 0. Cet exemple nous montre
qu’une fonction peut trés bien posséder des dérivées partielles en un point, sans
pour autant étre continue en ce point. Par contre, si une fonction a toutes ses déri-
vées partielles continues en un point, alors elle est continue en ce point (§ 15.1.6).
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15.1.5 Fonction dérivée partielle

Soit f : E — R une fonction telle que sa dérivée partielle par rapport a x;
existe en tout point de F. Alors, 'application de F dans R, qui a tout élément
x = (21,...,2,) de F fait correspondre le nombre réel df/0z; (x1,...,2,), est

appelée la dérivée partielle de f par rapport & z; et se note 9f/0x; ou encore
/
;"

15.1.6 Condition suffisante pour qu’une fonction soit continue en un point

( N

Soit f : E — R une fonction telle que les n fonctions
of/0x1,...,0f/0x, : E = R

existent et soient continues au point @ = (aq,...,a,). Alors f est aussi
continue en ce point.

DEMONSTRATION. D’apres la remarque finale du paragraphe 14.3.13, le point a
est un point intérieur de E car les dérivées partielles sont supposées continues
en a. Puisque a est un point intérieur de F, il existe un nombre réel § > 0 tel
que B(a,d) C E. Ainsi, grace au théoreme des accroissements finis (§ 6.2.12), a

tout élément (x1,...,2,) de B(a,d), on peut associer n éléments 61, ...,0, de
10, 1] tels que
flxy,.. ., zp)
n
= f(al,...,an) +Z (f(al,. ey Qi —1,T5, - . .,l‘n) — f(al,...,ai, xi+17--~7$n))
i=1
= flai,...,an) +izzl oz, (al,...,ai,l, a; + 0;(z; — a;), Tit1,-- -, xn) (xz; —a;);
ce qui entraine, du fait de la continuité des n fonctions 9f/dz1,...,0f/0xzy,
au point (ay,...,an), que lim flze,...,zn) = flar,...,an).
(@1,.n) = (a1,...,an).
Autrement dit, la fonction f est continue au point (ay,...,a,). |

15.1.7 Fonction de classe C'!

Soit E un sous-ensemble ouvert de R™. Une fonction f : £ — R est dite de
classe C! si les n fonctions 0f/0x1,...,0f/0z, : E — R existent et sont
continues.

Toute fonction de classe C! est continue (§ 15.1.6).
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15.1.8 Dérivée d’une intégrale qui dépend d’un parametre

(" 7

Soit a < b deux nombres réels, I un intervalle ouvert et f : [a,b] x I — R une
fonction continue dont la dérivée partielle par rapport & la seconde variable
existe et est continue sur [a,b] x I. Alors, la fonction g : I — R définie par

b

a(y) = / f(z,y) da

a

est continiment différentiable sur I et, de plus, pour tout y € I, on a :

DEMONSTRATION. Soit 3o € I et ¢ un nombre réel positif quelconque. D’une
part, I étant un intervalle ouvert, il existe un nombre réel 5 > 0 tel que

[vo — B,yo +B] C 1.

Puisque df /0y est uniformément continue sur [a, b] X [yo — 8, yo + 5] (§ 14.3.18),
il existe un nombre 0 < 6 < 8 tel que pour tout (z, z) € [a,b] X [yo — J,y0 + 9] :

0 0
@)~ )| <

_a.

D’autre part, d’apres le théoreme des accroissements finis (§ 6.2.12), on sait
qua tout élément (z,y) € [a,b] X [yo — 0,90 + 0] on peut associer un nombre
6 €10,1] tel que

Fey) — Fo ) = % (90 + 60y — 90)) - (4 — o).

Alinsi, pour tout y € I vérifiant 0 < |y —yo| < I :

b
9(y) — 9(yo) of
7@; — 0 - @(x’ Yo) dx

a

) j(gz(%yﬁg(y_yo))_gg(:p,yo)> dz

a

dx < e

N

b
</\Zu,ywe(y—yo))—gz(x,yo)
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Ce résultat étant valable pour tout yo € I et tout nombre réel € > 0, il nous
permet de conclure que la fonction g : I — R est différentiable sur I et que pour
tout y € I :

9'(y) = g; (z,y) da.
a

Pour finir, remarquons que la continuité de la fonction ¢’ : I — R découle de

celle de la fonction df /0y : [a,b] x I — R (§ 14.3.20). |

15.1.9 Exemple

Soit f,g: R — R les deux fonctions définies respectivement par

2 1
) /y ! " /e s
= e x e
Y 9y 2 +1
0 0
(pour g, voir la figure 15.2).
A _e—y2 (z* + 1)
o2+ 1

Fig. 15.2

Puisque pour tout y € R

Y
Fly) =2 / e dy
0

2 +1

Yy Yy
_ 2 _ .2 _ 2 _ 2
:—2ey/ezdz:—2ey/e”dx,
0 0

1
Lo=v?(@®+1) 9y (22 + 1
9'(y) = / - (2yla” + ))dx:—267y2/y67(w)2dx
0
0



390 Calcul différentiel et intégral

on obtient que
fy)+4dy)=0
ou encore
dz
2 +1

N

F(y) +g(y) = £(0) + g(0) = /

D’autre part, en constatant que pour tout y € R

1
—(zy)? d
2 € a2 xT ™ _ .2
Ogg(y):ey/ dxéey/xz_’_lzzey,
0

on peut conclure, grace au théoreme des deux gendarmes, que lirf g(y) =0et
yg) o0

donc que lim f(y) = 7/4; ce qui entraine que
y—r—+o0

—+oo

/ e dz = ﬁ
5
0

15.1.10 Exemple
Soit g : ]0, 400 — R la fonction définie par

/2
g(y) = / In(y”cos’z + sin’z) dz.
0

Par le paragraphe 15.1.8, g est continiiment dérivable sur ]0, +o00[ et, pour
tout y € ]0,1[{U 1, +o0],

T gy cos? g 1
’ Y COsS™ T z=tanz Y
9 () / y2cos2x + sin?x / y2+ 22 14 22
0 0
+oo

2y 1 1
= — d
/ky? <22+y2 z2+1> :
0

2 1
= 3 _yy2 ZEIJPoo (; arctan(z/y) — arctan(z))

™
1+y’

La continuité de g’ en y = 1 assure que g’(1) = 7/2. On obtient

9(y) = g(y) —g(1) = /y %H dt = mln (HTy>

ce qui entraine

yl_l)I(I)l+ g(y) = —min2.
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D’autre part, comme l'intégrale généralisée

/2
.2
Insin“z dx

0+

converge et que pour tout y € |0, +oo[

/2 /2
0<g(y) — /lnsin%dx = /1n(1—|—y2cot2$)dm
0+ 0+
(1 4 22
= y/%dz (avec z = y cot )
0
(222
< / +y / Mdz
y?
0
< y/dz+y/ +21n )dz
1
= y+y lim 7h1727271n(z)+1)
w—+00 z z 1
= y+y2+In2),
on peut aussi écrire (§ 5.2.12) que
/2
li in’z dz.
Jim g(y) = /lnsm zdx
0+
D’otut
/2
/ln sinzdz = —7ln V2.
0+

De ce résultat, on déduit immédiatement la valeur des deux intégrales sui-
vantes :

T/2— T/2—
/ In cos zdz = —wlnV?2 et / Intanxdx = 0.
0 0+

15.1.11 Lemme
Soit @ un nombre réel, I un intervalle ouvert et A : [a, +00[xI — R une fonction

continue vérifiant les deux propriétés suivantes :
o pour tout y € I, 'intégrale généralisée

oo

/ h(z,y)dx

a

converge ;

391
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& tout nombre réel € > 0, on peut associer un nombre « > a (indépendant
de y) tel que les relations t > « et y € I impliquent

—+oo

/h(x,y)dm <e.

t
Alors, la fonction H : I — R définie par

+oo

Hy) = / W, ) da

est continue et, de plus, pour tout couple d’éléments yi,y2 de I, on a :

Y2

t —+o0
lim h(z,y)dz dy:/ /h(x,y)dx dy.

Y2

t——+oo

Y1 Y1

DEMONSTRATION. La continuité de la fonction H : I — R découle immédiate-
ment des propriétés de la fonction h (§ 14.3.22). Ce résultat nous permet, en
outre, de considérer 'intégrale

Y2 +oo
/ h(z,y)dz | dy
Y1 a

ou Y1 et y2 sont deux éléments quelconques de 1.
Pour démontrer que

Y2 t Y2 +oo
Jdim [ | [reoyds|ay= [ | [ heyds ] ay
Y1 a Y1 a

il suffit de constater que pour tout t > a

Y2

Y2 t Y2 +oo +o0o
[ [newas)ay- [ | [ wpas| s <|[| [ by deay
t

Y1 a Y1 a Y1

et d’utiliser la deuxiéme propriété que vérifie la fonction h. |

15.1.12 Dérivée d’une intégrale généralisée qui dépend d’un parametre
Soit @ un nombre réel, I un intervalle ouvert et f : [a, +00[xI — R une fonction
continue vérifiant les trois propriétés suivantes :

o f admet une dérivée partielle par rapport & y continue sur [a, +oo[x];

e pour tout y € I, les deux intégrales généralisées

+oo +oo
/ fa,y)dr et / %(m)dx

convergent ;
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& tout nombre réel € > 0, on peut associer un nombre « > a (indépendant
de y) tel que les relations t > « et y € I impliquent

—+oco

of

— <e
/8y(x,y)d:c <e
t

Alors, la fonction g : I — R définie par

N
[t

est contintiment différentiable sur I et, de plus, pour tout y € I, on a :
+006f
= —(z,y)dx
)= [ Gaw
a

DEMONSTRATION. Soit F : Ja,+oo[ x I — R la fonction auxiliaire définie par

Fww:/ﬂaww

et to un élément quelconque de ]a,+oo[. Ainsi, griace a la premieére propriété
que vérifie f, on sait (§ 15.1.8) que pour tout y € I :

t07 / 8 [Z: y

Soit ¢ € I. Puisque la fonction 9F /9y (to,-) : I — R est continue (§ 14.3.20),
on déduit du théoréme fondamental du calcul intégral (§ 9.1.15) que pour tout
yel:

F(toyy) t07 / 8 t07

to
of
F(to,y /f x,c dx—i—/ /a—y(az,s)dm ds.

Ce résultat étant valable quel que soit to € Ja, +oo], on peut écrire que pour
tout (¢,y) € |a,+oo[ x I :

F(t,y)—]f(x,c)dx—&-/y /tgz(x,s)dx ds.

Par suite, du fait que la fonction 9f /0y : [a, +0o[xI — R vérifie toutes les
hypotheses du lemme 15.1.11, on obtient que la fonction §: I — R définie par

ou encore

(s) = %( 9 da

393
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est continue et que pour tout y € I :

t——+oo

+oo Y
g(y) = lim F(t,y) = /f(m,c)dx+/§(s) ds.

c

Par conséquent, pour tout y € I : ¢'(y) = g(y). D’ott le résultat. ]

15.1.13 Exemple
Soit h : [0, +oo[— R la fonction continue définie par

sinx

si x>0
1 si xz=0.

On sait (§ 14.3.23) que la fonction g : [0, +00[— R définie par

+oo
o(y) = / ¢ Vh(z) dz

est continue. De plus, en constatant que pour tout (z,y) € [1, +o00[ X ]0, +00[

2

X
1:2y2 ’

zy

le” " sinz| <e”

on obtient (voir § 10.2.4 et 10.2.7) que, quel que soit y € ]0,+oo[, l'intégrale
généralisée

+oo

/ —e Ysinzdx

0
converge. Par suite, puisque pour tout nombre réel € > 0 et tout w € ]0, +o0],
les relations ¢ > 8/(ew?) et y > w/2 impliquent

—+o0 —+oo —+oo

ey — 2 2 2 2
/—e Ysinzdr| < /e yda:g/wade:ggﬂew /8)(4/w”) = ¢,

t t t

on peut affirmer (§ 15.1.12) que pour tout y €]0, +oo

-1
1442

“+oo
gy = / —e Ysinzdz =
0

car la fonction
T —

e Yeosx +ye sinw
est une primitive de la fonction z — —e~*Y sin x.
Ainsi, grace & la continuité de la fonction g sur [0, +00[, on a que pour tout
y € [0, +oo] :
g(y) = ¢ — arctany
ou c est une constante. Calculons & présent cette constante. D’une part,

s
li = i — arct —c— .
Lm g(y) = lim (c—arctany) =c— 3
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D’autre part, pour tout y € ]0, +00]

—+o0 —+o0

_z . 1
lg(y)| = /e Yh(z)dz| < /e Wy = =
0 0 Y
ce qui entraine que
lim g(y) =0.
y——+oo

De ces deux résultats, on déduit que ¢ = 7/2. Par conséquent

+oo
g(0) = /h(m)dx -z
0

D’ou
400

sinx ™
—dr = —.
/ x . 2

0+

15.1.14 Dérivées partielles d’une fonction composée

D’une part, soit A un sous-ensemble de R"™ et
91,9 A= R

p fonctions continues au point @ = (aq,...,a,) telles que pour tout entier 1 <
1 < n, les p fonctions

091/0Yi,...,00,/0y; - A= R

existent. D’autre part, soit B un sous-ensemble de RP contenant

{(gl(y)7~-~>gp(y)) ty € A}

et f: B — R une fonction admettant pour tout entier 1 < j < p une dérivée
partielle 0f/0xz; : B — R qui soit continue au point b = (gi(a),..., gp(a)).
Alors, pour tout entier 1 < ¢ < n, la fonction F : A — R définie par

F(yla"'7yn) :f(xl :gl(y17"'7yn)a"'7xp:gp(y17"'7yn))

posseéde une dérivée partielle par rapport & y; au point @ = (ay,...,a,) et, de
plus, on a :
OF
W (ah . 7an>
of 9g
:Z<8(gl(al’ 7an)7 '~vgp(a17‘ aan)) o j(alv 7an)
=1 N i

Remarque. Ce résultat reste valable pour p = 1 ou n = 1 pourvu que, la ou c’est
nécessaire, les dérivées partielles soient remplacées par des dérivées de fonctions
d’une variable réelle. Voir en particulier le corollaire 15.1.15.
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DEMONSTRATION. Comme a est un point intérieur & A et b un point intérieur
& B, on sait qu’il existe deux nombres réels positifs « et § tels que B(a,a) C A
et B(b, ) C B. Par suite, puisque les p fonctions g1, ... g, sont toutes continues
au point a, il existe p éléments 61,...,d, de ]0, [ tels que pour tout entier
1 <k <pettout z € B(a,d) : |gr(z) — gr(a)| < B/(2/p). Ainsi, en posant
0 = min{d,...,d,}, on obtient que

{(91(2),...,9p(2)) : z € B(a,d)} C B(b, ).

A présent, fixons-nous arbitrairement un entier ¢ compris entre 1 et p. Alors,
grace au théoréme des accroissements finis (§ 6.2.12), & tout y €]a; — d, a; + 4,
on peut associer p éléments 61, ...,6, de |0, 1] tels que, en utilisant la notation

Yy=1(a1,...04i—1,Y,Qip1,---Cp),

on obtienne
F(y)—F(a)= f(91(9),--95(9)) — f(91(a),...,gp(a))
=> (f(9n(@.- - g5-1(0). 5@ - 00(®))

j=1

= f(gr(@)s s 95(a), gi41(®), - 95(®)))
P
of _
=Y (5 (91(@)- - g-1(a), g5(a) + 05(9(8) — 95(a),

j=1 J

g1 (@), 9p(®) - (95(1) — 95(a) );
ce qui entraine, du fait de la continuité des fonctions g1, ..., g, au point a et des

fonctions f/0x1,...,0f/0x, au point b = (¢1(a),...,gy(a)), que

OF (o i £@) —F(a)
yi (a) = ylggi 7
_j:1 (gxfj(%(a),” :9p( )) g?ng( ))

15.1.15 Corollaire

D’une part, soit I un intervalle ouvert et
g1,--9p: I = R

p fonctions contintument différentiables sur I. D’autre part, soit £ un sous-
ensemble ouvert de RP contenant {(g1(t),...,gp(t)) : t € I} et f : E - R
une fonction de classe C'. Alors, la fonction F': I — R définie par

Ft)=f(x1 =g1(t),...,xp = gp(t))
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est continiiment différentiable sur I, de plus, pour tout t € I, on a :
P
/
Voir la figure 15.3.

Notation. La dérivée gj(t) est notée aussi

651 = L (1),

15.1.16 Remarque

Si dans I’énoncé du paragraphe 15.1.14, on ne suppose pas que les fonctions
0f/0x1,...,0f/0x, sont toutes continues au point b = (g1(a), ..., gy(a)), alors
le résultat peut trés bien cesser d’étre vrai. Par exemple, si f : R? — R et
F : R — R sont les deux fonctions continues définies respectivement par

2
flz,y) = xz%yyz st (z,y) # (0,0)
0 si (2,y) = (0,0)

et
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et

of 22(22 — y?)

si (z, 0,0
Lwn-{ Grrwr (,) # (0,0)

si (z,y) = (0,0),
que les deux fonctions df/0x et f /0y ne sont pas continues au point (0,0) et

que
of

F0)=5#0= 20,050+ 2 0,02 0)

15.1.17 Exemple

On se propose de trouver toutes les fonctions
f:E={(z,y) eR*:2 >0} > R

de classe C! qui, sur E, vérifient ’équation aux dérivées partielles

0 0
xafg(ay) - y%(ﬂ?ﬂ) =kf(z,y)

ou k est une constante. Pour cela, supposons que f soit une telle fonction et
considérons les deux fonctions auxiliaires g1,g2 : |0, +oo[ x |—7/2,7/2[ - R
définies respectivement par

g1(r,0) =rcosf et go(r,0) = rsiné.
Alors, si F :]0,+o00[ x |—7/2,7/2[ — R est la fonction définie par

F(r,0) = f(x = g1(r,0),y = g2(r,0)),
on obtient (§ 15.1.14) que pour tout (r,0) € |0, 4+o00[ X |—7/2,7/2[ :
O :0) = 2L (9101, 20, 0) 2 (1,0

L 000), 000000 22 0,0)

= - rsin@ﬁ(rcos&rsin@

Ox

+ 7 cos 9?(7" cos@,rsinf) = kF(r,0);
Y

ce qui donne, en intégrant par rapport a 6 (§ 12.3.2), que
F(r,0) = h(r)e®®

ou h : ]0,400[ — R est une fonction différentiable sur ]0,+oo[. De plus, la
continuité de la fonction 9f/0x entraine celle de la fonction A’ car pour tout
r €10, 400 :
oF of
’ _ Y& _ Y%
h (’I") - ar (7“, 0) am (’I", O)

Par conséquent, toutes les fonctions f : E — R cherchées sont de la forme

flz,y) = h(\/m)ekaman W/ avec he€ Cl(IR*Jr,R).
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15.1.18 Lemme

Soit I, I> deux intervalles ouverts et h : Iy X Iy — R une fonction continue.
Alors, si a € I, la fonction g : I; x I, — R définie par

T

g(r,s) :/h(x7s) dz

a
est continue.

DEMONSTRATION. Soit € un nombre réel positif et (g, s9) un élément quelconque
de I1 x I5. D’une part, I; et Iy étant deux intervalles ouverts, il existe trois
nombres réels positifs aq, as et as tels que

aE[To—al,To+a2]C[1 et [80—03750+053}C12;

ce qui entraine, puisque (§ 14.3.18) la fonction h est uniformément continue sur
E =[rg— a1,10 — 3] X [sg — a3, So — ag], existence d’un nombre 0 < §; < ag
tel que pour tout (z,s) € [ro — a1, 70 + azg] X [so — 61,80 + 61] :

€
_ {—F—.
(@, ) = hiw:s0)l < 3a3 70 =ap

D’autre part, comme h est bornée sur E (§ 14.3.18), il existe un nombre réel
M > 0 tel que pour tout (z,s) € E :

|h(z, s)| < M.
Ainsi, en posant

. €
§= mln{ahaz,cﬁ, m} )

on obtient que pour tout (r,s) € I x Iz vérifiant \/(r — r0)2 +(s— 50)2 <0:

l9(r,s) = g(ro, s0)| = |(g(r,5) = g(r0,5)) + (9(ro, 5) = g(ro, 50))|

70

< /h(x,s)dx + /(h(x,s)—h(x,so))dx <§+§:e.

70 a

D’ou le résultat. |

15.1.19 Formule générale donnant la dérivée d’une intégrale qui dépend
d’un parametre

D’une part, soit Iy, I> deux intervalles ouverts et f : Iy x Iy — R une
fonction continue admettant une dérivée partielle par rapport a y qui soit
continue. D’autre part, soit I un intervalle ouvert et g, h,k : I — R trois
fonctions continiment différentiables sur I telles que

{(g(t),h(t)7]€(t)) 1t e I} Cc I x I x Is.
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Alors, la fonction F' : I — R définie par (fig. 15.4)

g(t)
F(t) = / Fa k(1)) de
h(t)

est contintiment différentiable sur I et, de plus, pour tout ¢t € I, on a :

g(t)
F'(t) = f(g(t), k(t)g'(t) — f(h(t), k(t))R'(t) + k' (1) %(% k(t)) da.
h(t)

Fig. 15.4

DEMONSTRATION. Soit @ € I} et G : I; x Iy — R la fonction auxiliaire définie
par

G(r,s):/rf(x,s)dx.

Alors, pour tout t € I :

De plus, puisque pour tout (r,s) € Iy x I :

oG oG [0
D) = flrs) et ()= [ S
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les deux fonctions 0G/0r et G /0s sont continues (lemme 15.1.18). Ainsi, grace
au corollaire 15.1.15, on sait que la fonction F' est continiment différentiable sur
I et que pour tout t € I :

#1) = 9% g00), k1) 1) + 2 (g(0), KR (1) ~ 2 (), k()P (1)
= %% o), kR (1)
g(t)
= (50O () — S0 WO O + £ 0 [ Lt o
h(t)

15.1.20 Exemple

Soit a € R*, W : R — R une fonction continue et Vj : R — R la fonction définie
par (fig. 15.5)

Va(t) = / W () sin (a(t — 2)) de.
0

Alors, en remarquant que pour tout t € R

Vo(t) =W(t)sina(t —t) +a / W (z)cosa(t — x)dx

0
t

=a / W (z)cosa(t — z)dx

0

et

Vi (t) = aW (t)cosa(t —t) — a® / W (z)sina(t — z)dz
0
=aW(t) — a*Vo(),

on obtient que Vj est une solution particuliere de I’équation différentielle linéaire
du second ordre

u” (t) + a*u(t) = a W (t).

La figure 15.5 donne le graphique de la fonction (z,t) — W(z)sina(t — x)
pour 0 <t <z et W(x) ==z
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Fig. 15.5

15.1.21 Définition d’une fonction homogene

Une fonction f : E — R est dite homogéne de degré @ € R si pour tout
(x1,..., xpn) € E et tout nombre réel t > 0 :

(txy,...,tep) € E et f(txy,..., txn) =t"f(x1,..., Tn).

15.1.22 Propriété des fonctions homogeénes

Soit f : E — R une fonction homogene de degré o admettant une dérivée
partielle par rapport & z;. Alors, la fonction f/0x; : E — R est homogene de
degré a — 1.

DEMONSTRATION. Soit ¢ un nombre réel positif quelconque. Puisque pour tout
(1,...,2n) EE

flzy, ..., tey) = t%f(x1, ..., Ty,),

on obtient que

of _ . 0f
taxi (twy,..., to,) =t o, (T1,..., Tp)
ou encore
a‘f _ ja—1 8f
oz, (txy,...,tx,) =t e (1, .oy 2p).
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15.1.23 Théoréme d’Euler

(" 7

Soit E un sous-ensemble non vide de R™ tel que les relations (z1, ..., z,) €
E et t €]0,+o0] impliquent (tzq,..., tx,) € E. Alors une fonction f :
E — R de classe C' est homogene de degré « si et seulement si pour tout
(x1,..., x,) € E:

af(xh...,xn):Z(migg‘i(xl,...7mn)>.

=1

Cette égalité est appelée la relation d’FEuler.

DEMONSTRATION. Supposons d’abord que f soit homogene de degré a et soit
(a1,..., ap) un élément quelconque de E. Alors, en désignant par g :]0, +oo[— R
la fonction définie par

g(t) = f(tal>"'7 tan) :taf(ala"'7 an)7

on obtient, grace au corollaire 15.1.15, que pour tout nombre réel ¢t > 0 :
n
0 _
g ) = iz_;aiaﬂi (tai,..., tay)) = at® L f (ay,..., an);

ce qui donne, en posant t = 1, la relation d’Euler.

Réciproquement, supposons que pour tout (z1,..., x,) € E
n
of
af (x1,..., xy) = Z <xiaxi(:z1,..., xn))
=1
et soit (by,..., by) un élément quelconque de E. Alors, si h :]0,+o0o[— R est la

fonction définie par
h(t) = f(tby,..., thy),

on peut écrire, en utilisant a nouveau le corollaire 15.1.15, que pour tout nombre
réel t > 0:

th'(t) = ((tbi) % (thy,..., tbn)> = ah(t);

i=1

ce qui entraine (§ 12.3.2) que h(t) = t*h(1). Comme h(1) = f(by,..., b,), on
obtient finalement que pour tout ¢ €]0, +-o00| :

F(tby, ... thy) =t f(by, ..., by).
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15.1.24 Exemple

On se propose de trouver toutes les fonctions
fiE={(z,y) eR*:2 >0} > R
qui sont homogenes de degré zéro et de classe C'. D’apres le théoreme d’Euler,

ce probleme revient & déterminer toutes les fonctions f : E — R de classe C*
qui, sur F, vérifient I’équation aux dérivées partielles

0 0
xa—i (z,y) + y@TJ: (z,y) = 0.

Pour cela, supposons que f soit une telle fonction. Alors, si
F:)0,4o00] x|—7/2,7/2[ > R
est la fonction définie par
F(r,0) = f (x =7 cosf,y =r sinb),
on obtient (§ 15.1.14) que pour tout (r,8) € |0, +o00[ X |—7/2,7/2|

oF

TE (r,0) = (rcos?) of (rcosf,rsinf) + (r sir19)a

O oy

(rcos,rsinf) =0 ;
ce qui donne, en intégrant par rapport a r, que

F(r,0) = h(0)
ou h : |=m/2,7/2[ — R est une fonction différentiable sur |—7n/2,7/2[. De
plus, le fait que fsoit de classe C! entraine que h’ est continue, car pour tout
el-n/2, /2] :

oF

=20 (1,0) = —sin Hg (cos @, sinf) + cos Hg(cos 0, sinf).

li
e (6) ox oy

Par conséquent, toutes les fonctions f : E — R cherchées sont de la forme
flz,y)=nh (arctang> avec h € C'(]-n/2, 7/2[,R),
x
ou plus simplement

flz,y) = (%) avec k€ C*(R,R).
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15.2 Dérivées partielles d’ordres supérieurs

15.2.1 Définitions

(" 7

Soit E un sous-ensemble de R™ et f : E — R une fonction admettant
une dérivée partielle par rapport & x;. Si la fonction 9f/0z; : E — R
admet & son tour une dérivée partielle par rapport & x;, on aura la fonction
0/0x; (0f/0x;) : E — R que nous noterons plus simplement

an 1

ouencore f,
&riax]—

ZTiTj"

Les fonctions 02 f /0x;0x; : E — R sont appelées les dérivées partielles
secondes (ou d’ordre 2) de la fonction f.

. /

De proche en proche, on peut définir ainsi, lorsqu’elles existent, les dérivées
partielles d’ordre p de la fonction f. Par exemple, la dérivée partielle d’ordre p de
la fonction f par rapport aux variables x;,,..., z;, (prises dans cet ordre) sera
notée

orf

——1 _ ouencore [P
83%1 o (’)a:ip e

mip

Remarque. Lorsqu’elles sont bien définies, les notations

’f
5w, = Jirs (15.1)
et 92
f "
= 15.2
5 oz = om (152

ont des significations différentes si ¢ # j. Dans les notations (15.1), on dérive
d’abord f par rapport a x; et ensuite la dérivée partielle obtenue est dérivée par
rapport a x;, alors que, dans les notations (15.2), on dérive d’abord f par rapport
a x; et ensuite la dérivée partielle obtenue est dérivée par rapport a z;. Au
paragraphe 15.2.5, nous verrons que ’ordre de dérivation peut étre important et,

au paragraphe 15.2.6, nous donnerons une condition qui assure ’égalité f;’ixj =
1
TiT;"

15.2.2 Fonctions de classe C?

( N

Soit E un sous-ensemble ouvert de R™ et p un entier positif. Une fonction
f: E — R est dite de classe C? si toutes ses dérivées partielles d’ordre p
existent et sont continues.

Une fonction g : £ — R est dite de classe C*° si, pour tout entier p > 0,
elle est de classe CP.
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15.2.3 Propriété des fonctions de classe C?

Si f: E — R est une fonction de classe CP, alors toutes ses dérivées partielles
d’ordre 1 & p existent et sont continues. Autrement dit, pour tout entier 0 < k <
p, la fonction fest de classe C*. De plus, la fonction f est continue.

DEMONSTRATION. II suffit d’utiliser la condition suffisante démontrée au para-
graphe 15.1.6. |

15.2.4 Exemple

Soit f : R? — R la fonction définie par f(z,y) = z sin(zy) (fig. 15.6). Alors,
pour tout (z,y) € R?, on a :

of .
3z (x,y) =sinzy+ zycosay
0
8—f (z,y) = 2*coszy
Y
62
a—";(x, y) =2ycosxy — xy’sinzy
x
82
3 8f (z,y) = 2x cosxy — 2’y sinzy
oy
82
ng(x, y) = 2z cos xy — oy sin xy
62
a—‘g(x, y) = —a3sinxy.
Y

15.2.5 Remarque

De l'exemple 15.2.4, il ne faudrait pas conclure trop hativement que 1'éga-
lité 02 f/0xy (x,y) = 0*f/0ydx (z,y) a toujours lieu. Ainsi, pour la fonction
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f:R? — R définie par

G () # (0,0)
fay) =4 @2+ R
0 si (z,y) = (0,0)
(fig. 15.7), on a 9%f/0x dy (0,0) = 1 # 0 = 9 f /9y 9z (0,0) . Néanmoins, si les
deux fonctions 82 f /0x;0x; et 9* f/Ox;0x; sont continues en a = (ay,..., a,),

alors elles sont égales en ce point. C’est le théoréme de Schwarz.

15.2.6 Théoréme de Schwarz

(" 7

Soit E un sous-ensemble de R, @ = (aq,..., a,) un élément de E et f :
E — R une fonction dont les deux dérivées partielles secondes 02 f /0z;0x;
et 9% f /Ox;0x; existent et sont continues au point a. Alors on a 'égalité :

O f
Oxi(‘)xj

(01, - a) = 22
1y« Un 783&8.%}

((117...,0,”).

DEMONSTRATION. D’apres la remarque finale du paragraphe 14.3.13, le point a
est un point intérieur de F car les deux dérivées partielles secondes 02 f /Ox;0x;
et 9% f/0x;0x; sont continues en a par hypothese. Nous supposerons que i # j
et nous commencerons par lecasn =2,71=1et j = 2.

Puisque a est un point intérieur de E, il existe un nombre réel § > 0 tel que
B (a,26) C E et toutes les dérivées partielles de f existent jusqu’a l'ordre 2 sur
B (a,24). Soit v € ]0,]. Pour s € [0, v], posons

g(s) = fla1 +v,a2 + s) — f(a1,az + s),

ce qui donne

g(v) —g(0) = far +v,a2 +v) — f(a1,a2 +v) — f(a1 +v,a2) + f(a1,az)
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et

g = 9 _of
g'(s) = s (a1 +v,as + 5) D2s (a1,a2 + s)

pour tout s € |0, v].
Le théoreme des accroissements finis (§ 6.2.12) appliqué & la fonction

0
t— a—ai(al +t,as + 5)
et & 'intervalle [0, v] assure qu’il existe 67 € ]0,v[ tel que
0 0 02
g/(s) = ail'i(al +v,a2 + S) — 871{.2((117(12 + S) = Wg;l(al + 01,00 + S)U.

Le nombre 6, = 60 (v, s) peut dépendre de v et s.
Le théoreme des accroissements finis appliqué ensuite a la fonction g et a
l'intervalle [0, v] assure qu'’il existe 65 € |0, v] tel que

0% f
al'gaxl

g(v) = g(0) = g'(62)v = (a1 + 01, a2 + 02)02,

ou 91 = 01(1), 02)
En inversant les roles de la premiere et seconde composante, posons pour
s €[0,v]
h(s) = f(a1 + s,as +v) — f(a1 + s,a2),

ce qui donne
h(v) = h(0) = f(a1 +v,a2 +v) — f(a1 + v, a2) — f(a1,a2 +v) + f(a1, az).

On montre de méme qu’il existe 05 et 6, dans ]0,v[ tels que

0*f

h(?)) B h(O) - 813182E2

(a1 + 93, as + 04)’()2.

Comme

g(v)—g(0) = f(a1+v,as+v)—f(a1,as+v)—f(a1+v, a2)+ f(a1,a2) = h(v)—h(0),

on en déduit

82 82
W@fxl(al + 61,00 + 92)1)2 — ngz(“l 103,00 + 94)1}2
et 52 »
59628{51 (a1 + 01,00 +62) = W@fxg(al + 03,09 +64).

En considérant des valeurs de v arbitrairement proches de 0, la continuité des
deux dérivées partielles secondes 92 f /0x10x2 et 0% f /0x20x1 en (a1, az) permet
de conclure que

0% f 0% f

m(ahaz) = M(MWQ)-

Sin > 3eti# j, on applique le méme argument & la fonction (z,y) — F(z,y)
que l'on obtient de f en fixant les valeurs des variables xj & a pour k & {i,j}
et en posant x; =z et x; = y. |
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15.2.7 Corollaire

Soit f : E — R une fonction de classe C? et k un entier compris entre 1 et p. Si

deux k-tuples ordonnés (i1, -+ ,ix) et (41, - ,Jjx) sont égaux & une permutation
pres alors, pour tout élément a = (a; ...,a,) de E, on peut écrire
P - )
—(a AR 7a = — (a R a .
81‘1'1 ~~-8z¢k ! " 6le 8x]k ! "

15.2.8 Exemple : équation d’onde

On se propose de trouver toutes les fonctions f : R? — R de classe C? qui
vérifient ’équation aux dérivées partielles

20%f

0%f
) (z,y) —a Tyg(%y) =0

ol a est une constante positive. Pour cela, supposons que f soit une telle fonction
et considérons la fonction auxiliaire F : R? — R définie par

F(um)zf(x:u_v u—l—v).

2 YT T2

Alors, pour tout (u,v) € R? :

aj( )_ig U—v u+v _'_lg uU—v u+v
ou o 200z 2a 2 2 0y 2a 2

et

0*F 1 /=1 0% (u—v u+tw 1 0%f (u—v utv
8u8v(u7v):% (2a8m2< 2a 7 2 >+28x8y< 2a 7 2 )>
( 1 0%f <u—v u+v)+182f <u—v u—l—v))
2a 0ydzx \ 2a = 2 20y2 \ 2a B 2
—1 (0%f (u—v utw 2 O?f (u—v u+tw )
:4a2<8x2< 2 ' 2 >_“ay?< 2 ' 2 ))ZO’

ce qui donne, en intégrant d’abord par rapport a v et ensuite par rapport a u,
que

F(u,v) = g(u) + h(v)

ol g,h : R — R sont des fonctions deux fois continiiment différentiables sur R.
Par conséquent, toutes les fonctions f : R? — R cherchées sont de la forme

f(z,y) = glax +y) + h(—az +y) avec g, h € C*(R,R).

La figure 15.8 illustre le cas g =0 et a = 1.
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~
~<o
~

~
-~ —_
~

a=1

(o) = J cos™v —T/2<v<T/2, a>2
W) =1 9 lv| > n/2

Fig. 15.8

15.2.9 Fonctions de classe C? sur un sous-ensemble

Soit A un sous-ensemble ouvert non vide de R" inclus dans E. Une fonction
f 1 E — R est dite de classe C? sur A si sa restriction & A est de classe CP.

15.2.10 Fonctions de classe C? au voisinage d’un point

Soit @ = (a1, ..., a,) un point intérieur & E. Une fonction f : E — R est dite de
classe CP au voisinage de a s’il existe un nombre réel § > 0 tel que B(a,d) C E
et f est de classe C? sur B(a,d).

15.2.11 Formule de Taylor

e a
Soit f : E — R une fonction de classe CP*! au voisinage de @ = (ay ..., a,).
Alors, il existe un nombre réel § > 0 tel que B(a,2) C E et, a tout élément
x=(x1...,2,) de B(a,d), on peut associer un nombre 0 < 6 < 1 de sorte
que l'on ait I'égalité suivante (dite formule de Taylor) :

1 1
=FO)+F(0)+...+ FP0)= + FPT) () ——
f(x) = F(0) + F'(0) + (O)+ U 0)
ou F':]-2,2[ — R est la fonction définie par F(t) = f(a + t(z — a)).
N J

En particulier pour n =2 et p =0, si ||(x,y) — (a,b)]|| est suffisamment petit,
on obtient que
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F) = £t + L (at e — )b+ 0y ) (2~ a)
o7

+a—y(a+9(x—a),b+9(y—b)) (y —b)

pour un certain 6 € |0, 1] qui peut dépendre de (z,y), ot f : E — R est
une fonction de classe C! au voisinage de (a,b) € E C R2.

. J

Observons que les dérivées partielles % et % de la fonction f sont évaluées ici
au point (a + 0(x —a),b+ 6(y — b)).

De méme dans le cas particulier n = 2 et p = 1, si ||(z,y) — (a,b)]| est
suffisamment petit, on obtient que

( N

o) = Flah) + 5 @,b) (= )+ 5 @) (s =D

—I—;{ggﬂéc(a—i—@(x—a),b-i-H(y—b)) (z —a)’
+288xafy(a+9(x—a),b+9(y—b)) (r —a)(y —b)
+?9T/J; (a—I—H(J:—a),b+9(y—b))(y—b)2},

pour un certain 6 € |0, 1[ qui peut dépendre de (z,y), ot f : E — R est
une fonction de classe C? au voisinage de (a,b) € E C R

. J

2 2 2
Observons que les dérivées partielles d’ordre 2 %, aawfy et g—y{ de la fonction

f sont évaluées ici au point (a 4+ 0(x — a), b+ 6(y — b)).

DEMONSTRATION. Comme f est de classe CPT! au voisinage de a, il existe un
nombre réel 6; > 0 tel que f soit de classe CP*! sur B(a,d;). Posons § = 6;/2 et
soit z € B (a,d). Puisque {a +t(z — a) : —2 <t < 2} est inclus dans B(a, 1),
la fonction F' : ]—2,2[ — R est bien définie, et de plus elle est (p + 1) fois
contintiment différentiable sur |—2,2[ (§ 15.1.15) ; ce qui entraine, entre autres,
que la formule de Taylor (§ 6.4.6) donnée dans le cadre d’une fonction d’une
variable réelle lui est applicable. Par conséquent, il existe un nombre réel 0 <
0 <1 tel que

1

/ p l p+1 -
f@) = F(1) = FO)+ F/(0) ... + FP(0) -+ FO* O T
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Pour établir la formule de Taylor dans les deux cas particuliers ou n = 2, il
suffit de constater que pour tout t € |—2,2] :

F'(t) %(a +t(x—a),b+t(y —b)) (z —a)
+ %(a+t(m—a),b+t(y—b)) (y —b)
et
F"(t) :%(a +t(z—a),b+tly—"b)) (z —a)?
82
+2a?afy(a+t(:c—a),b+t(y—b)) (x —a) (y— D)
+a2—f(a+t(x—a) b+tly—1b) (y—1b)*
42 ; y Y ;
et d’utiliser la formule obtenue ci-dessus. |

15.3 Formes différentielles

15.3.1 Définitions

(" 7

Soit a < bet ¢ < d quatre éléments de R (§ 1.5.1) et M, N : ]a,b[x]c,d[ = R
deux fonctions continues. Alors, I’équation

M(z,y) + N(z,y)y' =0 (15.3)

est appelée une forme différentielle. De plus, lorsque les deux fonctions M
et NV sont de classe C! et que pour tout (z,y) € Ja,b[x]c,d] :

oM ON

on dit que la forme différentielle (15.3) est ezacte.

Une fonction y : I — ]e, d[ continiiment différentiable sur l'intervalle ouvert
I C ]a, b est dite solution de la forme différentielle (15.3) si pour tout = € I :

M(z,y(x)) + N(z,y(z))y'(x) = 0.
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15.3.2 Théoréme

e N
Soit @ < b et ¢ < d quatre éléments de R, (zg,y0) € Ja,b[x]c,d| et
M, N :la,b[x]c,d[ — R deux fonctions de classe C! vérifiant, pour tout
(z,y) € ]a,b[x]c,d[, 'égalité (15.4). D’autre part, soit x :]a,b[x]c,d[ = R
la fonction définie par

x Yy
xwy) = [ My e+ [ N v
Zo Yo

Alors, pour qu'une fonction y : I — ]e,d[ contintiment différentiable sur
l'intervalle ouvert I C ]a,b[ soit solution de la forme différentielle exacte
(15.3) il faut et il suffit qu’il existe une constante « telle que pour tout

xel:yx(xyx))=a

Pourvu que (15.4) soit satisfaite, il existe d’autres maniéres de calculer x
que d’utiliser sa définition. Par exemple

x(x,y) :/M(Lyo) dt + /N(m,t) dt
x(z,y) = / {(r — o) M (0 + s(x — x0), Yo + 5(y — %0))
0

+ (y — yo)N (w0 + s(z — x0), 90 + 5(y — o)) } ds.

. J

DEMONSTRATION. Observons d’abord que 92X (z,y) = M (z,y) et (voir § 15.1.8)

ox
Ix

T OM
- [ == N
ay(’Jr,y) /xo oy (t,y)dt + N(z0,v)

" ON
:/ 5y (By)dt+ N(zo,y) = N(z,y).

Définissons ensuite la fonction G : I — R par G(z) = x(z,y(z)). Il suffit
maintenant de remarquer que si y : I — ]e,d[ est une fonction continiiment
différentiable sur Uintervalle ouvert I C ]a, b, alors pour tout x € I :

G'(x) = g—;((:r y(x)) + %(Ly(x))y’(x)

= M(z,y(x)) + N(z,y(2))y (z).
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Pour vérifier les formules alternatives pour x, posons

z v
1(z,y) Z/M(t,yo)dt—F/N(%t)dt
o Yo

et
1
/ x —xo)M $0+8($—$0)»y0+3(y—y0))
0
+ (y — yo) N (zo + s(x — m0),yo + s(y — yo))}ds-
On obtient
o o
_ [ 9X ox
o) = [ SEamder [ S
Zo Yo
= x(2,%0) — x(0,¥0) + Xx(z,y) — x(z,y0) = Xx(,Y).
Comme

1

/ x—xo (x0+s(x—xo) yo+5(y—y0))
0

(= ) 3 (a0 + 5o — o). 0 -+ s(y — o) } s

et I'intégrande

al(xo+5(x,x0)’ Yo+s(y—yo))

(a—a0) B s+ s(o—0). g0+ 5y —0) +(r—30) 5

est, pour x et y fixés, la dérivée par rapport a s de x(xo+s(x—x0),yo+s(y—y0)),
on obtient que

s=1

x2(z,y) = x(wo + s(x — 20), 90 + 5(y — Yo)) o = X(@y) = x(@o,50) = x(z,y)-
]

15.3.3 Remarque

Dans I’énoncé du théoreme 15.3.2, le choix des deux nombres réels zg € Ja, b et
Yo € |e, d[ est totalement arbitraire. Dans la pratique, ce choix est fait de fagon
a simplifier le plus possible les calculs.

15.3.4 Exemple

Résoudre la forme différentielle exacte

(x+y) +(x—-y)y =0
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D’une part, en prenant zo = yo = 0, on obtient que pour tout (x,y) € R? :
x Yy
Ly 1,
xx,y)= [ t+y)dt+ [ —tdt = 2%~ 5y + zy.
0 0
D’autre part, en utilisant le théoreme 15.3.2, on sait que les solutions de la

forme différentielle exacte (z + y) + (z — y)y’ = 0 s’obtiennent en exprimant y
par rapport a x dans ’expression

1 1
gt ¥ tay=o

oll o est une constante. Par conséquent,
e si a < 0, il y a deux solutions (maximales, au sens expliqué dans I'introduc-
tion du chapitre 12), a savoir : les deux fonctions yi,y2 : R — R définies
respectivement par

y1(z) =2+ /2(22 — @) et yo(x) =2 — /2(2? — );
e si a =0, il y a aussi deux solutions, a savoir : les deux fonctions 71, %> :
R — R définies respectivement par

7i(z) = 1+ V2)z et Gy(z) = (1 — V2)x;

e si @ > 0, il y a quatre solutions, & savoir : les quatre fonctions g1, %2 :
| — 00, —va[— R et §3, 74 : ]/, +o0] — R définies par

h1(x) = g3(x) =z + V/2(2% — ) et ga2(2) = Ga(z) = 2 — V2(2? = ).

La figure 15.9 représente 'ensemble {(z,y) € R* : 1% — 3y + 2y = a} lorsque
a<0,a=0et a>0.

15.3.5 Facteur intégrant

( N

Soit @ < b et ¢ < d quatre éléments de R et M, N :]a,b[ x ]c,d[ — R deux
fonctions de classe C. Une fonction y : Ja,b[ x Je,d[ — R de classe C! qui
vérifie les deux propriétés suivantes :

» pour tout (z,y) € Ja,b[ x Je,d[: p(z,y) # 0,

o la forme différentielle

p(z, y)M(x,y) + p(z, y)N(z,y)y' =0 (15.5)

est exacte,
est appelée un facteur intégrant de la forme différentielle (15.3).

. J

Lorsqu’une forme différentielle (15.3) possede un facteur intégrant, ses solu-
tions coincident avec celles de la forme différentielle exacte (15.5).

Pour finir, remarquons que méme lorsqu’une forme différentielle possede un
facteur intégrant, il n’est généralement pas facile de le trouver. Cependant, il
existe des cas particuliers (§ 15.3.7 et 15.3.8) pour lesquels il est possible d’en
calculer au moins un.
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a <0

a>0

Fig. 15.9

15.3.6 Caractérisation d’un facteur intégrant

Soit @ < b et ¢ < d quatre éléments de R et M, N : Ja,b[ x Je,d] — R deux
fonctions de classe C'. Pour qu'une fonction u : Ja,b[ x Je,d[ — R de classe
C' qui ne s’annule pas sur Ja,b[ x ]c,d[ soit un facteur intégrant de la forme
différentielle (15.3) il faut et il suffit que pour tout (z,y) € Ja, b[ X J¢,d[, on ait :

(@) = V) T o) = S o) - 5w, (156)

Iln|p|
M i L
(@95,
DEMONSTRATION. Pour que p : Ja, b x ]c,d] — R soit un facteur intégrant de la
forme différentielle (15.3) il faut et il suffit que pour tout (z,y) € a,b[ x ]¢,d] :

WD ) = 26 )

c’est-a-dire

M(:ay)%(x, y) — N(z, y)%(%w) = u(z,y) (Egz(m»y) - (aaij(w,y))

ou encore, en divisant les deux membres de cette égalité par u(x,y), que

Oln|p| B ln|p| _ON _ oM

M(z,y)
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15.3.7 Facteur intégrant ne dépendant que de z
e N

Soit a < b et ¢ < d quatre éléments de R et M, N : ]a,b[ x Je,d[ — R deux
fonctions de classe C'! vérifiant les deux propriétés suivantes :

o pour tout (z,y) € |a,b] x Je,d[: N(z,y) #0;

e pour tout (x,y) € |a,b[ x |e, d[ I'expression

ON oM
E(x’y) - Ty(x’y)
N(z,y)

ne dépend pas de y mais seulement de z.
Alors, en désignant par f : ]a,b[ — R la fonction définie par

_ o Y
f(=) Ny ,

on obtient que la fonction p : Ja,b[ x ]¢,d][ — R définie par

,U,({L', y) =e 1:0 Jleat ’

ol zo est un élément quelconque de Ja,b[, est un facteur intégrant de la
forme différentielle (15.3).

DEMONSTRATION. Il suffit de remarquer que p vérifie 1'égalité (15.6) et d’utiliser
le résultat du paragraphe 15.3.6. |

15.3.8 Facteur intégrant ne dépendant que de y
e N

Soit a < b et ¢ < d quatre éléments de R et M, N : ]a,b[ X Je,d[ — R deux
fonctions de classe O vérifiant les deux propriétés suivantes :

o pour tout (z,y) € |a,b] x |e,d[: M(x,y) # 0;

o pour tout (x,y) € |a,b[ X ]e, d[ I'expression

ON oM
%(x,y) - Ty(x’y)

M(z,y)

ne dépend pas de x mais seulement de y.
Alors, en désignant par g : Je,d[ — R la fonction définie par

ON oM
%(x,y) - aiy(%l/)

M(z,y) ’

9(y) =
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on obtient que la fonction p : Ja, b x ]¢,d] — R défine par

pla,y) = e o0

b

ol yo est un élément quelconque de |e,d[, est un facteur intégrant de la
forme différentielle (15.3).

. J

15.3.9 Exemple

Pour (z,y) € ]—o00, +00[ X |0, +00[, résoudre la forme différentielle
(322 + )y + x(y? — 2Py’ = 0. (15.7)

En constatant que pour tout (x,y) € |]—o0, +00[ x |0, 4+00] :

ON oM
%(m,y) - Ty(x’y) _ _g.
M(z,y) y’

on sait (§ 15.3.8) que la fonction p : ]—o00, +00[ x |0, +0o[ — R définie par

m—e

=2 dt 1
t
p(z,y) =e ==
) y2
est un facteur intégrant de la forme différentielle (15.7). Ainsi, en prenant zy = 0,
on obtient que pour tout (z,y) € |—o00, +00[ x |0, +o0] :

r 3t2 a3
x(m,y)=/<+y) dt = — +ay;
J \y Yy

ce qui entraine, d’apres le théoreme 15.3.2, que les solutions de la forme diffé-
rentielle (15.7) s’obtiennent en exprimant y (avec y > 0) par rapport & x dans
I’expression
3
x
— tay =«
Yy
ol « est une constante. Par conséquent :
e si @ < 0, il y a deux solutions (maximales, au sens expliqué dans l'intro-
duction du chapitre 12), & savoir : les deux fonctions

Y1, Y2 :}\/_27,0{% 0, +o0]

définies respectivement par

o+ Va? — 4zt o —Va? — 4t
y(r) = ———— et yp(r) = ——————
2x 2z

e si a =0, il n’y a aucune solution ;
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e si > 0, il y a de nouveau deux solutions, a savoir : les deux fonctions

gl,ggz]o,\/g[e]()&oo[

définies respectivement par

B o+ Va? — 4zt _ o —Va? — 4zt
i) = CIYE T o (e = YT AT

15.4 Extrema d’une fonction de plusieurs variables

15.4.1 Définition d’un point stationnaire

s N
On dit que a = (a1,...,a,) € E est un point stationnaire de la fonction
[+ E — R si les dérivées partielles suivantes sont bien définies en a et

of of
—(a1,...,ap)=...= —(a1,...,a,) =0.
8:101( ! n) 8xn( ! ")
\ J

15.4.2 Maximum et minimum local d’une fonction

Soit @ un élément de E. On dit que la fonction f : E — R admet un
mazimum (resp. minimum) local au point a s’il existe un nombre réel 6 > 0
tel que les relations @ € E et « € B(a,d) impliquent f(xz) < f(a) (resp.

f(x) = f(a)).

D’autre part, nous dirons qu’une fonction admet un extremum local au point a
si cette fonction admet un maximum ou un minimum local en ce point.

15.4.3 Remarque

Soit f : R? — R une fonction vérifiant la propriété suivante : la restriction
de f & toute droite passant par le point (a,b) posseéde un extremum local en
ce point. Peut-on déduire que f admet un extremum local au point (a,b)? La
réponse a cette question est non. Par exemple, soit f : R? — R la fonction
définie par f(z,y) = (y — 22)(y — 222). 1l est facile de vérifier que la restriction
de f a toute droite passant par (0,0) posséde un minimum local en ce point. Par
contre, puisque pour tout z € R*

32 xd 3zt x?

la fonction f n’admet pas d’extremum local au point (0, 0).
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15.4.4 Condition nécessaire pour qu’une fonction posséde un extremum
en un point

Soit f : E — R une fonction admettant un extremum local au point @ =
(a1,...,ay) et telle que pour chaque entier 1 < 7 < n, sa dérivée partielle
par rapport & x; au point a existe. Alors, a est un point stationnaire de f.
Autrement dit,

ﬁ(al,...,ozn):...:ﬁ(al,...,an)zo.

o1 Oxy,

DEMONSTRATION. Soit ¢ un entier quelconque compris entre 1 et n, et
fi : {'T €eR: (a'lv"'7ai—17I7ai+17"'7an) € E} - R
la fonction définie par

fz(x) = f(al, ey A—1, Ly Ay 1y - - - ,an).

Puisque f; est différentiable en a; et admet un extremum local en ce point, on
sait (§ 6.2.2) que f!(a;) = 0. D’ou le résultat. [ |

15.4.5 Remarque

La condition démontrée au paragraphe 15.4.4 n’est pas suffisante, car @ =
(ai,...,ay,) peut trés bien étre un point stationnaire de la fonction f: E — R
sans pour autant que f possede un extremum local en ce point. Par exemple,
soit f : R? — R la fonction définie par f(x,y) = zy. Puisque

9 1 o1 — ¥ 10,01

(0,0) est un point stationnaire de f. Par contre, f n’admet pas d’extremum local
en ce point.

15.4.6 Recherche des points ol une fonction atteint ses extrema

( N

Il résulte immédiatement de la condition nécessaire démontrée au para-
graphe 15.4.4 que, si la fonction f: E — R admet un extremum local au
point @ = (aq,...,a,), alors a se trouve obligatoirement parmi les points
suivants :
« les points stationnaires de la fonction f;
o les points de E ou une au moins des dérivées partielles de f n’existe
pas.
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15.4.7 Exemple

Soit A = (7,1),B = (z,—x),C = (y,y) et D = (8,4) quatre points de R2.
Comment faut-il choisir z et y pour que la somme des distances de A a B, de B
4 C et de C & D soit minimale? Ce probléeme revient & trouver un point de R?
pour lequel la fonction f: R? — R définie par

fla,y) = (@ =72+ (2 - 12+ /(- y)? + (—z — y)?
+V (-8 +(y—4)°
= V2(Vx?2 — 62 + 25+ Va2 + 42 + Vy? — 12y + 40)

atteint son minimum. Il nous faut d’abord démontrer qu’un tel point existe. Pour
cela, posons E = {(z,y) € R? : 22 + y? < 103}. Puisque f est continue sur F et
que E est un sous-ensemble compact de R?, on sait (§ 14.3.18) qu’il existe un
élément (a,b) de E tel que

fla,b) = min_f(z,y).

(z,y)€E

Par suite, en constatant que pour tout (z,y) ¢ E :

z,y) = V222 + 42 > V21000 > v2(5 + v40) = £(0,0) > f(a,b),

on peut écrire

fla,b) = min f(z,y).

(z,y)ER

Observons que

%(x,y) =2 ((332 — 6z + 25)‘1/2(33 -3)+ (3;‘2 + yz)_l/Q.'L‘)

et
of

3y @) = V2 ((962 + %) 2y + (v - 12y +40) 3 (y — 6))

pour (z,y) # (0,0). Puisque 'unique point stationnaire de f est (1,2), on peut
affirmer que (a,b) = (1,2) ou (a,b) = (0,0) (voir le § 15.4.6). Or

£(1,2) = 510 < V2(5 + V40) = £(0,0)

et on peut donc affirmer que (a,b) = (1,2). Par conséquent, les deux points de
R? cherchés sont

B=(1,-1) et C=(2,2).

La figure 15.10 donne la solution géométrique de ce probleme.
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Fig. 15.10

15.4.8 Condition nécessaire pour qu'une fonction posséde un extremum
local en un point

Soit f : E — R une fonction de classe C? au voisinage de (a,b). Pour
(w1, ws) # (0,0), la fonction

F:{reR: (a+wir,b+wyr) € E} - R

définie par
F(r) = fla4+wiT,b+ war)

est deux fois continument différentiable au voisinage de 0 et
F"(0) = rw? + 2swiwsy + tw}
0 f 0% f

T:@(a,b), Szm(Chb) et tZT(a,b)
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Si de plus f admet en (a,b) un maximum (resp. un minimum) local, alors
rw? + 2swywy + twi <0 (resp. > 0)
pour tout (wy,ws) € R?, et

s2—rt <0.

DEMONSTRATION. Puisque f est de classe C? au voisinage de ¢ = (a,b), il
existe un nombre réel B > 0 tel que f soit de classe C? sur B(e,3). Pour
(wy,ws) # (0,0), la fonction F est de class C? sur I'intervalle ouvert

—(w} +wd) V2B, (w? +wd) 26

De plus
" 82 2 82f
F' (1) = 52 (a + w1, b+ wer)wi + QM(CL + wiT, b+ waT)wiws
82
+ Tyz(a +wy T, b+ woT)ws

pour 7 dans cet intervalle. D’out F*(0) = rw? + 2swyws + tw3 .

Si de plus f admet en (a,b) un maximum (resp. un minimum) local, alors F
admet un maximum (resp. minimum) local en 0 et donc F’(0) = 0. On en déduit
que

F"(0) = rw? + 2swiwy + tws <0 (resp. > 0).
En effet, si F”7(0) > 0 (resp. < 0), le paragraphe 6.5.2 assure que F', supposé
admettre un maximum (resp. minimun) local en 0, admettrait de plus un mi-

nimum (resp. maximum) local en 0. Ainsi F' devrait étre constante proche de
7 =0 et on obtiendrait la contradiction F"(0) = 0.

Clairement, si (wq,ws) = (0,0), alors rw? + 2swyws + tw3 = 0.

Finalement, si

rwi 4+ 2swiwy + twi <0 (resp. = 0)
pour tout (wy,wy) € R, alors en particulier le polynéme en A € R
A% 25\ 4t

ne change pas de signe. D’oll 52 — rt < 0. |
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15.4.9 Condition suffisante pour qu’une fonction posséde un extremum
local en un point

Soit f : E — R une fonction de classe C? au voisinage de (a,b), ou (a,b)
est un point stationnaire de f, et posons

2 2 2
r= %(a,b)7 s = ;xgy(a,b) et t= g—yJ;(a,b).
Alors :
e sis?2—rt <0etr > 0,lafonction f admet un minimum local au point
(a,b);
e sis?—rt<0etr <0, lafonction f admet un maximum local au
point (a,b);
e si 82 —rt >0, la fonction f n’admet pas d’extremum local au point
(a,b).
N Y
Remarques

e Si s2—rt <0, alors r et ¢ ne sont pas nuls et ont le méme signe.
o La condition
S2—rt<0 et >0

est équivalente a la condition que, pour tout (wi,ws) # (0,0),
rwi + 2swywy + twi > 0.

o La condition
s2—rt<0 et r<0

est équivalente & la condition que, pour tout (wi,ws) # (0,0),
rw? + 2swywy + twi < 0.

o Pour la fonction f(z,y) = (y — 2?)(y — 22%) du paragraphe 15.4.3, un
calcul simple donne s? — 7t = 0 en (a,b) = (0,0) et les critéres du présent
paragraphe ne s’appliquent pas.

DEMONSTRATION. Supposons d’abord que s —rt < 0 et 7 > 0. Puisque f est de
classe C? au voisinage de ¢ = (a, b), il existe un nombre réel § > 0 pour lequel la
formule de Taylor (§ 15.2.11) est valable et tel que pour tout (a1,b1) € B(e,9) :

0 f CoY o2f o2f
—_— b - b)) —= b)) <0 et — b 0.
<8x8y(al’ 1)) 922 (a1,b1) Dy (a1,b1) ¢ 92 (ai,b1) >
Soit (z,y) # (a,b) un élément quelconque de B(e,d). Alors, en utilisant la
formule de Taylor (§ 15.2.11), on sait qu’il existe un nombre 6 €]0, 1] dépendant
de (z,y) tel que
0*f

2
fla) = fa) =3 (G @DE -0+ 25 @b - )y -1
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otta=a+60(x—a)etb=>b+0(y—b). Ainsi, en posant
9? 0 f _0f

~

on obtient que

% (fQ(x —a)? + 275z — a)(y — b) + FE(y — b)2)
- <(f(x —a)+ 35y — b))2 + (7t —8°) (y — b)2> > 0.

2F

f(z,y) = f(a,b)

D’ou la premiere assertion.

Supposons & présent que s2 —rt < 0 et » < 0. Alors, la fonction — f vérifie
les hypotheses de la premiere assertion; ce qui nous permet d’affirmer que — f
admet un minimum local au point (a, b). Par conséquent, f posseéde un maximum
local au point (a,b).

Supposons ensuite que s2 — rt > 0. Alors le paragraphe 15.4.8 assure que f
n’admet ni un maximum local ni un minimum local en (a, b).

Pour finir, justifions la seconde remarque. Si, pour tout (wy,ws) # (0,0),

wa + 2swyiwe + twg > 0,

alors, en choisissant (wq,ws) = (1,0), on en déduit que r > 0, que 7A2+2s\+t >
0 pour tout A € R et que s> — rt < 0. Réciproquement, si r > 0 et s> — rt < 0,
alors 7A2 + 25\ +t > 0 pour tout A € R et donc r(wy /ws)? + 2s(wy /ws) +t > 0
des que wy # 0. D’ott 7w? + 2swowy + tws > 0 si wy # 0. Cette conclusion reste
valable si wy = 0 et wy # 0. |

15.4.10 Exemple

Les deux fonctions g, h : R? — R définies respectivement par g(z,y) = 23 +22+
y3 et h(z,y) = 2% +y* (fig. 15.11) admettent (0,0) comme point stationnaire et

vérifient )
0%g 0%g 0%g
(8x5‘y(0’0>> —@(0,0)-@(0,0)—0

02h ) 02h
0,0 — —=(0,0) - =—(0,0) = 0.

(55:00) - 550.0-520.0

Puisque la fonction g ne posséde pas d’extremum local au point (0,0), tandis

que la fonction h en admet un, il résulte de cet exemple, que pour une fonction
f: R? — R de classe C? au voisinage de (a,b) qui vérifie

of, . of .

%(a’ab) - ?y(a’ab) =0

. 2 f > 92f o2 f
<5'x5’y(a’b)) - @(a,b) : Tyg(avb) =0,

il n’est généralement pas possible a priori de savoir si elle admet un extremum
local au point (a, b).
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z=g(@,y) =23 + 22 + y?

b o=, y) =2t 4y

Fig. 15.11

15.4.11 Exemple

Soit f : R? — R la fonction définie par f(z,y) = y> + 3y> — 4ay + 22. Puisque
pour tout (z,y) € R? :

0 9]

afj:(m,y) = —dy + 2z, ?i(x’ y) = 3y® + 6y — 4
et

O*f O*f O*f
@(x,y) =2, m(ffay) = —4, asz(ﬂﬂay) =6(y + 1),

on obtient que les points stationnaires de la fonction f sont (0,0) et (4/3,2/3)
et qu’en ces points

82f 2 62f 62f B

et

aZf 2 azf 62f
(-2 - S amerm-Shupam -—a<o

Par conséquent (§ 15.4.9), la fonction f admet un minimum local au point (4/3,
2/3), tandis qu’au point (0,0) elle ne possede pas d’extremum local.
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15.4.12 Définition d’une fonction harmonique

(" 7

Soit @ € R? et § un nombre réel positif. Une fonction continue f : B(a,§) —
R est dite harmonique si elle vérifie les deux propriétés suivantes :

o f est de classe C? sur B(a,d);

« pour tout € B(a,?) :

o

022

o2 f

a—yz(w) =0. (15.8)

Af(z) (z) +
Par définition, le nombre réel A f(x) est appelé le laplacien de la fonction
f au point x, et I’équation (15.8) 1'équation de Laplace.

15.4.13 Principe du maximum et du minimum des fonctions harmoniques

Soit @ € R? § un nombre réel positif et f : B(a,6) — R une fonction
harmonique. Alors, il existe deux éléments a1 et a2 de dB(a,d) tels que

fla1) = max f(z) et f(az)= min f(z).

z€B(a,d) z€B(a,d)

Voir la figure 15.12.

Fig. 15.12




428 Calcul différentiel et intégral

DEMONSTRATION. Puisque la fonction f est continue sur B(a,d), les deux

nombres réels M = max f(z) et M = max f(x) existent. Montrons
z€B(a,d) z€dB(a,d)

que M = M. Pour cela, raisonnons par 1’absurde et supposons que M —M > 0.
Alors, il existe ¢ € B(a,d) tel que f(c) = M, et soit g : B(a,d) — R la fonction
auxiliaire définie par

M—-M 2
sz el

9(@) = (@) + =

Du fait que cette fonction est continue sur B(a,d), on sait qu'il existe ¢1 €

B(a,d) tel que g(c1) = max g(z). De plus, en constatant que
z€B(a,d)

gler) > g(e) = fle) =M

et que pour tout x € dB(a,d) :

M T

M
lz—ell® < f(z)+ =5 (lz—al +lla—cl)’

< M+ (M—-M)=M,

M-M

9(@) = flo) + =

on obtient que ¢1 € B(a, ). Par suite, comme la fonction g est de classe C? sur
B(a,d) et qu’elle admet un maximum local au point ¢1, la proposition 15.4.8
nous permet d’écrire que pour tout (wi,ws) € R? :

rw% + 25 wiws —&—twg <0

ou
&g g 8%g
T:w(01), S:m(01) et t:87y2(cl)
De cette inégalité, on déduit que r+2s+t <0 (w1 =we =1) et r—25+t <0
(w1 = —wz = 1) ; ce qui donne, en les additionnant, que 7 + ¢ < 0. Finalement,
puisque
o f M—-M 0% f M-M
=L T et b= Ea———
r=gpele)t Tom e g2t o
on obtient que
o*f *f M- M
@(01) + TyZ(Cl) = (T‘ +t) + T < 0.

Ce dernier résultat est impossible, car f est harmonique. D’ou contradiction.
Par conséquent M = M ; ce qui revient & dire qu’il existe au moins un élément
a1 de 9B(a, ) tel que
fla1) = max f(z).
z€B(a,d)
La fonction —f : B(a,d) — R étant harmonique, on sait, d’apres ce que ’'on

vient de démontrer, qu’il existe az € B(a,d) tel que —f(az) = max —f(z);
z€B(a,d)
ce qui entraine que f(az) = min f(z). [ |
z€B(a,d)
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15.4.14 Corollaire

Soit @ € R?,§ un nombre réel positif et f,g : B(a,d) — R deux fonctions
harmoniques telles que pour tout € 9B(a,9) : f(z) = g(x). Alors, pour tout

z € B(a,d): f(z) =g(x).

DEMONSTRATION. Soit h : B(a,d) — R la fonction harmonique définie par
h(z) = f(z) — g(z). D’ol, en utilisant le principe du maximum et du minimum
des fonctions harmoniques démontré au paragraphe 15.4.13, on sait qu’il existe
deux éléments a1 et az de dB(a,d) tels que pour tout € B(a,d) : h(a1) <
h(z) < h(a2); ce qui implique, puisque h(a1) = h(az) = 0, que pour tout
z € B(a,d): h(z) = f(z) — g(x) =0 ou encore f(z) = g(x). [ ]

15.5 Fonctions implicites — extrema liés

15.5.1 Théoréme des fonctions implicites

e a
Soit un entier n > 2, E un sous-ensemble de R" et f : E — R une fonction
de classe C'! au voisinage de a@ = (ay, ...,a,) € E, telle que

of
=0 et 0.
fla)=0 et 52(a)#

Alors, pour tout nombre réel o > 0 suffisamment petit, il existe un nombre
réel 6 € )0, o et une application ¢ : B(a,d) — R de classe C*, ou

a = (a17 "'aan—l)v

vérifiant les propriétés suivantes :

o an =9(a);
e FE contient le sous-ensemble B(a,d) X |a, — a,a, + af, sur lequel f est
de classe C*;

e pour tout & = (21, ...,x,—1) € B(a,d) :

lp(z) —anl < a,

f(z,o(x)) =0
et
%(z, p(z)) # 0;

e les relations
(z,y) € B(a,0) X |an — a,an +

et f(z,y) = 0 impliquent y = ¢(z).
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DEMONSTRATION. Premiére partie : valeurs permises de a. Pour les besoins de
la démonstration, nous supposerons que df/dz,(a) > 0 ('autre cas se traitant
de facon analogue). Puisque f est une fonction de classe C* au voisinage de
a, on sait qu’il existe un nombre 8 > 0 tel que f soit de classe C' sur le
sous-ensemble
lar — Bya1 + B[X ... X]an — B,an + B

et que, pour tout & dans ce sous-ensemble, df/dz,(z) > 0. Fixons a €]0, 4.
Le sous-ensemble

A=Ja1 —a,a1+a] X ... X [an — a,an + @]

de R™ est inclus dans F, f est continue en tout point de A et, pour tout « € A,

Of 0 (z) > 0.

Deuzieme partie : définition de 6 > 0 et de p. Considérons a présent la fonction
auxiliaire g : [an — @, an + o] — R définie par ¢g(t) = f(a,t). Cette fonction est
continue et, du fait que pour tout t €la, — @, an + af :
of
/
t) = —(a,t) >0,
gt =5.-(a1)

elle est aussi strictement croissante sur [a, —«, a,+a] (§ 6.2.16) ; ce qui entraine,
puisque g(an) = f(a) =0, que

fla,an — @) = glan —a) <0
et
f(a,an + @) =g(an + a) > 0.

Par suite, la continuité de la fonction f sur A nous permet d’affirmer qu’il existe
un nombre & € 0, of tel que pour tout z € B(a,d) :

f(z,an —a) <0 et f(z,an+a)>0.

Soit z un élément quelconque de B(a,d) et soit h : [an — @,an + ] — R la
fonction définie par h(t) = f(z,t). Puisque cette fonction est continue et que
pour tout ¢t € Jan — @, an + o :

B (t) = of

= t
Ere (z,t) >0,

elle est aussi strictement croissante sur [an — &, an + «]. Comme de plus
h(an — a) = f(z,an —a) <0

et
hian + a) = f(z,an + ) > 0,

on peut conclure que la fonction h s’annule une et une seule fois sur I'intervalle
fermé [an — o, an + o]. De ce résultat et du choix arbitraire de 'élément x
de B(a,d), on déduit l'existence d’une fonction ¢ : B(a,d) — R vérifiant les
propriétés suivantes :

o pour tout € B(@a,d): |p(z) —an| <a et f(z,o(z))=0;

o les relations

(z,y) € B(a,d) X Jan, —a,an +af et f(z,y)=0

impliquent y = ¢(z).
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En particulier a, = ¢(a).

Troisieme partie : vérification de la continuité de . Montrons a présent la

continuité de la fonction ¢ en ¢ = (¢1, ...,cn-1) € B(a,d). La fonction f :
FE — R est de classe C'! au voisinage de ¢ = (¢, ¢(c)) et de plus
of
=0 et 0.
=0 e 2>

Par conséquent, en utilisant les résultats déja démontrés appliqués au point ¢
plutot qu’au point a et au sous-ensemble

B(a,0) X |an — a,an + of

plutét qu’a E, on sait que, pour tout nombre réel ae > 0 suffisamment petit, il
existe un nombre réel d2 € |0, az[ et une application @2 : B(¢, d2) — R tels que

B(e,02) C B(a,9), Jen — a2,cn + a2 C lan — ayan +
et, pour tout & € B(c, d2), on ait :
‘302(£) - C”| < az,

et
f(§7 @Q(Q)) =0,
ol ¢, = p2(¢). Par suite, en remarquant que pour tout z € B(e, d2) :

@2(x) € Jen — az,cn + a2 C lan — a,an + af,

on peut affirmer que 2 n’est rien d’autre que la restriction de ¢ a B(c,d2).
Ainsi, pour tout ay > 0 suffisamment petit, il existe d2 > 0 tel que B(¢, d2) C
B(a,9) et |p(z) —p(c)| < az pour tout £ € B(c, d2). Ceci entraine la continuité
de la fonction ¢ au point c.

Derniere partie : vérification de la différentiabilité de . Pour finir, montrons
que ¢ est de classe C*. Pour cela, soit ¢ un élément quelconque de B(a,d) et p
un entier compris entre 1 et n — 1. Posons

D={zeR:(c1, . -,Cp—1,T,Cps1, ---,Cn—1) € B(a,d)}.
Dans la suite, pour simplifier I’écriture, nous utiliserons la notation
T =1(Cly e yCp1,TyCpt1y -y Crn1).

Pour x € D, puisque la fonction

s f(e+s@—0) v(e) +5(6(@) - p(e))

est continue sur [0, 1] et dérivable sur ]0,1[, on sait, d’apres le théoréme des
accroissements finis (§ 6.2.12, voir aussi § 15.1.14), qu’il existe un nombre 6, €
10, 1] de sorte que 'on ait :

1@, ¢(@)) =~ fle. ¢(e) = 51 (e+ 0.3 — &) ole) + 0((3) ~ 9(e))) (o — )

+ % (2 +0:(% — ), p(c) + 0z(p(T) - w(g))) (p(®) — ()
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Comme f(Z, p(z)) - f(e p(c)) =0 et

or

o (c +0:(T — ¢), p(c) + 0(p(T) — @(g))) >0,

on obtient

v 2 (e +0.(T — €), ple) + 0a(0(T) — p(c)

o@) —ple) 2 (e+0@-0), ple)+0:(o(@) - p(c)))
3

Comme f est de classe C* sur B(a,6) X |an — @, an + af, ¢ continue au point
cet Of/0zn(c, p(c)) > 0, ceci entraine que

of

o ola) ~gle) __ow, )
—(c¢) = lim =— .
a.’Ep T—cp T — Cp af
(e ple))
Ceci donne une expression pour 92 a l’aide des fonctions continues ﬂ, of
Oxp Oz, Oxn
et . La continuité de e en résulte.

0xp
Ainsi se termine la démonstration du théoréme des fonctions implicites. B

15.5.2 Remarque

Si dans I’énoncé du théoreme des fonctions implicites, on ne suppose pas que
Of /0xn(a) # 0, alors le résultat peut tres bien cesser d’étre vrai, méme si
les autres hypotheses sont vérifiées. Par exemple, c’est le cas de la fonction
f:R? = R définie par f(z,y) = 2% + y? pour a = (0,0).

15.5.3 Exemple

Soit f : R? — R la fonction définie par f(z,y) = 1—ye*+x e¥. Puisque f(0,1) =
0 et f/0y(0,1) = —1, on sait, grace au théoréme des fonctions implicites,
qu’il existe un nombre réel & > 0 et une fonction continiment différentiable
@ :]—0,0[ = R vérifiant les deux propriétés suivantes (voir fig. 15.13) :

o p(0) =1;

e pour tout z € |—4,0[ : f(z,p(z)) =0.

La dérivée de la fonction s — f(s,p(s)) étant nulle, la formule donnée au
paragraphe 15.1.15 nous permet d’affirmer que

of af _
8:5(0 1)+a—(0 1)¢’(0) =0
et donc
o)
#(0)=—GF——=-1+e
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y A

[z, y) =1-ye* +zev =0

Fig. 15.13

15.5.4 Extrema liés dans R?

Soit un sous-ensemble E C R? et deux fonctions f,g: E — R de classe C*
au voisinage de (a1, as). De plus, on suppose que

dg 2 dg 2
g(ar,az) =0 et <6$1(a17a2)> +<ax2(a1,a2)> > 0,

et soit
Ey ={(z1,22) € E: g(x1,22) = 0}.

Pour que la restriction a F; de la fonction f atteigne un extremum local au
point (a1, as), il faut qu’il existe A € R tel que

of 9g _ oaf 99 _
a—m(al,ag) + )\a—xl(al,ag) =0 et s (a1, a92) + )\axz (a1,a2) = 0.

Dans ce cas, A est unique et il est appelé le multiplicateur de Lagrange.

. J

DEMONSTRATION. Par hypothese 6%91((11,112) # 0 ou %(al,az) # 0. Quitte a
échanger les roles de la premiere et de la seconde variable, on peut supposer que
%(al, as) # 0. D’apres le théoreme des fonctions implicites (§ 15.5.1) appliqué
a g, il existe a > 0, § € ]0, af et une application ¢ : Ja; — &, a1 + 6] de classe C*
vérifiant les propriétés suivantes :

o az = p(a1);

o E contient le sous-ensemble Ja; — §,a1 + 0 X Jaz — «, as + «f, sur lequel g

et f sont de classe C' (en prenant « suffisamment petit) ;
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e pour tout 1 € Jay — d,a1 + 4] :
9g
lp(z1) —as| < a, g(z1,9(x1)) =0 et 3732(5517@(561)) # 0;
o les relations (z1,y) € la1 —d,a1 +0[ X Jag —a,a2 + af et g(z1,y) = 0
impliquent y = ¢(z1).
De plus, en considérant la fonction G : Ja; — d, a1 + 6] — R définie par
G(z1) = g(z1,9(21)), 21 €Jar —d,a1 + 6],

ona G =0sur Ja; —d,a1 + 9],

0= G'(an) = 52 (a1, o)) + o (ool (1)

et donc 5
g

4,0/(-1’1) _ _?(xhw(%)).

5792(551,90(331»

Définissons encore la fonction F : Ja; — d,a; + 6 = R par
F(.’L’l) = f(551790($1))7 T € ]a/l - (S,Cll +6[7

dont la dérivée est

F(on) = (o, p(o0)) + 5 (osplon)) (o)

Siun A € R comme dans ’énoncé existe, nécessairement que
of

 Bag a1, 02)
9g
dz4 (ala a2)

)\ =

et donc A est unique (s’il existe). D’autre part les affirmations suivantes sont
équivalentes :
o il existe A € R tel que

0 0 0 0
—f(al,@)—i—)\—g(al,ag)zo et —f(al,az)—i—)\—g(al,az)zo,

6%‘1 6$1 8.132 6372
of
° 8 Tm(aha@) 8g o
0 ) ™ a0y
0 0
- (a0 + 5 (o, a0 ) =0,

o la dérivée en a; de la fonction F' est nulle.

Nous sommes maintenant en mesure de prouver I’énoncé. Si la restriction de
f & Ej atteint un extremum local au point (a1, as), alors la fonction F' atteint
elle aussi un extremum local en a;. Puisque F' est dérivable en aq, il est donc
nécessaire que sa dérivée en a; soit nulle. Par les équivalences précédentes, il
existe ainsi nécessairement un multiplicateur de Lagrange A € R. |
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15.5.5 Définition du jacobien

(" 7

Pour des entiers naturels p > 0 et n > 1, soit F un sous-ensemble de RPT"
et
fi,--sfn: E—=R

n fonctions de classe C' au voisinage de a = (ay, ...,ap4n) € E C RPT™.
Alors, le déterminant

af af
8%; (a) ... 6%1” (a)
Ot o
T (a) ... T (a)
est appelé le jacobien des n fonctions f1, ..., f, au point a et est noté
D(flv"‘,fn) (a)
D(l‘p+17 N ,l'p_;’_n)
N J

15.5.6 Généralisation du théoréme des fonctions implicites
Soit p et n deux entiers positifs, E un sous-ensemble de RP™" = RP x R" et
fi, ., fmiE—=R
n fonctions de classe C! au voisinage de
a=(a1,...,0p,0ap41, ..., Apin) € E,

telles que pour tout entier 1 < j < n: f;j(a) = 0. De plus, on suppose que

D(f17 afn)
(a) 0.
D(gjp-‘rla s 7xp+n)
s N
Alors, pour tout nombre réel € > 0, il existe des nombres réels §, aq, ..., a, €

10, €[ et n applications
©1,..-5¢n : B(a,0) > R

de classe Cl ou
)
a (al "~7ap);

vérifiant les propriétés suivantes :
« pour tout entier 1 <i < n : v;(@) = apti;
e f1, ..., fn sont de classe C! sur

B(a,6) x lapt1 — a1, app1 +oa[ X - X apyn — Qny Gpyn + anl,

qui de plus est un sous-ensemble de F;
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o pour tout £ = (z1,...,2p) € B(a,9d) et tout entier 1 <i < n:

lpi(Z) — apti| < a

et
fi(z, p1(z), ..., on(z) =0 ;

o les relations & € B(a,9), |y — apti| < a4 et

fi(§3y17 ~--,yn) = O

pour tout ¢ € {1, ...,n} impliquent y; = ¢;(x) pour tout i € {1, ...,n}.

J

DEMONSTRATION. Pour établir ce théoréme, nous allons raisonner par récur-
rence sur n (pour tous les p > 0 simultanément). Ce théoréme ayant été dé-
montré pour n = 1 (§ 15.5.1), il nous suffit donc de montrer que s’il est vrai
pour n — 1 (avec n > 1), alors il est vrai pour n.

Considérons d’abord la matrice

af af
T (a) ... T (a)
B=| z
afn afn7
By (@) ... T (a)

dont le déterminant est le jacobien de I’énoncé. Comme le jacobien n’est pas nul,
B admet une matrice inverse C = B~!. Nous écrirons aussi ces deux matrices
B = (bi;) et C = (ci,5) pour i,j € {1,...,n}. Pour i € {1,...,n}, définissons
h; : E — R par

n
hi(@1, o Tpn) = Y iy fi(@1, -, Tpin)
j=1
et observons que
n
fk(l'h e ,xp+n) = Zbk’l hi(xh ey $p+n)
i=1

pour tout k € {1,...,n}. Il en résulte que, pour chaque € = (z1,...,Zptn) € E,

(\ﬁ ef{l,....,n} fi(z) :0) & (\ﬁ ef{l,...,n} hi(=z) :0).

Dans la preuve, nous pouvons donc considérer les fonctions h1, . .., hy, plutot que
les fonctions fi,..., fn, avec la propriété supplémentaire suivante a disposition :
la matrice
9hy Ohy 9f1 9f1
r— (a) ... Bepin (a) T (a) ... oot (a)
: : =C : : =CB
Ohn Ohnp Ofn Ofn
T (a) ... T (a) Er— (a) ... By (a)

est la matrice identité.
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Dans la suite, pour simplifier I’écriture, nous utiliserons les notations sui-
vantes :

Z=(z1,..,Tptn-1) et (Z,2) = (T1,..., Tptn—1,2).

Soit € > 0. Comme h,(a) = 0 et Ohy /0xp+n(a) = 1 # 0, on peut appliquer
le théoreme 15.5.1 & I’équation

hn(ii, mp+n) =0.

D’apres le théoréeme 15.5.1, si o, € |0, €[ est suffisamment petit, il existe un
nombre réel 61 € ]0, [ et une fonction ¢ : B(a,d1) — R de classe C', dépen-
dant de T et vérifiant les propriétés suivantes :

e Apin = @(6)3
e B(a,01) X |apt+n — On, aptn + an[ C E et h, est de classe C?' sur

B(a,01) X |aptn — Qn, Qppn + anl ;

o pour tout Z € B(@,01) : |@(Z) — apin| < an et hn(Z, o(Z)) =0;
o les relations

(Z,y) € B(@,61) X |antp — On, anyp + an|
et h,(Z,y) = 0 impliquent y = ¢(Z).
Pour trouver des solutions au probleme
hj(x) =0 pour j€{l,...,n} et = € B(a,01) X |aptn — Qn, pin + [,
il est nécessaire et suffisant de résoudre le probleme
hj(Z,o(Z)) =0 pour je{l,...,n—1} et Z € B(a,d)
(en effet, hn(Z,(Z)) = 0).

Considérons & présent les n — 1 fonctions ¢g1,...,9n—1 : B(@,01) & R
définies par g;(Z) = hi(Z,(Z)), et observons que la matrice

E) _ B _
81511(11) 78%5;71((1)
dg ,. — dg ,. _
73w2+i (a) ... 78%17;1 (a)

est la matrice identité, et donc que son déterminant n’est pas nul :

D(g1;- -5 gn-1)
D(zpt1, -y Tpin—1)

(@) # 0. (15.9)

Ainsi, en utilisant (15.9) et 'hypothese de récurrence, on peut affirmer qu’il
existe des nombres réels §, a1, ..., an—1 €0, €[ et n—1 fonctions ¢1, ..., pPn-1 :
B(a,d) = R de classe C' vérifiant les propriétés suivantes :

o pour tout entier 1 <i<n—1: aprs = wi(a);

e g1, ..., gn_1 sont de classe C' sur

B(a,6) xJap+1 — o1, app1 + a1[ X+ X]apin—1 — Qn—1,ptn—1 + an-1[ ,

qui de plus est un sous-ensemble de B(a,d1);

437
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 pour tout z € B(a,d) et tout entier 1 <i<n—1:

lpi(Z) — apti| < a

et
gi(z,p1(x),...,on—1(z)) =0;

o les relations z € B(a,9), |yi — apti| < @i et

gi(§7yla s 7yn—1) =0

pour tout ¢ € {1,...,n — 1} impliquent y; = @;(x) pour tout ¢ €
{1,...,n—1}.

Par suite, en désignant par ¢, : B(a,d) — R la fonction définie par
en(z) = o(z, o1(2), ..., on-1(2)),

on obtient que les n applications ¢1,...,¢n : B(a,d) — R sont de classe ct
et qu’elles possedent les propriétés demandées. D’ou le théoréeme. |

15.5.7 Théoréme de la fonction réciproque
Soit m un entier positif, £/ un sous-ensemble de R™ et
fi, - i E—>R
n fonctions de classe C! au voisinage de
a=(ay,...,an) € E,

telles que pour tout entier 1 < i < n: f;(a) = b; € R. De plus, on suppose que

D(fla 7fn)

D(zy, ...,2y) (a) #0.

Alors il existe deux nombres réels 61,d2 > 0 et une application
g = (917 agn) : B(ba62) —>Rn7

ou b= (by, ...,b,), vérifiant les propriétés suivantes :
« g(b)=a;
e pour tout y = (y1, -..,yn) € B(b,02) :

gly) € E et f(g(y)) =y,

F=U1-fa): E=RY;
e pour tout & = (21, ...,2,) € B(a,d) :

z€ B, f(z)€B(b,5) et g(f(x) =,

e les fonctions fi, ..., fn : B(a,61) = Ret g1, ...,9, : B(b,d2) = R
sont de classe C*.
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DEMONSTRATION. Ceci est une conséquence du théoréme des fonctions impli-
cites généralisé. Pour i € {1, ..., n}, considérons la fonction F; : R" x E — R
définie par

Fi(yh sy Yn, QE) =Y+ fl(m)v

qui est de classe C' au voisinage de (b, a). De plus F;(b,a) = 0 et

D(F, ..., F,)
—— """ (b,a) #0.
D(xl,...,mn)( )7
Par le théoréeme des fonctions implicites généralisé appliqué aux fonctions
F; (§ 15.5.6), il existe des nombres réels d2, a1,...,a, > 0 et une application
g = (g1, ---,9n) : B(b,d2) — R"™ vérifiant les propriétés suivantes :

1) pour tout i € {1, ...,n}, a; = gi(b) et f; est de classe G sur
Jar —a1,a1 + @1 X -+ X Jan — @n,yan + anl,

qui de plus est un sous-ensemble de E';

2) pour tout y = (y1, -...yn) € B(b,02) et tout s € {1, ...,n}:
l9i(y) —ail <ai et —yi+ fi(g(y)) = Fi(y,9(y)) =0;
3) les relations
(y,z) € B(b,d2) X Ja1 — a1,a1 + a1[ X -+ X Jan — Qn, Gn + an
et —y; + fi(z) = 0 pour tout ¢ € {1, ..., n} impliquent z = g(y).
La deuxiéme propriété a pour conséquence que f(g(y)) = y pour tout
Yy = (Y1, -..,Yn) € B(b,02). Il résulte de la continuité des f; en a qu’il est
possible de choisir §; > 0 suffisamment petit tel que, pour tout = € B(a,d1),

T €lar —ai,a1 +ar[ X X]an —n,an +an[C E

et f(x) € B(b,d2). La troisitme propriété assure finalement que, pour tout
z € B(a,61), % = g(f(x)). .

15.5.8 Extrema liés — Méthode des multiplicateurs de Lagrange : cas général

Soit p et n deux entiers positifs, F un sous-ensemble de RP*" = R? x R" et
91, - 90 E—=R
n + 1 fonctions de classe C! au voisinage de
a=(a,...,ap,Qps1, -+, 0pin),
telles que pour tout entier 1 < j < n : g;(a) = 0. De plus, on suppose que

D(glu agn)
D(pt1, - Tptn)

(a) #0,
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et soit
E, = ﬂ{cc = (21, ..., %Tpsn) € E : gj(x) =0}
j=1

= {zcF:gi(x)=...=gy(z) =0}

Pour que la restriction de la fonction f a Ej atteigne un extremum local
au point a, il faut qu’il existe n nombres réels A\q,..., A, tels que pour tout
entier 1l <k<n+p:

a%(“) + 2”: ()\i : gj; (a)) — 0.

i=1

Par définition, les n nombres A1,..., A, sont appelés les multiplicateurs
de Lagrange.

DEMONSTRATION. Quitte & remplacer E par un ensemble plus petit, on peut
supposer que la restriction de f a F; atteint son minimum ou son maximum au
point a. Soit la fonction

u = (ul,...,up+n):E—>R"+p

définie par
U(CU) = (1‘17 e a'rpagl(m)’ R 7.971(:1;))

et qui satisfait

D(ulv"'aun+l7) D(ghagn)
" (a) = a %O.
D(xq, ...,a:p+n)( ) D(xpy1, ...,xp+n)( )

Posons
b=(b,....,0ptn) =ul(a)= (a1, ...,ap,0, ...,0).

D’apres le théoreme de la fonction réciproque, il existe deux nombres réels
41,92 > 0 et une application

v=(V1, ..., Vptn): B(b,d2) = R
vérifiant les propriétés suivantes :
e v(b)=a;
o pour tout ¥y = (y1, ..., Yptn) € B(b,d2) :
v(y) € E et u(v(y)) =y

e pour tout z € B(a,d1) :

z € FE, u(x)e B(b,d) et v(u(xz)) ==,
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o les fonctions uy, ..., Uptn : B(@,61) = Ret v, ..., 051y 1 B(b,d2) = R
sont de classe C1.

L’image de
{y € B(b,62): Ypy1= ... =Ypyn =0}
par v est ainsi un sous-ensemble de E; et, de plus, la fonction

y = hy) = f(v(y))
est définie pour y € B(b,d2). Le fait que la fonction
(y17 32/]1) —)h(yl, "'7yp70a 70)

atteint son minimum ou son maximum en (b, ...,b,) entraine (§ 15.4.4) que

Oh
yi

(b) =0 pour tout i€ {1, ...,p}.

D’autre part f(z) = h(u(x)) pour tout x € B(a,d;) et donc, pour tout k €
{17 "'7p+n}7

of , \ ~~{( Oh Oupy o) - "/ Oh g .
M(a)_z<ayp+i(b) Oy, ( )) _Z<5yp+i(b) awk( )>'

i=1 i=1

Ainsi I’énoncé est prouvé avec

oh
1= (b)
OYp+i

pour i € {1, ...,n}. |
15.5.9 Exemple
On propose de démontrer que pour tout m-tuple (a1, ..., a,,) de nombres réels
positifs

o+ ...+,

var ... am <

(m > 2). Autrement dit, que la moyenne géométrique d’un nombre fini d’élé-
ments de R’ n’est jamais supérieure a la moyenne arithmétique de ces mémes
nombres. En effet, soit

m

a=(ag,...,an)
un m-tuple quelconque de nombres réels positifs et soit
fig:E={(x1,...,20n) €ER":2; 20, ..., 2, 20} > R
les deux fonctions définies respectivement par
f(x1, o yzm) = /%1, Tm

et
gx1, .. ) =21+ ...tz — 0, ot B=a1+ ...+ anm.
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Comme
E ={(z1,...,zm) €EE:g(x1, ..., zy) =0}

est un sous-ensemble compact de R™ et que f est continue, il existe au moins
un élément @ = (ay, ..., a,) de Fy ou la restriction de f & E; atteint son
maximum (§ 14.3.18). La méthode des multiplicateurs de Lagrange assure que
ce maximum, dit 1ié, est atteint parmi les points a € F; vérifiant 'un des deux
cas suivants :

oa-... an=0;
2) a1 ... ay, >0 et il existe un nombre réel A tel que
of dg
Y@y + 2L (a) =0
L=
of g , .\ _
Dans le premier cas, f(a) = 0. En constatant que (8/m, ..., 8/m) € E; et que
f(B/m, ..., B/m) > 0, on peut affirmer que le premier cas ne se produit pas

pour un point a en lequel le maximum lié est atteint. Dans le second cas, f est
bien de classe C'! au voisinage de a et il existe un nombre réel X tel que

/ai ... Ay n \ = 07

1
m a1

/ay ...am TA=0.

am

S|m

Ainsi, en résolvant ce systeme et en tenant compte de ’égalité a1 +. ..+ a,, = 5,
on obtient immédiatement que

N
) = ... =0mp = —,
m
et donc le maximum lié est atteint en a = (8/m, ..., 8/m) € E;.
Finalement, puisque o = (o, ..., ay,) € Eq, on peut écrire que

Wfar s am = f(@) < f(a) = aram = o = At om

m m

15.6 Exercices

15.6.1 Calculer

xT
_ (z —t)e
z—0 sin“x

dt.
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15.6.2 Soit f : R — R une fonction continue. Calculer
[e-orsar

.0
lim
z—0 xS

15.6.3 Montrer que la fonction f : R? — R définie par

_ J zyln(jz] + Jy]) si (2,y) # (0,0)
f(@y) —{ 0 si (2,y) = (0,0)

est de classe C.

15.6.4 Soit g,h : R — R et k : R2 — R trois fonctions de classe C?. Montrer
que la fonction f: R — R définie par

g(z)

ﬂm=/mmwMt

0

est de classe C? en calculant f’ et f”.

15.6.5 En effectuant le changement de variables u = z — y et v = x + y, trouver
toutes les fonctions f : R? — R de classe C'' qui sont solutions de I’équation aux
dérivées partielles :

of . of
5 ) = 5 ()

15.6.6 En effectuant le changement de variables u =z, v =y —z et w = z — z,
trouver toutes les fonctions f : R® — R de classe C' qui sont solutions de
I’équation aux dérivées partielles :

of of

of B
or @ ~-(z,y,2) = 0.

(z,y,2) + 52

(z,y,2) +

15.6.7 Soit £ un sous-ensemble de R? et f : E — R une fonction homogene de
degré o qui soit de classe C2. Montrer que pour tout (z,y) € E :

2 2 2
aa—1)f(z,y) = 2* Té(x y) + 22y 5 g (z,y) + v af(x Y)-

15.6.8 En effectuant le changement de variables x = u et y = uv, trouver toutes
les fonctions f : {(x,y) € R? : # > 0} — R de classe C? qui sont solutions de
I’équation aux dérivées partielles :

2 82 2
T Té(x y)+2ﬂcya éf (z,y) +y° 3£(fr y) =0.
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15.6.9 En utilisant les exercices 15.6.7 et 15.6.8, trouver toutes les fonctions
f:{(x,y) € R? : 2 > 0} — R qui sont homogenes de degré 1 et de classe
c2.

15.6.10 Soit a,b et c trois constantes vérifiant a # 0 et b2 — ac > 0. En posant

—b+ Vb2 —ac —b— Vb2 —ac
=—— & f=—"—""———
a a
et en effectuant le changement de variables u = az + y et v = Bz + y, trouver
toutes les fonctions f : R? — R de classe C? qui sont solutions de ’équation aux
dérivées partielles :

o*f
52

32f 2f

15.6.11 (Laplacien en coordonnées polaires). Soit f : R? — R une fonction de
classe C? et g : R? — R la fonction définie par

g(r,0) = f(x =rcosf,y = rsind).

Montrer que pour tout couple (r,0) de R* x R, :

2 2
Af(rcosf,rsinf) = T;;(rcose,rsine)—i—g—yz(rcos@,rsint?)
82g 1 9%g 189

15.6.12 (Laplacien en coordonnées cylindriques). Soit f : R® — R une fonction
de classe C? et g : R® — R la fonction définie par

g(r,0,2) = f(x =rcosb,y =rsinb, z).

Montrer que pour tout (r,0,z) e R* x Rx R :

2 2
Af(rcosf,rsind, z) :%(rcosﬁ,rsm&z) + a—yQ(rcosﬁ,TSine,z)
2

8 -5 (rcosf,rsind, z)

% 1 0% 19g

=5 (0 Z)+72ﬁ(rvoaz)+ ;5(7’,972)
32

+ 9 g(r 0,z2).

15.6.13 (Laplacien en coordonnées sphériques). Soit f : R* — R une fonction de
classe C? et g : R® — R la fonction définie par

g(r,,0) = f(x =rsinBcosf,y = rsin Bsinb, z = r cos 3).
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Montrer que pour tout (r,8,0) e R* x {t e R:t £ km,k€Z} xR :
Af(rsinBcosé,rsinBsinb, rcos )

2 2
= @(Tsmﬁcosﬁ,rsmﬁsmﬁ,TCOSB) + TyQ(TSIDﬁCOS&rsmﬁsmﬁ,rcosﬁ)
2
+ @(r sin B cos @, rsin Ssin b, r cos )
0% 1 9% 1 0% 2 0g
_ﬁ(rﬁﬁ) 26ﬂ2(r ,3,0) + 2B802(T ,3,0) + a—( 3,6)
cotf3 dg
7'2 B( 57 )

15.6.14 Ecrire la formule de Taylor (§ 15.2.11) pour n = 3.

15.6.15 Soit @ € R? et § un nombre réel positif. Trouver toutes les fonctions
harmoniques f : B(a,d) — R qui s’annulent sur le bord 9B(a,9).

15.6.16 Soit F' un sous-ensemble de R™ et
fi,oo s fn E—=R

n fonctions de classe C* au voisinage de a = (ay, ..., a,), telles que
D(flw'wfn)
—_— 0.
D(z1,...,2y) (a) #

Montrer qu’il existe un nombre réel § > 0 et n applications
PLy--Pn - B(b,(;) - R

de classe C1, ou b = (fi(a1,...,an),..., falai,...,ay,)), vérifiant les deux pro-
priétés suivantes :

e pour tout entier 1 < i< n: p;(b) =a;;

e pour tout (y1,...,yn) € B(b,0) et tout entier 1 < j < n:

fiter=01(y1, - ¥Un)s o T = On(Y1, -+ Yn)) = ;-

15.6.17 Soit a < b et ¢ < d quatre éléments de R et supposons que pour (z,y) €
Ja,b[ x ]e, d], la forme différentielle M (z,y) + N(z,y)y’ = 0 soit exacte.

1) Montrer que pour tout (z,y) € Ja,b[ X J¢,d] :
x
Ox

ol x est la fonction définie au paragraphe 15.3.2.

(2.4) = M(z,y) et %’;(x,y):N(x,y)

2) En déduire qu'il existe deux fonctions contintiment différentiables f : |a, b] —
R et g: e, d[ = R telles que pour tout (x,y) € Ja,b] X e, d] :

x(z,y) = /Mtydt—l—g /Nxtdt—l—f()

Zo

ou (x()ayO) € ]aab[ X ]Cad['
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15.6.18 Résoudre les deux formes différentielles exactes suivantes :
1) 2z + e*y + (e* — 2y)y’ = 0 pour | — 00, + 00 [X] — 00, + 00|
2) arctan (y/x) + Iny/22 + y? ¢’ = 0 pour |0, 4+ oo [X] — 00, 4+ 00|

15.6.19 1) Trouver toutes les fonctions f : R — R de classe C! de sorte que la
forme différentielle
(y* + Dsinz + f(2)yy' =0
soit exacte.

2) Parmi toutes ces fonctions, déterminer celle qui satisfait la condition initiale
7(0) = 4.

3) Pour cette fonction particuliere, résoudre la forme différentielle.

15.6.20 Pour (z,y) € |0, +00[ X |—00, +00], résoudre la forme différentielle
2 —3y? 4+ 2zyy’ = 0.

(Indication : faire le changement de variable u = y/x.)

15.6.21 Pour (z,y) € |—00, +00[ X ]0, +00], résoudre la forme différentielle
—2xy+ (P + 22 +3)y =0

sachant qu’il existe un facteur intégrant ne dépendant que de y.

15.6.22 Pour (z,y) € |0, +00[ X |—00, +00], résoudre la forme différentielle
(@' + ) +ay(x® — 1)y =0

sachant qu’il existe un facteur intégrant ne dépendant que de x.

15.6.23 Pour (z,y) € |—00, +00[ X ]0, +00] résoudre la forme différentielle

z(2v2? +y? + 1) +yy =0

au moyen d’un facteur intégrant fonction de x2 + 2.

15.6.24 Pour (z,y) € ]0, +00[ x ]0, +-00[, résoudre la forme différentielle
(—y* + o + 22 y) + 2y +ay — 22y =0

au moyen d’un facteur intégrant fonction de zy.

15.6.25 Soit M, N : E = ]0,400[ x |0, +00[ — R deux fonctions homogenes de
degré a et de classe C! telles que pour tout (z,y) € E : aM(z,y)+ yN(x,y) # 0.

1) En utilisant le théoréme d’Euler (§ 15.1.23), montrer que la fonction p : F —

R définie par
1

aM(z,y) +yN(z,y)
est un facteur intégrant de la forme différentielle M (z,y) + N(z,y)y’ = 0.

Wz, y) =
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2) Pour (z,y) € ]0,+o0[ x ]0, +00[, résoudre la forme différentielle
VTy +xy = 0.

15.6.26 Soit p, f : R — R deux fonctions continiiment différentiables et m un
entier strictement supérieur a 1.

1) Montrer qu’il existe une fonction A : R — R de sorte que l'application x :
]—00, +00[ X ]0,4+00] — R définie par p(z,y) = y~™h(x) soit un facteur
intégrant de la forme différentielle

(p(x)y — flx)y™) +y =0.

2) Résoudre cette équation pour la condition initiale y(z¢) = yo > 0, et comparer
la solution avec celle obtenue au paragraphe 12.2.7.

3) En déduire la solution de I’équation de Bernoulli
v t+y=ay’
pour la condition initiale y(0) = /2.

15.6.27 Trouver les extrema de la fonction
fid(r,y) eR? a2’ + <1} = R

définie par
rz+y

M) = ey

15.6.28 Trouver les extrema de la fonction
filx,y) eR?:1<2? +9°<4,0<y<z} =R

définie par

x2

T4y

f(x,y) =

15.6.29 Déterminer les extrema de la fonction f : R? — R définie par

f(z,y) = cosx + cosy + sin (x + y).

15.6.30 Soit f : R® — R une fonction de classe C* telle que pour tout (z,y,z) €

R? :
of B of of B
ax(xayvz)*él? ay(‘ray7z)<0 et az('z?yvz)*l

En quels points de E = {(z,y,2) € R? : 2% + 22 < 1,0 < y < 3}, la fonction f
atteint-elle son maximum ou son minimum ?

15.6.31 Trouver les points stationnaires de la fonction f : R? — R définie par
flz,y) = y° +a? — day + 3y°

et étudier leur nature.
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15.6.32 Trouver les points stationnaires de la fonction f : R? — R définie par
f(z,y) =9y* +ycosx —sinz — 2

et étudier leur nature.

15.6.33 Comment faut-il choisir le nombre réel a de sorte que la fonction f :
R? — R définie par

1

_ 2 2
flzy)=2"+zy+y Tt

posséde un minimum local au point (0,0) ?

15.6.34 Soit f : R2 — R la fonction définie par
fla,y) = a® +y°.
Trouver les extrema de f sous la condition 3z2 + 2zy + 5y — 72 = 0.
15.6.35 Soit f : R® — R la fonction définie par
f(z,y,2) =22 + 9% + 2%
Trouver les extrema de f sous la condition 522 4+ 9y + 622 — 4yz — 1 = 0.
15.6.36 Soit f : R® — R la fonction définie par
flz,y, 2) = 22 + 9% + 22
Déterminer le minimum de f sous les deux conditions
T+ y+z=1 et zy=1.
15.6.37 Soit f : R3 — R la fonction définie par
f(z,y, 2) = zyz.
Trouver les extrema de f sous les deux conditions
2?4+ +22<1 et 1—2sin(a? 4%+ 2%) =0.
15.6.38 Minimiser la distance de P; a P ou P; est un point de I’ellipsoide d’équa-

tion
20 + 9+ 222 -8=0

et P> un point du plan d’équation
r+y+ z—10=0.
15.6.39 Trouver les valeurs extrémes de z sur la surface d’équation

222 +3y° + 22— 122y +422—35=0.
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15.6.40 Déterminer les axes de ellipse d’équation 222 + zy + 2y — 1 = 0.

15.6.41 Trouver les axes de l'ellipse déterminée par l'intersection du cylindre
d’équation x2 + y? — 4 = 0 et du plan d’équation = +y + 2z — 2 = 0.

15.6.42 Déterminer parmi les triangles rectangles ayant la méme aire, celui qui
a la plus petite hypoténuse.

15.6.43 Déterminer a l'intérieur d’un triangle dont I’aire est connue, le point dont
le produit des distances aux trois cotés est maximum.

15.6.44 Déterminer parmi les triangles ayant le méme périmetre 2p, celui dont
I’aire est maximale.






CHAPITRE 16

Gradient, dérivées directionnelles,
différentielle, courbes paramétrées

16.1 Introduction

Dans la premiere partie du présent chapitre (sect. 16.2 - sect. 16.7), sauf mention
explicite du contraire, les fonctions seront définies sur des sous-ensembles ouverts
de R™ (n > 1). Ainsi, lorsque nous écrirons par exemple f: E— Rou f: E —
R™ (m > 1), il sera sous-entendu que E est ou sous-ensemble ouvert de R".

Il est usuel d’écrire les éléments de R™ sous la forme de n-uples :

r=¥=z=(r1,...,2,) €RY;

voir par exemple le chapitre 13. Dans ce chapitre, nous n’utiliserons la notation

(z1,...,2y) (ligne) que lorsque les composantes de & apparaissent dans l'argu-
ment d’une fonction f : £ — R ou f : E — R™. Ainsi nous écrirons par exemple
f(z1,...,z,) € R. Dans les autres cas, sauf mention explicite du contraire, nous

utiliserons la notation sous forme de vecteur colonne :

Mo

8
|

Tn

N

A Taide de la transposée, ceci s’écrit aussi
T
T = ($1 e IEn)

ou encore
z=(x1, ... , Ty

La somme de deux vecteurs dans R" devient
1 Y1 T1+ Y1
ery=|:|+|:]=| |

le produit d’un nombre réel A avec un vecteur * € R™ devient

X1 AIEl

Tn ATy,
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et le produit scalaire usuel dans R"™ devient

z1 U1 n
<m,y>—< I >—fojyj~
T J=1

n Yn

Le j-ieme vecteur de la base canonique de R”

a toutes ses composantes nulles, sauf celle sur la j-iéme ligne, qui vaut 1.
Pour des entiers n,m > 1, nous dirons qu’une application L : R™ — R™ est
linéaire si
Lax + By) = aL(z) + SL(y)

pour tous o, 3 € R et ¢,y € R™. En choisissant « = § =0et € = y = 0, ceci
implique en particulier que I'image de 0 € R™ par L est 0 € R™ :

L(0)=o0.
L’espace vectoriel de toutes les applications linéaires L : R™ — R™ sera noté

par L(R™, R™).

16.2 Dérivées partielles, gradient

Soit un entier n > 1. Soit encore un sous-ensemble (ouvert) F C R™ et une
fonction f: F — R de la variable © = (x1,...,2,) € E.
Pour a € F et 1 < j < n fixés, on considere la fonction réelle g définie par

g(S) = f(a17a27'"7ajflasvaj+17"'aa’n)7

son domaine de définition étant le sous-ensemble ouvert de R donné par

D(g) = {s eR: (al,ag,...,aj,l,s,ajﬂ,...,an)—r € E}

Rappel et notation. Si g est dérivable en a;, on dit que la j-iéme dérivée
partielle de f existe en a et est égale & ¢'(a;). Elle est notée

of

5o (@) Ji,(a) on Dif(a)
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Comme

gla; +1) —g(ay)
i

on voit que

OF oy Tlattes) = (@)
Ox; t—0 t
Si toutes les dérivées partielles ﬁ(a), U ﬁ(a) existent en a € E, le
6561 al’n
vecteur
91 (a)
8131
of
%(a)
est appelé le gradient de f en a, que 'on note V f(a) ou grad f(a) :
91 ()
81‘1 le(a)

Vf(a)=grad f(a) = : = :
af (a) an(a)
0z,

16.3 Dérivées directionnelles

Soit ECR"™, f: E— R, a € EetveR"{0}. La ligne droite passant par a
et admettant le vecteur directeur v est paramétrée comme suit :

{a+tv:teR}

Soit la fonction réelle g définie par ¢g(t) = f(a+twv), son domaine de définition
étant D(g) = {t € R: a +tv € E}. C’est un sous-ensemble ouvert de R qui
contient 0.

s N

Si g est dérivable en t = 0, on dit que f est dérivable en a suivant le vecteur
v. De plus ¢'(0) est appelé la dérivée de f en a suivant v ou encore la
dérivée directionnelle de f en a suivant v, que 'on note

Df(a,v) ou g—v(a)
Ainsi
Df(a,v)Z%(a):t_rg%g(t); ( ):tll_%f(a+t1;)—f(a)
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Siv = e; et f est dérivable en a suivant le vecteur e, observons que Df(a, e;) =
O (a).

ij

Ainsi, si f est dérivable en a suivant tous les vecteurs v € R™\{0}, alors

toutes les dérivées partielles %(a), j=1,...,n, sont bien définies.
J

La réciproque n’est pas vraie en général. Voir I’exemple du paragraphe 16.5.1.
Pour A € R\{0},

Df(a, \v) = lim fla+ tA:) — f(a) _ lim fla+ 1;; ~ f(a)

fla+sv) - f(a)

= Alim

s—0

=ADf(a,v),

ou s = At.
Ainsi, si v € R"\{0} et f est dérivable en a suivant v, f est aussi dérivable
en a suivant Av pour tout A € R\{0} et

Df(a, \v) =ADf(a,v).

Il suffit donc de considérer les dérivées suivant les vecteurs unitaires. Lorsque
[|lv]| =1, on dit aussi dérivée dans la direction v.

16.4 Fonction dérivable, différentielle

La définition 16.4.1 de différentielle est une extension de la notion de différentia-
bilité d’une fonction réelle d’une variable réelle (voir § 6.1.3). Rappelons qu’une
fonction f : E — R définie sur un sous-ensemble ouvert £ C R est dite diffé-
rentiable en a € F §'il existe £ € R et une fonction r : £ — R vérifiant les deux
propriétés suivantes :

Vee E f(x)= f(a)+l(x —a)+r(x)
et
lim M

T—=a X — a

=0.
Ceci est le cas exactement lorsque f est dérivable en a et

(= f(a) = lim L& =@

T—a T —a

eR

(§ 6.1.4). De plus, dans ce cas, le graphique de f admet une droite tangente
passant par (a, f(a)) d’équation cartésienne

y = fla) + f(a)(z — a)
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(§ 6.1.7). La définition 16.4.1 de différentielle pour les fonctions f : E — R avec
E C R™ admet également une interprétation géométrique lorsque n = 2, qui est
expliquée au paragraphe 16.4.2. La droite tangente y est remplacée par un plan
tangent.

Il résulte du dernier résultat fondamental du paragraphe 16.4.3 une maniere
simple de vérifier que f : E — R est différentiable en tout point de ’ensemble
(ouvert) E C R™ : il suffit que les n dérivées partielles de f existent en tout
point de E et que chacune soit continue sur E. Cette condition suffisante est
souvent utilisée dans la pratique.

16.4.1 Définition : différentielle

Soit ECR", f:E—Retack.
e N

On dit que f est dérivable au point a ou différentiable au point a s’il existe
une application linéaire L, : R™ — R et une fonction r : £ — R telles que

Ve e E f(x) = f(a)+ Lo(z — a) +r(x)

et
lim —®) g
z—a ||z — all

ou Lo(z — a) € R est la valeur de P’application L, évaluée en « — a.

- J

Il y a au plus une application linéaire L, : R™ — R vérifiant cette condition.
Lorsque f est différentiable en a, L, est appelé la différentielle de f au point a.
On utilise la notation suivante pour L, :

Lo = df(a) € L(R™, R),

ou L(R™, R) est I'espace vectoriel des applications linéaires de R™ dans R.

Remarques
o Soit une application linéaire L : R™ — R. Définissons
4
£=|:]ecR"
ly
par
L(e1)
e=|
L(ey,)
Alors

Vo € R* L(v) = (¢, v),

ou (-,-) est le produit scalaire usuel dans R™. En effet, pour tout v € R",

L(v)=1L Zvjej = Zij(ej) = Zvjéj = (€, v).
j=1 j=1 j=1
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e Lorsque n = 1, f admet une différentielle en a exactement lorsque la dérivée
f'(a) € R existe.

o Les adjectifs « différentiable » et « dérivable » seront toujours considérés
comme synonymes.

e Si f est dérivable en tout a € E, alors df : E — L(R™,R) est une fonction
a valeurs dans 'espace vectoriel L(IR™,R) des applications linéaires de R™
dans R. Nous dirons que f est dérivable ou différentiable sur E et que
df : E — L(R™,R) est la (fonction) différentielle de f.

16.4.2 Interprétation géométrique lorsque n = 2

Soit un sous-ensemble (ouvert) E C R? et une fonction f : E — R dérivable en
a € E de différentielle L, = df(a) € L(R?,R). Soit £ tel que

Vo € R? La(v) = (£, v).
L’équation

r3 = f(a)+ & x — a) = f(ar,a2) +l1(x1—a1) +la2(v2 —az), == <x1> € RQ,

décrit un plan dans R® passant par le point

a
as
f(ah a2)
La direction normale & ce plan est donnée par le vecteur
—l
0
1
car
—fl r1 — ap
xg,:f(a)+<£,m—a)(:)< —ls |, To — Qg >:0.
1 z3 — f(a1,az2)
e a

Si f est dérivable en a € E C R?, L, = df(a) et £ € R? est tel que
Vo € R? Lo(v) = (€,0),

alors I’équation

z3=f(a)+ L,z —a), == (931)

décrit le plan dans R? tangent au graphique de f en

ai
as € RB.

f(a1,az)
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La normale au graphique de f en (a1, as, f(a1,az2)) " est la droite paramétrée
comme suit :

a1 —El
a9 +t|l—l]: teR
f(al,ag) 1
& J

16.4.3 Résultats fondamentaux

Théoréme. Soient £ C R"™, f : E — R et a € F avec f dérivable en a de
différentielle L, = df(a) € L(R™,R). Alors :
e N

1) f est continue en a.

2) Pour tout v € R"\{0}, f est dérivable en a suivant le vecteur v et
Df(a,v) = Lq(v).
En particulier
F-() = Lule)
pour tout j € {1,...,n}. Autrement dit, le gradient V f(a) existe et
Vi(a) =2,

oul; = Lq(e;) pour tout j € {1,...,n}.
3) Pour tout v € R"\{0},

Df(a,v) = La(v) = (Vf(a),v).
4) Pour tout v € R" tel que ||v]| = 1,
Df(a,v) <|[Vf(a)]|
et, si Vf(a) # 0,

1
bi (“’ V7]

Vf<a>) _ V4l

1
Ainsi ————V f(a) € R™ donne la direction de la plus grande pente
IVf(a)ll

de fen a et ||Vf(a)|| est la valeur de la plus grande pente.

. J

Remarques
o 11 découle de la relation Ly(v) = Df(a,v) pour tout v € R"\{0} que la
différentielle L, € L(IR™, R) est unique si elle existe, comme ceci a déja été
mentionné.
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o La seconde partie du théoreme assure que si f est dérivable en a, alors f
est dérivable en a suivant tout vecteur v € R™\{0}. La réciproque n’est
pas vraie en général ; voir 'exemple du paragraphe 16.5.2.

DEMONSTRATION.

1) Vérifions que lim f(x) = f(a). On a

Ve e E f(x)= f(a)+ Lo(x — a) +r(x)

avec

i ®)
z—a ||z — al|

Il en résulte lim r(x) =0 et
Tr—a

lim f(z) = lim (f(a) +Lo(x—a)+ r(w))

T—a T—a

fla)+ ;ig}lLa(:c —a)+ lim r(z) = f(a).

r—a

2) Fixons v € R™\{0} et posons g(t) = f(a + tv). Alors D(g) est un sous-
ensemble ouvert de R qui contient 0 et il faut démontrer que g est dérivable
ent =0. Or en effet

fla+tv) - f(a)

Oy ) —90) _ .
A
lim fla)+ La(a+tv—a)+r(a+tv)— f(a)
T =0 t
La(t t . t
= lim (tv) +r(a+ tv) = Lq(v) + lim r(attv)
t—0 t t—0 t
 Lu(v) + lim rla+tv) |la+tv— all
t—0 ||a + tv — a| t
. rla+te) [t[lv]
a(v)+t£%||a+tv—a\| t a(v);

ce qui montre que Df(a,v) = ¢’(0) = Ly(v).

En choisissant en particulier v = e;, on obtient

0
ij(a) =Df(a,e;) = La(e;) =¢;.
D’ou
4 %(G)
L= = : =V/f(a)
ln, 2L (a)
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3) Pour tout v € R™,

La(v) =La | > viej | => viLa(e;) = > vil;
Jj=1 j=1 j=1
LA
=Yg (a) = (V@) v)
j=1

4) Pour tout v € R™ tel que ||v|| =1,

D(a,v) =(Vf(a),v) <[[Vf(a)ll-[[v][=[IV[(a)l
et, si Vf(a) #0,

1

D (7 @) = (VF@) o

— Via) = V5@l

Le théoreme suivant donne une méthode pour vérifier qu’'une fonction est
dérivable en un point.

Théoréme Soit ECR™, f: E—-RetackFE.

Supposons qu'’il existe 4 > 0 tel que B(a,d) C FE et, pour tout j €
1,...,n}, la dérivée partielle 2L existe sur B(a,d) et est continue en a.
oz
Alors f est dérivable en a.

Remarque. Ceci améliore la conclusion du paragraphe 15.1.6.

DEMONSTRATION. Soit € R™ tel que ||z — a|| < §. Alors

fle)— f(a) = f(z1,22,...,2,) — f(a1,a2,...,a,)

= f(z1,a2,...,an) — f(a1,a2,...,a,)
+f(35171'2,a3,...,an)*f(l’l,ag,...,an)
+...
+ fz1, . yxn) — f(@1, .0 T, an)

_ o

= (a1 +61(z1 —a1),az,.. -aan>(1’1 —ay)

0
+ T;{i(zl’az + 92(:62 - a2)aa3a .- '70’7L) (I2 - a2)
+...

0
+ %{L(xhx% vy Tn—1,0n + an(xn - an))(xn - an)»
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ol 0; €]0,1] pour j =1,...,n est donné par la formule des accroissements finis
pour une fonction réelle d’une variable réelle. Ainsi

f(x) = fla) = (Vf(a),z — a)

= g—xfl(al + 01 (1 — a1)7a2,...,an)(x1 —ay)
— %(al,ag,...,an)(zl —ay)

+ g—xQ(:cl,ag + 02(z9 — ag),as, . .. ,an)(;c2 — as)
- %(al,az,ag,...,an)(@ — as)

+ ...

+ 883:]; (ml,xg, e Tp—1, A+ O (T, — an))(l‘n —ay)
_ %(a17a27...,an)(mn —ay)

e L f@)— fla) = (Vf(a)z—a)

eoa |z — al|

grace a la continuité des dérivées partielles en a. Ainsi f est dérivable en a et
df(a) € L(R™,R) est application linéaire

v— (Vf(a),v).

16.5 Exemples

16.5.1
Soit la fonction f : R? — R définie par
0 si =0,
flz1,22) = T2 o e e R2\{0
2+ a3 si x \{0}.

Remarquons d’abord que f n’est pas continue en 0 car

, 1
lim f(t,¢) = 5 # 0 = f(0)

(voir le § 14.2.9 et la figure 14.3). Donc f n’est pas dérivable en 0. Son gradient
V f(x1,2) est bien défini en tout € R?\{0} et

zo(z3 + 23) — T122224 zo(—af 4 x3)
T+ 3P WT1 a3
Vf(z1,12) = =
r1 (23 + 23) — 1129229 x1 (23 — 23)

(#F +23)? (xf +23)?
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Puisque 5 8f et % sont continues en tout point de 'ouvert R*\{0}, f est déri-

vable sur IRQ\{O} et la dérivée directionnelle de f en a € R?\{0} suivant v # 0
peut se calculer a I'aide du gradient :

D(a'7 ’U) = <Vf(a), U>'
La différentielle de f en a € R%\{0} est application linéaire

az(—a? +ad)vy  ai(a? — a3)ve
(af + a3)? (af +a3)?

— (Vf(a1,a2),v) =

(v € R?). En a = 0, les dérivées partielles existent :

(‘?f(o)limf(t,())—f((),())hml( t-0 0)0

Or1 50 t S0t \t2402
et de méme of
0
6352( ) ’
. of
d’ott Vf(0) = 0. Par contre, nous observons que les limites hH(l) pe (0,1)
t—0 01y
of s
et lim ——(¢,0) n’existent pas.
t—0 Oxg
Fmalement, pour v € R?\{0},
tvy,tvg) — f(O
D0, v) = lim fltoy,top) = f(0) _ .~ wvivz
t—0 t t—0 t(vl —+ 1}2)

est bien défini dans R si et seulement si v1 = 0 ou 1}2 =0.
of

? 8:171

et % sont souvent utilisées. Voir par exemple les paragraphes 15.1.3 et 15.1.4.

of

Remarque. En plus des notations f(z1,x2) et Bw , les notations f(xz,y), 5=

16.5.2
Soit la fonction f : R? — R définie par (fig. 16.1)
0 si ¢ =0,

_ 2
flw1,22) = T 6 oz e R2\{0}.
T+ Ty

Remarquons que f n’est pas continue en 0 car

lim f(t2,1) = li e —}#O—f(o)

50 ’ R T B '
Donc f n’est pas dérivable en 0. Son gradient V f(z1, z2) est bien défini en tout
x € R?\{0} et

v3(af + a3) — 2ata} v3(—af +23)
(% + 23)? (xF +25)?
Vi(z1,22) = =
22179 (23 + 23) — 4w 23 22179 (23 — 23)

(xF + 25)? (xF + 23)?
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Puisque 5 3f et 8f sont continues en tout point de 'ouvert R*\{0}, f est déri-
vable sur IRQ\{O} “En a = 0, les dérivées partielles existent :

of . f(t,0) = £(0,0) 02 _
o, O = T = th—>0t<152+—04_0)_0

et de méme
of

8_952(0) =0,

d’olt Vf(0) = 0. Par contre, nous observons que

t2(—t2 + 1) of

of —-120- 210,

o ey D) = 1 e

Plus généralement, pour tout v € R?\{0}, la dérivée de f en O suivant v existe :

1 (t”l)l ) (t’l)g)z
(G o

2 2
wh g

D(0, v) = lim = —0) = lim —¥2
(0,v) = lim t01)2 + (tog)? > Jam ()2 + 1203~ v,

t—0 t

siv; #0et, si vy =0,

1 O vg)?

(z123) /2 + a3)

Fig. 16.1
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En posant D(0,0) = 0, 'application v — D(0, v) n’est clairement pas linéaire
en v € R? dans cet exemple. De plus, pour v € R?\{0}, la relation D(0,v) =
(Vf(0),v) n’est valable que si v; =0 ou vy = 0.

Dans la figure 16.1, le graphique de f n’est pas dessiné pour les (x,y) proches
de (0,0). En particulier, 'ensemble {(¢?,¢,1/2) : t € R*} inclus dans le graphe
de f n’est pas entierement représenté pour les ¢ proches de 0.

16.6 Fonctions a valeurs dans R™

Soit f: E— R avec E C R ouvert. Si le gradient de f est défini en tout a € F,
la fonction gradient
a— Vf(a)

est un exemple d’une fonction définie sur F et a valeurs dans R™. En particulier,
dans le premier exemple ci-dessus, le gradient

(0,0)7 siz =0,
Vi(z1,22) = (xg(:cf +22) 2y(2? — x%))T )
, € R?\{0},
G+ @+ape) o TR0

est une fonction & valeurs dans R2.

Plus généralement, le but est maintenant d’étudier les fonctions a valeurs
dans R™, ot m > 1 est un entier quelconque, dans le méme esprit que les
considérations précédentes sur les fonctions a valeurs dans R.

Soient des entiers m,n > 1, E C R™ (ouvert) et une fonction quelconque
f:E—>R™ Ecrivons, pour tout & € E,

fi(z)
fl@) =1 : [eR",
fm (@)

ou fi: E—-Rpouri=1,...,m.

16.6.1 Définitions : dérivée partielle, dérivée suivant un vecteur

On dit que f admet une dérivée partielle au point a € E si chacune des fonctions
fi admet une dérivée partielle au point a. Une dérivée partielle de f est notée
par un vecteur colonne :

af
3xj
2P
U =] o0,
3xj 5

(a)

O
&cj (a)
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Pour un vecteur v € R"\{0}, la dérivée (directionnelle) de f en a suivant v est
le vecteur colonne noté par Df(a,v) ou 6f I (a) et défini par

Dfi(a,v)
Dfs(a,v)
Df(a) = Ghia) = |
Dfn(a,v)
Lorsque ||v|| = 1, on dit aussi dérivée dans la direction v.
Remarquons que
Z af1
axj
)
Df(a.v) = ; =Y u )
=1 9

"~ O fm
(@)v
jZ::l 8xj J
pour tout v € R™\{0}.

16.6.2 Définition : différentielle

La notion de différentielle se généralise facilement. Soit £ C R", f : E — R™ et
ack.
s N

On dit que f est dérivable au point a ou différentiable au point a s’il existe
une application linéaire L, : R™ — R™ et une fonction

r:(rl,...,rm)T:E%Rm

telles que
Ve € E f(x)=f(a)+ Lo(z — a) + r(z)
et

1
lim —r(x) =0,
e—a ||z — a
c’est-a-dire,
1
lim — () =0
eaflz—af "’

pour tout ¢ € {1,...,m}, ou encore

Alr(@)ll

=0.
e — al]

. J

Il y a au plus une application linéaire L, : R™ — R™ vérifiant cette condition.
Lorsque f est différentiable en a, cette application linéaire L, est appelée la



Gradient, dérivées directionnelles, différentielle, courbes paramétrées 465

différentielle de f au point a. On utilise les notations suivantes pour L, :

Lo = df (a) € L(R",R™).

16.6.3 Proposition
Soit f: E— R™et a € ECR" Alors f est dérivable en a si et seulement si

fi est dérivable en a pour tout ¢ € {1,...,m}. Dans ce cas, en notant
L,=df(a) € LR",R™) et L;,=dfi(a) € LR",R)
pour i € {1,...,m}, on a
Li,a(v) Dfi(a,v)
Law=| : |=| : |=Dfanw)
Lin.a(v) D fm(a,v)

pour tout v € R™\{0}.

Remarque. Il découle de cette proposition que la différentielle L, € L(R"™, R™)
est unique si elle existe, comme ceci a déja été mentionné.

16.6.4 Matrice et déterminant de Jacobi

Comme R™ et R™ sont munis des bases canoniques, a toute application linéaire
L :R™ — R™ est associée une matrice a m lignes et n colonnes. Plus précisément,
la j-iéme colonne de cette matrice est constituée des m composantes du vecteur
L(e;) relativement & la base canonique de R™.

En particulier, si f : F — R™ est dérivable en a € E C R", on peut
considérer la matrice associée a L, = df (a). Sa j-itme colonne est

i a)
Ll,a(ej) 0
La(e;) = = J
Lmya(e-) afrn
; )

c’est-a-dire, la j-ieme dérivée partielle de f en a.
Ceci conduit a la définition suivante. La matrice de Jacobi ou matrice jaco-
bienne de f (ou de fi,..., fim) au point @ est la matrice notée

Df(a) ou Js(a)

définie par

of1 2! of1
Tm(a) 8—@(&) ﬁn(a)
L@ PPw L SR
Df(a)=Js(a)=| 0 0o T 0wy,
5'fn; 3fm: 5fm:
i (a) 87302(0') 8xn(a)
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Elle a m lignes et n colonnes. Sa i-ieme ligne est

(@ . ).

qui est la transposée du vecteur colonne Vf;(a) :

(@ . f@)=vi@

(I <i<m).Sif est dérivable en a, observons que, pour tout v € R™\{0},

s ) (@), [
Dfaw)y=| 0| = S Zppay |
Dfm(a,v) (Vim(a),v) Un

Lorsque m = n, le déterminant

of1 of1 of1
L@ L@ P
det Df(a) = |Df(a)| =| 04 Oy T Oz,
O, O o1,
est appelé le déterminant de Jacobi ou le jacobien de f (ou de f1,..., fn) au
point a. Il est noté aussi M(a) :
of1 0f1 0f1
Af2 of2 of2
Difieadn) () = et Df(a) = | 902 @ 00 5,
D(x1,...,2p) : : :
O, Ofn Ofn

16.6.5 Fonction composée et matrices de Jacobi

On notera par M, ,,(R) les matrices & coefficients réels possédant m lignes et n
colonnes.

Enoncé. Soit un sous-ensemble ouvert A C R™, une fonction g : A — RP, un

sous-ensemble ouvert B C RP tel que g(A) C B et une fonction f : B — R?. La
fonction composée f o g : A — R? est donc bien définie.
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Soit encore @ € A et b = g(a) € B tels que g est dérivable en a et f est
dérivable en b.
Alors f o g est dérivable en a,

[ d(f o g)(a) = df (b) o dg(a), ot b= g(a) ]

et la matrice de Jacobi D(f o g)(a) € My ,(R) est le produit matriciel des
matrices de Jacobi Df (b) € M, ,(R) et Dg(a) € M, ,(R) :

D(f o g)(a) = Df(b) - Dg(a), ou b= g(a). J

Si de plus n = p = ¢, alors on obtient la relation suivante pour les déterminants
de Jacobi :

[ |D(f o g)(a)| = [Df(b)| - |[Dg(a)| o b=g(a). ’

DEMONSTRATION. Nous noterons par y I’argument variable de la fonction g et
par z celui de la fonction f. Ecrivons L, = dg(a)et Ly, = df (b). Les applications
Ly :R™ = RP et Ly : RP — RY étant linéaires, leur composée LyoL, : R™ — RY
est aussi une application linéaire. Vérifions que

Vye A f(g(y)) =F(g(a))+ Lo(La(y — a)) + r(y)

et

1
lim

———1r(y)=0
STy —al ")

pour une certaine fonction 7 : A — RY.
Par hypothese, il existe des fonctions 4 : A — RP et 75 : B — R? telles que

Vye A g(y)=g(a)+ La(y — a) + r,4(y),

1
limi =
Ty —ay o) =0
Ve e B f(x) =f(b)+ Ly(x — b) + ry(x)

et
1

lim ————7f(z) = 0.
lz — o[ 7

z—b

On a pour tout y € A

Fla(w) = £ (9(a) + Laly - a) + ry(y))

= £(6) + Lo (Laly — @) + 74(y) ) + 7(9(y))
= f(g(a)) + Ly(La(y — @) + Ly (14(y)) + 77(9(y))-
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En posant
m(y) = Lo(rg(y)) + 7 (9(v)),

1
lim —r(y) = 0.
Ty —al

En effet, pour tout y € A\{a}

(Vgi(a » 1/2
Z (Vgi(a),y - a>)2>
(Vgp(a i=1

1/2
Cmuchy Schwarz
(ZIIng il IIyall2> (ZIng |2> ly — all,

Vi
i)
(Zq: IV £i(0)[]7[Ir4(y |2>

1

q 1/2
2 g (Il
(ZIV.}% il ) y =

on obtient bien

ILa(y — a)l| =

Lo(rg(y)Il _ 1
ly—all [y —all

all
et
llrs (gl _ { (|)|r oo o) atal si g(y) =g(a) =b,
lly — al| 9(y) - b| v —al si g(y) # b,
{ 0 si g(y) = gla) = b,
s (9Dl [|La(y —a) +ry(y)ll
llg(y) — b]| y — aj g(y) # b,
0

si g(y) =g(a) =b,

<4 el (=gt @l
||g(y)—b|| <<;|ng( )|> +Hy—a|| g(y);éb.

Ceci prouve que f o g est dérivable en a et d(f o g)(a) = Ly o L,. La théorie
générale des matrices et déterminants assure finalement que

D(f o g)(a) = Df(b) - Dg(a)
(produit matriciel) et, lorsque n = p = g,
[D(f o g)(a)| = |Df(b)| - |Dg(a)|

(produit de deuz déterminants).
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16.7 Calcul vectoriel

16.7.1 Définitions

Soit un ouvert non vide £ C R™ :
e Une fonction f : E — R™ telle que m = n est appelée un champ de
vecteurs ou un champ vectoriel (sur E).
o Rappelons (§ 16.2) que le gradient d’une fonction f : E — R en a € F est
défini par

-
Vf(a)=grad f(a) = (gxfl(a),...,aaxj;(a)) eR"”

si les n dérivées partielles de f existent en a. Si f est dérivable en tout
a € E, on obtient une fonction Vf : £ — R™.

D’une maniere informelle, on écrit

9 9
[“)xl 83’}1
0 0
= R t = -
v Oxa et VJ O0xa /
9 2
8.1'3 8373

o La divergence d’'un champ vectoriel f : E — R™ en a € E est définie par

0
div f(a Z ai;

si ces dérivées partielles existent en a.
Si f est dérivable en tout a € E, on obtient une fonction div f : £ — R.
Si f est dérivable en tout @ € E et divf = 0 sur E, le champ de
vecteurs f est dit solénoidal (sur E).

D’une maniere informelle,

divf = Z o, V. f).

o Lorsque n = 3, le rotationnel d’'un champ vectoriel f : E — R® en a €
E C R? est défini par

Ofs oy _ 9f2 0f2 4

8172 3:173
rot f(a) = curl f(a) = % a gﬁ( )

0F2 gy 01

811 e 31’2(a)

si ces dérivées partielles existent en a. Si f est dérivable en tout a € E,
on obtient une fonction rot f : £ — R3.
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Si f est dérivable en tout @ € E et rotf = 0 sur E, le champ de
vecteurs f est dit irrotationnel (sur E).

D’une maniere informelle,

9
ol IS
rot f = 8— x| fo]l =VXF.
Ora |\ fy
9
8373

e Pour n € IN, rappelons (§ 15.4.12) que le laplacien d’une fonction f : E — R
de classe C? sur E est défini par

n 62 .
Afw) =Y @) e m
J

Jj=1

pour z € F. Ainsi
Af =div(Vf)

sur E.
Si f est de classe C? et Af = 0 sur E, rappelons aussi que la fonction
f est dite harmonique (sur E).

D’une maniere informelle, Af = (V,V f).

16.7.2 Proposition

1) Soit une fonction f : E — R de classe C? sur I'ouvert non vide E C R3.
Alors rot(Vf) = 0 sur E.

Ainsi V f est un champ vectoriel irrotationnel sur F.

2) Soit un champ vectoriel f : E — R? de classe C? sur I'ouvert non vide
E C R3. Alors div(rot f) = 0 sur E.
Ainsi rot f est un champ vectoriel solénoidal sur E.

D’une maniere informelle, ces formules s’écrivent aussi

VxVf=0et(V,Vxf)=0

sur F.
DEMONSTRATION.
1) On a
af 0% f B 0% f
87.%'1 6%‘38332 (958283?3
2 2
rot(Vf) =rot 9 |- or 9 =0

8552 (91‘1(9%3 63:38:101
of 02 f 02 f

Oz 0001, 021079
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2) On a
- 0 (0fs Of o (0fi Ofs
d t = (=22, 7 (28
1V(I‘O f) 61‘1 (6372 8.133) + 6.132 <8$3 6331
L0 (0f _0n
6373 81‘1 6332
_ Ph L Ph 2
N 81‘281‘1 8.1‘38(1,‘1 8.%‘381}2 8$18$2
P PhH
(91‘18,%3 61'2(9{,63 -
ol 7( ...) est la j-iéme dérivée partielle de la fonction entre parentheses.
J

16.8 Courbes paramétrées

Nous nous intéressons maintenant au cas particulier important ou I’ensemble
de définition d’une fonction est un intervalle de R et son image est incluse dans
R™ avec n > 2, pour lequel il existe des notions et une terminologie propres.

16.8.1 Notation

Pour n > 2, les points de R™ seront notés dans cette derniere partie du chapitre
sous forme de vecteurs colonnes ou comme transposés de vecteurs lignes :

Z1
-
z=| :(3:1 xn) = (z1,...,2,)" €R".

Tn

16.8.2 Définitions : courbe, parameétre et vecteur tangent

(" 7

Soit un entier n > 1. Etant donné un intervalle ouvert non vide I C R, une
courbe (paramétrée) dans R™ est une fonction f : I — R™ qui a ¢t € I fait
correspondre

fi(t)
f) =1 :
fn(t)
et telle que f; est continue sur I pour i = 1,...,n. L’ intervalle I est appelé

lintervalle de paramétrisation de la courbe. La variable t est le parameétre,
et I'image de f
Imf = f(I) ={f(t): t €I}

s’appelle aussi la trace de f. On dit parfois que f(I) admet la paramétrisa-
tion f. Comme parametre, on peut choisir d’autres variables que ¢, qui ne
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représente pas nécessairement le temps.
On dit que la courbe f est dérivable ou différentiable en tg € I et que
son vecteur tangent ou vecteur vitesse en ty vaut f’(to) € R"” si

t [FE=5 - wo] =0
\ Y,
Autres notations :
vy df o f(t) = f(to)
Fi(to) = 4 (to) = lim ———— e

La vitesse en tq est alors définie par

Vi (to) = [If' (to)Il;
ol || - || est la norme euclidienne.

Remarque. Certains auteurs définissent le vecteur tangent en ¢, tel que f’(ty) # 0

par .
o (o

de telle maniere qu’il soit de norme 1. Voir par exemple le livre de M. Troyanov.
Défini comme dans le présent ouvrage, le vecteur tangent n’est pas nécessaire-
ment de norme 1 (il peut méme étre de norme nulle).

16.8.3 Lemme

Enoncé. La courbe f est dérivable en ty € I si et seulement si chaque fonction
fi : I — R est dérivable en ty. Dans ce cas

fi(to)

fr(to)

DEMONSTRATION. Pour tout £ € R™, on a les équivalences

f'(to) =

oL
t—to t—to

o lim Xn: fi(t)_fi(to)_gl ’ 1/2_0
t=t0 \ & t—to ! B

() — filt
& Vie{l,...,n} lim fi®) = filto) =0,
t—to t—1to
Si f est dérivable en tg, il en découle en choisissant £ = f'(to) que

viell,... n} lim 20 =filt)

=l
t—to t— tO
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d’olt chaque f; est dérivable en ty et £; = f!(to).
Réciproquement, si chaque f; est dérivable en %, il en découle en choisissant
L; = fl(to) pour tout i € {1,...,n} que

t)— f(t
b [£0 =100
t—to t— to
d’ot1 f est dérivable en tq et f'(to) = £. [ |
Remarque. Si f est dérivable en tout ¢t € I et chaque f/ est continue sur I pour
i=1,...,n, le vecteur tangent (comme fonction de ¢t € I)
' I—-R"

définit une courbe.

16.8.4 Définitions : courbes de classe C* et courbes régulieres
s N
Soit une courbe f : I — R".

e Soit un entier £ > 1. Si les dérivées f;m) existent et sont continues
sur I pour tout 1 <m < k et tout 1 < j < n, la courbe f est dite de
classe C*. Si f est de classe C* pour tout k > 1, on dit qu’elle est de
classe C'™.

o Soit une courbe f de classe C*. On dit que = € f(I) est singulier il
existe to € I tel que f(to) = x et f'(to) = 0, sinon x est dit régulier.
Si f'(t) # 0 pour tout t € I, on dit que f est une courbe réguliére.

o Un point & € f(I) est dit simple si 'ensemble

(tel:f(t)=z)

est constitué d’un seul élément. Si f : I — R"™ est injective, la courbe
est dite simple.

e Sif:I— R"estdeclasse C1, ¢ty € I et f(ty) est un point régulier et
simple, la droite tangente est la courbe définie par

S — f(to) —+ Sf/(to), CRS R.

C’est une droite parcourue & vitesse constante.

- J

16.8.5 Définition : arc de courbe
e a
Soit une courbe f : I — R™.
e SiJ C I est un intervalle ni vide et ni réduit & un point, la restriction
de f a J s’appelle un arc de la courbe f. On le notera par

f:J—=R".

e Un point € f(J) est dit étre un point simple de I'arc de courbe




474 Calcul différentiel et intégral

f:J — R™ si ’'ensemble
{teJ: f(t) ==z}

est constitué d’un seul élément. Si f : J — R"™ est injective, I’arc de
courbe est dit simple.

- J

16.8.6 Exemples
1) Dans R2, le cercle de centre ¢ et de rayon 7 > 0 admet la paramétrisation
_ (c1+rcos(ad) cos(af)
F(0) = (CQ +rsin(ad) ] et sin(af) )’ <R,

ou a > 0 est une constante. La courbe f est de classe C*°, elle est réguliere,
mais elle n’est pas simple puisque f(0) = f(6 + 27/a) pour tout 6 € R.
Pour 6 € R, le vecteur tangent vaut

F1(0) = (—m sin(a9)>

ra cos(af)
et la vitesse est
IlF'(0)|| = /(—rasin(ad))? + (racos(ad))? = ra.
L’arc de courbe £ : [0, 27/a[— R? est simple et £(]0,27/a]) = f(R).

2) Etant donné une fonction continue g : I — R définie sur un intervalle
ouvert I # 0, la courbe f : I — R? définie par

16 = (gft))

s’appelle le graphe (paramétré) de g. Si g est continiiment dérivable, alors
f est de classe C', son vecteur tangent est donné par

F'= (g%t)> , tel,

et sa vitesse est donnée par

IF' Ol =1+ (¢(1)32, tel.

La courbe f est réguliere et simple.

3) Dans R2?, la spirale logarithmique (fig. 16.2) admet la paramétrisation
f : R — R? donnée par
e? cos(6)
F(0) = (69 sin(&)) '

La courbe f est de classe C*°, réguliere et simple. Pour § € R, le vecteur
tangent vaut
0 0
1oy (€ cos(8) —e”sin(6)
F10) = (e‘9 sin(6) + e’ cos(6)
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16

14+

12+

08

0.6

04

02

02 -

04

Fig. 16.2 Un arc de la spirale logarithmique, —5w/4 < 0 < 7 /4.

et la vitesse est

1F/(0)1] = €”v/(cos(9) — sin(9))? + (sin(6) + cos(#))? = V2’

4) Dans R?, hélice circulaire (fig. 16.3) admet la paramétrisation

acos(6)
f(0)=1asin(®) |, R,
bo

oua > 0etbe R\{0} sont des constantes.

Fig. 16.3 Un arc de I'hélice circulaire, a =1, b=2 et 6 € [0, 4].

La courbe f est de classe C*°, réguliere et simple. Pour 6 € R, le vecteur
tangent vaut
—asin(f)
f'(0)=1| acos(d) |, 0€R,
b
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et la vitesse est

1£/(6)]] = /(—asin(8))? + (acos(@))? + 2 = v/a? + 7.

5) Dans R?, l'astroide (fig. 16.4) admet la paramétrisation
acos3(6)
F0) = (asin3(9) » OER,
ou a > 0 est une constante. La courbe f est de classe C'°°, mais elle n’est

ni réguliere ni simple. En effet f(6) = f(6 + 27) pour tout § € R et donc
elle n’est pas simple. De plus

v [ —3acos®(6)sin(6)
F0) = ( 3asin?(6) cos() ) » 0€R,

et f'(kn/2) = 0 pour tout k € Z. D’ott £(0) = (a,0)", f(7/2) = (0,a)T,
f(m) = (=a,0)T et £(37/2) = (0, —a)" sont des points singuliers.
L’arc de courbe f : [0, 27[— R? est simple et £([0,27]) = f(R).

1
A
\
/N

05

<\ / -

o

0.5
N,

Fig. 16.4 Une astroide, a = 1.

16.8.7 Définition : longueur d’un arc de courbe

Soit une courbe f : I — R™ de classe C! et a < b dans I. La longueur de 'arc
de courbe f : [a,b] — R™ est définie par

b
/ 17(1)]dt.

L’intervalle [a, b] étant fermé borné, L(f) < +oo.
Cette définition s’étend a des intervalles plus généraux, mais la longueur est
alors définie par une intégrale généralisée dont la convergence doit étre discutée.
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16.8.8 Exemples

1) Dans R?, considérons le cercle de centre ¢ et de rayon r > 0 paramétré par
_ (c1+rcos(ad) cos(af)
F(0) = (02 +rsin(ad) ] et sin(af) )’ R,
ol a > 0 est une constante. La longueur de 1’arc de courbe f : [0,27/a] —

R? vaut
27 /a

/ radf = 27r.

0

2) Etant donné une fonction continiment dérivable g : I = R, considérons
son graphe paramétré :

Ft) = (g(tt))  tel

Pour a < b dans I, la longueur de l’arc de courbe f : [a,b] — R? vaut

b b
/ 17 (8)]] dt = / TR

Remarque. Pour une autre motivation de cette formule, voir le paragraphe
9.2.4.

3) Dans R?, considérons la spirale logarithmique paramétrée par
e? cos(f)
F(0) = (e‘g sin(6) feR.
Pour a < b dans R, la longueur de I'arc de courbe f : [a,b] — R? vaut

b
/\/ﬁee df = v2(e® — e?).

4) Dans R?, considérons I’hélice circulaire paramétrée par

a cos(6)
f(@)=1asin®) |, 6€R,
bo

ot a > 0et b e R\{0} sont des constantes. Pour a < 8 dans R, la longueur
de Parc de courbe f : [a, 8] — R? vaut

B
/\/a2—|—b2d0: Va2 +b? (5 —a).

[0}






CHAPITRE 17

Intégrales multiples

17.1 Intégrabilité d’une fonction bornée sur un rectangle fermé

17.1.1 Sommes de Darboux inférieure et supérieure

Le but est d’étendre la théorie de 'intégrale de Riemann vue au chapitre 9 aux
fonctions réelles de deux variables réelles.

Soit a < bet ¢ < d quatre nombres réels, le rectangle fermé D = [a, b] X [c, d] et
f D — R une fonction bornée. Considérons une subdivision o1 = {zg,...,zp}
de [a,b] et une subdivision o2 = {yo,...,yq} de [b,c] :

a=z9<z1<...<2p=b et c=yo<y1<...<y;=0>
avec p,q € IN*. Posons
|ID| = (b—a)(d—c),
Dij = [zi—1, @] x [yj-1,y5] et |Dijl= (zi—zi—1)(y; —yj-1)

pour 1 <7< petl<j<q, et observons que D est la réunion des D; ; et que
laire |D| de D vaut la somme des aires |D; ;.

Les sommes de Darboux inférieure et supérieure de f relativement a la paire
de subdivisions (o1, 02) sont définies par

e N
P g
St () =D m(Di;)|Dil
i=1 j=1
et b q
S(O'l,o'z)(f) = Z Z M(D17])|DZ7J|
i=1j=1
ou
m(Di,j) = 1nf{f(a;,y) : (fﬁ,y) € Di,j}
et
M(D; ;) = sup{f(z,y) : (z,y) € Di;}.
I\ J

Voir les figures 17.1 et 17.2.
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15 -

Fig. 17.1 Somme de Darboux inférieure, [a,b] = [¢,d] = [0.5, 2.5]

Fig. 17.2 Somme de Darboux supérieure, [a,b] = [¢,d] = [0.5, 2.5]

On définit ensuite
S(f) =sup{S(s, »,)(f) : o1 subdivision de [a,b], o2 subdivision de [c,d]}
et

S(f) =inf{S(s, ,)(f) : o1 subdivision de [a,b], o2 subdivision de [c,d]}
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Remarques
e La double somme

P
sz i.5)|Di

i=1 j=1

a /P
signifie Z Zm i.5)|Di gl |, qui vaut aussi Z (Z m(Dm-)|Di7j|>.
i=1 \j=1 =1 \i=1

o Soient deux subd1v151ons o1 et &1 de [a, ] et deux subdivisions oy et 5 de
[¢,d]. On définit les subdivisions 71 et 72 de [a,b] et [c,d] par

T1:O'1U(}1 et TQZO'QU&Q.
On obtient

5(01702)(f) g §(7'177'2)(f) < g(717"'2)(f) g 3(01702)(.}0)'

Ainsi S5, 5,)(f) < E(Ul)oz)ﬁ) pour toutes subdivisions oy et 71 de [a,b],
et pour toutes subdivisions oy et &9 de [¢,d]. D’ou

S(f) <S(f).
e Si f est continue sur D (voir la définition 14.3.10), alors
m(D; ;) = min{f(z,y) : (z,y) € D; ;}

et
M(D; ;) = max{f(z,y) : (z,y) € Di;}.

17.1.2 Définition : fonction intégrable

Soit @ < b et ¢ < d quatre nombres réels et f : D = [a,b] X [¢,d] — R une
fonction bornée.

( N

La fonction f est dite intégrable (au sens de Riemann) sur D si

S(f)=S(f)

Dans ce cas, I'intégrale de f (sur D) est définie par S(f) = S(f) et elle est
notée

/ f(z,y)dzdy.

. J

Puisque D est un sous-ensemble du plan, la terminologie suivante est aussi
utilisée : intégrale double de la fonction f sur le rectangle fermé D = [a, b] X [¢, d].
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Remarque. Soit K € [0,+oo[. Si f est bornée et intégrable avec
V(z,y) e D |f(z,y)| < K,
alors
~KID| < (g, (1) < [ [ £l.)d0dy < S, () < KID)
D
pour toute subdivisions 1,57 de [a,b] et g2, 52 de [c,d].

Interprétation. Lorsque f > 0 sur D, Ip(f) est le volume (au sens intuitif usuel)
de ’ensemble

{(z,y,2) € R®: (z,y) € D, 0 < 2 < f(z,y)}-

17.1.3 Intégrabilité des fonctions continues

Soit @ < b et ¢ < d quatre nombres réels, D = [a,b] X [¢,d] et f: D — R
continue sur D. Alors f est intégrable sur D.

DEMONSTRATION. Fixons € € ]0,4+o00[. Puisque f : D — R est continue, elle est
uniformément continue sur D (§ 14.3.14 et 14.3.18). Il existe donc une subdivision
o1 = {zo,...,zp} de [a,b] et une subdivision o2 = {yo,...,y,} de [c,d], telles
que

M(D; ;) —m(D; ;) <€

pour tout i € {1,...p} et j € {1,...,q}. On obtient donc

P q
ZZM i.0) | Di sl — sz i,3)| il

=1 j=1 =1 j=1
p q p q
=33 (M)~ mDi ) 1Digl < 3037 IDi s =€l
i=1 j=1 i=1 j=1

D’ou
0<S(f) = S(f) < S(01,00) () = 801,00 (f) < €| DI.
Ceci étant valable pour tout € > 0, il en résulte que

S(f)=5(f)

et ainsi f est intégrable sur D. |
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17.1.4 Théoréme de Fubini pour une fonction continue sur un rectangle fermé
Ce théoreme affirme que l'intégrale d’une fonction continue sur un rectangle
fermé se calcule a I’aide d’intégrations itérées. Commencgons par des remarques
préliminaires.

Soit @ < b et ¢ < d quatre nombres réels et f : D = [a,b] X [¢,d] — R une
fonction continue. Alors les deux fonctions g : [¢,d] — R et h : [a,b] — R définies
respectivement par

b d

o(y) = / flay)de et h(z) = / f(z,y) dy

a c

sont continues (§ 14.3.20). Ainsi, les deux nombres

d d /b

/g(y)dyz/ fx,y)da | dy
et b b/ d

/h(x)dx:/ /f(x,y)dy dz

sont bien définis. Montrons & présent qu'ils sont égaux et valent Ip(f) (§ 17.1.2
et 17.1.3).

( N

Enoncé. Soit a < b et ¢ < d quatre nombres réels et f : [a,b] x [¢,d] — R
une fonction continue. Alors

d b

ID(f):/ /bf(éﬂ,y)d:v dy:/ /df(x,y)dy dz.

(& a

. J

DEMONSTRATION. Prouvons que
d /b
ID(f)=/ f(z,y)dz | dy.
c a

Soit € un nombre réel positif quelconque et considérons les subdivisions o1 =
{zo,...,xp} et 02 = {yo, ..., y,} introduites dans la preuve du paragraphe 17.1.3.
On peut écrire

/d /bf(w,y) dz | dy = /dg(y)dy— zq: 7 9(y)dy

Y T

3 [ #eis | ay

=1
Yji—1 Ti—1
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et
q Yj p q Yj p T
Z/ (Zm(%)(x i u) dy <) > / f(w,y)dz | dy
=1, \i=1 i=1," \i=l,,
q Y p
<3 [ (L) a
=1, \i=1
D’ou
» d /b
S>> om0y i - i) s~ ) < [ | [ sw)de | ay
i=1j=1 ~ \u
p g
< ZZM(DM)(IZ‘ zi-1) (Y5 — Yj-1)
i=1j=1
et donc
d
S (1,00 (f / / y) dx dygg(ghgz)(f).

D’autre part B
5(01,02)(f) < ID(f) < 5(01,02)(f)
(par définition de Ip(f)) et

0< F(ol,az)(f) - §(01702)(f) < G‘DI

(comme vu dans la preuve du paragraphe 17.1.3). Par conséquent

d /b

[ [ v ) ay- 15| <Dl

c a

Ceci étant valable pour tout € > 0, il en résulte I’égalité voulue. La preuve de

I’égalité
b

In(h = | /d f(zy)dy | do

a

est similaire. [}

Remarque. Par convention, on écrira aussi :

d

Jo,
d b/ d

/dx/f :/ /f(m,y)dy dx.

[z flz,y)dz | dy

StV .
\m.
Be—_ .

et
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17.1.5 Exemple
Soit D = [0,7] x [0,1] et f : D — R la fonction continue définie par f(x,y) =
xsin(zy). Alors

ki 1 ™
=1
In(f) = / /xsin(xy) dy | doe = /— cos(xy)‘zzo dz
0 \o 0

= /(1 —cosz)dzr = (z —sinx)

0

™
= T.
0

17.1.6 Aire d’un rectangle fermé

Soit a < b et ¢ < d quatre nombres réels et D le rectangle fermé [a, b] x [c, d].

Puisque
b d
//1dxdy:/dx/dy:(b—a)(d—c),
D a c

on peut écrire, on utilisant les notations

Aire(D) = |D| = (b—a)(d — ¢),

Aire (D) = // dz dy.

D

que

17.1.7 Linéarité de I’intégrale double pour les fonctions continues

Soit @ < b et ¢ < d quatre nombres réels et f,g : D = [a,b] X [¢,d] = R deux
fonctions continues. Alors, pour tout couple de nombres réels a et 3, on a :

J[@r+89 @y azay=a [[ s aray+s [[ ooy asay

DEMONSTRATION. La linéarité de l'intégrale simple (§ 9.1.18) nous permet
d’écrire que pour tout y € [c,d] :

b b

/(af+ﬁg) (w,y)dx=a/f(w,y)dx+6jg(w7y)dx

a a

/da/bfxyd:c—i-ﬁ/ (z,y)dz | dy
_ /dyjfzyd:z:+ﬂ/dy/b ,y)dz.

\
&
\@
SD
&.‘
+
o)
<
H
<
||
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17.1.8 Intégrale double de la valeur absolue d’une fonction continue

Soit @ < b et ¢ < d quatre nombres réels et f : D = [a,b] X [c,d] = R une
fonction continue. Alors

l// flwy)dzdy </ |f(z,y)| dz dy.
D

D

DEMONSTRATION. En effet, ce résultat étant vrai pour les intégrales simples
(voir § 9.1.21), on peut écrire

d b
é/f(x,y)dxdy — /| [ r@was) ay

a

dC b

</ /f(x,mdx dy

</d /bf(x,ynd:c dy:// £ (z,9)| da dy.
c a D

17.1.9 Propriétés de intégrale double d’une fonction
continue positive ou nulle

Soit @ < b et ¢ < d quatre nombres réels et f : D = [a,b] X [¢,d] = R une

fonction continue telle que pour tout élément (x,y) de D, on ait : f(z,y) > 0.
Alors

e N
. //f(x,y)dxdy>0;
D
. // f(z,y)dzdy = 0 si et seulement si f =0 sur D.
D
N Y

DEMONSTRATION. Les propriétés de I'intégrale simple d’une fonction positive
ou nulle (§ 9.1.19) nous autorisent & écrire que pour tout y € [¢,d] :

b

/f(%y)dw 20

a

//f(x,wdxdy:/d /bf(x,wdx ay > 0.
D c a

et que
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Supposons a présent que

é/f(w,y)dxdy:();

ce qui entraine (§ 9.1.19) que pour tout y € [¢,d] :

b
/f(x,y)dx = 0.

Il s’ensuit que pour tout (z,y) € D : f(x,y) = 0. La réciproque est évidente. B

17.1.10 Corollaire

Soit a < b et ¢ < d quatre nombres réels et f,g: D = [a,b] X [¢,d] = R deux
fonctions continues telles que pour tout élément (z,y) de D, on ait : f(x,y) <

g(z,y). Alors :
// f(x7y)dxdy<// g(x,y) dz dy.
D D

DEMONSTRATION. Considérons la fonction auxiliaire h : D — R définie par
h(xz,y) = g(z,y) — f(z,y). Ainsi, en constatant que pour tout (z,y) € D :
h(x,y) > 0, on obtient (§ 17.1.7 et 17.1.9) que

o<é/h<x7y>dxdy é/ (9 f) (2,y) dwdy
= //g(x,y)dxdy—// f(z,y)dzdy
D D

é/f(%y)dwdygé/g(x,y)dxdy.

ou encore

17.1.11 Théoréme de la moyenne

( N

Soit a < b et ¢ < d quatre nombres réels et f : D = [a,b] X [¢,d] — R une
fonction continue. Alors il existe un élément (zg,yo) de D tel que

// f (@,y) dzdy = f (20, y0) - Aire (D).
D




488 Calcul différentiel et intégral

DEMONSTRATION. D’une part, puisque la fonction f est continue et que D

est compact, les deux nombres réels m = min f(x,y) et M = max f(z,y)
(z,y)€D (z,y)€

existent (§ 14.3.18); ce qui entraine (corollaire 17.1.10) que
m - Aire (D) < // flz,y)dzdy < M - Aire (D)
D

ou encore

[ t@wasay
D
mS TRy M

D’autre part, comme D est aussi connexe par arcs, la fonction f atteint toute
valeur comprise entre m et M (§ 14.3.19). Par conséquent, il existe un élément
(z0,y0) de D pour lequel

[ 1@ wmazay

Aire (D) = f(anyO)'

D’ou le théoréeme de la moyenne. |

17.2 Intégrabilité d’une fonction bornée sur
un sous-ensemble borné de RR?

17.2.1 Introduction

Dans cette section, nous généralisons la définition de l'intégrale de Riemann
d’une fonction bornée sur un rectangle fermé a une fonction bornée sur un sous-
ensemble borné de R2.

17.2.2 Ensemble de mesure nulle au sens de Jordan

Un sous-ensemble N de R? est dit de mesure nulle au sens de Jordan (dans R?)
si

e 2
pour tout € > 0 il existe k € IN* est des rectangles fermés D1, ..., Dy C R?
tels que

k k
NCUD] et Z|DJ|<6
Jj=1 Jj=1
N J

Dans ce cas, nous noterons |N|, = 0.
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17.2.3 Proposition sur les ensembles de mesure nulle

e Si A est un sous-ensemble de R? contenant un nombre fini d’éléments (ou
vide), alors |A4|, = 0.
o Toute réunion finie d’ensembles de mesure nulle au sens de Jordan est de

mesure nulle au sens de Jordan.
- N

e Sia<bdans Ret v:[a,b] - R est bornée et intégrable sur [a,b]
(voir chap. 9), alors le graphe

G(p) = {(z,0(x)) :a <z < b} CR?

satisfait |G(p)|, = 0 dans R?.

. J

17.2.4 Définition : fonction intégrable sur un sous-ensemble borné de RR>
Soit un sous-ensemble borné E C R?, une fonction f : E — R bornée sur E et
un rectangle fermé D C R? qui contient E. Posons

2 flz,y)  si(zy) € B,
f@”’y):{o ! :i(x,z)ED\E.

La fonction f est dite intégrable (au sens de Riemann) sur E si fest intégrable
au sens de Riemann sur D. Dans ce cas, I'intégrale de f sur E est définie par

~

‘ Ig(f) = Ip(f) J

Elle se note aussi

16(7) = [ #(o.dndy.
E

Puisque FE est un sous-ensemble de R?, on utilise aussi la terminologie intégrale
double de [ sur E.

Remarques
o Cette définition ne dépend pas du choix du rectangle fermé D.
e Si N C R? satisfait |[N|, = 0, alors N est borné. Si de plus la fonction
f: N — R est bornée sur N, alors f est intégrable sur N et Iy(f) = 0.

17.2.5 Invariance de l’intégrale par permutation des variables

Soient un sous-ensemble borné £ C R? et une fonction f : £ — R bornée et
intégrable sur F. La fonction définie par

fﬂ'(x7y) = f(y733)

sur le sous-ensemble borné

Eﬂ' = {(Z’,y) : (y,x) € E}

est bornée et intégrable sur F,, et

In, (fx) = Ie(f)-
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17.2.6 Théoréme : condition suffisante d’intégrabilité

Soit un sous-ensemble borné E C R?, une fonction f : E — R bornée sur E et
un sous-ensemble fermé N C R2. Le bord OF et l'intérieur F ont été définis aux
paragraphes 13.3.17 et 13.3.2.

e "

Sile bord OF et N satisfont

|OE|, = |N|, =0 dans R?

et si f est continue en tout point de I'ouvert E\N , alors f est intégrable au
sens de Riemann sur E. )
Si de plus f(z,y) = 0 pour tout (z,y) € F\N, alors Ig(f) =0.

. J

Remarque. Le cas N = () est permis, de méme le cas N ¢ E. Rappelons que
E\N={xze€E:z¢N}.

17.2.7 Théoréme : division du domaine d’intégration

Soit un sous-ensemble borné E C R?2, une fonction f : £ — R bornée sur FE,
k € IN* et des sous-ensembles F,..., Ey C E tels que E = Ug?:lEj.

s N
Si
|E; N Eyl, =0 dans R* pourtout 1<j<l<k

et si f est intégrable au sens de Riemann sur E; pour tout j € {1,...,k},
alors f est intégrable au sens de Riemann sur E et

k
Ig(f) =Y Is,(f)-
j=1

. J

Remarque. La restriction f|g, : £; — R de f a E; est souvent notée (comme
ici) plus simplement par f. En général ceci ne crée pas d’ambiguités.

17.2.8 Définition de P’aire d’un sous-ensemble borné de R? dont le bord
est de mesure de Jordan nulle

Soit F un sous-ensemble borné non vide de R? tel que |0E|, = 0. Alors le
nombre réel I5(1) > 0 est appelé I'aire de E et est noté Aire(F). Autrement

dit,
Aire (F) = //dx dy.
E

. J

Cette définition n’a de sens que si elle généralise la notion d’aire d’une sur-
face plane donnée aux paragraphes 9.2.1 et 9.2.3; ce que nous pourrons vérifier
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grace au corollaire 17.3.2. Observons que la fonction constante égale a 1 est inté-
grable sur F car la condition suffisante d’intégrabilité du paragraphe 17.2.6 est
satisfaite.

17.2.9 Linéarité de I'intégrale double

Soit D un sous-ensemble borné de R? et f, g : D — R deux fonctions bornées et
intégrables. Alors, pour tout couple de nombres réels a et 3, la fonction af + Bg
est bornée et intégrable sur D et

[[@r+so@asay = [ feparay+ 5 [ [ oo pasas

Remarque. Ceci généralise le résultat du paragraphe 17.1.7.

17.2.10 Monotonicité de ’intégrable double

Soit D un sous-ensemble borné de R? et f,g: D — R deux fonctions bornées et
intégrables telles que pour tout (x,y) € D on ait : f(z,y) < g(z,y). Alors,

J[s@wasay < [[otwasay
D D

Remarques
o Ceci généralise le résultat du paragraphe 17.1.10.
« Sien plus de 'hypothese f(x,y) < g(x,y) sur D, on suppose aussi I’égalité

[ 1wacay= [[ g azay,
D D

on ne peut pas déduire en général que f = g sur D. Dans la seconde
affirmation du paragraphe 17.1.9, la continuité de f est importante.

17.2.11 Bornes de 'intégrale double

Soit D un sous-ensemble borné de R? tel que [0D|, = 0, et f : D — R une
fonction bornée et intégrable. Alors

m - Aire (D) < //f(:c,y)dxdy < M - Aire (D)
D

oum =inf{f(z,y) : (x,y) € D} et M =sup{f(z,y) : (z,y) € D}.

17.2.12 Remarque importante sur le théoréme de la moyenne

L’énoncé du théoreme de la moyenne au paragraphe 17.1.11 n’ai plus vrai en gé-
néral si ’hypothese de continuité sur la fonction f est remplacée par I’hypothese
que f est bornée et intégrable.
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17.2.13 Intégrale double sur un sous-ensemble

Si f: D — [0,400[ est bornée et intégrable sur le sous-ensemble borné D C R?
et si f: D' — [0, +o0] est intégrable sur D’ C D, alors

0 < Ip/(f) < Ip(f).

DEMONSTRATION. Soit un rectangle fermé P contenant D et g : P — [0, +0o0]
définie par g = f sur D et g = 0 sur P\D. Soit encore h : P — [0, +o0o| définie
par h = f sur D’ et h = 0 sur P\D’. Par définition (§ 17.2.4), Ip(f) = Ip(g) et
Ip/(f) = Ip(h). Comme 0 < h < g sur P, on en déduit (§ 17.2.10) que

0<Ip/(f)=1p(h) <Ip(g)=Ip(f)

17.2.14 Convention

Soit p un nombre réel positif. Par convention, on pose 0 = 0. Ainsi, grace a
cette convention, la fonction ¢ : [0, +oco[ — R définie par

o) =

P six €]0,+oo]
0 siz=0

est continue (§ 7.4.1).

17.2.15 Lemme

Soit a, b deux nombres réels positifs ou nuls. Alors, pour tout couple de nombres
réels p > 1 et ¢ > 1 vérifiant

11
p q
on a l'inégalité suivante :
al b
ab< — + —
p q

DEMONSTRATION. Sia =0 ousi b= 0, c’est évident. Supposons donc a > 0 et
b > 0. La fonction —In : ]0, +oo[ — R est convexe sur |0, +oo[ (voir le §6.6.1).
D’ou

et donc

car In : ]0, +oo[ = R est croissante sur |0, 4+o0]. [ ]
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17.2.16 Inégalité de Holder

Soit D un sous-ensemble ouvert borné de R? tel que |0D|, =0, et f,g: D — R
deux fonctions continues et bornées. Alors, pour tout couple de nombres réels
p>1etg>1 vérifiant

11
p q
on a :
1/p 1/q
[[1ssl@pazay < /\fl”(:c,y)dwdy ~ //|g|‘f<az,y>dmdy
D D D

Cette relation est appelée l'inégalité de Hélder. Lorsque p = g = 2, il est
d’usage de l'appeler 'inégalité de Cauchy-Schwarz.

DEMONSTRATION. Faisons I’hypothése supplémentaire que ni f ni g ne soit
la fonction identiquement nulle sur D (dans le cas contraire, le résultat est
évident). Soit un rectangle fermé A contenu dans D tel que f ne s’annule pas
sur A. Puisque (§ 17.1.9)

/ 1P (2, y)de dy > 0,

A
on a aussi (§ 17.2.13)
/ |fI* (2, y)dz dy >0

D
et, de méme,

/ lg|*(z,y)dz dy > 0.

D
On peut donc considérer les deux fonctions auxiliaires fi,g1 : D — R définies
respectivement par :

Fulay) = |f (=, )| -
[ 111 vz ay
et
lg(=, y)|

g1(x,y) e

[ stz ay
D
Ainsi, en utilisant le lemme 17.2.15, on obtient que pour tout (z,y) € D :

(f1-g1)(z,y) < fi (;731) " gl(z,y) ;

ce qui donne en intégrant (corollaire 17.2.10) que

/D/(fl -gl)(x,y)dxdy<%+

1
- =1
q

D’ou l'inégalité de Holder. |

493
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17.2.17 Inégalité de Minkowski
Soit D un sous-ensemble ouvert borné de R? tel que |0D|, =0,et f,g: D - R
deux fonctions continues et bornées. Alors, pour tout nombre réel p > 1, on a :

1/p 1/p

[[ir+ar@wazay) < { [[ 17wy aray
D

D
+ // g (x,y) dz dy
D

Cette relation est appelée 1'inégalité de Minkowsks.

1/p

DEMONSTRATION. Pour commencer, supposons que p = 1. Alors, pour tout
(z,y) € D :
If +9l(z,y) < |f(z, )|+ |9(z,9)];

ce qui entraine (§ 17.2.9 et 17.2.10) que

/ |f+g|(:c,y>dxdy<//<\f|+\g|)(x,y>dmdy

_ //If(:c,y) dody + //|g<x,y)|dxdy.

Supposons a présent que p > 1 et faisons 'hypotheése supplémentaire que

/ If +glP(z,y)dedy #0

D

(dans le cas contraire, le résultat est évident). Alors, puisque pour tout (z,y) €
D:

If + 91" (@, 9) < (f]-1f + 9l y) + (gl - 1f + 91" ) (@, v);
on peut écrire, en posant ¢ = p/(p — 1) dans I'inégalité de Holder (§ 17.2.16),
que

1/p (p—1)/p

If +gl" (2, y)dedy < [P (x,y) dz dy If + gl” (z,y) de dy
/ I f

D D

1/p
(p—1)/p
+ //Iglp(w,y)dwdy (/ \f+g|p(a:,y)dxdy> .
D

Ainsi, pour obtenir I'inégalité de Minkowski, il suffit de diviser les deux membres
de cette inégalité par le nombre positif

é/lf + g/* (2, y)dz dy

(p—1)/p
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17.3 Calcul des intégrales doubles

17.3.1 Théoréme

Soit a et b deux nombres réels, ¢1, 2 : [a,b] = R deux fonctions continues telles
que pour tout x € |a,b[ : p1(z) < a(x) et D le sous-ensemble ouvert borné de
R? défini par (fig. 17.3) :

D={(z,y) €R?*:a<x<b pi1(x) <y < p2(x)}.

/ y=¢(2)

Fig. 17.3

Alors, pour toute fonction continue

J:D={(x,y) €R*:a <z <bpi(a) <y<wa(a)} - R,

on a :
/ / f(z.y) de dy = / / f(z,y) de dy = /b W/(x)f(x,m dy | de.
D D a  \y1(z)
g J

DEMONSTRATION. Le paragraphe 17.2.6 assure que f est intégrable sur D et
sur D. Par le paragraphe 17.2.3, |0D|, = 0 et, par la seconde remarque du
paragraphe 17.2.4, f est intégrable sur 9D et Isp(f) = 0. Dol

Ip(f) =Ip(f) +1op(f) = Ip(f) + 0= Ip(f)

(voir le § 17.2.7).
Considérons le rectangle fermé

P = [a,b] x [m, M],
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ou

m=—14 min ¢1(z) et M =1+ max p2(x),

x€la,b] x€la,b]

et définissons f : P — R par

fen={ {0 50

Par définition de I5(f) (§ 17.2.4), on a I5(f) = Ip(f).

Premiére partie. Faisons d’abord ’hypotheése supplémentaire que f > 0 et soit

€ €]0,1/3].
Définissons la fonction continue f:P =R par
i f~(:17,y) = f(z,y) si (z,y) €D,
o flz,y) = flpr(2),y) si y<er(w),
o f(z,y) = fp2(x),y) si y = pa().

Pour € €]0,1/3], définissons encore la fonction continue g. : P — [0, 1] par
e ge(z,y) =0 si y<pi(z) ouy > p2(x) ouz =a ouz =b,

e ge(z,y) =1 si a+eb—a)<z<b—¢€(b—a)et

w1(x) + e(p2(z) — 1(z)) <y < w2(r) — e(w2(z) — @1 (x)),

o ailleurs dans P, g.(z,y) vaut le produit

min{ﬁv St 1}'“11“ { T

ol (x))’l}’

assurant ainsi que ge est bien continue et & valeurs dans [0, 1].

Finalement, pour e €]0,1/3], définissons la fonction continue h. : P — [0, 1] par

oh(my)—O si y<pi(x) —eousiy > pa(r)+e,
he(z,y) =1 si p1(z) <y < pa(a),
heley) = LEIEE G o) <y < i)
( 902(1,)4'6_3/

zy) = sl (@) Sy <o) +e

Comme gsf <f< hef~ sur P, le paragraphe 17.2.10 donne

Ip(gef) < Ip(f) = Ip(f) < Ip(hef).

D’autre part, par le paragraphe 17.1.4,

b M
IP(gef):/ /ge(%y)f(x,y)dy d

b—e(b—a) [ pa(z)—e(p2(z)—p1(z))
> / fa,y)dy | dz
ate(b—a) \p1(z)t+e(p2(z)—p1())
b [ p2(x)

> [| [ sy | do-aeb - o) max (eatt) -

a  \p1(z)

¢1(t)) max_ f(u,v)
(u,v)€D
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et

Ip(hef) =/b (/Mhe(%y)f(w,y) dy) da.

a m

b [ p2(z)te

</ / f(z,y)dy | do

a  \p1(z)—e

b [ e2(z)
é/ / f(z,y)dy da:—i—Qe(b—a)(m?xf fu,v).
u,v)eD
a  \p1(=)

Ceci étant valable pour € €]0,1/3] arbitrairement petit, on en déduit la formule
de I’énoncé.

Deuziéme partie. Ce résultat s’étend a une fonction f ne satisfaisant pas né-
cessairement la condition supplémentaire f > 0. En effet, en écrivant f sous la
forme f = (f + B) — B ou B = max{|f(z,v)| : (z,y) € D} > 0, on obtient que
f+B>0et

In(f)=Ip(f + B) — In(B)

b [ pa(x) b [ wa(w)
:/ / (f+ B)(z,y) dy dx—/ / Bdy | dz
a \p1(z) a  \p1(z)
b [ p2(x)
:/ / f(z,y) dy | d=.
a  \pi(z)

17.3.2 Corollaire

Soit a < b deux nombres réels, p1, 2 : [a,b] = R deux fonctions continues telles
que pour tout x €]a,b[: ¢1(x) < a2(z) et D le sous-ensemble ouvert borné de
R? défini par

D={(z,y) €R*:a <z <bpi(x) <y < pa(a)}.

Alors
b

Aire(D) = Aire(D) = /(gag(x) —¢1(x)) da.

(Voir la remarque faite au paragraphe 17.2.8.)

17.3.3 Exemple

Soit D = {(z,y) e R?2:0<z<1,0<y<1—2z} (fig.174) et f: D — R la
fonction continue définie par f(z,y) = 6 2Y.
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ENY

0
1 1—x
/ ea:lnG </ eyln2dy) dz
0 0
! 1
_ / o6 2 (e(lfa:)lrﬂ _ 1) da

_ 1
- In2 J,
1 / 1 4 5
- 2x1n3_  In6 S ———
In2 (2e € ) dz In2 \In3 1n6

0

1
(em(ln2+ln3)—zln2+ln2 _ ezlnG) dx

17.3.4 Exemple
Soit D = {(x,y) € R* : 0 < z <y < 2x,2° + y* > 4,2y < 4} (fig.17.5) et
f: D — R la fonction continue définie par f(z,y) = xy.

Alors, en désignant par o1, s : [2/v/5,2] — R les deux fonctions continues
définies respectivement par

() = V4 —122 size[2/v5,V2]
LR P siz € [v2,2]

et
(2) = 2¢  siz € [2/v5,V2]
v = 4z six € [V2,2]

on obtient que D = {(z,y) € R?:2/V/5 <z < 2,¢1(x) <y < @a(x)}.
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\ y = 2x

Fig. 17.5

Par conséquent

2 ®2(x)
//f(x,y) dx dy = / ( xy dy | do
D 2/v5 \pi(z)
V2 [ p2(z) 2 [ ¢a(x)
= / ( xy dy dx—f—/ zydy | dz
2/V5 \p1(x) V2 \p1(@)
V2 2z 2 4/
= /x / y dy dx+/x /ydy dz
2/VE - vz \=
1 1 / 16
=5 /(5x3—4x)dz+2/<x—$3>dx
2//5 V2
= 1 (5904 — 2302) v —|—1 (16 Inz— x4> i
2\4 2/v5 2 Vi
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17.3.5 Théoréme

Soit ¢ < d deux nombres réels, ¥, Uy : [¢,d] — R deux fonctions continues telles
que pour tout y € J¢,d[ : U1(y) < Ua(y) et D le sous-ensemble ouvert borné de
R? défini par (fig. 17.6)

D ={(z,y) €ER?: Uy(y) <z < Uy(y), c <y < d}.

3

Qo=

Yy = Uy(y)

Fig. 17.6

Alors, pour toute fonction continue

f:D=A{(z,y) €R?: Uy(y) <z < Vs(y), c<y<d} =R,

on a :
/ / f(e,y) de dy = / / f(z,y) dz dy = /d wI7(y)f<ac,y) dz | dy.
D D c U1 (y)

DEMONSTRATION. Il suffit de recopier la démonstration du théoréme 17.3.1 en
remplacant x par y et y par x. |

17.3.6 Exemple

Soit a < b deux nombres réels et f : [a,b] — R une fonction continue. Montrons

que
b b

/(x—a)f(x) de/ /bf(a:) dz | dy.

a a

Pour cela, considérons le sous-ensemble ouvert borné de R? défini par (fig. 17.7)

D={(z,y) ER*:a<x<ba<y<uz}
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y A
b
D
Yy /
a >
4
//
//
//
//
//
//
> T
a T b

Fig. 17.7

Ainsi, en utilisant les théorémes17.3.1 et 17.3.5, on peut écrire successive-
ment :

/b /bf(x)dx dyZ//f(x)dxdyZ/b /zf(:v)dy dx:/b(x_a)f(x)dx.
a \y D v \u

a

17.4 Changement de variables dans une intégrale double

17.4.1 Théoréme

( )

Soit D et E deux sous-ensembles ouverts bornés de R? tels que |0D|, =0
et |0E|, =0.

Soit encore (p, ¥) une bijection de E dans D.

De plus, on suppose que les deux fonctions ¢, ¥ : E — R sont de
classe C* et telles que leur jacobien (ou déterminant de Jacobi, voir les
paragraphes 15.5.5 et 16.6.4) est borné sur E et vérifie

Oy dy
D(p, V) ou™t) Gy
———(u,v) = #0
D(u,v) o o

%(%U) %(U’ v)

pour tout (u,v) € E.
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Alors, pour toute fonction f: D — R continue et bornée, on a :

é/f(ﬂc,y) dxdy:é/f($=so(uav),y:\P(u,v))‘m(uw)

ou la valeur absolue du jacobien apparait dans l'intégrale.

du dv,

. J

DEMONSTRATION. Il n’est pas possible, dans le cadre de ce livre, de donner une
démonstration de ce théoreme. |

17.4.2 Exemple

On se propose de calculer I'intégrale double suivante :
//6$2+xy+92d:c dy
D
ot D = {(z,y) € R?: 22 + 2y +y? < 1,y > 0}. Puisque pour tout (z,y) € R? :

1\* 3
x2+xy+y2=<9c+2y> + 9%

on est conduit a poser u = x + %y et v = (v/3/2)y, c’est-a-dire, x = u — %v et

y=(2/v3)v.

Fig. 17.8
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On obtient que lapplication (¢, ¥) : E = {(u,v) € B(0,1) : v > 0} — D définie
par

1
o(u,v) =u— %U
et 9
U(u,v) = ﬁv

est une bijection de E dans D. Ainsi, du fait que pour tout (u,v) € E :

1 —L
D(p, W) _ Vil 2
D(U, )(U7U)_ O o _ﬁ>07
V3

on obtient, grace au théoreme 17.4.1, que
//ew2+my+y2dx dy = l//e“2+”2du dv
V=75 :
D E
D’autre part, comme I’application
(1, 01): F={(p,0) eR?:0<p<1,0<O<7} = E

définie par ¢1(p,0) = pcosf et ¥1(p,0) = psinb (coordonnées polaires) est une
bijection de F' dans E et que pour tout (p,0) € F :

D(p1,%¥,)

cosf —psinf
gy (0 0) =
Dp.0) "

sinf pcosé

=p>0,

on peut écrire, en utilisant les théoremes 17.3.5 et 17.4.1, que

/1
//6“2+”2du dv = //e”dep df = / /PedeP do = g(e —1).
g = o \0
D’ou
//612+Iy+y2dz dy = %(e — 1).

D

17.4.3 Exemple

Soit 7 un nombre réel positif quelconque et E;, Ds(s = r ou 2r) et F,. les trois
sous-ensembles ouverts bornés de R? définis respectivement par (fig. 17.9)

E,={(p,0) €R?*:0<p<s0<6<m/2},
D; ={(z,y) € B(0,s) : x>0,y > 0}

et
F.={(z,y) eR?*:0<x<r0<y<r}
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9“

NI

P s P

Fig. 17.9

et soit (¢, ¥) la bijection de Fy dans Dy définie par ¢(p,8) = pcosf et U(p,0) =
psind (coordonnées polaires). D’une part, puisque pour tout (p,0) € F :

D=0 =00
on peut écrire, grace aux théoremes 17.3.5 et 17.4.1, que
/2 / s
//€_x2_y2 dzr dy = //e_pzp dpdf = / /p e_pzdp db = %(1 - 6_82).
D, Jol 0 \o

D’autre part, en utilisant le théoreme 17.3.1, on constate que

r 2

// e~V dz dy = /e*fdt
0

F’V‘
Finalement, comme D, C F, C Dy, on obtient (§ 17.2.13) que

r 2

s 2 42 ™ A2
Z(l—er)g /etdt <Z(1—e4r).
0
Ce résultat étant valable quel que soit le nombre réel r > 0, on peut donc
affirmer, grace au théoréme des deux gendarmes (§ 5.2.12 et la derniére remarque
du § 5.2.18), que

too 2 . 2

/e_t2dt = lim /e_tzdt = Z.
r—-+4o00 4

0 0
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D’ou
+oo
/ e tdt = ﬁ
2
0

17.4.4 Intégrale double d’une fonction continue sur une boule fermée

( N

Soit ¢ = (a, b) un élément de R?, 7 un nombre réel positif et f : B(e,r) — R
une fonction continue. Alors,

J[ @ azay= [[ o) az ay

B(e,r) B(e,r)
2m T
:/ /f(a+p cos0,b+ psinf) pdp | do
0 \0

T

27
:/ fla+pcost,b+ psind) p do | dp.
0 0

DEMONSTRATION. Le paragraphe 17.2.6 assure que f est intégrable sur B(e,7)
et B(e,r). Par la seconde remarque du paragraphe 17.2.4 et le paragraphe 17.2.7,

Igey (F) = Ip(e,n (f)-

Soit D et E les deux sous-ensembles ouverts bornés de R? définis respective-
ment par

D =B(e,r)\{(a+6,b):0<d<r}

et
E={(p0) eR*:0<p<r0<0<2r},

et (¢,v) la bijection de £ dans D définie par ¢(p,0) = a + p cosf et 1(p,0) =
b+ p sin 6. Observons qu’en fait ¢ et ¥ sont méme définies et continues sur F.

En raisonnant comme au début de la preuve, on obtient
Iy () = In(f).
Puisque pour tout (p,0) € E :

D(p, ¥)

W(P»Q) =

cosf —psinf

sinf  pcosé =r>0
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on peut écrire (§ 17.4.1 et 17.1.4)

//fmydxdy*/ fla+pcosB,b+ psinf)pdp do

B(e,r)

fla+pcosB,b+ psinb)pdp db

I
St~y uT— &

/f a+pcos@,b+ psinf)pdp | do

/ /fa—i—pcos@ b+ psinf)p do | dp.
0

17.4.5 Aire d’une boule
Pour tout ¢ € R2? et tout nombre réel r > 0 :

T

Aire(B / dxdy—/ /pdp do = mr?.

B(e,r) 0

17.4.6 Intégrale double d’une fonction continue sur une couronne fermée
Soit ¢ = (a,b) un élément de R?, r; < 7o deux nombres réels positifs et E le
sous-ensemble ouvert borné de R? défini par

E={(z,y) eR*:z=a+pcosh,y =b+ psinf,r, < p<ry,0<6 <2}

Alors, pour toute fonction f: E — R continue, on a :

[[ 1w asay= [[ 1wy az ay
E E

T2

:/ /f(a+pcos9,b+psin9)pdp dé

0 1

T2

:/ /f(a+pcosé,b+psin0)pd0 dp.

T1

DEMONSTRATION. Démonstration analogue & celle donnée au paragraphe 17.4.4.
|
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17.5 Intégrale double d’une fonction continue sur R?

17.5.1 Définition d’un recouvrement régulier de R?

( N

Une famille (Dy,)xen de sous-ensembles ouverts bornés de R? est appelée un
recouvrement régulier de R? si les trois propriétés suivantes sont vérifiées :
e |0Dg|, = 0 dans R? (§ 17.2.2) pour tout k € IN;
e DyC D1 C...CDr_1C Dy CD]@+1 C ...
o & tout nombre réel r > 0, on peut associer un entier k(r) > 0 tel que
{(z,y) e R? : || <7, |y| <7} C Dy

. )

Remarque. Par le paragraphe 17.2.6, toute fonction continue f : R? — R est
intégrable sur tout ouvert d’un recouvrement régulier.

17.5.2 Lemme

Soit (Dg)rew et (Dj)pen deux recouvrements réguliers de R2. Alors, & chaque
entier p > 0, on peut associer un entier k(p) > 0 tel que

D; C Di(p)-

DEMONSTRATION. D’une part, puisque D;, est borné, il existe un nombre réel
rp > 0 tel que
2
D; CE,={(z,y) e R : |z] <1p, |yl <7p}.

D’autre part, le fait que (Dg)ren soit un recouvrement régulier de R? entraine
Pexistence d’un entier k(p) > tel que

Ep C Dk(p)~
D’ou le lemme. |
17.5.3 Théoréme
s N

Soit f : R? — R une fonction continue telle que pour tout (x,y) € R? :
f(x,y) = 0 et soit (D)ren et (D},)pen deux recouvrements réguliers de R?.
Alors, soit les deux suites numériques (dx) et (d},) définies respectivement

par
di = Z / f (@, y)da dy

et ,
d,, =//f(w7y)dwdy
Dy

convergent vers la méme limite soit elles divergent.
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DEMONSTRATION. Pour établir ce théoréme, il suffit de démontrer que si la suite
(dy) converge vers d alors, la suite (d;,) converge vers d’ et que d’ < d. En effet,
puisqu’a tout p € IN, on peut associer un entier k(p) > 0 (lemme 17.5.2) tel que

D;, C Di(p),
on obtient, du fait que f > 0, que
//f rdedy < [ [ fepdedy = dig < d
Di(p)

Comme de plus (d;) est une suite croissante, on peut affirmer que (d},) converge
et que sa limite est inférieure ou égale a d. |

17.5.4 Définition de I'intégrale double d’une fonction continue et
positive sur R?

Soit f : R? — R une fonction continue telle que pour tout (x,y) € R? :
f(x,y) > 0 et soit (Dp)ren un recouvrement régulier de R2. Si la suite
numérique (dj) définie par

dy = f(z,y)dz dy
/

converge, sa limite est appelée 1'intégrale double de f sur R? et on écrit

//f(x,y)dxdy: lim dkf hm //f:v y)da dy.
k—+oco
RZ

. )

Cette définition a bien un sens, car cette limite est independante du choix
du recouvrement régulier de R? considéré (théoréme 17.5.3). Nous dirons que
I'intégrable double [[ f(z,y)dzdy converge.

R2

17.5.5 Exemple

Calculons
/ / dz dy
(1+22)(1+y2)
R2
Pour cela, considérons le recouvrement régulier (Dy)ren de R? défini par
Dy = {(z,y) e R*: |2| < k,|y| < k} et Dy=D.
Alors, en constatant que pour tout entier k£ > 0 :

k

dx dy dt 9
[ e = | wre | = e
Dy k
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on obtient, par passage a la limite, que
/ / dz dy _ 2
1+22)(1+y?)
R2

17.5.6 Critére de comparaison

Soit f,g: R? — R deux fonctions continues telles que pour tout (x,y) € R?, on
ait : 0 < f(x,y) < g(z,y). Alors, si Uintégrale double

//g(x,y)dx dy
3

converge, l'intégrale double

[ swpazay
/3

converge également et
[f s [[ o
R?2 R2

DEMONSTRATION. Soit (Dy)xew recouvrement régulier de R2. Puisque pour tout
entier £k > 0 :

di, = // [z y)dzdy < //g(x,y)dxdy < //g(fcvy)dxdy,
Dy Dy, R?2

la suite (dy) est bornée supérieurement. Comme de plus elle est croissante (§ 17.2.13),
elle converge ; ce qui implique que 'intégrale double

/ / f(a, y)dz dy
/3

converge. D’autre part, le fait que la suite (d) soit bornée supérieurement par

// 9(z,y)dz dy,

nous permet aussi d’écrire que

// f(z,y)dzdy < //g(x,y)dxdu
R2 R2
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17.5.7 Remarque

Pour une fonction continue f : R?> — R quelconque, la convergence de la suite
(di) peut tres bien dépendre du choix du recouvrement régulier (Dy)ren de R?
considéré. En effet, soit (Dy)ren et (D}, )ren les deux recouvrements réguliers
de R? définis respectivement par

Dy, = {(z,y) € R : [a| <k, |y| <k} et Do = Dy

et
= {(z,y) € R? : |z < 2k, |y| < k} et Dy = D}

et soit f la fonction continue, qui, & tout élément (z,y) de R?, fait correspondre
le nombre réel 2 — y2. Alors, puisque pour tout entier k& > 0 :

b [f e
Dy,

2://f(xvy)dxdy
D}

2k k
=2k / r?dx — 4k / y?dy = 2k(16/3)k> — 4Kk(2/3)k?
—2k —k

= 8k*,

et

on voit que la suite (dy) converge vers zéro, tandis que la suite (d},) diverge.
Néanmoins, si on fait 'hypotheése supplémentaire que I'intégrale double

J[ 116 wiasay
/4

converge, la suite (dy) converge et sa limite est indépendante du choix du recou-
vrement régulier (Dy)ren de R? considéré. Clest ce que nous allons démontrer
a présent grace au théoreme 17.5.8.

17.5.8 Théoréme

Soit f : R? — R une fonction continue telle que I'intégrale double

/ ()| dady

RQ

converge. Alors, la suite (dy) définie par

b= [[ fa)dedy
Dy,
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converge et sa limite est indépendante du choix du recouvrement régulier (Dy)ren
de R? considéré.

DEMONSTRATION. Soit g,h : R? — R les deux fonctions auxiliaires définies
respectivement par

g(z,y) = |f(z, )| + f(z,y)

et
h(.’L’,y) = ‘f(xay” - f($>y)

et soit (d},) la suite numérique définie par

! = Z / |, )lda dy.

Alors, en constatant que pour tout (x,y) € R? : g(z,y) > 0 et h(z,y) > 0, on
obtient que pour tout couple d’entiers naturels m > n (§ 17.2.13) :

d;+dn://g(x7y)dxdy<//g(x,y)dévdy:din+dm

Dy, Dy,

d;—dn://h(amy)dxdyg//h(m,y)dxdy:d’m—dm
D, Dp,

ou encore

et

|dm_dn|<d;n_d;:‘d;n_d%|§

ce qui entraine, puisque la suite (d},) est de Cauchy, que la suite (dj) est aussi

de Cauchy et donc convergente.

Reste & démontrer que la limite de la suite (dg) est indépendante du recouvre-
ment régulier de R? choisi. En effet, soit (A)rew et (By)ren deux recouvrements
réguliers quelconques de R2. D’une part, d’apres ce qui vient d’étre démontré,
on sait que les deux suites (ax) et (by) définies respectivement par

ak—A/k/f@,y)dxdy
bk=4/f<x,y>dxdy

a= lim ap et b= lim b.
k—+oco k—+oco

et

sont convergentes ; posons

D’autre part, en utilisant le lemme 17.5.2, il est possible d’obtenir par récurrence
une suite strictement croissante (k,) d’éléments de IN telle que, en posant kg = 0,

AkoCBleAkQC...CAkzpCBk C A C....

2p+1 2p+2
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Ainsi, en posant

D o— Ag, st qest pair
97| Bi, si g estimpair

on obtient un recouvrement régulier (D,),en de R?. De plus, du fait que la suite
(dq) définie par
dy= [[ ) deay
D,

converge, on a aussi

a= lim a = lim dy,= lim d = lim b =b.
p—r+oo Fap p—r+o0 » p—r+0o 2Pl p—r+o00 F2pt1

D’ou le théoreme. |

17.5.9 Définition de I’intégrale double d’une fonction continue sur R?

Soit f : R2 = R une fonction continue telle que I'intégrale double

J[ 17 iasay
/4

converge. Alors, la limite de la suite numérique (dj) définie par

b= [[ Hapasay
Dy,

ott (Dg)ren est un recouvrement régulier de R? est appelée 1'intégrale double de
f sur R? et on écrit :

//f(x,y)dardyz Jim dy = kgrfw//f(%y)dxdy R
R2 Dy

Cette définition a bien un sens, car cette limite existe et ne dépend pas du
choix du recouvrement régulier de R? considéré (théoréme 17.5.8).
17.5.10 Exemple

Soit f : R2 — R la fonction continue définie par f(z,y) = e~ %) cos(z2 +y2).
D’une part, puisque pour tout entier k > 0 (§ 17.2.10 et 17.4.4) :

dy = / / ()l dy
B(0,k+1)
k+1

2w
< // e_(’”2+y2)d:vdy:/ /e_”zpdp do <,
0

B(0,k+1) 0
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la suite (d) est bornée supérieurement par 7. Comme de plus elle est croissante
(§ 17.2.13), elle converge ; ce qui implique que I'intégrale double

/ |f(z,y)|dx dy
RZ

converge (§ 17.5.4). D’autre part, du fait que pour tout entier k > 0

// f(z,y)dzdy = // e~ (@ +v%) cos(z? + y*)dx dy

B(0,k+1) B(0,k+1)
2r [ k+1
= ,oe*'”2 cos p>dp | d
0 \o0
(k+1)? (k+1)2
=7 / e tcostdt = —ge*t(cost —sint)
0 0

_ % (1 _ (k)2 (cos((k +1)?) — sin((k + 1)2))> )
on obtient

lim / fxydxdy—f

k—>+<x>
B(0,k+1)

Par conséquent (§ 17.5.9), on a :

/ flz,y)dedy = // e~ (@ +y%) cos(m2 + y2)dx dy = g
R2 R2

17.5.11 Linéarité d’une intégrale double définie sur R2
Soit f,g: R? = R deux fonctions continues telles que les intégrales doubles

/ |f(z,y)|dz dy
]R2

et
/ lg(z,y)|dz dy

convergent. Alors, pour tout couple de nombres réels o et 8 on a :
// (af 4 Bg)(z,y)dxdy = a//f(m, y)da dy + 6//9(96, y)dz dy.
R2 R2 R2

DEMONSTRATION. Soit (D )ken un recouvrement régulier de R2. Puisque pour
tout (z,y) € D :

laf(z,y) + Bg(z, y)| < lal|f(z,y)| + [Bllg(z, y)I,
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on peut écrire (corollaire 17.2.10) que pour tout entier k > 0 :

dy = / laf + ol (e, y)de dy

Dy,
<o Z / (@ y)ldz dy + |8] Z / l9(z,v)|dz dy

<lal [[ 1@ ay+ 18] [[ ot wldz dys
R2 R2

ce qui revient a dire que la suite (di) est bornée supérieurement. Comme de plus
elle est croissante (§ 17.2.13), elle converge. Par conséquent, 'intégrale double

/ loof + Bol (2, y)de dy
]R2

converge. Ainsi, en constatant que pour tout entier k > 0 :

[[(@r+80) @z ay=a [[ temdzdy+ 5 [[ gemis ay,

on obtient (§ 17.5.9) que

[[(@r+80) @z ay=a [[ fededay+ s [[ gemis ay.
R2 R2

R2

17.5.12 Lemme

Soit f : R? — R une fonction continue telle qu’a tout nombre réel o > 0, on
puisse associer une fonction continue Fy, : R — R vérifiant les deux propriétés
suivantes :

 pour tout |y| < a et tout z € R: |f(z,y)| < Fa(zx);

—+oo
« lintégrale généralisée [ F,(z)dx converge.
— 00

Alors, pour tout y € R, l'intégrale généralisée

+00
/ f(z,y)dz

est absolument convergente. De plus, la fonction g : R — R définie par

+o0o
o(y) = / f(z,y)de

est continue.
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DEMONSTRATION. Soit yo € R et posons ag = |yo|+ 1. Alors, puisque pour tout
nombre réel z > 0 :

0 “+oo

/If(wyyo)\dm /OFao(x)dx< / Foy (z)dz

—z —o0

et

z z

/If(%yo)ldm < /Fao(x)dx < TF% (z)dz,

0 0

on peut affirmer (§ 10.2.10) que les deux intégrales généralisées

0 +oo

[ 1r@ais e [ 1@ u)lde

—o0 0

convergent ; ce qui nous permet de conclure que l'intégrale généralisée

est absolument convergente, donc convergente. Ce résultat étant valable quel
que soit yo € R, on peut donc considérer la fonction g : R — R définie par

—+oo
o) = / f(z,y) da.

Montrons a présent qu’elle est continue. En effet, soit b € R et € un nombre
réel positif quelconque. Posons a1 = |b| + 1. Puisque 'intégrale généralisée

+oo
/ Fo, (z)dx
converge, il existe un nombre ¢ > 0 tel que
—c —+o0
€ €
/Fal(a:)dxgg et /Fal(x)dxég.
Considérons a présent la fonction auxiliaire g. : R — R définie par

ge(y) = / f(z,y)da.

515
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D’une part, pour tout r € R vérifiant |[r —b| < 1, on a :

—c —+oo
l9(r) — ge(r)| = / fla,r)da + / f(z,r) da

—c “+oo
< / |, r)|da + / (@, r)|de

—c oo
< /Foé1 (w)dm+/Fa1(x)dx<§.

D’autre part, la fonction g. étant continue (§ 14.3.20), il existe un nombre réel
01 > 0 tel que pour tout s € R vérifiant |s — b| < 01 :
€

9:(5) ~ 9 )] < .

Ainsi, en posant 6 = min{1,4:}, on obtient que pour tout y € R vérifiant
ly—bl <4

lg(y) — g(®) = [(9(y) — 9c(¥)) + (ge(y) — ge(b)) + (ge(b) — g(b))]

9() = geW)| +19¢(y) — ge(®)| +1gc(b) — g(b)] < e

D’ou le lemme. |

17.5.13 Théoréme des intégrations successives
Soit f : R? — R une fonction continue telle qu’a tout nombre réel o > 0, on
puisse associer une fonction continue Fy, : R — R vérifiant les deux propriétés
suivantes :
o pour tout |y| < aettout z € R: |f(z,y)| < Fu(z);
“+o0
o lintégrale généralisée / Fo(z) dz converge.
— o0

De plus, on suppose que I'intégrale double
[ asay
]R2

converge. Alors,

[[ 16 dzay - 70 +/(x)fcﬂ,y)doe dy.
R2 “oo \“oo

DEMONSTRATION. Pour commencer, faisons I’hypothése supplémentaire que
f = 0. Soit € un nombre réel positif quelconque et fixons-nous un nombre ¢ > 0.
Alors, il existe une fonction continue F; : R — R telle que pour tout |y| < ¢ et
tout z € R: 0 < f(z,y) < Fi(z) et dont I'intégrale généralisée

“+ oo

/ Fi(x)dzx

— 00
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converge ; ce qui entraine, entre autres, I’existence d’un nombre réel a > 0 tel
que

—a —+o0
€ €
F; < — F; < —.
/ i (z) dz g et / i (z) dx py

Considérons & présent la fonction continue (lemme17.5.12) g : R — R définie
par

+oo
a(y) = / f(z,y) da.

Ainsi, en constatant que pour tout |y| <t :

0<g(y)—/af(w,y)dw = 7f(w7y)dw+ +/oof(w7y)dw

N

—a +oo

on obtient que

/g(y)dy</ (/af(%y)dw dy +e<//f(w7y)dwdy+e.
—t —t a R2

Ce résultat étant valable quel que soit le nombre réel € > 0, on a donc démontré
que pour tout nombre t > 0 :

t

/g(y)dy< // f(z,y) dzdy.
R

—t

De cette inégalité et du fait que g > 0, on peut déduire que 'intégrale généralisée

“+oo
/ 9(y) dy
converge (§ 10.2.10) et que
—+oo
/ g9(y)dy < // f(z,y)dz dy.
oo R2

Montrons & présent que ’on a aussi I'inégalité inverse. En effet, soit (Dg)ren le
recouvrement régulier de R? défini par

Dy ={(z,y) e R*: |z| <k, |y <k} et Do=D;.
Puisque pour tout entier k > 0 :

k

/ fay)de < o),

—k
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on peut écrire

k “+oo
dk:/ f(%y)drcdyé/g(y)dyS /y(y)dy;
Dy, —k —o0

ce qui implique que la suite (di) est bornée supérieurement. Comme de plus
elle est croissante, elle converge et 1'on a :

[ f@wizay= 1m_a,
R2 400

:kﬁr&o Zk/ flz,y)dzdy < /g(y)dy-

— o0

On a ainsi démontré le théoreme pour f > 0, a savoir :

/ / f(z,y) dedy = 70 +/Oof(vc,y)dsc dy.
R2 oo oo

Ce résultat s’étend a une fonction ne satisfaisant pas nécessairement la condition
supplémentaire f > 0. En effet, en écrivant f sous la forme f = f+ — f~ ou
f*,f~ : R? = R sont les deux fonctions continues définies respectivement par

f+(1:,y) = maX{f($7 y)7 O}

et

f_(x> y) = - mln{f(x, y)7 0}
et en constatant que ft > Oet f~ > 0 et qu’elles vérifient les hypotheses du
théoréme, on peut écrire, grace a la linéarité des intégrales, que

[ tenaa=[[ repad- [[ 1@y
R2 R2 R2

+oo / +oo too [/ +oo
-/ /f*(x,y)dw ay- [ [ 1 @ud)ay
=\ I\
:/ f+:cydx—/f z,y)d dy

7:000 o +oo [/ +oo
-/ /(f*—f Yawyde | ay = [ | [ fayds|ay

17.5.14 Exemple
Soit f: R? = R la fonction continue définie par
1+y2
(I+y) (14 (1+y2)%a?)

f(l?,y) =
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D’une part, a tout nombre réel o > 0 associons la fonction continue F, : R — R
définie par

1+ a?

T 142

Alors, pour tout |y| < a et tout x € R : |f(z,y)] < Fa(z) et lintégrale
généralisée

Fa(z)

“+oo
/ Fo(z)dz =7 (1+a?)

—o0

converge. D’autre part, soit (Dx)rew le recouvrement régulier de R? défini par
Dy ={(z,y) €R*: |z| <k, |yl <k} et Do=D.

Puisque, pour tout entier k > 0 :

k k 9
d’“‘!/ f(”’y)'dmdy‘/k (/ AT )
k

:2/arctan(k(1+y2)) dy

14 y*
“k
d !
< Y_ < v
1+y4 1+y4
—k — 00

la suite (dx) est bornée supérieurement. Comme de plus elle est croissante, elle
converge ; ce qui entraine (§ 17.5.4) que U'intégrale double

[ 1@y

converge. On a ainsi démontré que la fonction f vérifie les hypothéses du théo-
reme 17.5.13. Par conséquent

“+oo +oo
// f(a:,y)dwdy:/ /f(:c,y)drv dy
R2 —o0 \— OO
“+oo “+oo
2
:/ 1+y 5 dz | dy
o\ Ay (T (L y?)%a?)
+oo
/ dy 2
=T = —
L+y* V2

en utilisant

1 _L<y+(\/§/2) _ y—(ﬂ/Q))
AV +1l 2 —V2y+1

1+9% 2v2

1 1 1
+ - +
4(y2+x@y+1 ny\/ﬁerl)

et la section 9.3.
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17.5.15 Exemple
Soit f : R? — R la fonction continue définie par f(x,y) = e ot PR —

R la fonction continue définie par F(z) = e~ . Pour tout nombre réel a > 0,

posons F, = F. Alors, pour tout |y| < aettoutz € R, on a |f(z,y)| < Fa(x)

et lintégrale généralisée
“+ oo
/ Fo(z)dx

converge. D’autre part, puisque pour tout entier k > 0 (§ 17.4.4) :

27 k
dk—/ Ifwyldwdy—/ /pe”’de W=r1-e*)<m,
B(0,k) 0 0

la suite (di) est bornée supérieurement. Comme de plus elle est croissante, elle
converge ; ce qui entraine (§ 17.5.4) que U'intégrale double

/ |z, )] dzdy
]R,2

converge. On a ainsi démontré que la fonction f vérifie les hypotheéses du théo-
reme 17.5.13. Par conséquent

+oo —+oo
// f(x7y)d:cdy:/ /67(w2+y2>dx dy
R2 —o0 — 00
+oo +oo +oo 2
a2 —y? 42
= /e dm/e dy = /e dt

Ainsi, puisque

/ f(z,y) dmdy— hm dr = lim W(l—e_kz):n,

k—+oo

on obtient que
2

—+oo
_¢2
/ e dt] =m
ou encore
“+ oo
2
/ e Vdt =7
De ce résultat et du fait que
+oo —+oo
42 42
e " dt=2 e " dt,
—o00 0
on déduit immédiatement que
“+ o0

[
e
(0]

Voir aussi les paragraphes 15.1.9 et 17.4.3.
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17.6 Intégrales multiples

17.6.1 Avertissement

Dans cette section, nous supposerons toujours que n > 1. Pour n > 2, les
résultats seront donnés sans démonstration, car il suffit trés souvent de recopier
la démonstration qui a été donnée dans le cadre des intégrales doubles. Le cas
n = 1 a été essentiellement déja vu au chapitre 9, et donc nous n’insisterons pas
sur ce cas.

17.6.2 Définitions préliminaires

Pavé fermé P. Soit n € IN*. Un pavé fermé est un sous-ensemble P C R" qui
est le produit cartésien de n intervalles fermés bornés [a;,b;] :

P = [al,bl] X ... X [an,bn]
avec a; < b; dans R (j =1,...,n). Son volume |P| est défini par
|P|=(by —a1) ... (by —ap).

Sin=2,P=/ay,b1]x[az,bs] est un rectangle fermé et le volume | P| défini
ci-dessus est en fait son aire.

Sin=3, P=[ay,b] X [az,bs] X [as,bs] est un cube fermé et |P| est son
volume au sens usuel.

L’intérieur

P = ]al,bl[ X ... X ]an,bn[

de P est appelé un pavé ouvert. Pour la définition de 'intérieur If’, voir le para-
graphe 13.3.2.

Subdivision o de P. Soit, pour chaque j € {1,...,n}, une subdivision o; de
[a;,b;] : } ,
oj={a;=zy <...<azj =b;}, n; € N",

ot les indices supérieurs servent a distinguer la subdivision o; dont il est question.
Alors le n-uple o = (01, ...,0,) est appelé une subdivision de P. L’ensemble de
toutes les subdivisions o de P est noté S(P).

Exemple in =2, [alubl} = [107 12]7 [a27b2] = [173}7

o1 = {10,11,12}, n1 =2, o2 ={1, 15,25, 3}, no=3,
o= ({10,11,12}, {1, 1.5, 2.5, 3}).

Décomposition D(c) de P engendrée par 0. On note par D(o) I'ensemble des
pavés fermés de la forme [z} 25 |>x...x 2% 2% |, ottt #0,...,5n #0:

D(o) = {[x}l_l,a:jll] X ooox (ol a1 0<gi<ng, ., 0 < g < nn}
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Observons que si @1 # Q2 sont dans D(o), alors 6021 et 6022 sont disjoints
Q1N Q2 =0, et que
P=Ugep)@ et [Pl= Y QI

QED(o)
Dans 'exemple ci-dessus,
D(o) = {[10,11] x [1,1.5], [10,11] x [1.5,2.5], [10,11] x [2.5,3],
[11,12] x [1,1.5], [11,12] x [1.5,2.5], [11,12] x [2.5,3]}.

Sommes de Darboux inférieure et supérieure. Pour une fonction f : P — R

bornée sur P, elles sont définies par
N

S,(f)=>. m@IQ et S,(©H= > MQ)QI

QeD(o) QeD(o)

ou
m(Q) =inf{f(z) : z € Q}, M(Q)=sup{f(z):z € Q}

et |@Q| est le volume du pavé fermé Q.

On définit ensuite

S(f) =sup{S,(f): 0 € S(P)} et S(f) =inf{So(f) : 0 € S(P)}.

Remarques
o Soit deux subdivisions o et ¢ de P. On définit la subdivision 7 de P par
T; =0; Ug; pour j € {1,...,n} et on obtient
S5(f) <8 (f) <S-(f) < Ss(f).
Ainsi S ;(f) < S,(f) pour toutes subdivisions o et & de P, d’ott
S(f) < S(f)

e Si f est continue sur P (voir la définition 14.3.10), alors

m(Q) =min{f(z): z € Q} et M(Q)=max{f(z):z < Q}.

17.6.3 Définition : fonction intégrable
Soit un pavé fermé P C R™ et une fonction f: P — R bornée sur P.

-
La fonction f est dite intégrable (au sens de Riemann) sur P si

S(f) =S(f).

Dans ce cas, l'intégrale de f (sur P) est définie par S(f) = S(f) et elle est
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notée

Ip(f):/f(w)d:c:/--~/f(x1,...,xn)dx1-~-dxn.
P P

On utilise aussi la terminologie intégrale multiple (sin = 2, on parle d’intégrale
double et si n = 3 d’intégrale triple).

Remarque. Soit K € [0,+oo[. Si f est bornée et intégrable avec
Ve e P |f(z)| <K,
alors

~KIP| < S,(f) < / f(z)dz < 5, (f) < K|P|
P

pour toute subdivision o de P.

Convention. Nous écrirons

Ip(f), /f(a:)d:l: et /-~-/f(x1,...,xn)dx1---dxn
P P

dans ce livre sans systématiquement préciser au préalable que f est bornée et
intégrable sur le pavé fermé P.

17.6.4 Invariance de l’intégrale par permutations des variables

Soit un pavé fermé P C R"™ et une fonction f : P — R bornée et intégrable sur
P. Soit encore une bijection 7 : {1,...,n} = {1,...,n} (on dit que 7 est une
permutation de n éléments). Alors la fonction définie par

fﬂ'(l'lv' . -axn) = f(x‘ﬂ'(l)3 cee 7x7r(n))
sur le pavé fermé
Pﬂ' = {(l‘l,...,l’n) : (IW(1)7"'7I7T(TL)) € P}

est bornée et intégrable sur P, et

/fw(ac)dm:/.../f(;cﬂ(l),...@ﬂ(n))dxl...dxn Z/f(:n)da:.
Py P, 2

17.6.5 Intégrabilité des fonctions continues

Soit un pavé fermé
P = [al,bl] X ... X [an,bn]
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et une fonction f : P — R continue sur P. Alors f est intégrable sur P et, si
de plus n > 2, 'intégrale se calcule a 'aide d’intégrations itérées (théoréme de
Fubini) :

bp,

/f da:f/ / /f X1y xp)day | ...dap_y | da, .
P

Qn An—1

Remarque. En utilisant 'invariance de l'intégrale par permutations, on obtient
immédiatement 1’égalité de l'intégrale avec des intégrales a une variable itérées
dans n’importe quel ordre. Par exemple

b1 bo

/f(:c)d:z::/ / /f (x1,...,zp)dey | ... dag | day .
P ar

17.6.6 Ensemble de mesure nulle au sens de Jordan

Un sous-ensemble N de R™ est dit de mesure nulle au sens de Jordan (dans R™)
si

e N
pour tout € > 0 il existe k € IN* est des pavés fermés Q1,...,Qr C R" tels

que
k k

NclJo; et Y IQjl<e
j=1

j=1

. J

Dans ce cas, nous noterons |N|, =0

17.6.7 Proposition sur les ensembles de mesure nulle

e Si A est un sous-ensemble de R™ contenant un nombre fini d’éléments (ou
vide), alors |A|, = 0.

o Toute réunion finie d’ensembles de mesure nulle au sens de Jordan est de
mesure nulle au sens de Jordan.

17.6.8 Définition : fonction intégrable

Soit un sous-ensemble borné E C R™, une fonction f : E — R bornée sur E et
un pavé fermé P C R™ qui contient E. Posons

~ v | fl®) sizek,
/(@) {0 si z € P\E.
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La fonction f est dite intégrable (au sens de Riemann) sur E si F est
intégrable au sens de Riemann sur P. Dans ce cas, l'intégrale de f sur E

est définie par
f(@)de = | f(z)de.
E/ F[

Remarques
1) Cette définition ne dépend pas du choix du pavé fermé P.

2) Comme ci-dessus, 'intégrale de Riemann est invariante par permutations
des variables.

3) Si N C R™ satisfait [N|, = 0, alors N est borné. De plus, si la fonction
f: N — R est bornée sur N, alors f est intégrable sur N et In(f) = 0.

4) Si E est borné, nous écrirons [ f(z)dz dans ce livre sans systématiquement

E
préciser au préalable que f est bornée et intégrable sur E.

17.6.9 Proposition sur les ensembles de mesure nulle (suite)

( N

Si B est un sous-ensemble borné de R? et si ¢ : B — R est bornée et
intégrable au sens de Riemann sur B, alors le graphe

G(p) = {(z,p(z)) : x € B} C R’

satisfait |G(p)|, = 0 dans R3.

. J

Ceci reste valable lorsque R? est remplacé par R"~! et R? par R" (n > 2).

17.6.10 Théoréme : condition suffisante d’intégrabilité

Soit un sous-ensemble borné E C R™, une fonction f : E — R bornée sur E et
un sous-ensemble fermé N C R™.

( N

Sile bord OF de E et N satisfont
|OE|, = |N|, =0 dans R",

et si f est continue en tout point de I'ouvert E\N , alors f est intégrable au
sens de Riemann sur F.

Si de plus f(x) = 0 pour tout & € E\N, alors /f(m)dm =0.
B
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En particulier, soit E un sous-ensemble borné non vide de R™ tel que |0E|, =
0 dans R™. Alors, le nombre réel Ig(1) > 0 est appelé le volume de E et est noté
Vol(E). Autrement dit,

Vol(E) =1Ig(1) = /dw.

E

Lorsque n = 3, ceci correspond bien a la notion intuitive de volume.
17.6.11 Théoréme de Fubini dans ’espace : trois intégrales itérées
Soit @ < b dans R, ¢1,p2 € C([a,b],R), v1 < @2 sur ]a,b[,
D={z=(r,y) €ER*: a<z<b p(r) <y < px)}
et
D={z=(2y) €R?: a<a <b o1(z) <y < pa(a)}.
Soit encore G, H € C(D,R), G < H sur D,
E={x=(z,y,2) €R®: (z,y) € D, G(z,y) < z < H(z,y)}
et f € C(E,R), ot
E={x=(z,y,2) cR®: (z,y) €D, G(x,y) < 2 < H(z,9)}.

Alors f est intégrable au sens de Riemann sur E et sur E, et

b [ ¢2(x) [ H(z,y)

/f(a:)da:/f(m)da:/ / / flz,y,2)dz | dy | dx.

a \pi(z) \G(z,y)

Remarque. Dans la pratique, il peut étre avantageux d’appliquer le théoréeme
apres avoir changé 'ordre des variables x, y et z.

17.6.12 Exemple

Soit E = {z = (z,y, 2) 6{1&3 :0< 2 <y<ax<1}etlafonction f € C(E,R)
définie par f(z,y,z) = e* = exp(z3).
L’ensemble E s’écrit aussi

E={z=(z,9,2)€R*: 0<2<1,0<y<umz0<z<y}

Par ce qui précede, on obtient

/f(a:)dm

1 T

y
/ / /e“”Sdz dy | dz

0 0 0

T 1

1
2
: 1
:/ /yewgdy dx:/%emsdx: 6(67 1).
0

0 0
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En considérant les variables dans 'ordre x, z et y, on obtient

E={z=(z,9,2)eR®: 0<z<1,0<z<mz 2<y<z}

et
1 /2 [«
/f(:z:)d:z::/ / /emgdy dz | dz
E 0 \0 \Z
1 /= T
:/ /(x - z)exgdz dz = / %eﬁdx = %(e —-1).
0 \o 0

Essayer d’autres permutations des variables x, y et z.

17.6.13 Théoréme : division du domaine d’intégration

Soit un sous-ensemble borné E C R™, une fonction f : £ — R bornée sur E, k €
IN* = {1,2,3,...} et des sous-ensembles E1,...,E; C E tels que E = Ug?:lEj.

e N
Si
|E; NE¢|, =0 dans R" pourtout 1<j<l<k

et si f est intégrable au sens de Riemann sur E; pour tout j € {1,...,k},
alors f est intégrable au sens de Riemann sur E et

Remarque. Dans la pratique, lorsque n € {2,3}, les E; sont choisis de telle
maniere que, pour calculer

[ @),

E;

on puisse appliquer une des formules de Fubini d’intégrations itérées.

17.6.14 Théoréme : changement de variables

Soit D et E deux sous-ensembles ouverts bornés de R™ tels que |[0D|, =0
et |0F|, = 0 dans R™. Soit encore ¥ une bijection de E dans D de classe
C! et telle que son jacobien (ou déterminant de Jacobi, voir § 15.5.5 et
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§ 16.6.4)
0w, oV, 0w,
ov, oV, oV,
DUy, W) T Y Gu, W ou, (W)
D(uq, ..., up) B
ov,, ov,, ov,,
9, (u) ity (u) ... DL, (u)

est borné sur F et ne s’annule en aucun point u € E.
Alors, pour toute fonction f: D — R continue et bornée, on a :

D(¥y,...,7,)
x)dr = (m:\Ilu)‘u du,
[ 1@ o= [ (o= vw) |Gt )
D E
ou la valeur absolue du jacobien apparait dans l'intégrale.
\ J
Exemple. Dans R3, soit le parallélépipede ouvert
2 4—(2

A{(x,y,z)€R3: O<y<3, —y<zx<2-—y, — x;y <z<(§+y)}.

Par le théoréme de Fubini dans 'espace (§ 17.6.11), son volume vaut

3 2—y (4—(2z+y))/3
Vol(A):/dmdydz:/ / / dz | dz | dy
0 —y —(2z+y)/3
A
3 2—y 4 3 8
= dx) dy = / —dy = 8.

Il est également facile d’effectuer un changement de variables. Pour ce faire,
définissons

u=Hi(z,y,2) =y, v=Hs(x,y,z) =x+y, w= Hs(zx,y,2) =2x+y+ 3z,

pour (z,y,z) € A. Alors H = (Hy, Hy, H3) est une bijection de A dans le sous-
ensemble ouvert

B:{(um,w)ER?’: O<u<3, 0<v<?2, O<w<4}.

Le jacobien de H est

01 0
D(H,, Hy, Hs) (z,y,2)=]1 1 0|=-3
D(x,y,z) e 2 1 3 ’
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qui est une constante non nulle. Soit ¥ : B — A la fonction réciproque. Son
jacobien vaut 1/(—3) car ¥ o H est I'application identique sur A et donc le
produit des jacobiens constants de ¥ et H vaut 1 (le jacobien de Papplication
identique, voir § 16.6.5 en annexe). Le théoreme du changement de variables
donne

1 1 24
Vol (A) :/| —1/3|dudvdw = g/dudvdw = §V01(B) =— =28
B

3
B

17.6.15 Intégration sur tout R™ d’une fonction continue

Supposons que (Dg)ren soit un recouvrement régulier de R™, ¢’est-a-dire :
e chaque Dy est un sous-ensemble ouvert et borné de R";

e |0Dy|, = 0 dans R™ pour tout k € IN;

e DyC Dy C...CDi_1 CDKCDgy1 C...;

& tout nombre réel » > 0, on peut associer un entier k(r) > 0 tel que

{(@1,. . zn) € R™ t |z <1y 2| < 7) C Dy

Supposons aussi que f : R® — R soit une fonction continue. Alors, si la suite
(Ip,(|f])) converge, la suite (Ip, (f)) converge aussi et sa limite ne dépend pas
du choix du recouvrement régulier de R" considéré (comme au théoréme 17.5.8).
Par définition, cette limite est appelée I'intégrale multiple (si n = 2, on parle
d’intégrale double et si n = 3 d’intégrale triple) de f sur R™ et on écrit

—+0o0

I.(f)y=[ fle)de= [ - | f(z1,...,2p)d2y---dxp, = lim Ip,(f).
Jrere] ] k

17.6.16 Remarque

Notons que tous les résultats donnés dans ce livre concernant les intégrales
doubles restent valables pour les intégrales multiples.

17.6.17 Coordonnées cylindriques

( N

Soit r € ]0,4+00[, hy < hy deux nombres réels et D le cylindre défini par
D= {(z,y,2) €R®: 2® +y*> <% hy < 2 < ha}.
Alors, pour toute fonction f: D — R continue, on a :

ho 27 T

/D//f(a:,y,z)dmdydz:/ / O/f(pcose,psine,z)pdp do | dz

h1 0
(17.1)
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(Cette égalité reste valable si on permute l'ordre des intégrations.) En particulier,

ho 271 r

:///dmdydz:/ / /pdp df | dz = 72 (hy — hy).

0

Pour prouver (17.1), on considére la bijection ¥ = (U, ¥y, U3) : E — F
définie par

E={(p,0,2) €R®>: 0<p<r, 0€cl0,2n], hy <z < ha},

F =D\{(z,0,2) e R*: z > 0}

et
Ui(p,0,2) =pcosb, Us(p,0,2)=psing, U3(p,0, z2) =z

Voir la figure 17.10.

On a
ov ov ov
5y 002) g (0.0.2) Tp0.2)
D(W,, Uy, ¥ O o o
Www = | 5,000 G002 H0.0.2)
ov ov oV
a;(pﬂ 2) 803(’)’0 2 5, ——=(p,6,7)
cosf —psinf 0
= sinf pcosf O
0 0 1
= p>0
et ainsi
// f(z,y,z)dedydz Lo // flz,y, z)dxdydz
D F
Bzeu // f(pcosb,psind, z)pdpdfdz
§ 17.6.1

E
19 ///f(pcos&psinﬁ,z)pdpd@dz
E

ho 2m r

8165 / / /f(pcos&,psinﬁ,z)pdp dé | d=.
0

h1 0
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hy

Fig. 17.10

17.6.18 Coordonnées sphériques

(" 7

Soit 7 un nombre réel positif et f : B(0,r) — R une fonction continue.
Alors,

///f(x,y,z)dxdydz

B(0,r)
2m ™ T
:/ / /f(psinﬁcos@,psinﬁsin@,pcosﬂ)pzSinﬂ dp |dg | dé
o \o \o
(17.2)
N Y

(Cette égalité reste valable si on permute l'ordre des intégrations.) En particulier,

27 ™ T
v(B(0,r)) = // dxdydz:/ / /pzsinﬁdp dg | d6
B(0,r) 0 0 0
473

3
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Pour prouver (17.2), on considere la bijection ¥ = (¥, ¥, ¥3) : E — D
définie par
={(p.8,0) eR*: 0<p<r, Be]0,7[,0€]0,2n},
D = B(0,7)\ {(x,0,2) € R*: = > 0}
et
\Ill(paﬁaa) - PSinﬂcosea \PQ(p7ﬂ,0) - psinﬂsin@, \113(:03630) = pCOSﬁ.

Voir la figure 17.11

Fig. 17.11

On a

ovy
dp

A\
B

oV,
op

OV
p

8\111

——(p.B,0) —=(p,B,0) (p,ﬁ, 0)

D(Ty, Uy, Us) 8\112

D(p, 3,0)

ov,

(p,B,0) = | ——(p,B,0)

5 G2 0.5.9)

(p,ﬂ, 0)

8\113 6\113

(pﬁ, 0) -5 (5.0 —5(p.5,0)

sin Bcos pcosfBcosf —psinPsinf

= sin 8sinf  pcosfBsinf  psinFBcosb

cos f3 —psin g 0
= p?’sinf>0
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et ainsi

// f(z,y,2)dzdydz §17613// flz,y,2)dzdydz

B(0,r)

§ 17.6.14 // F(psin B cos B, psin Bsin 6, pcos B)p? sin Bdpd dj

51761 // f(psinBcosh, psin Bsin b, pcosﬂ)p sin fdpdf djs

27 g
§126'5/ / /f(psmﬁcosa,psinf}smo,pcosﬁ)p?sinﬂdp g | ae.
0 0 0

17.6.19 Volume d’un ellipsoide
Soit a, b, ¢ trois nombres réels positifs et D Dellipsoide défini par (fig. 17.12)

2 2 2
D:{(Jc,y,z)eR3 x++z<1}

B2
Alors,
// dwdydz—/ / / dz |dy | dz
- —b\/l—f —L\/l——z——
a b 1_§7§
22 2
:/ / 2c 1— b2 dy | dz
 \-by/1-23
a 71'/2 x2
:/ /21;0(12) cos’0df | da
a
—a \—7/2
avecy:bq/l—i—zsine, et on a
a 5 /2
4dmab
V(D) = 2bc /(1—2) da /00829d9 = ”g c
—a —7/2

17.6.20 Volume de la boule dans R"™

Soit r un nombre réel positif et désignons par V,(r) le volume de la boule

B,(0,7) = {(z1,...,z,} € R™ : /22 +...+ 22 < r}. Puisque Va(r) = 7r?
(§ 17.4.5) et V3(r) = (47/3)r® (§ 17.6.18), il semblerait que V,,(r) = a, r"™ avec
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Fig. 17.12

€]0, +o0[. En effet, supposons le résultat vrai pour un entier n > 2. Alors,

Vot1(r / /dml .dz, 4

Bpn+1(0,7)
r

(S oo

-Tr
\/ r2 _Tn+1

r

2
— /ozn(r2 — fo_l)n/ A1

-r

/2
— / " Teos"0d0  (avec x4 = rsinf)
—n/2
w/2
= /ancos”“ede T =y, e
—n/2

Puisque le résultat est vrai pour n = 2, on a ainsi démontré, par récurrence, qu’a
tout entier n > 2, on peut associer un nombre réel a,, > 0 tel que V,,(r) = a,r™.
De plus, pour tout n > 3, on a :

w/2

Qp = Qp_1 - / cos™0 db.
—m/2
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On se propose a présent de calculer les «,,. Pour cela, considérons la suite (5,,)
définie par

/2 /2
Bn = / cos"6 df =2 / cos™@ db.
—7/2 0

On sait, d’apres 'exercice 9.6.4, que pour tout entier n > 2 :

n—1
B = Bn 2a
ce qui implique, du fait que By = 7w et 51 = 2, que pour tout n € IN*,
27T
Bnﬁn 1=
n

De ce résultat, on déduit que pour tout entier n > 4 :

27
Op = —Qp_2.
n

Finalement, puisque oy = 7 et ag = 4m/3, on obtient que pour tout entier
n>=2:

21 21 2T . .
. e — S1 n est pair
n n-—2 2
Qy, =
2t 2w 27

g 2 sinestimpair.

17.7 Exercices

17.7.1 Calculer

1) //nydxdyoﬁD:{(m,y)ele:0<x<y<2x7x2+y2>4,xy<4}

2) //xyda?dyoil
D

D={(z,y) eR?*:y>1, 2 —y >0, 4(x —1)* +9(y — 1)* < 36}

dz d
// Ty ot D={(r,y) eR?:1<2<2,4<ay<8 dr—y—4<0}
)//(a:3+y3)dxdy0f1D:{(x,y)€R2:1<xy<2,x2<y<2x2}

dxd
// gj_ygouD—{(acy)E]R2 z>1ly>1(x+y) <3}
(z+y)
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6) // cos (2% +y? — 4z + 4)da dy o

D

D={(z,y) €R*:y>0, 1< (z—2)%+y*> <4}

) //|(x—y)(x+yf2)\dxdy oD ={(r,y) eR?:0<y<z,z+y—2<0}

sin(z? +y .
dxd D = R2:1 2 42 < 41,
//2+cosx2+y) rdyou {(z,y) € <az?+y? <4}

dd

+:172+y
17.7.2 Calculer
6 [ z/2 J
DI =
S\ Ve
1/V2 [ /1-y?

2) / / In(1 + 2* +y*)dz | dy.

0 Y

17.7.3 Calculer

dedyd
1) ///Mmﬂ):{(m,y,z)6R3:1<x2+y2+22<4}
Va2 +y? + 22

/// dxdydz
(z+y+2+1)°
D={(z,y,2) €R®:2>0,y>0,2>0,2>0,x+y+2z<1}

3) ///dxdydzoilD:{(x,y,z)6]R3:0<z<4—z2—y2}

dz dyd
///\/ s ot D= {(z,y,2) € R?:a® +y* + 2% <4}
2

2 4y?+ 22

) ///z(:c2+y2)dxdydz ou D= {(x,y,2) ER3:0< 2z < 3,22 +9° < 2%}
D

) ///zdxdydzole ={(z,y,2) € R®: 2> 0, 22+y? < 1, 22 +y*+2% < 4}.
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7) ///(m+y+z)2dxdydz ol
D

D{(z,y,2) e R3: 22 +y? < 2z,2% + y> + 22 < 3}

) ///exdxdydz ot D= {(z,y,2) € R®: 2% +y? < 4, 22+ 2% < 4}.

17.7.4 En effectuant le changement de variables x = u? et y = v/u, calculer

dz dy . )
D= : 1 1}.
// T+a) (1 +ay?) ()} eR7:0<z<1,0<y<1}

17.7.5 En effectuant le changement de variables u = x + y et v = x — y calculer

1
//e(””_y/g”y)dxdy ol D:{(x,y)}E]R2:x>0,y>0,§<x+y<1}.

17.7.6 En effectuant le changement de variables x = u et y = utanf, calculer

t—0+ 1‘2 + y
t

1
lim / v dy dx.

0
17.7.7 Trouver l'aire du domaine délimité par la cardioide ¢(0) = a(l + cos6),
a>0.

17.7.8 Calculer l'aire du domaine délimité par la lemniscate p?(0) = a? cos 20,
a > 0.

17.7.9 Soit D un sous-ensemble ouvert borné de R? et f,g : D — R deux
fonctions continues et bornées. Montrer que

//fg(x,y)dmdy= //fQ(w,y)dxdy 1/2~ //gQ(x,y)dxdy
D D D

si et seulement si f et g sont linéairement dépendantes (§ 12.4.3).

1/2

17.7.10 Soit f : R — R une fonction continue telle que pour tout = € R : f(z) >
0. Calculer

//wa +5f dxdy o D= {(x,y) € R? : 2® +¢* < 4}.
x
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17.7.11 Soit f : [-2,2] — R une fonction continue et paire (c’est-a-dire telle que
f(=t) = f(t)). Montrer que

2

/ Fl@—y) dxdyzZ/(2—t)f(t)dt ot D ={(z,y) €R: |2| < 1,|y| < 1}.
D 0

17.7.12 Soit f : [0, 400 [X [0, 00 [ R une fonction continue et F : |0, 400 [ |0, +-00[—
R la fonction définie par
z [y
= / /f(r, s)ds | dr.
0 \0o
0’F 0’F

m(%y) etm(%?ﬂ

Calculer

17.7.13 Calculer

// +y)smx + y%)dady
dxdy
2
)// 1+ 29 (1 + %)
6*(1?
——dzd
3 //ler2 v
2
5 //1n1+3: +y)d3cdy.
(14 22 +y?)

17.7.14 Calculer le volume de la boule B, (0,7) pour n =4 et n = 5.
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Abscisses (axe des —), 81, 358
Absolue (valeur —), 13, 85
Absolument convergente
(intégrale —), 265, 273, 275, 278,
284
(série —), 71
Accroissements finis (théoreme des
), 141
Accumulation (point d’-), 354
Adhérence (I'-), 344
Aire, 233, 490
d’une surface de révolution, 238
Application, 81, 357
linéaire, 452
identique, 84
réciproque, 83
Arc(s)
(connexe par —), 349
(longueur d’'un — de courbe),
476
(longueur d’un —), 235
cosinus (fonction —), 110
cotangente (fonction —), 112
de courbe, 473
sinus (fonction —), 109
tangente (fonction —), 111
Archimede (axiome d’-), 11
Argument, 23
cosinus hyperbolique (fonction
), 192
cotangente hyperbolique (fonc-
tion —), 193
sinus hyperbolique (fonction —),
191
tangente hyperbolique (fonc-
tion —), 192
Asymptote, 167
Axe, 81
Axiome d’Archimede, 11
Axiomes des nombres réels, 5

Banach (théoréme du point fixe de
), 114
Bernoulli (équation de —), 304
Bernoulli-L’Hospital (regle de -),
145
Bijective (application —), 83
Binéme
(formule du -), 3
Binomial
(coefficient —), 2
Bolzano-Weierstrass (théoreme
de -), 59, 338
Bord, 345
Borne
inférieure, 7
supérieure, 7
Borné (ensemble —), 7, 347
Bornée
(fonction —), 85, 358
(suite —), 334
Bornes d’un intervalle, 6
Boule
fermée, 345
ouverte, 6, 339
Branche parabolique, 169

Calcul intégral (théoréme fonda-
mental du —), 221, 223
Cartésienne (forme —), 18
Cauchy
(critere de —), 72, 92, 101
(suite de —), 62, 337
Cauchy—Schwarz (inégalité de -),
186, 226, 356, 493
Centre
d’une boule ouverte, 6
de symétrie, 88
Champ de vecteurs, 469
irrotationnel, 470
solénoidal, 469
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Champ vectoriel, 469
Changement de variable, 228, 501
Chemin, 348
Clairaut (équation de —), 327
Classe
Cl, 387
C, 405
CP, 405
(courbe de — C*), 473
(courbe de — C¥), 473
Coefficient binomial, 2
Compact (ensemble), 347
Comparaison (critere de —), 73
Complexe
(plan —), 20
(nombre —), 17
Composée (fonction —), 84
Concave (fonction —), 163
Condition initiale, 298, 302, 304
Conjugué, 19
Connexe par arcs, 349
Continue
par morceaux (fonction —), 250
a droite (fonction —), 103
a gauche (fonction —), 103
(fonction —), 100, 365, 369
Continuité uniforme, 104, 370
Contintiment différentiable (fonc-
tion —), 135
Contractante (fonction —), 114
Convergence
(domaine de —), 199
(intervalle de —), 201
monotone (théoréme de la —),
228
(rayon de —), 201
simple, 116
uniforme, 116
uniforme (théoreme de la —),
227
Convergente
(intégrale ), 261, 272, 274, 276,
284
(intégrale absolument —), 265,
973, 275, 278, 284
(série —), 71
(série absolument —), 71

(suite —), 40, 334
Convexe (fonction —), 161
Coordonnées
cylindriques, 529
sphériques, 531
Corps
archimédien, 10
de révolution (volume d’un —),
240
des nombres réels, 4
ordonné, 5
Cosinus hyperbolique (fonction —),
189
Cotangente hyperbolique (fonction
-), 190
Cotes (axes des —), 358
Courbe, 471
(arc de —), 473
dérivable, 472
de classe C*°, 473
de classe C*, 473
différentiable, 472
réguliere, 473
simple, 473
Croissante
(fonction —), 88
(fonction strlctement -), 88
(suite —), 3
(

suite strlctement -), 37

D’Alembert
(critere de —), 76
(regle de —), 50
Darboux (sommes de —), 214, 479,
522
Décomposition en éléments simples,
240
Décroissante
(fonction —), 88
(fonction strictement —), 838
(suite —), 37
(suite strictement —), 37
Définition (domaine de —), 81
Dense, 10
Dérivable (courbe —), 472
Dérivée, 127
a droite, 134



a droite infinie, 135
a gauche, 134
a gauche infinie, 135
d’ordre p, 135
dans la direction v, 454
directionnelle, 453, 464
infinie, 129
Dérivée partielle, 385, 387, 452, 463
d’ordre p, 405
seconde, 405
Déterminant de Jacobi, 466
Développement limité, 148
Différentiable
(courbe —), 472
(fonction —), 128, 455, 464
(fonction indéfiniment —), 135
(fonction n fois —), 135
(fonction n fois contintiment —),
135
Différentielle, 454, 455, 465
(forme —), 412
Dini (théoréme de —), 119
Direction asymptotique, 168
Discontinue (fonction —), 101
Distance d’un point, 378
Divergence, 469
Divergente
(intégrale —), 262, 272, 274, 277,
284
(série —), 71
(suite —), 40, 334
Domaine
de convergence, 199
de définition, 81, 357
Droite
(dérivée & —), 134
(dérivée infinie & —), 135
(fonction continue a —), 103
(fonction définie a —), 99
(fonction dérivable & —), 134
(limite & —), 99
numérique achevée, 14
Droite tangente, 473

Egalité de Pythagore, 356
Eléments
d’une suite, 37, 333
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simples (décomposition en —),
240

Ensemble

borné, 7, 347

compact, 347

d’arrivée, 81

de départ, 81, 357

de mesure nulle au sens

de Jordan, 488, 524

fermé, 341

majoré, 7

minoré, 7

ouvert, 340

vide, 6
Entier

naturel, 1

relatif, 1
Equation

d’onde, 409

de Laplace, 427
Equation différentielle, 297

a variables séparées, 298, 299

de Bernoulli, 304

de Clairaut, 327

de Riccati, 326

homogene, 306

linéaire, 298, 306, 310, 321
Espace vectoriel, 331
Euclidienne (norme —), 332
Euler

(formule d’-), 26

(relation d’-), 403

(théoreme d’-), 403
Exacte (forme différentielle —), 412
Exponentielle

de base a (fonction —), 180

(fonction —), 177

(fonction complexe), 26
Extrema liés, 433, 439
Extrémité, 6

d’un chemin, 348
Extremum local, 86

Facteur intégrant, 298, 415
Factorisation

d’un polynéme & coeflicients
dans C, 33
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d’un polynéme & coeflicients
dans R, 33

Fermée (boule-), 345

Fermé
(ensemble —), 341
(intervalle —), 6, 15

Fonction, 81, 357
bornée, 85, 358
composée, 84
concave, 163
continue, 100
continue a droite, 103
continue a gauche, 103
continue en un point, 365
continue par morceaux, 250
continue sur un ensemble, 369
contractante, 114
convexe, 161
croissante, 88
décroissante, 88
définie a droite, 99
définie a gauche, 99
dérivable, 127
dérivable a droite, 134
dérivable a gauche, 134
dérivée, 127, 129
différentiable, 128, 455, 464
discontinue, 101
exponentielle, 177
exponentielle complexe, 26
harmonique, 427, 470
homogene, 402
impaire, 88
intégrable, 481, 489, 522, 524
intégrable sur un sous-

ensemble borné de R2, 489

lipschitzienne, 114
logarithme, 178
logarithme complexe, 35
majorée, 85
minorée, 85
paire, 88
périodique, 88
puissance, 184
rationnelle, 240
réelle d’une variable réelle, 81
uniformément continue, 104,

370
Fonctions
hyperboliques, 188
hyperboliques réciproques, 191
linéairement dépendantes, 311
linéairement indépendantes,
311
Forme
cartésienne, 18
différentielle, 412
différentielle exacte, 412
indéterminée, 52, 98
polaire, 22
Formule
d’Euler, 26
d’intégration par parties, 230
d’intégrations successives, 516
de Leibniz, 172
de MacLaurin, 150
de Moivre, 27
de Taylor, 150, 410
du bindme, 3
du changement de variable, 228
Frontiere, 345
(point —), 345
Fubini (théoreme de —), 483, 524,
526

Gauche
(dérivée a —), 134
(dérivée infinie & —), 135
(fonction continue & —), 103
(fonction définie & —), 99
(fonction dérivable a —), 134
(limite & —), 99

Gendarmes (théoréme des deux —)
pour les fonctions, 94, 364
pour les suites, 48

Gradient, 453, 469

Graphe, 81, 357

Graphique, 81, 357

Hélice circulaire, 475
Harmonique
alternée (série —), 74
(fonction —), 427, 470
(série —), 72



Heine—Borel-Lebesgue (théoreme
de -), 9, 352
Holder (inégalité de —), 186, 493
Homogene
(équation différentielle —), 306
(fonction —), 402
Hyperboliques
(fonctions —), 188
réciproques (fonctions —), 191

Image, 81, 84, 357, 471
réciproque, 84
Imaginaire
(nombre purement —), 18
(partie —), 18
(unité —-), 17
Impaire (fonction —), 88
Implicites (théoréme des
fonctions —), 429, 435
Indéterminée (forme —), 52, 98
Induction (raisonnement par —), 1
Inégalité
de Cauchy—Schwarz, 186, 226,
356, 493
de Holder, 186, 493
de Minkowski, 187, 494
triangulaire, 13, 332
triangulaire inverse, 14, 332
Inférieure
(borne —), 7
(limite —), 57
Infimum, 7, 85
Infini (voisinage de I'-), 96
Inflexion (point d’-), 158
Injection, 83
Injective (application —), 83
Intégrant (facteur —), 298, 415
Intégrale, 213, 481, 489, 522
absolument convergente, 265,
273, 275, 278, 284
convergente, 261, 272, 274, 276,
284
divergente, 262, 272, 274, 277,
284
double sur un borné de R?, 489
double sur un rectangle fermé,
481, 523
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généralisée, 261
multiple, 523
sur R2, 529
sur R3, 529
sur R", 529
triple, 523
Intégration par parties, 230
Intégrations successives (théoreme
des ), 516
Intérieur
(I'-), 339
(point —), 339
Intermédiaire (théoréme de la
valeur —), 106, 373
Intervalle
borné, 6
d’intégration, 215
de convergence, 201
de paramétrisation, 471
fermé, 6, 15
maximal, 298
non borné, 15
ouvert, 6, 15
semi-ouvert, 6
Irrationnel (nombre —), 6
Irrotationnel (champ de vecteurs —),
470

Jacobi
(déterminant de —), 466
(matrice de —), 465
Jacobien, 435, 466
Jordan (mesure nulle au sens de —),
488, 524

Lagrange (multiplicateurs de -),
433, 440
Laplacien, 427, 470
en coordonnées cylindriques,
444
en coordonnées sphériques, 444
Leibniz (formule de —), 172
Limite
d’une fonction, 90, 359
d’une suite, 40, 334
inférieure, 57
infinie, 97
simple, 116
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supérieure, 56

supérieure (critere de la —), 75

uniforme, 116
Linéaire (application —), 452
Linéairement

dépendantes (fonctions —), 311

indépendantes (fonctions —),

311

Lipschitzienne (fonction —), 114
Logarithme

(fonction —), 178

(fonction complexe), 35

de base a (fonction —), 180
Longueur d’un arc, 235

de courbe, 476

MacLaurin
(formule de —), 150
(polynome de —), 151
(série de —), 205

Majorant, 7, 37

Majoré (ensemble —), 7

Majorée
(fonction —), 85
(suite —), 37
Matrice

de Jacobi, 465
jacobienne, 465
Maximum, 87, 371
d’un ensemble, 7
local, 86, 419
Mesure nulle au sens de Jordan, 488,
524
Méthode de la variation
de la constante, 307, 313
des constantes, 316
Méthode des coefficients indétermi-
nés, 323
Minimum, 87, 371
d’un ensemble, 7
local, 86, 419
Minkowski (inégalité de —), 187, 494
Minorant, 7, 37
Minoré (ensemble —), 7
Minorée
(fonction —), 85
(suite —), 37

Module, 19, 23
Moivre (formule de —), 27
Monotone

(fonction —), 88
fonction btrlctement -), 88
suite —), 3
suite strlctement -), 38
théoreme de la convergence —),

(
(
(
(

228

Moyenne (théoreme de la —), 219,
487

Multiplicateurs de Lagrange, 433,
440

Nombre

complexe, 17
irrationnel, 6
purement imaginaire, 18
rationnel, 1
réel, 4
réel négatif, 6
réel positif, 6
Norme euclidienne, 332

Ordonné (corps —), 5
Ordonnées (axes des —), 81, 358
Origine, 81, 358
d’un chemin, 348
Ouvert
(ensemble —), 340
(intervalle —), 6, 15
Ouverte (boule —), 339

Paire (fonction —), 88
Parabolique (branche —), 169
Parametre, 471
Partie
entiere, 11
imaginaire, 18
négative, 89
positive, 89
principale, 148
rélle, 18
Pas, 213
Pavé
fermé, 521
ouvert, 521
Pente, 129



Période, 88
(la —), 89, 114
Périodique (fonction —), 88
Permutation, 523
Phase, 23
Plan
complexe, 20
tangent, 456
Point
(distance d’un —), 378
(voisinage d’un —), 89
d’accumulation, 354
d’inflexion, 158
de discontinuité, 101
fixe, 107
frontiere, 345
intérieur, 339
régulier, 473
simple, 473
singulier, 473
stationnaire, 137, 419
Polaire (forme —), 22
Polynome
de MacLaurin, 151
de Taylor, 151, 205
Primitive, 220
Principale (partie —), 148
Principe du maximum et du mini-
mum, 427
Produit scalaire, 356
Prolongement, 89
par continuité, 103
Pythagore (égalité de —), 356

Racine d’un nombre complexe, 28
Raisonnement
par induction, 1
Rationnel (nombre —), 1
Rayon
d’une boule ouverte, 6
de convergence, 201

Réciproque
(application —), 83
(image —), 84

(théoréme de la fonction —), 438
Recouvrement régulier, 507, 529
Rectangle fermé, 481

Index
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Réel (nombre —), 4

Réelle (partie —), 18

Regle de Bernoulli-L’Hospital, 145
Régulier (point —), 473

Réguliere (courbe —), 473

Reste, 148, 205

Restriction, 89

Riccati (équation de —), 326

Rolle (théoreme de —), 139
Rotationnel, 469

Schwarz (théoreme de —), 407
Semi-ouvert (intervalle —), 6
Séparées (équation différentielle a
variables —), 298, 299
Série, 71, 199
absolument convergente, 71
convergente, 71
de MacLaurin, 205
de puissances, 199
de Taylor, 205
divergente, 71
entiere, 199
géométrique, 200
harmonique, 72
harmonique alternée, 74
Simple
(courbe —), 473
(point —), 473
Singulier (point —), 473
Sinus hyperbolique (fonction —), 188
Solénoidal (champ de vecteurs —),
469
Solution, 297, 299, 306, 311, 321
générale, 298, 307, 308, 316,
318, 323
maximale, 298, 304
particuliere, 298, 308, 317
Somme, 71
inférieure de
479, 522
partielle, 71
supérieure de Darboux, 214,
479, 522
Sous-suite, 58, 338
Spirale logarithmique, 475
Stationnaire (point —), 137, 419

Darboux, 214,
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Strictement croissante
(fonction —), 88
(suite —), 37

Strictement décroissante
(fonction —), 88
(suite —), 37

Subdivision, 213, 521
réguliere, 213

Suite, 37, 333
bornée, 37, 334
convergente, 40, 334
croissante, 37
de Cauchy, 62, 337
de fonctions, 116
décroissante, 37
divergente, 40, 334
extraite, 59, 338
majorée, 37
minorée, 37
monotone, 38
partielle, 59, 338

Supérieure
(borne ), 7
(limite —), 56

Supremum, 7, 85

Surjection, 83

Surjective (application —), 83

Symétrie (centre de —), 88

Tangent
(plan—), 456
(vecteur —), 472
Tangente, 129
(droite —), 473
hyperbolique (fonction —), 189
Taylor
(formule de —), 150, 410
(polynome de —), 151, 205
(série de —), 205
Théoreme
d’Euler, 403
de Bolzano-Weierstrass, 59, 338
de Dini, 119
de Fubini, 483
de Heine-Borel-Lebesgue, 9,
352
de la convergence

monotone, 228
uniforme, 227
de la fonction réciproque, 438
de la moyenne, 219, 487
de la valeur intermédiaire, 106,
373
de Rolle, 139
de Schwarz, 407
de Tietze-Urysohn, 379
des accroissements finis, 141
généralisés, 144
des deux gendarmes
pour les fonctions, 94, 364
pour les suites, 48
des fonctions implicites, 429,
435
des intégrations successives,
516
du point fixe de Banach, 114
fondamental de 1’algebre, 33
fondamental du calcul intégral,
221, 223
Tietze-Urysohn (théoréeme de -),
379
Trace, 471

Unicité de la limite
d’une fonction, 91
d’une suite, 40
Uniforme
(continuité —), 104
(convergence —), 116
(limite —), 116
(théoreme de la convergence —),
227
Unité imaginaire, 17

Valeur absolue, 13, 48, 85
Variable
(changement de —), 501, 527
d’intégration, 215
indépendante, 81, 357
Variation de la constante (méthode
de la —), 307, 313
Variation des constantes (méthode
de la -), 316
Vecteur
tangent, 472
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vitesse, 472 d’un point, 89, 359
Vectoriel (espace —), 331 de Pinfini, 96
Vide (ensemble —), 6 Volume, 526
Vitesse, 472 d’un corps de révolution, 240

(vecteur —), 472
Voisinage Wronskien, 314
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