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Avant-propos

L’enseignement de l’analyse aux classes d’ingénieurs de l’EPFL a conduit ces
dernières années à adapter le matériel du livre Calcul différentiel et intégral de
Jacques Douchet et Bruno Zwahlen, tout en gardant dans la mesure du possible
la rigueur et le style propres aux premières éditions.

Les annexes sont maintenant intégrées au texte : les raisonnements par ré-
currence et la formule du binôme sont expliqués au chapitre 1, celui sur les
nombres complexes est devenu le chapitre 2, et les séries entières et de Taylor
sont exposées au chapitre 8. Les notions de gradient, de dérivée directionnelle et
de différentielle sont présentées dans le nouveau chapitre 16, qui contient aussi
le matériel sur les courbes paramétrées. Le lecteur qui souhaiterait une discus-
sion des résultats du chapitre 17 sur les intégrales multiples, avec des preuves
complètes, la trouvera dans l’ouvrage de P. M. Fitzpatrick mentionné dans la
bibliographie.

Des notations plus internationales ont été introduites, inspirées des normes
ISO ; voir la nouvelle mouture du formulaire au chapitre 11, où les notations des
éditions précédentes sont aussi mentionnées.

La grande majorité des exercices a été conservée. Le lecteur qui désire des
exercices supplémentaires corrigés peut consulter avec profit l’ouvrage en deux
volumes Analyse vol. 1 et 2 – Recueil d’exercices et aide-mémoire de Jacques
Douchet.

Boris Buffoni
MER, EPFL
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Conventions

Le volume est partagé en chapitres (chap.) repérés par un nombre (chap. 5).
Chaque chapitre est divisé en sections (sect.) repérées par deux nombres séparés
par un point (sect. 5.3). Chaque section est divisée en paragraphes (§) repérés
par trois nombres séparés par deux points (§ 5.3.5).

Un terme apparâıt en italique la première fois qu’il est défini dans le texte.
La fin d’un démonstration est signalée par un carré noir ■. Les figures sont
numérotées continûment par chapitre et repérées par deux nombres précédés de
Fig., par exemple Fig. 5.12.
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1.1 Axiomes des nombres réels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2 Borne supérieure et borne inférieure d’un sous-ensemble de R . . 7
1.3 Q est dense dans R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
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Chapitre 1

Corps des nombres réels

1.1 Axiomes des nombres réels

1.1.1 Rappels

On désigne par N l’ensemble des entiers naturels {0, 1, 2, ...}, par Z l’ensemble
des entiers relatifs {...,−2,−1, 0, 1, 2, ...} et par Q l’ensemble des nombres ra-
tionnels {p/q : p, q ∈ Z, q ̸= 0}. On supposera que les principales propriétés de
ces trois ensembles sont connues ; comme par exemple celle du bon ordre dans
N : tout sous-ensemble non vide de N contient un plus petit élément.

On note encore N∗ = N\{0} = {1, 2, 3, ...}, Z∗ = Z\{0} et R∗ = R\{0}.

1.1.2 Démonstration par récurrence (ou induction)

Rappelons la méthode de démonstration par récurrence.

Énoncé. Soit P (n) une relation dépendant d’un entier naturel n, telle que
P (n0) soit vraie et que, pour tout entier n ⩾ n0, P (n) implique P (n + 1).
Alors P (n) est vraie pour tout entier n ⩾ n0.

démonstration. Soit A = {n ∈ N : n ⩾ n0, P (n) n’est pas vraie}. Supposons
que cet ensemble A ne soit pas vide, alors il contient un plus petit élément m
qui est strictement plus grand que n0. Ainsi, m − 1 ⩾ n0 et m − 1 /∈ A ; ce qui
implique que P (m−1) est vraie. D’où, en utilisant l’hypothèse de récurrence, on
obtient que P (m) est aussi vraie. Ce dernier résultat est en contradiction avec
le fait que m ∈ A. On en conclut que l’ensemble A est vide ; ce qui entrâıne que
pour tout entier n ⩾ n0, la relation P (n) est vraie. ■

Remarque

Ce résultat peut être mis en défaut si l’on ne vérifie pas que P (n) est vraie pour
n0, même si pour tout entier naturel n ⩾ n0, P (n) implique P (n + 1). Voir le
paragraphe 3.1.4 pour une illustration.

Exemple

En utilisant le raisonnement par récurrence, démontrons que pour tout entier
n ⩾ 1 :

n∑
k=0

k2 = 12 + . . .+ n2 =
n(n+ 1) (2n+ 1)

6
.
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Pour cela, considérons la relation P (n) définie par

n∑
k=0

k2 =
n(n+ 1) (2n+ 1)

6
,

et supposons que P (n) soit vraie. Alors,

n+1∑
k=0

k2 =

n∑
k=0

k2 + (n+ 1)2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
+ (n+ 1)2

=
(n+ 1)

6
(2n2 + 7n+ 6) =

(n+ 1)

6
(2n+ 3)(n+ 2)

=
(n+ 1)((n+ 1) + 1)(2(n+ 1) + 1)

6
.

On a ainsi démontré que pour tout entier n ⩾ 1, P (n) implique P (n+1). Comme
de plus P (1) est vraie, on en conclut que pour tout entier n ⩾ 1, on a bien :

n∑
k=0

k2 =
n(n+ 1) (2n+ 1)

6
.

1.1.3 La formule du binôme

À tout n ∈ N correspond un entier n! ∈ N appelé « n factoriel ». L’entier n! se
définit par récurrence comme suit :

(n+ 1)! = (n+ 1) · n! et 0! = 1.

Par exemple 5! = 5 · 4 · 3 · 2 · 1 · 0! = 5 · 4 · 3 · 2 · 1 = 120.

Le coefficient binomial

(
n
k

)
∈ N est défini par

(
n
k

)
=

n!

k!(n− k)!
.

En particulier

(
n
0

)
=

(
n
n

)
= 1 et, si n ⩾ 1,

(
n
1

)
=

(
n

n− 1

)
= n.

Si 2 ⩽ k ⩽ n− 2, on peut écrire plus simplement

n!

k!(n− k)!
=

(n− k + 1) · . . . · n
1 · . . . · k .
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Énoncé. Les coefficients binomiaux sont liés par la formule(
n

i− 1

)
+

(
n
i

)
=

(
n+ 1
i

)
(1.1)

valable pour tous les entiers 1 ⩽ i ⩽ n.

démonstration. Ceci découle directement de leur définition :(
n

i− 1

)
+

(
n
i

)
=

n!

(i− 1)!(n− (i− 1))!
+

n!

i!(n− i)!

=
n! i

i!(n− (i− 1))!
+
n! (n+ 1− i)

i!(n+ 1− i)!

=
n!

i!(n+ 1− i)!
(i+ (n+ 1− i)) =

n!(n+ 1)

i!(n+ 1− i)!

=

(
n+ 1
i

)
.

■

Énoncé. La formule du binôme donne une formule pour toute puissance
entière positive d’une somme :

(x+ y)n =

n∑
k=0

(
n
k

)
xkyn−k ,

où x, y ∈ R et n ∈ N est tel que n ⩾ 1.

L’expression 00 est une forme indéterminée. Dans le contexte des polynômes
(comme ici), on utilise souvent la convention x0 = 1 en x = 0. Dans le cadre
des calculs de limites (voir par exemple les sections 3.2 et 5.2), cette convention
n’est pas appliquée (la discussion se fait alors de cas en cas).

démonstration. Pour x et y fixés arbitrairement, la preuve est par récurrence
sur n ⩾ 1. La formule du binôme est vraie pour n = 1 car

(x+ y)1 = y + x =

(
1
0

)
x0y1 +

(
1
1

)
x1y0 .

Pour tout n ⩾ 1, supposons que la formule est vraie pour n et vérifions-la pour
n + 1. Comme (x + y)n+1 = (x + y)(x + y)n, l’hypothèse de récurrence permet
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d’écrire :

(x+ y)n+1 = (x+ y)

n∑
k=0

(
n
k

)
xkyn−k

=

n∑
k=0

(
n
k

)
xk+1yn−k +

n∑
k=0

(
n
k

)
xkyn−k+1

j=k+1
=

n+1∑
j=1

(
n

j − 1

)
xjyn+1−j +

n∑
k=0

(
n
k

)
xkyn+1−k,

=

n+1∑
i=1

(
n

i− 1

)
xiyn+1−i +

n∑
i=0

(
n
i

)
xiyn+1−i,

=

(
n
n

)
xn+1y0 +

n∑
i=1

{(
n

i− 1

)
+

(
n
i

)}
xiyn+1−i

+

(
n
0

)
x0yn+1

(on applique la formule (1.1) encadrée ci-dessus)

= xn+1 +

n∑
i=1

(
n+ 1
i

)
xiyn+1−i + yn+1

=

n+1∑
i=0

(
n+ 1
i

)
xiyn+1−i

et donc elle est également vraie pour n+ 1. ■

1.1.4 Exemple d’une équation n’admettant aucune solution dans Q

L’équation x2 − 2 = 0 n’admet aucune solution dans Q.

démonstration. Raisonnons par l’absurde et supposons que cette équation
possède une solution dans Q. Quitte à changer son signe, on peut la supposer
positive. Alors, il existe deux entiers p > 0 et q > 0 vérifiant la relation (p/q)2 −
2 = 0 ou encore p2 = 2q2 et dont le plus grand commun diviseur est 1. Ainsi
p2 est un nombre pair, ce qui implique que p est pair. Par suite, il existe un
entier r > 0 tel que p = 2r et donc q2 = 2r2. Par un raisonnement analogue,
on démontre que q est aussi un nombre pair. On obtient ainsi une contradiction
avec le fait que les deux entiers p et q admettent 1 comme plus grand diviseur
commun. D’où la conclusion. ■

1.1.5 Définition du corps des nombres réels

On est ainsi amené tout naturellement à définir un nouvel ensemble, appelé corps
des nombres réels, qui aura la propriété de contenir l’ensemble des rationnels et
dans lequel l’équation x2 − 2 = 0 admettra au moins une solution.

Le corps des nombres réels est un ensemble R pour lequel sont définies : deux
applications (x, y) 7→ x+y et (x, y) 7→ xy de R×R dans R ; une relation d’ordre
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x ⩽ y (écrite aussi y ⩾ x) entre les éléments de R, satisfaisant les trois axiomes
suivants :

premier axiome

R est un corps, en d’autres termes :
• pour tout triplet de nombres réels x, y et z : x+(y+ z) = (x+ y)+ z
• pour tout couple de nombres réels x et y : x+ y = y + x
• il existe dans R un élément noté 0 tel que pour tout x ∈ R : 0+x = x
• pour chaque élément x de R, il existe un élément −x ∈ R tel que
x+ (−x) = 0

• pour tout triplet de nombres réels x, y et z : x(yz) = (xy)z
• pour tout couple de nombres réels x et y : xy = yx
• il existe un élément 1 ̸= 0 dans R tel que pour tout x ∈ R : 1 · x = x
• pour chaque élément x ̸= 0 de R, il existe un élément x−1 ∈ R (noté
aussi 1/x) tel que xx−1 = 1

• pour tout triplet de nombres réels x, y et z : x(y + z) = xy + xz.

deuxième axiome

R est un corps ordonné. Ce qui revient à dire que les assertions suivantes
sont vérifiées :

• x ⩽ y et y ⩽ z impliquent x ⩽ z
• (x ⩽ y et y ⩽ x) est équivalent à x = y
• pour tout couple de nombres réels x et y : ou bien x ⩽ y ou bien x ⩾ y
• x ⩽ y implique que pour tout élément z de R, on a : x+ z ⩽ y + z
• 0 ⩽ x et 0 ⩽ y impliquent 0 ⩽ xy.

troisième axiome

L’axiome de la borne inférieure sera énoncé au paragraphe 1.2.4.

1.1.6 Remarques

Nous supposerons que les conséquences élémentaires qui résultent des deux pre-
miers axiomes (théorie générale des corps ordonnés) sont connues. En particulier,
les notations usuelles x− y = x+ (−y) et, pour y ̸= 0, x/y = x

y = x · y−1 seront
utilisées.

L’ensemble des nombres rationnels Q vérifie les deux premiers axiomes et Q
est donc un corps ordonné. Par contre il ne satisfait pas l’axiome de la borne
inférieure. En effet, le corps des nombres réels R se distingue de tous les autres
corps ordonnés par le fait qu’il est le seul à vérifier cet axiome.
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1.1.7 Intervalles bornés de R

La relation x ⩽ y et x ̸= y s’écrit x < y ou encore y > x. Pour tout couple a < b
de nombres réels, l’ensemble des nombres réels x tels que a < x < b est appelé
l’intervalle ouvert et borné d’origine a et d’extrémité b, et s’écrit ]a, b[. Pour tout
a ∈ R et tout nombre réel δ > 0, on désigne par B(a, δ) l’intervalle ouvert et
borné ]a− δ, a+ δ[. Par définition, B(a, δ) est appelé la boule ouverte de centre
a et de rayon δ. L’ensemble des nombres réels x tels que a ⩽ x ⩽ b est appelé
l’intervalle fermé et borné d’origine a et d’extrémité b, et s’écrit [a, b]. L’ensemble
des nombres réels x tels que a < x ⩽ b (resp. a ⩽ x < b) est appelé l’intervalle
semi-ouvert et borné d’origine a et d’extrémité b, ouvert en a (resp. b), fermé
en b (resp. a) et s’écrit ]a, b] (resp. [a, b[). Dans le cas où a = b, l’intervalle
fermé et borné [a, a] représente l’ensemble réduit au seul point a, tandis que
l’intervalle ouvert et borné ]a, a[ représente l’ensemble vide, que l’on note par ϕ.
D’autre part, l’origine et l’extrémité d’un intervalle borné sont aussi appelées les
extrémités de l’intervalle ou encore les bornes de l’intervalle.

On désigne par R∗
+ l’ensemble des nombres réels positifs : R∗

+ = {x ∈ R :
x > 0} et par R∗

− l’ensemble des nombres réels négatifs : R∗
− = {x ∈ R : x < 0}.

Par définition, on pose R+ = R∗
+ ∪{0} = {x ∈ R : x ⩾ 0} et R− = R∗

− ∪ {0} =
{x ∈ R : x ⩽ 0}.

1.1.8 Inclusion de l’ensemble des nombres rationnels Q dans R

Pour démontrer que Q est inclus dans R, résultat qui n’est pas garanti par les
axiomes de R, considérons l’application ω : N→ R+ définie par

ω(n) = 1 + . . .+ 1︸ ︷︷ ︸
n fois

et ω(0) = 0

(où 1 est l’élément neutre multiplicatif dans R ; puisque (−1)2 = 1, on a bien
que 1 ∈ R∗

+). Nous pouvons d’abord prolonger cette application à l’ensemble
des entiers relatifs Z en posant, pour tout n ∈ N∗ : ω(−n) = −ω(n) ; par suite,
nous pouvons la prolonger au corps des nombres rationnels Q en posant, pour
tout nombre rationnel r : ω(r) = ω(p)/ω(q) où r = p/q avec p ∈ Z et q ∈ Z∗

premiers entre eux.

On vérifie alors que l’application ω est compatible avec l’addition et la mul-
tiplication, dans le sens que ω(r + r′) = ω(r) + ω(r′) et ω(r · r′) = ω(r) · ω(r′).
De plus ω conserve la relation d’ordre (c’est-à-dire que : r ⩽ r′ implique que
ω(r) ⩽ ω(r′)).

Il en découle que ω(Q) est un corps lorsqu’il est muni de l’addition et de la
multiplication : ω(Q) est dit un sous-corps de R.

On peut, grâce à l’application ω, identifier Q et ω(Q). Ainsi, dorénavant,
nous considérons Q comme un sous-corps de R ; ce qui entrâıne que tout nombre
rationnel est un nombre réel particulier. Par définition, un nombre réel n’apparte-
nant pas à l’ensemble des rationnels Q est dit irrationnel. Reste à démontrer qu’il
existe de tels nombres. Pour cela, il suffit de prouver que l’équation x2 − 2 = 0
a au moins une solution dans R, étant donné qu’elle n’en possède pas dans Q ;
ce que nous ferons un peu plus tard.
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1.2 Borne supérieure et borne inférieure
d’un sous-ensemble de R

1.2.1 Définition d’un sous-ensemble borné de R

Soit S un sous-ensemble non vide de R. On dit que b ∈ R (resp. a ∈ R) est un
majorant (resp. minorant) de S si la relation x ∈ S implique x ⩽ b (resp. x ⩾ a).
Dans le cas où S admet un majorant (resp. minorant), on dit que S est majoré
(resp. minoré). Lorsque S est à la fois majoré et minoré, on dit que S est borné.

Il sera toujours sous-entendu, lorsque l’on dit qu’un sous-ensemble S de R
est majoré, minoré ou borné, que celui-ci n’est pas vide.

1.2.2 Maximum, minimum

Soit S ⊂ R

Définitions. S’il existe M ∈ S tel que x ⩽ M pour tout x ∈ S, on dit que
M est le maximum de S.

S’il existe m ∈ S tel que x ⩾ m pour tout x ∈ S, on dit que m est le
minimum de S.

Remarque 1 (unicité). Si le maximum existe, il est unique. En effet, supposons
que M ′ ∈ S satisfait aussi x ⩽ M ′ pour tout x ∈ S. Alors, en choisissant
x = M , on obtient M ⩽ M ′. En inversant les rôles, on a de même M ′ ⩽ M et
donc M ′ =M .

De même, si le minimum existe, il est unique.

Remarque 2. M ∈ R est le maximum de S si et seulement si M est un majorant
de S qui appartient à S.

De même, m ∈ R est le minimum de S si et seulement si m est un minorant
de S qui appartient à S.
Notations. S’il existe, le maximum de S est noté maxS et, s’il existe, le minimum
de S est noté minS.

1.2.3 Définition de la borne supérieure et inférieure d’un ensemble

Définition. Soit S un sous-ensemble non vide de R. Un nombre réel b (resp.
a) vérifiant les deux propriétés suivantes :

(I) pour tout élément x de S : x ⩽ b (resp. x ⩾ a),
(II) quel que soit le nombre réel ϵ > 0, il existe un élément xϵ de S tel
que b− xϵ ⩽ ϵ (resp. xϵ − a ⩽ ϵ),

est appelé la borne supérieure (resp. inférieure) ou encore le supremum
(resp. l’infimum) de S.

Dans les figures 1.1 et 1.2, on a choisi pour S un intervalle, mais S peut être
bien plus général.
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R

bS
[[

ϵ

xϵ

Fig. 1.1 La condition (II) pour un supremum.

R
a S

[[

ϵ

xϵ

Fig. 1.2 La condition (II) pour un infimum.

Remarque 1. On ne demande pas dans cette définition que b (resp. a) appartienne
à S.

Remarque 2. La condition (I) signifie que b est un majorant de S (resp. a est un
minorant de S).

Remarque 3. La condition (II) est équivalente à la propriété que, pour tout
nombre réel z < b, z n’est pas un majorant de S (resp. tout nombre réel z > a,
z n’est pas un minorant de S). Vérifions-le pour b.

Supposons d’abord que (II) est satisfait. Si le nombre réel z vérifie z < b,
alors (II) appliqué à ϵ = (b− z)/2 assure l’existence de xϵ ∈ S tel que b−xϵ ⩽ ϵ.
D’où

xϵ ⩾ b− ϵ = (2ϵ+ z)− ϵ > z

et z n’est pas un majorant de S.
Supposons ensuite que (II) n’est pas satisfait : il existe ϵ > 0 tel que, pour

tout élément x de S, b− x > ϵ. Le nombre réel z = b− ϵ < b est un majorant de
S car z > x pour tout x dans S.

Ainsi, en supposant que b (resp. a) satisfait la condition (I), la condition (II)
signifie que b est le minimum de l’ensemble des majorants de S (resp. a est le
maximum de l’ensemble des minorants de S).

Remarque 4 (unicité). S’il existe, le supremum de S est unique car il est le
minimum de l’ensemble des majorants de S. De même, s’il existe, l’infimum de
S est unique car il est le maximum de l’ensemble des minorants de S.

En résumé, il découle de sa définition que, s’il existe, le supremum (resp.
l’infimum) de S est le plus petit des majorants de S (resp. le plus grand des
minorants de S).
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1.2.4 L’axiome de la borne inférieure

Nous sommes en mesure d’énoncer l’axiome de la borne inférieure.

Axiome de la borne inférieure

Tout sous-ensemble non vide S ⊂ R∗
+ admet une borne inférieure.

1.2.5 Existence de la borne supérieure et de la borne inférieure

Pour qu’un sous-ensemble non vide S de R possède une borne supérieure (resp.
inférieure) il faut et il suffit que S soit majoré (resp. minoré).

démonstration. La condition est nécessaire, car si S admet une borne supé-
rieure b (resp. inférieure a), alors b (resp. a) est un majorant (resp. minorant)
de S. D’où S est majoré (resp. minoré).

Supposons que S soit minoré. Alors, si a est un minorant de S, on obtient
que S1 = {y − a+ 1 : y ∈ S} est un sous-ensemble non vide de R∗

+. Ainsi, grâce
au troisième axiome que vérifient les nombres réels, on sait que S1 possède une
borne inférieure, que l’on désigne par a1. Il s’ensuit, comme on peut le vérifier
aisément, que le nombre réel a1 + a − 1 est bien une borne inférieure du sous-
ensemble S.

Supposons à présent que S soit majoré et que b soit un majorant de S. Alors
le nombre réel −b est un minorant du sous-ensemble S2 = {−y : y ∈ S} de R ; ce
qui implique que S2 admet une borne inférieure a2. On en déduit immédiatement
que b2 = −a2 est une borne supérieure de S.

On a ainsi démontré que la condition était nécessaire et suffisante. ■

1.2.6 Notations

Lorsque S est un sous-ensemble majoré (resp. minoré) de R, on note sa borne
supérieure (resp. inférieure) par supS (resp. inf S).

1.2.7 Remarque

Il est très important de remarquer que si l’un ou l’autre des deux nombres réels
sup S ou inf S existe, il n’appartient pas obligatoirement à S. Par exemple,
pour l’ensemble S = [1, 2 [ : inf S = 1 ∈ S, tandis que sup S = 2 /∈ S.

1.2.8 Théorème de Heine–Borel–Lebesgue

Soit [a, b] un intervalle fermé et borné de R, A un sous-ensemble non vide de R
et δ une application de A dans R∗

+. On suppose que

[a, b] ⊂
⋃
x∈A

B(x, δ(x)).

Alors, on peut extraire de l’ensemble A un sous-ensemble fini B de manière à
avoir :

[a, b] ⊂
⋃
x∈B

B(x, δ(x)).
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démonstration. Observons d’abord qu’il existe xa ∈ A tel que a ∈ B(xa, δ(xa)).
Désignons par F l’ensemble des nombres réels y appartenant à [a, b] pour les-
quels il existe un sous-ensemble fini D(y) de l’ensemble A tel que

[a, y] ⊂
⋃

x∈D(y)

B(x, δ(x)).

L’ensemble F n’est pas vide puisqu’il contient le nombre réel a (on peut choisir

D(a) = {xa}). D’autre part il est majoré par b. Il possède donc une borne

supérieure M ∈ [a, b]. Tout z ∈ B(xa, δ(xa)) ∩ [a, b] appartient à F car on peut

choisir dans ce cas D(z) = {xa}. D’où M > a. Par hypothèse, il existe xM ∈ A

tel que M ∈ B(xM , δ(xM )). Comme xM −δ(xM ) < M , nous pouvons introduire

y ∈ F tel que y > xM − δ(xM ). Tout z ∈ B(xM , δ(xM )) ∩ [y, b] appartient à F

car on peut choisir dans ce cas D(z) = D(y) ∪ {xM}. En particulier M ∈ F . Si

M < b, on considérerait un nombre réel z ∈]M, b] tel que z ∈ B(xM , δ(xM )).

Nous obtiendrions la contradiction z ∈ F et M < z ⩽ supF = M . Ainsi

b = M ∈ F et F = [a, b]. ■

1.2.9 Remarque

D’une manière générale, la conclusion du théorème de Heine-Borel-Lebesgue
peut être mise en défaut pour des intervalles bornés mais non fermés. Par
exemple, pour l’application δ : [0, 1[→ R∗

+ définie par δ(x) = (1 − x)/2, l’en-
semble ⋃

x∈[0,1[

B(x, δ(x))

contient l’intervalle semi-ouvert et borné [0, 1[ ; mais par contre, il n’est pas
possible de trouver un sous-ensemble fini B de [0, 1[ de sorte que l’intervalle
[0, 1[ soit contenu dans ⋃

x∈B

B(x, δ(x)).

1.3 Q est dense dans R

1.3.1 Introduction

Nous allons démontrer dans cette section que l’équation x2 − 2 = 0 admet
au moins une solution dans R. Ce qui aura pour conséquence, de prouver que
l’ensemble des nombres rationnels Q est strictement inclus dans l’ensemble des
nombres réels R.

D’autre part, nous montrerons qu’entre deux nombres réels distincts, il existe
toujours un nombre rationnel. Ce résultat très important se traduit dans le
langage mathématique en écrivant que Q est dense dans R. Comme corollaire
à ce résultat, nous verrons qu’entre deux nombres rationnels distincts, il y a
toujours un nombre irrationnel.

Avant d’être en mesure de justifier ces résultats, nous devons démontrer que
R est un corps archimédien, autrement dit que R satisfait l’axiome d’Archimède.
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1.3.2 Axiome d’Archimède

Pour tout couple de nombres réels x > 0 et y ⩾ 0, il existe un entier n ⩾ 1 tel
que nx > y.

Remarque 1. Dans cet exposé des nombres réels, l’« axiome » d’Archimède porte
mal son nom. En effet, ce n’est pas un axiome dans cette présentation, mais une
proposition qui s’obtient par la preuve suivante à partir des axiomes énoncés au
paragraphe 1.1.5.

Remarque 2. Dans la preuve qui suit, la première étape consiste à montrer que
N n’a pas de majorant dans R. Ainsi non seulement N n’a pas de majorant dans
N, mais il n’a pas non plus de majorant dans R.

démonstration. Montrons d’abord que N n’a pas de majorant dans R en
supposant le contraire : N admet un majorant dans R. Par la définition de supN,
il existe x ∈ N tel que supN− x ⩽ 1/2. D’où supN ⩽ x+ 1/2 < x+ 1 ∈ N, ce
qui contredit le fait que supN est un majorant de N.

Soient maintenant des nombres réels x > 0 et y ⩾ 0. Comme y/x n’est pas
un majorant de N, il existe n ∈ N tel que n > y/x et donc nx > y. Clairement
n ̸= 0. ■

1.3.3 Partie entière d’un nombre réel

Pour tout nombre réel x, il existe un unique entier noté [x] tel que [x] ⩽ x <
[x] + 1. Cet entier [x] est appelé la partie entière du nombre réel x.

démonstration. Montrons d’abord l’existence d’un tel entier. Pour cela, sup-
posons d’abord que x soit un nombre réel positif ou nul. Du fait que R est
archimédien, on sait que le sous-ensemble {n ∈ N : n > x} de N n’est pas vide ;
la propriété du bon ordre de N implique qu’il existe un entier m ⩾ 1 tel que :
m− 1 ⩽ x < m. Il suffit donc de prendre [x] = m− 1.

Supposons à présent que x soit un nombre réel négatif. Alors, comme nous
venons de le voir, il existe un entier naturel k pour lequel, on a : k ⩽ −x < k+1,
autrement dit, −k ⩾ x > −k − 1. Ainsi, en posant

[x] =

{
−k si x ∈ Z
−k − 1 si x /∈ Z,

on obtient que : [x] ⩽ x < [x] + 1.
Supposons que k2 ⩽ k1 dans Z satisfont k1 ⩽ x < k1 + 1 et k2 ⩽ x < k2 + 1,

et montrons que k1 = k2. On obtient que k1 ⩽ x < k2 + 1 et k1 − k2 < 1. Donc
0 ⩽ k1 − k2 < 1 et ainsi k1 = k2.

■

1.3.4 Stricte inclusion de Q dans R

On sait d’après les résultats que nous avons obtenus aux paragraphes 1.1.4 et
1.1.8 que Q est inclus dans R et que d’autre part, l’équation x2 − 2 = 0 n’admet
aucune solution dans Q. Ainsi, pour démontrer que Q est strictement inclus dans
R, il nous suffit de prouver que l’équation x2 − 2 = 0 a au moins une solution
dans R.
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démonstration. Considérons le sous-ensemble S = {x ∈ R : x2 ⩽ 2} de R.
Cet ensemble n’est pas vide puisqu’il contient le nombre réel 1 et, de plus, il
est majoré par 2 car x2 > 4 > 2 pour tout x > 2. On en déduit donc que le
nombre réel c = supS existe et que c ∈ [1, 2]. Nous allons maintenant démontrer
que c2 = 2. Pour cela il nous suffit de prouver, étant donné que R est un corps
ordonné, que les deux autres cas possibles, à savoir c2 < 2 et c2 > 2, sont à
exclure.

Supposons c2 < 2. Alors, pour tout x ∈ [c, c+ 1], on obtient 0 ⩽ x− c ⩽ 1 et

x2 = (c+ (x− c))2 = c2 + 2c(x− c) + (x− c)2

⩽ c2 + 2c(x− c) + (x− c) = (2c+ 1)x− c2 − c.

Si de plus x ⩽ (2 + c2 + c)/(2c+ 1), on en déduit x2 ⩽ 2. Un tel nombre réel x
satisfait x ∈ S. On peut choisir par exemple

x =
c2+2
2 + c2 + c

2c+ 1
= c+

2− c2

4c+ 2
∈ ]c, c+ 1[ .

Il en résulte, puisque x ∈ S, la contradiction c = supS ⩾ x > c.
Supposons à présent que c2 > 2. Alors, pour tout nombre réel x,

x2 = (c+ (x− c))2 = c2 + 2c(x− c) + (x− c)2

⩾ c2 + 2c(x− c) = 2cx− c2.

Si de plus x > (2 + c2)/(2c), on en déduit x2 > 2. Un tel nombre réel x n’est
donc pas dans S. D’où S est majoré par (2 + c2)/(2c) et

c = supS ⩽ (2 + c2)/(2c),

c’est-à-dire, c2 ⩽ 2, ce qui est une contradiction. ■

1.3.5 Généralisation

Soit z ∈ R. On prouve de même que, si z > 0, alors il existe un nombre réel
c > 0 tel que c2 = z, que l’on notera c =

√
z (la racine carrée positive de z). On

notera aussi
√
0 = 0. Ainsi

√
z ⩾ 0 pour tout nombre réel z ⩾ 0. En résumé, on

obtient pour tout z ∈ R que

{x ∈ R : x2 = z} =

 {−√
z,

√
z } si z > 0,

{0} si z = 0,
∅ (ensemble vide) si z < 0.

Si z > 0, on appellera −√
z la racine carrée négative de z. Au paragraphe 1.3.4,

on a prouvé que
√
2 est irrationnel.

1.3.6 Q est dense dans R

Soit x < y deux nombres réels. Alors, il existe un nombre rationnel r tel que
x < r < y.
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démonstration. Par hypothèse, on a que y − x > 0 ; ce qui implique, du fait
que R est archimédien, qu’il existe un entier n ⩾ 1 tel que n(y−x) > 1 ou encore
(y − x) > 1/n. Ainsi, en posant :

r =
[nx] + 1

n
,

on obtient que

x < r =
[nx] + 1

n
=

[nx]

n
+

1

n
⩽ x+

1

n
< x+ (y − x) = y.

■

1.3.7 Corollaire

Soit p < q deux nombres rationnels. Alors, il existe un nombre irrationnel z tel
que p < z < q.

démonstration. Étant donné que Q est dense dans R, on sait qu’il existe un
nombre rationnel r ̸= 0 tel que

p√
2
< r <

q√
2
.

D’où p < r
√
2 < q. Puisque

√
2 est un nombre irrationnel, on en déduit immé-

diatement que r
√
2 est un nombre irrationnel qui satisfait la conclusion de ce

corollaire. ■

1.4 Valeur absolue d’un nombre réel

1.4.1 Définition de la valeur absolue d’un nombre réel

À tout nombre réel x, on associe le nombre réel positif ou nul |x| défini par

|x| =
{

−x six < 0
x six ⩾ 0.

Ce nombre réel |x| est appelé la valeur absolue du nombre réel x.

1.4.2 Propriétés de la valeur absolue d’un nombre réel

• |x| = 0 est équivalent à x = 0 ;
• pour tout couple de nombres réels x et y : |xy| = |x| · |y| ;
• pour tout couple de nombres réels x et y ̸= 0 : |x/y| = |x|/|y| ;
• pour tout nombre réel x : −|x| ⩽ x ⩽ |x| ;
•
√
x2 = |x| pour tout nombre réel x .

1.4.3 Inégalité triangulaire

Pour tout couple de nombres réels x et y, on a : |x+ y| ⩽ |x|+ |y|.
démonstration. Si x + y ⩾ 0, alors |x + y| = x + y ⩽ |x| + |y| ; de même si
x+ y ⩽ 0, on a : |x+ y| = −(x+ y) = (−x) + (−y) ⩽ | − x|+ | − y| = |x|+ |y|.

■
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1.4.4 Inégalité triangulaire inverse

Pour tout couple de nombres réels x et y, on a : |x− y| ⩾ | |x| − |y| |.
démonstration. On déduit de l’inégalité |x| = |(x − y) + y| ⩽ |x − y| + |y|
que |x| − |y| ⩽ |x − y|. De même, |y| = |(y − x) + x| ⩽ |x − y| + |x| entrâıne
que −|x− y| ⩽ |x| − |y|. D’où −|x− y| ⩽ |x| − |y| ⩽ |x− y| ou encore |x− y| ⩾
| |x| − |y| | . ■

1.4.5 Caractérisation du nombre réel zéro

Le nombre réel zéro se distingue de tous les autres éléments de R par le fait qu’il
est le seul à être en valeur absolue aussi petit que l’on veut. Autrement dit, un
nombre réel x est égal à zéro si et seulement si pour tout nombre réel ϵ > 0, on
a : |x| ⩽ ϵ.

1.4.6 Caractérisation d’un sous-ensemble borné de R

Un sous-ensemble non vide S de R est borné si et seulement s’il existe un nombre
réel M ⩾ 0 tel que la relation x ∈ S implique |x| ⩽M .

démonstration. Supposons que S soit un sous-ensemble borné de R. Alors S
admet un majorant b ∈ R et un minorant a ∈ R, qui satisfont a ⩽ x ⩽ b pour
tout x ∈ S. Par suite, en posant M = max {|a|, |b|}, on obtient que pour tout
x ∈ S : −M ⩽ a ⩽ x ⩽ b ⩽M ; ce qui revient à dire que |x| ⩽M .

Réciproquement, supposons qu’il existe un nombre réel M ⩾ 0 tel que pour
tout élément x de S : |x| ⩽ M . Alors, M est un majorant et −M un minorant
de l’ensemble S, de sorte que S est borné. ■

1.5 Droite numérique achevée

1.5.1 Définition de la droite numérique achevée

On désigne par R l’ensemble obtenu par l’adjonction à R de deux éléments, notés
−∞ et +∞. Ainsi, R = R ∪ {−∞,+∞}.

On prolonge à R la relation d’ordre sur R en posant :

−∞ < +∞

et pour tout nombre réel x,

−∞ < x < +∞.

L’ensemble R muni de cette relation d’ordre est appelé la droite numérique
achevée. R est donc un ensemble ordonné mais contrairement à R il admet un
plus petit élément, à savoir −∞ et un plus grand élément, à savoir +∞.

1.5.2 Remarque

Contrairement à R, l’ensemble R n’est muni d’aucune loi de composition interne
(+, ·). Par exemple, des expressions telles que

(−∞) + (+∞)
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ou
0 · (+∞)

n’ont aucun sens.

1.5.3 Intervalles non bornés de R

Pour tout nombre réel a, l’ensemble des x tel que x > a (resp. x ⩾ a) est
appelé l’intervalle ouvert (resp. fermé) et non borné commençant en a, on le
note ]a,+∞[ (resp. [a,+∞[). De même, l’ensemble des x < b (resp. x ⩽ b) est
appelé l’intervalle ouvert (resp. fermé) et non borné finissant en b, on le note
]−∞, b[ (resp. ]−∞, b]). L’ensemble des nombres réels R est tout naturellement
désigné par l’intervalle non borné ]−∞,+∞[.

1.6 Exercices

1.6.1 Soit x < y deux nombres réels. Montrer que pour tout nombre z > 0 :
xz < yz.

1.6.2 Montrer que pour tout nombre réel x ̸= 0 et tout y ∈ R : x2 + y2 > 0.

1.6.3 Soit x et y deux nombres réels tels que 0 < x < y. Montrer que pour tout
entier n > 0 : xn < yn.

1.6.4 Vérifier que pour tout nombre réel x ̸= 1 et tout entier n ⩾ 1 :

1 + x+ ...+ xn =
1− xn+1

1− x
.

En déduire que pour tout entier n ⩾ 1 :

1 +
1

2
+ ...+

1

2n
< 2.

1.6.5 Trouver l’ensemble des nombres réels qui satisfont l’inégalité (x+1)2−|x−
2| ⩾ 0.

1.6.6 Déterminer tous les nombres réels qui vérifient l’inégalité

x

x+ 1
⩾

x

3x+ 2
.

1.6.7 Soit x un nombre réel positif et soit y ∈ R. Montrer qu’il existe un unique
entier relatif q tel que y = qx+ r avec 0 ⩽ r < x.

1.6.8 Démontrer que tout intervalle ouvert non vide de R contient un nombre
infini de rationnels et un nombre infini d’irrationnels.

1.6.9 Montrer qu’il n’existe aucun sous-ensemble fini B de N∗ tel que

]0, 1[ =
⋃
n∈B

]1/n, 1 [.
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1.6.10 Soit S un sous-ensemble borné deR. Montrer que l’ensemble {|x| : x ∈ S}
admet le nombre réel max{| supS|, | inf S|} pour borne supérieure.

1.6.11 Montrer que le corps des nombres rationnels Q ne vérifie pas le troisième
axiome donné au paragraphe 1.1.5.

1.6.12 Soit A et B deux sous-ensembles disjoints non vides de R dont la réunion
est R tout entier, et supposons que pour tout a ∈ A et tout b ∈ B, on ait :
a < b. Montrer qu’il existe un nombre réel c tel que les relations a ∈ A et b ∈ B
impliquent a ⩽ c ⩽ b.



Chapitre 2

Nombres complexes

2.1 Définitions et propriétés

2.1.1 Définitions

L’ensemble C des nombres complexes est constitué de R2 muni des deux opéra-
tions suivantes (addition et multiplication) :

(x, y) + (a, b) = (x+ a, y + b) et (x, y)(a, b) = (xa− yb, ya+ xb).

On peut vérifier que C est un corps (voir les axiomes d’un corps au § 1.1.5).
Observez que l’addition est l’addition usuelle dans R2. Comme

(x, 0) + (a, 0) = (x+ a, 0)

et
(x, 0)(a, 0) = (xa− 0 · 0 , 0 · a+ x · 0) = (xa, 0)

pour tous x, a ∈ R, il est usuel d’identifier le nombre complexe (x, 0) avec le
nombre réel x ∈ R. En particulier le nombre complexe (0, 0) est identifié avec le
nombre réel 0.

Le nombre complexe (0, 1) est noté i = (0, 1) et il est parfois appelé l’unité
imaginaire . Il satisfait

(0, 1)(0, 1) = (0 · 0− 1 · 1 , 1 · 0 + 0 · 1) = (−1, 0),

ce qui s’écrit aussi

i2 = −1

grâce à l’identification de (−1, 0) avec −1 ∈ R. De même (−i)2 = −1, où −i =
(0,−1).

Alors que l’équation z2 = −1 n’a aucune solution z dans R, elle admet ainsi
i et −i comme solutions dans C.

Pour x, y ∈ R, on obtient

(x, 0) + (0, 1)(y, 0) = (x, 0) + (0 · y − 1 · 0 , 1 · y + 0 · 0) = (x, 0) + (0, y) = (x, y),

ce qui s’écrit aussi

x+ iy = (x, y).
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Ainsi, au lieu de la notation z = (x, y) ∈ C, on peut utiliser les notations plus
usuelles z = x + iy ou z = x + y i. L’expression x + iy ou x + y i est appelée la
forme cartésienne de z.

Étant donné z = x+ iy avec x, y ∈ R, nous dirons que :
• x est la partie réelle de z, notée x = Re z,
• y est la partie imaginaire de z, notée y = Im z.

En particulier, comme x = (x, 0) = x+ i · 0, on obtient

Re x = x et Im x = 0,

et, comme i = (0, 1) = 0 + i · 1, on obtient aussi

Re i = 0 et Im i = 1 ∈ R.

Lorsque x = 0 et y ̸= 0, z = iy est appelé nombre purement imaginaire.

2.1.2 Propriétés de base

Somme de deux nombres complexes

Sous forme cartésienne, elle s’écrit (x+ iy) + (a+ ib) = (x+ a) + i(y + b)
ou encore

Re (z + w) = Re z +Re w et Im (z + w) = Im z + Im w

avec z = x+ iy, w = a+ ib et x, y, a, b ∈ R.

Différence de deux nombres complexes

(x+ iy)− (a+ ib) = (x− a) + i(y − b).

Multiplication

Sous forme cartésienne, au lieu d’utiliser la définition, on peut aussi utiliser les
axiomes d’un corps et i2 = −1, ce qui donne

(x+ iy)(a+ ib) = xa+ iya+ xib+ iyib = xa+ i2yb+ i(ya+ xb)

= (xa− yb) + i(ya+ xb),

et on retrouve bien la définition (x, y)(a, b) = (xa− yb, ya+ xb).

Division

Si de plus a+ ib ∈ C∗ = C\{0} (avec a, b ∈ R), on a

x+ iy

a+ ib
=
x+ iy

a+ ib

a− ib

a− ib
=

(x+ iy)(a− ib)

a2 + iba− iab− i2b2
=

(x+ iy)(a− ib)

a2 + b2
,

où on a multiplié par
a− ib

a− ib
et utilisé i2 = −1. D’où

x+ iy

a+ ib
=
xa− i2yb+ i(ya− xb)

a2 + b2
=
xa+ yb

a2 + b2
+ i

ya− xb

a2 + b2
.

Voici deux nouvelles définitions utiles :
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Conjugaison

Le conjugué de w = a+ ib ∈ C (a, b ∈ R) est par définition le nombre complexe
w = a− ib.

Module

Le module de w = a + ib ∈ C (a, b ∈ R) est défini par |w| =
√
a2 + b2 ∈ R.

Puisque (a+ ib)(a− ib) = a2 − i2b2 = a2 + b2, on a l’identité

ww = |w|2 .

Il en résulte w
w

|w|2 = 1 et

w−1 =
w

|w|2 =
a

a2 + b2
− i

b

a2 + b2
pour w = a+ ib ∈ C∗ (a, b ∈ R).

Remarque. Le corps C n’est pas un corps ordonné (voir la définition axiomatique
au § 1.1.5). En effet, si le corps C pouvait être muni d’une inégalité ⩽ satisfaisant
aux axiomes d’un corps ordonné, nous obtiendrions une contradiction comme
suit.

Pour tout élément z d’un corps ordonné, 0 ⩽ z · z = z2 (voir le second
exercice ci-dessous). De plus −1 < 0, c’est-à-dire, −1 ⩽ 0 et −1 ̸= 0 (voir le
second exercice ci-dessous). En choisissant z = i, on obtiendrait 0 ⩽ i2 = −1, en
contradiction avec −1 < 0.

Exercice

Dans un corps, prouver à partir des axiomes que, pour tout élément z,

• z · 0 = 0 en considérant l’expression z · (0 + 0),
• (−1) · z = −z en considérant l’expression ((−1) + 1) · z,
• (−z)2 = z2 en considérant l’expression (−z) · ((−z) + z).

Exercice

Dans un corps ordonné, prouver à partir des axiomes que :

• 0 ⩽ −z ⇔ z ⩽ 0 pour tout élément z,
• 0 ⩽ z2 pour tout élément z,
• 0 ⩽ 1 et −1 ⩽ 0.

2.1.3 Exemples

1) Pour y ∈ ]0,+∞[, (−iy)2 = (iy)2 = i2y2 = −y2 . Ainsi −y2 ∈ ]−∞, 0[ a
deux racines carrées dans C : iy et −iy.

2) (x+ iy)2 = x2 + (iy)2 + 2xiy = (x2 − y2) + i(2xy) pour tous x, y ∈ R. Il en
résulte que, en 1), iy et −iy sont les seules racines carrées dans C.
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3) Pour z = x+ iy avec x, y ∈ R et n ∈ N∗,

zn = (x+ iy)n =

n∑
k=0

n!

k!(n− k)!
xk(iy)n−k =

n∑
k=0

n!

k!(n− k)!
in−kxkyn−k

où

i0 = 1, i1 = i, i2 = −1, i3 = i2 ·i = −i, i4 = i3 ·i = −i2 = 1, i5 = i4 ·i = i, . . .

4) (2 + i)3 = 23 + 3 · 22 · i + 3 · 2 · i2 + i3 = 8 + 12 · i− 6− i = 2 + 11i.

2.1.4 Propriétés de la conjugaison

Proposition

1) z + w = z + w, 2) z − w = z − w, 3) zw = z · w,
4) z/w = z/w si w ̸= 0, 5) |z| = |z|, 6) z = z,

7) Re z =
z + z

2
, 8) Im z =

z − z

2i
.

démonstration. Soient x, y, a, b ∈ R, z = x+ iy et w = a+ ib.

1)

(x+ iy) + (a+ ib) = (x+ a) + i(y + b) = (x+ a)− i(y + b)

= (x− iy) + (a− ib) = x+ iy + a+ ib.

Les preuves sont analogues pour 2), 3) et 4).

5) |x+ iy | = |x− iy| =
√
x2 + (−y)2 =

√
x2 + y2 = |x+ iy|.

6) x+ iy = x− iy = x+ iy.

7) et 8) z + z = (x+ iy) + (x− iy) = 2x et z − z = (x+ iy)− (x− iy) = 2iy. ■

2.1.5 Le plan complexe

Par définition de C, les nombres complexes sont des couples de nombres réels.
Pour cette raison, le plan euclidien est aussi appelé le plan complexe et les
nombres complexes peuvent être représentés comme dans la figure 2.1. Le nombre
complexe z = x+ iy est identifié au point (x, y) ∈ R2.

Son conjugué z = x − iy est identifié au point symétrique (x,−y) ∈ R2 par
rapport à l’axe horizontal. L’addition (x+ iy) + (a+ ib) correspond à l’addition
vectorielle usuelle (fig. 2.1).

Multiplié par i, le nombre complexe z = x+iy subit une rotation d’angle π/2
(en radians). En effet i(x+ iy) = ix+ i2y = −y + ix (fig. 2.2).
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R

iR

z

w

z + w

1 2

i

2i

0

R

iR

0 1 2

−i

−2i

i

2i

z̄

z

Fig. 2.1 Addition et conjugaison dans le plan complexe.

R

iR

iz = −y + ix

z = x+ iyπ
2

−y x

iy

ix

0

Fig. 2.2 Multiplication par i.

2.1.6 Un cercle représenté dans le plan complexe

L’ensemble {z ∈ C : |z − (1− i)| = 2} représente un cercle de rayon 2 centré en
1− i. Pour le voir, écrivons z = x+ iy avec x, y ∈ R. On obtient

4 = |z − (1− i)|2 = |(x− 1) + i(y + 1)|2 = (x− 1)2 + (y + 1)2 ,

qui est l’équation cartésienne du cercle (fig. 2.3).
Plus généralement, pour z0 ∈ C et r ∈]0,+∞[, l’ensemble

{z ∈ C : |z − z0| = r}

représente un cercle de rayon r centré en z0 .
En effet, pour z = x + iy et z0 = x0 + iy0 avec x, y, x0, y0 ∈ R, le nombre

réel |z − z0| =
√
(x− x0)2 + (y − y0)2 est la distance entre les points (x, y) et

(x0, y0) dans R
2.
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R

iR

0

•
1− i

2

Fig. 2.3 Un cercle dans le plan complexe.

2.2 Forme polaire

2.2.1 Définition de la forme polaire

Nous supposerons une connaissance de base des fonctions trigonométriques sin,
cos, tan et cot. Soit z = x + iy ∈ C∗ = C\{0} avec x, y ∈ R. Écrivons (x, y) =
(r cos θ, r sin θ) avec r > 0 et θ ∈ R. Ainsi on a

z = x+ iy = r cos θ + ir sin θ = r(cos θ + i sin θ),

où θ est défini à 2kπ près avec k ∈ Z, ce qui signifie que si r > 0 et θ ∈ R

vérifient ces égalités, alors on peut additionner ou soustraire à θ n’importe quel
multiple entier de 2π tout en préservant les égalités (fig. 2.4).

R

iR

z = x+ iy

r

θ

0

Fig. 2.4 Forme polaire.
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Terminologie

• r(cos θ + i sin θ) est la forme polaire de z.
• θ est l’argument (ou phase) de z, défini à 2kπ près avec k ∈ Z et noté
par arg z.

• r =
√
x2 + y2 = |z| est le module de z (déjà introduit ci-dessus).

2.2.2 Exemples

Voir la figure 2.5.

1) i = 0 + i · 1 = cos(π2 ) + i sin(π2 ).

2) −1 = −1 + i · 0 = cos(π) + i sin(π).

3) z = 2− 2
√
3 i, r = |z| =

√
22 + (−2

√
3 )2 =

√
16 = 4,

z = 4

(
1

2
+ i

−
√
3

2

)
= 4(cos θ + i sin θ)

et nous pouvons choisir θ = −π/3 (à 2kπ près avec k ∈ Z). Donc z =

4
(
cos(−π/3) + i sin(−π/3)

)
.

R

iR

i

π/2
−1 π

2− 2
√
3 i

4

−π/3

Fig. 2.5 Exemples.

2.2.3 Opérations sous forme polaire

La forme polaire est souvent utile pour le calcul des produits, quotients et puis-
sances de nombres complexes, comme l’illustre la proposition suivante.
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Proposition

1) Si z ∈ C∗, alors |z| = |z| et arg z = − arg z (à 2kπ près avec k ∈ Z) (fig.
2.1).

2) Pour tous θ, ϕ dans R,

(cos θ + i sin θ)(cosϕ+ i sinϕ) = cos(θ + ϕ) + i sin(θ + ϕ).

Voir la figure 2.6.

R

iR

0 1

θ

cos θ + i sin θ

ϕ
cosϕ+ i sinϕ

θ + ϕ

cos(θ + ϕ) + i sin(θ + ϕ)

Fig. 2.6 Produit de deux nombres complexes sur le cercle unité.

3) Pour tout z, w ∈ C∗, nous avons

|zw| = |z| |w| et arg(zw) = arg z + argw à 2kπ près avec k ∈ Z.
Ainsi

le produit de deux nombres complexes non nuls a pour module le
produit des modules et pour argument la somme des arguments (à 2kπ
près),

ou encore

|z|(cos θ + i sin θ) |w|(cosϕ+ i sinϕ) = |z| |w|(cos(θ + ϕ) + i sin(θ + ϕ))

avec θ, ϕ ∈ R, z = |z|(cos θ + i sin θ) et w = |w|(cosϕ+ i sinϕ).
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4) Pour tout z, w ∈ C∗, nous avons

|z/w| = |z|/|w| et arg(z/w) = arg z − argw à 2kπ près avec k ∈ Z.

5) Pour w ∈ C∗,

|w−1| = |w|−1 et arg(w−1) = − argw à 2kπ près avec k ∈ Z.

démonstration

1) Soit z = r(cos θ + i sin θ) avec r > 0 et θ ∈ R. Alors

z = r(cos θ − i sin θ) = r(cos(−θ) + i sin(−θ))

et ainsi |z| = r et arg z = −θ + 2kπ avec k ∈ Z.
2) Nous avons

(cos θ + i sin θ)(cosϕ+ i sinϕ)

= (cos θ cosϕ− sin θ sinϕ) + i(cos θ sinϕ+ sin θ cosϕ).

En utilisant les formules trigonométriques

cos(θ+ϕ) = cos θ cosϕ− sin θ sinϕ et sin(θ+ϕ) = sin θ cosϕ+cos θ sinϕ,

nous déduisons que

(cos θ + i sin θ)(cosϕ+ i sinϕ) = cos(θ + ϕ) + i sin(θ + ϕ).

3) Soit z = |z|(cos θ + i sin θ) et w = |w|(cosϕ + i sinϕ) avec θ, ϕ ∈ R. Par la
partie 2),

zw = |z| |w|(cos θ+i sin θ)(cosϕ+i sinϕ) = |z| |w|(cos(θ+ϕ)+ i sin(θ+ϕ)).

Ainsi |zw| = |z| |w| et arg(zw) = θ + ϕ+ 2kπ avec k ∈ Z.
4) Comme z = ( z

w )·w, la partie 3) donne |z| = | zw | |w| et arg z = arg( z
w )+argw

à 2kπ près avec k ∈ Z.
5) La dernière partie est un cas particulier de la partie 4).

■

Remarque. Par récurrence, il résulte de la troisième partie que

{|z|(cos θ + i sin θ)}n = |z|n(cos(nθ) + i sin(nθ))

pour tout entier n ⩾ 1. Nous reviendrons sur cette remarque aux paragraphes 2.3.3
et 2.3.4.
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2.3 Fonction exponentielle complexe,
formules d’Euler et de Moivre

2.3.1 La fonction exponentielle complexe

Pour z = x+iy ∈ C (avec x, y ∈ R), nous définissons ez = exp(z) par

ez ≡ exp(z) := ex(cos y + i sin y) = eRe z(cos(Im z) + i sin(Im z)),

où ex ∈ R est la fonction exponentielle réelle usuelle. Nous en donnerons une
définition rigoureuse au chapitre 7.

Propriétés

1) |ez| = ex = eRe z .

2) arg(ez) = y = Im z à 2πk près avec k ∈ Z.
3) si z ∈ R (⇔ y = 0 ⇔ z = x), alors ez = ex, autrement dit, ez est la fonction

exponentielle réelle usuelle.

4)

ez+2kπi = ez

pour tout z ∈ C et k ∈ Z, car z + 2kπi = x+ i(y + 2kπ) et

ez+2kπi = ex{cos(y + 2kπ) + i sin(y + 2kπ)} = ex(cos y + i sin y) = ez.

5)

ez+w = ezew

pour tout z = x+ iy, w = a+ ib (avec x, y, a, b ∈ R) car

e(x+iy)+(a+ib) = e(x+a)+i(y+b) = ex+a{cos(y + b) + i sin(y + b)}
§2.2.3(2)

= ex+a(cos y + i sin y)(cos b+ i sin b)

= ex(cos y + i sin y)ea(cos b+ i sin b) = ex+iyea+ib .

2.3.2 Formule d’Euler

Pour θ ∈ R et z = iθ, nous obtenons Re z = 0, Im z = θ et

eiθ = cos θ + i sin θ, θ ∈ R (Euler).

En particulier,

e2kπi = 1 pour tout k ∈ Z et eiπ = −1.
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Notons que, pour θ, ϕ ∈ R,

eiθ = eiϕ ⇔ il existe k ∈ Z tel que θ = ϕ+ 2kπ.

Plus généralement, pour z = |z|(cos θ + i sin θ) avec |z| > 0 et θ ∈ R, nous
obtenons

z = |z|eiθ,

qui est une autre manière d’écrire z sous forme polaire.

2.3.3 Formule de Moivre

Proposition

Pour tout r > 0, θ ∈ R et n ∈ N∗,

(
r(cos θ + i sin θ)

)n
= rn(cos(nθ) + i sin(nθ)).

La formule de Moivre s’écrit aussi de la manière suivante :

(
reiθ

)n
= rneinθ.

démonstration. Par récurrence. Cette dernière formule est trivialement sa-
tisfaite pour n = n0 = 1. Supposons-la vraie pour n ⩾ n0 et montrons-la pour
n+ 1 : (

reiθ
)n+1

= reiθ
(
reiθ

)n récurrence
= reiθrneinθ = rn+1ei(n+1)θ .

■

2.3.4 Application : calcul de zn sous forme polaire

Pour z ∈ C∗ et n ∈ N∗, écrivons z = |z|eiθ avec θ ∈ R. Par la formule de Moivre,
zn = |z|neinθ.

Ainsi |zn| = |z|n et arg(zn) = n arg(z) à 2kπ près avec k ∈ Z.
Lorsqu’il est possible de déterminer explicitement arg z et n est grand, cette

méthode est plus simple que celle vue à l’exemple 3 du paragraphe 2.1.3.

Exemple 1. Considérons z =
√
3 + i, n = 7, zn = (

√
3 + i)7.

Écrivons z sous forme polaire :
√
3 + i = r(cos θ + i sin θ), r > 0, θ ∈ R,

r = |
√
3 + i| =

√
3 + 1 = 2,

z =
√
3 + i = 2(

√
3
2 + i 12 ) ⇒ cos θ =

√
3
2 , sin θ =

1
2

⇒ θ = π/6 à 2kπ près avec k ∈ Z (fig. 2.7).
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R

iR

√
3 + i2

π/6

0

Fig. 2.7 Le nombre complexe
√
3 + i sous forme polaire.

Ainsi z = 2eiπ/6 et

z7 = 27ei7π/6 = 27ei(
π
6 +π) = −27eiπ/6

= −27
(
cos

π

6
+ i sin

π

6

)
= −27

(√
3

2
+ i

1

2

)
= −26(

√
3 + i) = −64(

√
3 + i).

Exemple 2.(√
3 − i√
3 + i

)4

=

(
2e−iπ/6

2eiπ/6

)4

=
(
e−iπ/3

)4
= e−i4π/3 = ei2π/3 = −1

2
+ i

√
3

2

Exemple 3.
À partir des formules trigonométriques

cos(θ + ϕ) = cos θ cosϕ− sin θ sinϕ et sin(θ + ϕ) = sin θ cosϕ+ cos θ sinϕ

(θ, ϕ ∈ R), on peut obtenir des formules pour cos(nθ) et sin(nθ), n ∈ N∗. Par
exemple, en choisissant θ = ϕ, on obtient

cos(2θ) = cos2 θ − sin2 θ et sin(2θ) = sin θ cos θ + cos θ sin θ = 2 sin θ cos θ.

Des formules pour cos(nθ) et sin(nθ) peuvent aussi être obtenues en associant
la formule de Moivre avec l’exemple 3 du paragraphe 2.1.3. Par exemple, par le
paragraphe 2.1.3,

(cos θ+i sin θ)2 = cos2 θ+i2 sin2 θ+2i cos θ sin θ = (cos2 θ−sin2 θ)+i(2 cos θ sin θ).

D’autre part, par la formule de Moivre, (cos θ + i sin θ)2 = cos(2θ) + i sin(2θ).
D’où cos(2θ) = cos2 θ − sin2 θ et sin(2θ) = 2 cos θ sin θ.

2.4 Racines des nombres complexes

2.4.1 Formule pour les racines des nombres complexes

Les racines des nombres complexes, c’est-à-dire les solutions de l’équation zn = w
pour w ∈ C∗ et n ∈ N∗, peuvent être obtenues comme suit.



Nombres complexes 29

Proposition

Soit w sous forme polaire

w = seiϕ avec s > 0, ϕ ∈ R.

Alors

{
z ∈ C∗ : zn = w

}
=
{

n
√
s ei

ϕ+2kπ
n : k = 0, 1, . . . , n− 1

}
,

où n
√
s est la racine n-ième de s appartenant à ]0,+∞[.

Remarque. Le nombre complexe w = 0 n’a qu’une seule racine n-ième dans C,
0 lui-même.

démonstration. Soit z = reiθ avec r > 0 et θ ∈ R. Par la formule de Moivre,

zn = rneinθ = seiϕ .

Donc rn = s et nθ = ϕ+ 2kπ avec k ∈ Z. Ainsi r = n
√
s > 0 et θ = ϕ+2kπ

n pour
k = 0, 1, . . . , n − 1. Observons que le choix k = n donne la même racine que le
choix k = 0 :

n
√
s ei

ϕ+2nπ
n = n

√
s ei

ϕ
n .

■

Exemple. Trouvons toutes les racines cubiques dans C de 8i. Nous avons 8i =
8eiπ/2 et donc{

z ∈ C∗ : z3 = 8i
}
=

{
2 exp

(
i
π
2 + 2kπ

3

)
: k = 0, 1, 2

}
.

Nous obtenons ainsi trois racines cubiques z1, z2 et z3 correspondant à k = 0,
k = 1 et k = 2 :

• k = 0 : z1 = 2eiπ/6 = 2
(
cos π

6 + i sin π
6

)
= 2

(√
3
2 + i 12

)
=

√
3 + i,

• k = 1 : z2 = 2ei5π/6 = 2
(
cos 5π

6 + i sin 5π
6

)
= 2

(
−

√
3
2 + i 12

)
= −

√
3 + i,

• k = 2 : z3 = 2ei9π/6 = 2ei3π/2 = 2
(
cos 3π

2 + i sin 3π
2

)
= 2 (0− i) = −2i.

Voir la figure 2.8.

Interprétation géométrique. Plus généralement, les racines n-ièmes de w = seiϕ

(avec s > 0, ϕ ∈ R) sont situées sur un cercle de rayon n
√
s > 0, aux sommets

d’un polygone régulier à n côtés (fig. 2.9).
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R

iR

0 2

z1z2

z3

Fig. 2.8 Les racines cubiques de 8i sont sur un cercle de rayon 2, aux sommets d’un
triangle équilatéral.

R

iR

0
6
√
s

ϕ/6

z1

z2

z3

z4

z5

z6

Fig. 2.9 Les racines 6-ièmes de w ∈ C∗ sont situées sur un cercle de rayon 6
√
s > 0,

aux sommets d’un hexagone régulier. Ici ϕ ∈ [0, 2π[.

2.4.2 Racines n-ièmes complexes de 1

Dans le cas particulier w = 1, on obtient

{
z ∈ C∗ : zn = 1

}
=
{
ei2kπ/n : k = 0, 1, . . . , n− 1

}
pour tout n ∈ N∗.
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Exemple. Pour w = 1, nous obtenons trois racines cubiques z1, z2 et z3 corres-
pondant à k = 0, k = 1 et k = 2 :

• k = 0 : z1 = ei·0 = cos 0
3 + i sin 0

3 = 1,

• k = 1 : z2 = ei2π/3 = cos 2π
3 + i sin 2π

3 = − 1
2 + i

√
3
2 ,

• k = 2 : z3 = ei4π/3 = cos 4π
3 + i sin 4π

3 = − 1
2 − i

√
3
2 .

Voir la figure 2.10.

R

iR

0

z1 = 1

z2

z3

Fig. 2.10 Les racines cubiques de 1.

2.4.3 Racines carrées complexes

Dans le cas particulier n = 2, nous obtenons pour w ∈ C∗

{
z ∈ C∗ : z2 = w

}
=
{
|w|1/2eiϕ/2 , −|w|1/2eiϕ/2

}
,

où |w|1/2 est dans ]0,+∞[ et ϕ = argw. En effet

ei
ϕ+2π

2 = eiϕ/2eiπ = −eiϕ2 .

Ainsi w ∈ C∗ a deux racines carrées z1 et z2 avec z2 = −z1.
Remarque. Parfois il est plus commode d’utiliser la forme cartésienne en posant
z = x+ iy et w = a+ ib (x, y, a, b ∈ R) :

a+ ib = w = z2 = x2 − y2 + i2xy.
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Nous sommes ainsi conduits à un système de deux équations à deux inconnues
x, y ∈ R :

{
x2 − y2 = a,
2xy = b.

Si w ̸= 0, ceci donne deux solutions z1 = x1 + iy1 et z2 = x2 + iy2 = −z1.
Une autre méthode consiste à observer que x2 + y2 = |z|2 = |w| =

√
a2 + b2

et à résoudre le système

{
x2 − y2 = a,

x2 + y2 =
√
a2 + b2 ∈ [0,+∞[ .

Cependant ce système a en général des solutions supplémentaires qui ne résolvent
pas le problème initial.

2.5 Polynômes

2.5.1 Équation polynomiale de degré 2

Proposition

Soient a, b, c ∈ C avec a ̸= 0. Soit encore w ∈ C vérifiant w2 = b2 − 4ac, que
l’on note ici w =

√
b2 − 4ac . Si de plus b2 − 4ac ∈ ]0,+∞[, on choisit comme

d’habitude w tel que w ∈ ]0,+∞[. Alors

{
z ∈ C : az2 + bz + c = 0

}
=

{
−b+

√
b2 − 4ac

2a
,
−b−

√
b2 − 4ac

2a

}
.

Remarques
• Si b2−4ac ̸= 0, alors

√
b2 − 4ac et −

√
b2 − 4ac sont les deux racines carrées

dans C de b2 − 4ac.
• Si b2 − 4ac = 0, alors

√
b2 − 4ac = −

√
b2 − 4ac = 0 et

−b+
√
b2 − 4ac

2a
=

−b−
√
b2 − 4ac

2a
=

−b
2a

.

• La formule pour les zéros d’un polynôme du second degré à coefficients
réels reste ainsi valable lorsque les coefficients sont complexes, avec une
preuve identique (voir plus bas). L’avantage dans le cas complexe est que
les racines carrées √

b2 − 4ac et −
√
b2 − 4ac

existent toujours dans C.
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démonstration

az2 + bz + c = 0 ⇔ 4a2z2 + 4abz + 4ac = 0

⇔ (2az + b)2 − b2 + 4ac = 0 ⇔ 2az + b = ±
√
b2 − 4ac

⇔ z =
−b±

√
b2 − 4ac

2a
.

■

2.5.2 Factorisation d’un polynôme à coefficients dans C

Le théorème fondamental de l’algèbre affirme que tout polynôme

P (z) = anz
n + . . .+ a1z + a0 (2.1)

avec des coefficients complexes a0, . . . , an ∈ C et de degré n ⩾ 1 (autrement dit,
an ̸= 0) a au moins une racine ou zéro dans C. Voici une autre manière d’énoncer
ce résultat :

Tout polynôme P (z) =

n∑
k=0

akz
k avec n ⩾ 1, a0, . . . , an ∈ C et an ̸= 0 peut

s’écrire sous la forme

P (z) = an(z − z1)
m1 · . . . · (z − zp)

mp = an

p∏
k=1

(z − zk)
mk

pour certains p,m1, . . . ,mp ∈ N∗ tels que m1+ . . .+mp = n et des nombres
complexes distincts z1, . . . , zp ∈ C.

Ici z1, . . . , zp ∈ C sont les racines de P (z) de multiplicités respectivesm1, . . . ,mp.

Exemple 1. z2 − 2z + 1 = (z − 1)2.

Exemple 2. z2 − 1 = (z + 1)(z − 1).

Exemple 3.

z3 − 1 = (z − 1)(z2 + z + 1)

= (z − 1)

(
z −

(
−1

2
+ i

√
3

2

))(
z −

(
−1

2
− i

√
3

2

))
.

2.5.3 Factorisation d’un polynôme à coefficients dans R

Dans (2.1), si a0, . . . , an ∈ R, alors P (z) = 0 implique P (z) = 0.
En effet

P (z) =

n∑
k=0

akz̄
k =

n∑
k=0

akzk =

n∑
k=0

akzk =

n∑
k=0

akzk =

n∑
k=0

akzk = P (z) = 0.
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Si a0, . . . , an ∈ R et P (z0) = 0 avec z0 ∈ C\R, observons que P (z0) = 0 et que

(z − z0)(z − z0) = z2 − (2Re z0)z + |z0|2

est un polynôme à coefficients réels, de degré 2, qui est irréductible sur R, ce
qui signifie qu’il ne peut pas s’écrire comme un produit de deux polynômes à
coefficients réels et de degrés au moins 1. Il en résulte la conséquence suivante.

Tout polynôme P (z) =

n∑
k=0

akz
k avec n ⩾ 1, coefficients réels a0, . . . , an ∈ R

et an ̸= 0 peut s’écrire sous la forme

P (z) = an(z − t1)
m1 · . . . · (z − tq)

mq

×
(
z2 − (2Re z1)z + |z1|2

)k1 · . . . ·
(
z2 − (2Re zp)z + |zp|2

)kp

pour certains q, p,m1, . . . ,mq, k1, . . . , kp ∈ N tels que

m1 + . . .+mq + 2k1 + . . .+ 2kp = n,

des nombres réels distincts t1, . . . , tq ∈ R et

z1, . . . , zp ∈ {z ∈ C : Im z > 0}

distincts. De plus, m1, . . . ,mq ⩾ 1 si q ⩾ 1, et k1, . . . , kp ⩾ 1 si p ⩾ 1.

Ici t1, . . . , tq sont les racines réelles de P (z) de multiplicités respectivesm1, . . . ,mq.
Les racines dans C\R sont z1, . . . , zp et z1, . . . , zp de multiplicités respectives
k1, . . . , kp. Si q = 0, alors p ⩾ 1 et

P (z) = an
(
z2 − (2Re z1)z + |z1|2

)k1 · . . . ·
(
z2 − (2Re zp)z + |zp|2

)kp
.

Si p = 0, alors q ⩾ 1 et P (z) = an(z− t1)
m1 · . . . · (z− tq)

mq . En bref,

tout polynôme non constant à coefficients réels peut être factorisé en poly-
nômes à coefficients réels de degrés 1 et 2 irréductibles sur R.

Exemple. Le polynôme 4z3 +2z2 − z+1 s’annule en z = −1. En effectuant une
division polynomiale par z + 1, on obtient

4z3 + 2z2 − z + 1 = 4z2(z + 1)− 2z2 − z + 1

= 4z2(z + 1)− 2z(z + 1) + z + 1 = (4z2 − 2z + 1)(z + 1).

Comme le polynôme du second degré à coefficients réels 4z2− 2z+1 ne s’annule
pas sur R, il est bien irréductible sur R.
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2.6 Autres fonctions complexes

2.6.1 Les fonctions trigonométriques et hyperboliques complexes

Pour θ ∈ R, nous avons eiθ = cos θ + i sin θ (formule d’Euler) et

ei(−θ) = cos(−θ) + i sin(−θ) = cos θ − i sin θ.

D’où

cos θ =
eiθ + e−iθ

2
et sin θ =

eiθ − e−iθ

2i
.

Pour z ∈ C, ceci conduit aux définitions

cos z :=
eiz + e−iz

2
et sin z :=

eiz − e−iz

2i
.

Anticipons sur le chapitre 7. Nous y verrons les définitions des fonctions
hyperboliques réelles (§7.5) :

coshx :=
ex + e−x

2
et sinhx :=

ex − e−x

2
, x ∈ R.

Pour z ∈ C, les fonctions hyperboliques complexes sont définies de manière
similaire aux fonctions hyperboliques réelles :

cosh z :=
ez + e−z

2
et sinh z :=

ez − e−z

2
,

où ez et e−z sont les exponentielles complexes.
Pour z ∈ C, il s’ensuit immédiatement que

cos z = cosh(iz) et sin z = sinh(iz)/i = −i sinh(iz) .

2.6.2 Le logarithme complexe

La fonction exponentielle complexe a été définie par

ez = ex(cos y + i sin y)

pour z = x + iy avec x, y ∈ R. Pour w = |w|(cos θ + i sin θ) ∈ C∗ avec θ ∈ R,
nous obtenons

w = ez ⇔ |w|(cos θ + i sin θ) = ex(cos y + i sin y)

⇔
(
|w| = ex et ∃k ∈ Z y = θ+2kπ

)
⇔
(
x = ln(|w|) et ∃k ∈ Z y = θ+2kπ

)
.

Ici ln : ]0,+∞[→ R est la fonction réelle « logarithme népérien ». Pour une
présentation plus détaillée dans le cadre réel, voir §7.2.

Ainsi l’équation w = ez a une infinité de solutions z = x + iy dans C (où
x, y ∈ R). Nous noterons celle satisfaisant y ∈ ]−π, π] par lnw. Nous sommes
ainsi conduits à la définition suivante du logarithme complexe :

lnw = ln(|w|) + i argw avec argw ∈ ]−π, π]
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pour w ∈ C∗, où ln(|w|) ∈ R est le logarithme népérien de |w|. Pour w1, w2 ∈
C∗, nous obtenons l’identité

lnw1 + lnw2 = ln(w1w2) + 2kπi pour un certain k ∈ Z.

De même, pour w ∈ C∗ et n ∈ N∗,

ln(wn) = n ln(w) + 2kπi pour un certain k ∈ Z.

Par exemple

ln(i3) = ln(−i) = ln(1) + i(−π/2) = −i
π

2
,

3 ln i = 3
(
ln(1) + i

π

2

)
= i

3π

2
,

où 0 = ln(1) est le logarithme népérien de 1. D’où ln(i3) = 3 ln i− 2πi.

Le logarithme complexe permet de définir comme suit les puissances com-

plexes.

Définition. Pour z ∈ C∗ et α ∈ C, zα est défini par

zα := eα ln z.

Par exemple, ii = ei ln i = ei(iπ/2) = e−π/2.

Remarque. Le choix de l’intervalle ]−π, π] dans la définition de lnw n’est pas
le seul possible. On pourrait par exemple choisir [−π, π[ ou [0, 2π[. Ces autres
choix conduisent à des définitions différentes de lnw et de zα.



Chapitre 3

Suites de nombres réels

3.1 Définitions

3.1.1 Définition d’une suite de nombres réels

Définition. Une suite de nombres réels fait correspondre à chaque entier
naturel 0, 1, 2, 3, . . . un nombre réel x0, x1, x2, x3, . . .

La suite elle-même est alors désignée par (xn)n⩾0 ou plus simplement
par (xn).

Par exemple, en un lieu donné, on peut mesurer la température moyenne de
l’air à partir d’une certaine date. En énumérant les années à partir de l’entier
n = 0, ceci définit la suite qui, à l’année n, fait correspondre la moyenne de cette
année. Un des buts du chapitre est de développer des outils mathématiques pour
explorer comment les suites évoluent sur de longues périodes.

Le nombre réel xn est appelé le n-ième terme de la suite. D’autre part, le
sous-ensemble {xn : n ∈ N} de R est appelé l’ensemble des éléments de la suite.
Si {xn : n ∈ N} est inclus dans un ensemble E, on dit que (xn) est une suite
d’éléments de E.

Au lieu de (xn), on peut utiliser d’autres notations comme (yn), (un) ou (vn),
et il peut être commode d’utiliser les entiers positifs, ce que l’on note (xn)n⩾1

par exemple.
Voici quelques concepts de base pour décrire des comportements possibles

d’une suite.

Définitions. Une suite (xn) est dite :
• constante s’il existe C ∈ R tel que xn = C pour tout n ∈ N (on écrit
parfois (xn) ≡ C) ;

• minorée (resp. majorée) s’il existe m ∈ R (resp. M ∈ R) tel que
m ⩽ xn (resp. xn ⩽M) pour tout n ∈ N ; un tel nombre réel m (resp.
M), s’il existe, est appelé un minorant (resp. majorant) de la suite ;

• bornée si elle est minorée et majorée ;
• croissante si xn+1 ⩾ xn pour tout n ∈ N ;
• décroissante si xn+1 ⩽ xn pour tout n ∈ N ;
• strictement croissante (resp. strictement décroissante) si xn+1 > xn
(resp. xn+1 < xn) pour tout n ∈ N ;
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• monotone (resp. strictement monotone) si elle est croissante ou dé-
croissante (resp. strictement croissante ou strictement décroissante).

La terminologie « majorée », « minorée » ou « bornée » employée pour les
suites est la même que celle utilisée pour les sous-ensembles non vides de R.
Ceci se justifie par le fait qu’une suite (xn) est respectivement majorée, minorée
ou bornée si et seulement si l’ensemble {xn : n ∈ N} de ses éléments est un
sous-ensemble respectivement majoré, minoré ou borné de R.

3.1.2 Exercice VRAI/FAUX

L’affirmation suivante est-elle vraie ou fausse ?
Une suite (xn) est bornée si et seulement s’il existe un nombre réel M ⩾ 0

tel que la relation n ∈ N implique |xn| ⩽M .

□ VRAI □ FAUX

3.1.3 Exemples

Une suite (xn) est entièrement définie lorsque l’on connâıt son terme général xn,
qui peut être donné de différentes façons :

• La suite (xn =
√
n) fait correspondre à tout entier naturel n le nombre réel√

n. L’ensemble des éléments de la suite est le sous-ensemble {√n : n ∈ N}
de R, tandis que le nombre réel

√
n en est le n-ième terme.

• Le n-ième terme est donné par xn = n2.
• Le terme xn est le (n+ 1)-ième nombre premier.
• Le sous-ensemble {−1, 1} de R peut tout aussi bien désigner l’ensemble des
éléments de la suite (xn) dont le terme général est xn = (−1)n, que celui
de la suite (yn) définie par : y0 = −1 et yn = 1 si n ⩾ 1.

• Considérons la suite (xn) définie par

xn =
(−1)n

1 +
√
n
.

Il est facile de vérifier que pour tout entier naturel n :

−1 ⩽ xn =
(−1)n

1 +
√
n
⩽ 1.

Ainsi, cette suite est majorée par 1 et minorée par −1, elle est donc bornée.
De plus, pour tout n ∈ N, on a bien que |xn| ⩽ 1.

3.1.4 Exemples de suites définies par récurrence

Exemple 1. Une suite peut être définie par récurrence, comme l’illustre la suite
donnée par la formule récurrente xn+1 = x3n + 1 et x0 = 1.

Exemple 2. Considérons maintenant la suite (xn) définie par récurrence comme
suit :

xn+1 = 2− 1

xn
et x0 =

3

2
.
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Pour illustrer que les démonstrations par récurrence (§1.1.2) sont souvent na-
turelles dans ce contexte, démontrons que cette suite est bornée. A priori, il
n’est pas évident que l’on puisse trouver pour cette suite un minorant et un
majorant. Par contre, en calculant les premiers termes de la suite, on s’aper-
çoit qu’ils admettent 1 comme minorant et 2 comme majorant. D’autre part,
on remarque que pour tout entier naturel n, l’hypothèse 1 < xn < 2 implique
1 < xn+1 < 2. Comme 1 < x0 < 2, on peut conclure par récurrence que pour
tout n ∈ N : 1 < xn < 2.

Exemple 3. Soit (xn) la suite définie par

xn+1 = 2− 1

xn
et x0 = 1,

et P (n) la relation suivante : 1 < xn < 2. On vérifie facilement que pour tout
entier n ⩾ 1, P (n) implique P (n + 1). Mais par un simple calcul, on constate
que pour tout n ∈ N : xn = 1. Ici la méthode de démonstration par récurrence
ne s’applique pas car P (n0) n’est pas vraie, où n0 = 0.

Exemple 4. Considérons les deux suites (xn) et (yn) définies par récurrence par

xn+1 =
√
xnyn, yn+1 =

xn + yn
2

et 0 < x0 < y0,

où x0, y0 sont fixés. On veut démontrer que, pour tout entier n ⩾ 1, la relation
P (n) : 0 < xn−1 < xn < yn < yn−1 entre les éléments des deux suites est vraie.
De l’hypothèse 0 < x0 < y0 on déduit que

0 < x0 <
√
x0 y0 = x1 <

x0 + y0
2

= y1 < y0 ;

ce qui revient à dire que P (1) est vraie. Supposons à présent que P (n) soit vraie.
Alors de la même manière on obtient que

0 < xn <
√
xnyn = xn+1 <

xn + yn
2

= yn+1 < yn.

On a ainsi démontré que pour tout entier n ⩾ 1, P (n) implique P (n+1). Comme
de plus P (1) est vraie, on peut donc affirmer que pour tout entier n ⩾ 1 :

0 < xn−1 < xn < yn < yn−1.

3.2 Limite d’une suite

3.2.1 Introduction

Soit (xn) la suite définie par

xn = 1 +
1

1 + n
.

On s’aperçoit que plus n devient grand, moins les termes xn de la suite s’écartent
du nombre réel 1. On dit dans ce cas que la suite (xn) converge vers 1 ou bien que
le nombre réel 1 est la limite de la suite (xn). Donnons à présent une définition
précise de la limite d’une suite.
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3.2.2 Définition de la limite d’une suite

On dit qu’une suite (xn) de nombres réels est convergente et admet pour limite
le nombre réel x, ou tout simplement que la suite (xn) converge vers x si à tout
nombre réel ϵ > 0, on peut associer un entier naturel n0 tel que la relation n ⩾ n0
implique |xn − x| ⩽ ϵ. On écrit alors, lim

n→+∞
xn = x.

D’une manière générale, l’entier naturel n0 dépend du nombre réel ϵ. Par
exemple, dans la figure 3.1, xn est dans l’intervalle [x− ϵ, x+ ϵ] pour tout n ⩾ 8.
Ainsi, pour cet ϵ > 0, on peut choisir n0 = 8 et obtenir |xn − x| ⩽ ϵ pour tout
n ⩾ n0.

R
x2x1x4x5x8

x+ ϵ

x

x− ϵ

x9x7x6x0x3

Fig. 3.1 Une suite convergente.

3.2.3 Définition d’une suite divergente

Une suite qui n’est pas convergente est dite divergente. On dit aussi d’une telle
suite qu’elle diverge. Une classe importante de suites divergentes sera présentée
au paragraphe 3.3.15.

3.2.4 Unicité de la limite d’une suite

Soit (xn) une suite convergeant vers les nombres réels a et b. Alors, a et b sont
égaux.

démonstration. Soit ϵ un nombre réel positif quelconque. Étant donné que
a = lim

n→+∞
xn, il existe un entier n0 ∈ N tel que pour tout entier n ⩾ n0 : |xn −

a| ⩽ ϵ/2. De même, il existe m0 ∈ N tel que pour tout m ⩾ m0 : |xm− b| ⩽ ϵ/2.
Ainsi, en posant k = max{n0,m0}, on obtient en utilisant l’inégalité triangulaire
que |a− b| = |(a− xk) + (xk − b)| ⩽ |a− xk|+ |xk − b| ⩽ ϵ/2 + ϵ/2 = ϵ. On en
conclut, grâce au résultat obtenu au paragraphe 1.4.5, que a = b. ■

3.2.5 Exemple d’une suite convergente

Montrons que la suite (xn) définie par

xn = 1 +
1

1 + n

converge vers 1. Pour cela, soit ϵ un nombre réel positif quelconque. Alors, en
posant n0 = [1/ϵ], on obtient que pour tout n ⩾ n0 :

|xn − 1| = 1

1 + n
⩽ ϵ.



Suites de nombres réels 41

D’où lim
n→+∞

xn = 1.

Remarque. Il ne faudrait pas déduire trop hâtivement de cet exemple qu’il est
toujours facile de trouver la limite d’une suite, même lorsque celle-ci existe. Dans
certains cas, comme nous le verrons plus tard, il est possible de démontrer qu’une
suite de nombres réels est convergente sans avoir à calculer ou à connâıtre sa
limite. D’autre part, il est souvent plus commode de prouver qu’une suite est
convergente que de trouver sa limite.

3.2.6 Exemple d’une suite divergente

La suite (xn) définie par

xn = n sin
(
n
π

2

)
diverge. Pour justifier cette affirmation, prenons ϵ = 1/2 et supposons que la
suite converge. Alors, il existe un nombre réel x et un entier n0 ⩾ 1 tels que pour
tout n ⩾ n0 : |xn − x| ⩽ 1/2. Par suite, en posant p = 4n0 + 1 etm = 4n0 + 5,
on obtient, en utilisant l’inégalité triangulaire, que

4 = |xp − xm| = |(xp − x) + (x− xm)| ⩽ |xp − x|+ |x− xm| ⩽ 1/2 + 1/2 = 1.

Ce résultat étant impossible, on en conclut que la suite (xn) est divergente.

3.3 Critères de convergence

3.3.1 Toute suite convergente est bornée

On constate que la suite convergente donnée au paragraphe 3.2.5 est bornée.
Ceci est en fait un résultat général :

Énoncé. Toute suite convergente est bornée.

démonstration. Soit (xn) une suite qui converge vers x. Alors, pour ϵ = 1, il
existe un entier n0 ⩾ 1 tel que pour tout n ⩾ n0 : |xn−x| ⩽ 1. Ainsi on obtient
que

∀n ⩾ n0 |xn| = |(xn − x) + x| ⩽ 1 + |x|.
D’où, pour tout entier naturel n, on a : |xn| ⩽ max{|x0|, . . . , |xn0−1|, 1 + |x|} ;
ce qui revient à dire que la suite (xn) est bornée. ■

Remarque. La suite du paragraphe 3.2.6 est non bornée. Ceci donne une autre
manière de prouver qu’elle est divergente.

3.3.2 Exercice VRAI/FAUX

L’affirmation suivante est-elle vraie ou fausse ?
Toute suite divergente est non bornée.

□ VRAI □ FAUX
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3.3.3 Opérations algébriques sur les suites

Considérons deux suites (xn) et (yn). On peut par addition, multiplication et
division obtenir les nouvelles suites :

(zn = xn + yn), (un = xnyn) et

(
vn =

xn
yn

)
.

Dans ce dernier cas, on suppose que pour tout entier naturel n, on a : yn ̸= 0.
Supposons à présent que les deux suites (xn) et (yn) convergent respectivement
vers x et y.

Énoncé

1) La suite (xn + yn) admet pour limite x+ y.

2) La suite (xnyn) admet pour limite xy.

3) Si de plus y ̸= 0, la suite (xn/yn) admet pour limite x/y.

démonstration

1) Soit ϵ un nombre réel positif quelconque. Étant donné que la suite (xn)
converge vers x, il existe un entier naturel n1 tel que pour tout n ⩾ n1 :
|xn − x| ⩽ ϵ/2. De même, il existe n2 ∈ N tel que pour tout m ⩾ n2 :
|ym − y| ⩽ ϵ/2. Ainsi, en posant n0 = max{n1, n2}, on obtient que pour
tout entier n ⩾ n0 : |(xn+yn)−(x+y)| ⩽ |xn−x|+|yn−y| ⩽ ϵ/2+ϵ/2 = ϵ.

2) Remarquons d’abord que la suite (xn) est bornée, ce qui entrâıne qu’il
existe un nombre réel M > 0 tel que pour tout entier naturel n : |xn| ⩽
M . Soit ϵ un nombre réel positif quelconque. Alors, il existe m0 ∈ N tel
que pour tout n ⩾ m0 :

|xn − x| ⩽ ϵ

2(1 + |y|) et |yn − y| ⩽ ϵ

2M
.

Il s’ensuit que pour tout n ⩾ m0 : |(xnyn) − (xy)| = |xn(yn − y) +
y(xn − x)| ⩽ |xn||yn − y|+ |y||xn − x| ⩽ M |yn − y|+ (1 + |y|)|xn − x| ⩽
ϵ/2 + ϵ/2 = ϵ.

3) Étant donné que lim
n→+∞

yn = y ̸= 0, il existe un entier naturel k1 tel que

pour tout n ⩾ k1 : |yn − y| ⩽ |y|/2. Ainsi, on obtient que pour tout
n ⩾ k1 : |yn| ⩾ |y|/2. Soit ϵ un nombre réel positif quelconque. Alors, il
existe k2 ∈ N tel que pour tout n ⩾ k2 :

|yn − y| ⩽ ϵy2

2
;

ce qui implique que pour tout n ⩾ k0 = max{k1, k2} :∣∣∣∣ 1yn − 1

y

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣yn − y

yny

∣∣∣∣ ⩽ ϵ.

On a ainsi démontré que

lim
n→+∞

1

yn
=

1

y
.
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D’où, en utilisant le résultat concernant le produit, on obtient que

lim
n→+∞

xn

yn
= lim

n→+∞
xn · 1

yn
= lim

n→+∞
xn · lim

n→+∞

1

yn
= x · 1

y
=

x

y
.

■

3.3.4 Exercice VRAI/FAUX

Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

1) Soit (xn) et (yn) deux suites qui convergent respectivement vers x et y.
Alors, pour tout couple de nombres réels α et β, la suite (αxn + βyn)
converge vers αx+ βy.

□ VRAI □ FAUX

2) Si (xn) admet une limite différente de zéro, alors il existe un entier naturel
m tel que la relation n ⩾ m implique xn ̸= 0.

□ VRAI □ FAUX

3) Supposons que la suite somme (zn = xn + yn) converge. Alors (xn) et (yn)
convergent.

□ VRAI □ FAUX

4) Soit (xn) et (yn) deux suites telles que lim
n→+∞

(xn − yn) = 0. Alors, ou bien

les deux suites (xn) et (yn) convergent vers la même limite, ou bien elles
divergent toutes les deux.

□ VRAI □ FAUX

5) Supposons que la suite somme (zn = xn + yn) converge. Alors, ou bien les
deux suites (xn) et (yn) convergent, ou bien elles divergent toutes les deux.

□ VRAI □ FAUX

6) Supposons que les deux suites (un = xnyn) et (yn) convergent et que de
plus lim

n→+∞
yn ̸= 0. Alors la suite (xn) converge.

□ VRAI □ FAUX

7) Le produit de deux suites divergentes est une suite divergente.

□ VRAI □ FAUX

8) Si la suite (xn) converge vers un nombre réel x ̸= 0 et la suite (yn) diverge,
alors la suite produit (un = xnyn) diverge.

□ VRAI □ FAUX
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9) Si la suite (xn) converge vers 0 et la suite (yn) diverge, alors la suite produit
(un = xnyn) diverge.

□ VRAI □ FAUX

3.3.5 Limite d’une suite dont le terme général est le quotient
de deux polynômes

Commençons par donner deux exemples :

1)

lim
n→+∞

2n3 − n+ 4

4n3 + 2n2 − 1
= lim

n→+∞

n3
(
2− n−2 + 4n−3

)
n3 (4 + 2n−1 − n−3)

= lim
n→+∞

2− n−2 + 4n−3

4 + 2n−1 − n−3

=
2− limn→+∞ n−2 + 4 limn→+∞ n−3

4 + 2 limn→+∞ n−1 − limn→+∞ n−3

=
2

4
=

1

2
,

2)

lim
n→+∞

n2 − 2

2n3 + 3n+ 1
= lim

n→+∞

n2
(
1− 2n−2

)
n3 (2 + 3n−2 + n−3)

= lim
n→+∞

n−1 lim
n→+∞

1− 2n−2

2 + 3n−2 + n−3

= lim
n→+∞

n−1 1− 2 limn→+∞ n−2

2 + 3 limn→+∞ n−2 + limn→+∞ n−3

= 0 · 1
2
= 0.

Le même raisonnement conduit à l’énoncé général suivant.

Énoncé. Soit (xn) et (yn) deux suites définies respectivement par

xn = a0 + a1n+ . . .+ apn
p avec ap ̸= 0

et
yn = b0 + b1n+ . . .+ bqn

q avec bq ̸= 0.

De plus, on suppose que pour tout entier naturel n, on a : yn ̸= 0. Alors,

• si p < q, lim
n→+∞

xn
yn

= 0 ;

• si p = q, lim
n→+∞

xn
yn

=
ap
bq

;
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• si p > q, la suite

(
xn
yn

)
diverge.

démonstration. Considérons les trois suites auxiliaires (un), (vn) et (zn)
définies respectivement par

un =
a0

np
+

a1

np−1
+ . . .+ ap et u0 = a0

vn =
b0
nq

+
b1

nq−1
+ . . .+ bq et v0 = b0

zn = np−q et z0 = 1.

On obtient immédiatement que pour tout entier naturel n :

xn

yn
= zn

un

vn
.

D’autre part,

lim
n→+∞

un

vn
=

ap

bq
̸= 0.

On est maintenant en mesure de démontrer les résultats de ce paragraphe.
• Si p < q, alors lim

n→+∞
zn = 0 et l’on obtient que

lim
n→+∞

xn

yn
= lim

n→+∞
zn

un

vn
= lim

n→+∞
zn · lim

n→+∞

un

vn
= 0 ;

• si p = q, alors lim
n→+∞

zn = 1 et l’on a :

lim
n→+∞

xn

yn
= lim

n→+∞
zn · lim

n→+∞

un

vn
=

ap

bq
;

• si p > q, la suite (zn) diverge. Comme d’autre part

lim
n→+∞

un

vn
=

ap

bq
̸= 0,

on obtient que la suite (xn/yn = znun/vn) diverge.

■

3.3.6 Conservation des relations d’ordre

Soit (xn) et (yn) deux suites qui convergent respectivement vers x et y et suppo-
sons qu’il existe un entier naturel n0 tel que la relation n ⩾ n0 implique xn ⩾ yn.
Alors, x ⩾ y.

démonstration. Raisonnons par l’absurde et supposons que x < y. Alors, le
nombre réel ϵ = (y−x)/4 est positif ; par conséquent, il existe un entier k0 ⩾ n0
tel que, pour tout k ⩾ k0,

|xk − x| ⩽ ϵ et |yk − y| ⩽ ϵ.

Ceci implique
xk ⩽ x+ ϵ et yk ⩾ y − ϵ
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pour tout k ⩾ k0. Par ailleurs x+ ϵ < y − ϵ et donc

xk ⩽ x+ ϵ < y − ϵ ⩽ yk

pour tout k ⩾ k0. Ce résultat est impossible puisque par hypothèse, on a :
xk ⩾ yk. On en conclut que x ⩾ y. ■

Remarque. En considérant le cas particulier xn = x pour tout n ∈ N, on en
déduit que si (yn) converge vers y et il existe n0 ∈ N tel que yn ⩽ x pour tout
n ⩾ n0, alors y ⩽ x. De même si (xn) converge vers x et il existe n0 ∈ N tel que
xn ⩾ y pour tout n ⩾ n0, alors x ⩾ y.

3.3.7 Exercice VRAI/FAUX

L’affirmation suivante est-elle vraie ou fausse ?
Soit (xn) et (yn) deux suites qui convergent respectivement vers x et y et

supposons qu’il existe un entier naturel n0 tel que la relation n ⩾ n0 implique
xn < yn. Alors x < y.

□ VRAI □ FAUX

3.3.8 Exemples : lim
n→+∞

n
√
a = 1 si a > 0, lim

n→+∞
n
√
n = 1 et lim

n→+∞
an = 0 si

a ∈]− 1, 1[

1) Soit a un nombre réel positif. Alors, la suite (yn) définie par

yn = n
√
a et y0 quelconque,

converge vers 1.

2) La suite (xn) définie par

x0 = 2 et xn = n
√
n pour n ⩾ 1

converge vers 1.

3) La suite (zn) définie par

z0 = 1 et zn = an pour n ⩾ 1

converge vers 0 si −1 < a < 1.

démonstration

1) Pour démontrer le résultat, nous allons considérer les trois cas suivants
a = 1, a > 1 et a < 1.

Si a = 1, le résultat est évident.

Si a > 1, on obtient que pour tout entier n ⩾ 1 :

|1− n
√
a| = |1− a|

1 + a1/n + . . .+ a(n−1)/n
⩽

|1− a|
n

.

Soit ϵ un nombre réel positif quelconque, et posons

n0 = [|1− a|/ϵ] + 1.
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Ainsi, en utilisant l’inégalité ci-dessus, on obtient que pour tout n ⩾ n0 :

|1− n
√
a| ⩽ |1− a|

n
⩽ ϵ.

On a ainsi démontré que lim
n→+∞

yn = 1.

Supposons à présent que a < 1. Alors, en posant

b =
1

a

et en considérant la suite auxiliaire (un) définie par

un =
n
√
b et u0 = 1,

on obtient que lim
n→+∞

un = 1. Étant donné que pour tout entier n ⩾ 1 :

yn =
1

un
,

on en conclut immédiatement que lim
n→+∞

yn = 1.

2) Vérifions d’abord que lim
n→+∞

√
xn = 1. Lorsque a > 1 et n ∈ N∗, nous

avons obtenu ci-dessus

|1− n
√
a| ⩽ |1− a|

n
.

En choisissant a =
√
n, ceci donne∣∣∣∣1− n

√√
n

∣∣∣∣ ⩽ |1−√
n |

n
⩽

√
n

n
= 1/

√
n

pour n ⩾ 1. Étant donné ϵ > 0, on obtient∣∣∣∣1− n

√√
n

∣∣∣∣ ⩽ 1/
√
n ⩽ ϵ

pour tout entier n ⩾ [ϵ−2] + 1. Ainsi lim
n→+∞

√
xn = lim

n→+∞
n

√√
n = 1. D’où

lim
n→+∞

xn = lim
n→+∞

(
√
xn)

2
=

(
lim

n→+∞

√
xn

)2

= 12 = 1.

3) Soit n ⩾ 1. En ne retenant que deux termes dans la formule du binôme
(§ 1.1.3), on obtient

|a−1|n =
(
(|a|−1 − 1) + 1

)n
⩾ 1 + n(|a|−1 − 1)

et donc

|a|n ⩽
(
1 + n(|a|−1 − 1)

)−1
.
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Étant donné ϵ > 0, choisissons n0 ∈ N∗ tel que

n0 ⩾
ϵ−1 − 1

|a|−1 − 1

Alors, pour tout n ⩾ n0, on a

|a|n ⩽
(
1 + n(|a|−1 − 1)

)−1
⩽
(
1 + n0(|a|−1 − 1)

)−1
⩽ ϵ,

comme voulu.

■

3.3.9 Exercice VRAI/FAUX

Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

1) Soit (xn) une suite qui converge vers x. Alors, la suite (yn = |xn| ) converge
vers |x|.

□ VRAI □ FAUX

2) Soient une suite (xn) et x ∈ R. Si la suite (yn = |xn| ) converge vers |x|,
alors (xn) converge vers x.

□ VRAI □ FAUX

3) Soit une suite (xn) telle que la suite (yn = |xn| ) converge vers 0. Alors
(xn) converge vers 0.

□ VRAI □ FAUX

3.3.10 Théorème des deux gendarmes pour les suites

Soit (xn), (un) et (vn) trois suites satisfaisant les deux propriétés suivantes :
• lim

n→+∞
un = lim

n→+∞
vn = a ∈ R ;

• il existe un entier naturel k tel que pour tout n ⩾ k : un ⩽ xn ⩽ vn.

Alors, la suite (xn) converge vers a.

démonstration. Soit ϵ un nombre réel positif quelconque. Étant donné que
lim

n→+∞
un = lim

n→+∞
vn = a, il existe un entier n0 ⩾ k tel que pour tout n ⩾ n0 :

vn − a ⩽ ϵ et un − a ⩾ −ϵ. Ainsi, on obtient que pour tout entier n ⩾ n0 :

−ϵ ⩽ un − a ⩽ xn − a ⩽ vn − a ⩽ ϵ.

D’où
lim

n→+∞
xn = a.

■
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3.3.11 Exemple

Montrons que la suite (xn) définie par

xn =
2n

n !
(par convention 0 ! = 1),

admet le nombre réel zéro pour limite. Pour cela, considérons la suite auxiliaire
(vn) définie par

vn =

(
2

3

)n

si n ⩾ 3 et vn = 2 si n ∈ {0, 1, 2}.

En remarquant que pour tout entier n ⩾ 3 : n !⩾ 3n−2, on obtient que pour
tout n ⩾ 3 :

0 ⩽ xn ⩽ 9vn.

Comme lim
n→+∞

vn = 0, on en conclut, grâce au théorème des deux gendarmes,

que lim
n→+∞

xn = 0.

3.3.12 Corollaire

Soit (xn) une suite bornée et (yn) une suite qui converge vers zéro. Alors,
la suite produit (un = xnyn) converge elle aussi vers zéro.

démonstration. Étant donné que la suite (xn) est bornée, il existe un nombre
réel M ⩾ 0 tel que pour tout entier naturel n : |xn| ⩽ M . Ainsi, on obtient
que pour tout n ∈ N :

0 ⩽ |un| = |xnyn| ⩽M |yn|.

On en déduit immédiatement, en utilisant le théorème des deux gendarmes, que
lim

n→+∞
|un| = 0 ; ce qui implique que lim

n→+∞
un = 0. ■

3.3.13 Une méthode d’étude d’une suite définie par récurrence

Dans cet exemple, nous allons donner une méthode que l’on peut souvent utili-
ser pour trouver un candidat pour la limite d’une suite définie par récurrence et
étudier sa convergence. Il s’agit d’abord de déterminer un nombre réel « candi-
dat » comme limite (ou éventuellement plusieurs candidats) et d’étudier ensuite
la convergence de la suite vers ce candidat (ou chacun des candidats).

Pour cela, considérons la suite (xn) définie par

xn+1 = 2 +
1

xn
et x0 = 2.

Un simple raisonnement par récurrence démontre que pour tout entier naturel
n : xn ⩾ 2. Il nous faut à présent trouver un candidat qui puisse être la limite
de cette suite, sans pour autant savoir si cette limite existe ou non. Pour cette
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raison, supposons que la limite de cette suite existe et notons-la par x. Alors, x
doit obligatoirement satisfaire les relations

x = 2 +
1

x
et x ⩾ 2.

On obtient ainsi comme unique candidat le nombre réel x = 1 +
√
2. Reste à

démontrer que la suite converge bien vers ce nombre. Dans ce but, remarquons
d’abord que pour tout entier n ⩾ 1 :

|xn − x| =
∣∣∣∣ 1

xn−1
− 1

x

∣∣∣∣ = |xn−1 − x|
xn−1x

⩽
|xn−1 − x|

4
⩽ . . . ⩽

1

4n
⩽

1

n
.

Soit ϵ un nombre réel positif quelconque, et posons n0 = [1/ϵ] + 1. Ainsi, en
utilisant l’inégalité ci-dessus, on obtient que pour tout n ⩾ n0 : |xn − x| ⩽ ϵ.
Ce dernier résultat nous permet d’affirmer que lim

n→+∞
xn = x = 1 +

√
2.

Un exemple où la méthode ne s’applique pas. La méthode pour trouver un
candidat comme limite d’une suite ne peut pas s’appliquer à toutes les suites
dont le terme général est donné par une formule récurrente. Pour s’en rendre
compte, il suffit de considérer la suite (xn) définie par

xn =
1

2
(xn−1 + xn−2), x0 = 0 et x1 = 1.

Néanmoins, cette suite est convergente (§ 3.7.3).

Un exemple où la méthode montre qu’une suite diverge. Par contre, cette mé-
thode peut, dans certains cas, être utilisée pour démontrer qu’une suite est di-
vergente. Par exemple, la suite (xn) définie par

xn = x2n−1 + 1 et x0 =
1

2

diverge, puisque 1’équation x = x2 + 1 n’admet aucune solution dans R.

3.3.14 Règle de d’Alembert pour les suites

Soit (xn) une suite d’éléments de R∗ pour laquelle le nombre réel

ρ = lim
n→+∞

∣∣∣∣xn+1

xn

∣∣∣∣ existe.
Alors, si ρ < 1 la suite (xn) converge vers zéro, tandis que si ρ > 1 elle
diverge.

démonstration. Supposons que ρ < 1. Alors, 0 < (1 + ρ)/2 < 1 ; ce qui
implique (§ 3.3.8)

lim
n→+∞

(
1 + ρ

2

)n

= 0.
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Étant donné que

lim
n→+∞

∣∣∣∣xn+1

xn

∣∣∣∣ = ρ,

il existe un entier m ⩾ 1 tel que pour tout n ⩾ m :∣∣∣∣xn+1

xn
− ρ

∣∣∣∣ ⩽ 1− ρ

2

et donc ∣∣∣∣xn+1

xn

∣∣∣∣ ⩽ ρ+
1− ρ

2
=

1 + ρ

2
.

D’où, pour tout n ⩾ m,

0 ⩽ |xn| =

∣∣∣∣ xnxn−1

∣∣∣∣ · ∣∣∣∣xn−1

xn−2

∣∣∣∣ · · · ∣∣∣∣xm+1

xm

∣∣∣∣ · |xm|

⩽

(
1 + ρ

2

)n−m

|xm|.

Ainsi, en considérant la suite auxiliaire (yn) définie par

yn =

(
1 + ρ

2

)n−m

|xm| si n ⩾ m et yn = |xn| si n ∈ {0, . . . , m− 1},

on obtient que pour tout n ∈ N : 0 ⩽ |xn| ⩽ yn. Comme lim
n→+∞

yn = 0, on

en déduit, grâce au théorème des deux gendarmes, que lim
n→+∞

|xn| = 0 ; ce qui

revient à dire que lim
n→+∞

xn = 0.

Supposons à présent que ρ > 1. De manière analogue, on démontre qu’il
existe un entier naturel k tel que pour tout n ⩾ k :

|xn| ⩾

(
1 + ρ

2

)n−k

|xk|.

Comme |xk| ≠ 0 et (1 + ρ) > 2, la suite (xn) n’est pas bornée ; ce qui implique
qu’elle est divergente. ■

Remarque. Si (xn) est une suite de nombres réels non nuls telle que

lim
n→+∞

∣∣∣∣xn+1

xn

∣∣∣∣ = 1,

on ne peut rien dire à priori sur sa convergence. Par exemple, la suite (yn) définie
par

yn =
1

1 + n

converge vers zéro, tandis que la suite non bornée (zn = (n+ 1)2) diverge.

3.3.15 Limites infinies

Parmi toutes les suites divergentes, nous distinguerons une espèce importante :
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Nous dirons qu’une suite (xn) tend vers+∞ (resp. −∞) si à tout nombre
réel A > 0, on peut associer un entier n0 ⩾ 0 tel que la relation n ⩾ n0
implique xn ⩾ A (resp. xn ⩽ −A). On écrit alors, lim

n→+∞
xn = +∞ (resp.

−∞).

D’une manière générale, l’entier naturel n0 dépend du nombre réel A.

3.3.16 Opérations algébriques sur les limites infinies

Soit (xn) et (yn) deux suites de nombres réels.

Addition. Si lim
n→+∞

xn = +∞ (resp. −∞) et la suite (yn) est minorée (resp.

majorée), alors lim
n→+∞

(xn + yn) = +∞ (resp. −∞).

Produit. Supposons que lim
n→+∞

|xn| = +∞ et qu’il existe α ∈ R∗
+ et n1 ∈ N tels

que |yn| ⩾ α pour tout n ⩾ n1.

Si xnyn > 0 (resp. xnyn < 0) pour tout n suffisamment grand, alors
lim

n→+∞
xnyn = +∞ (resp. −∞).

Division. Si la suite (xn) est bornée, yn ̸= 0 pour tout n ∈ N et lim
n→+∞

|yn| =
+∞, alors lim

n→+∞
xn/yn = 0.

Division (bis). Supposons que yn ̸= 0 pour tout n ∈ N, que lim
n→+∞

yn = 0 et

qu’il existe α ∈ R∗
+ et n1 ∈ N tels que |xn| ⩾ α pour tout n ⩾ n1.

Si xn/yn > 0 (resp. xn/yn < 0) pour tout n suffisamment grand, alors
lim

n→+∞
xn/yn = +∞ (resp. −∞).

Gendarme. Si lim
n→+∞

xn = +∞ (resp. −∞) et il existe k ∈ N tel que yn ⩾ xn

(resp. yn ⩽ xn) pour tout n ⩾ k, alors lim
n→+∞

yn = +∞ (resp. −∞).

D’Alembert. Si xn ̸= 0 pour tout n ∈ N et lim
n→+∞

|xn+1/xn| = +∞, alors la

suite (xn) diverge.

3.3.17 Quelques formes indéterminées

Il y a des situations où on ne peut rien dire à priori sur la limite d’une suite
(zn) définie à partir de deux suites (xn) et (yn). Il faut alors étudier chaque cas
séparément. Voici quelques-unes de ces situations.

Forme indéterminée (+∞) + (−∞) : lim
n→+∞

xn = +∞, lim
n→+∞

yn = −∞, zn =

xn + yn pour n ⩾ 0.

Forme indéterminée 0 · ∞ : lim
n→+∞

xn = 0, lim
n→+∞

yn = +∞ (ou −∞), zn =

xnyn pour n ⩾ 0.

Forme indéterminée
∞
∞ : lim

n→+∞
xn = +∞ (ou −∞), lim

n→+∞
yn = +∞ (ou −∞),

yn ̸= 0 pour tout n ∈ N, zn = xn/yn pour n ⩾ 0.
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Forme indéterminée
0

0
: lim

n→+∞
xn = lim

n→+∞
yn = 0, yn ̸= 0 et zn = xn/yn pour

n ⩾ 0.

Les exemples suivants illustrent la diversité des cas possibles.

Forme indéterminée (+∞) + (−∞)

1) (xn =
√
n), (yn = −

√
1 + n),

lim
n→+∞

(xn + yn) = lim
n→+∞

(√
n−

√
1 + n

) (√
n+

√
1 + n

)
√
n+

√
1 + n

= lim
n→+∞

n− (1 + n)√
n+

√
1 + n

= 0.

2) (un = n+ n2), (vn = −n2), lim
n→+∞

(un + vn) = +∞.

3) (xn = n+n sin2(nπ/4)), (yn = −n−n cos2(nπ/4)), (xn+yn = −n cos(nπ/2))
n’admet aucune limite finie ou infinie.

Forme indéterminée 0 · ∞
1)
(
xn = 1

2n+1

)
, (yn = 2n) lim

n→+∞
xnyn = 1.

2)
(
xn = 1√

1+n

)
, (yn = −n− 1), lim

n→+∞
xnyn = −∞.

3)
(
xn = 1+cos(nπ/3)

1+n

)
, (yn = 1+ n), (xnyn = 1+ cos(nπ/3)) n’admet aucune

limite finie ou infinie.

3.4 Suites monotones

3.4.1 Convergence des suites monotones

• Toute suite (xn) croissante (resp. décroissante) qui est majorée (resp.
minorée) converge vers sup{xn : n ∈ N} (resp. inf{xn : n ∈ N}).

• Toute suite croissante (resp. décroissante) qui n’est pas majorée (resp.
minorée) tend vers +∞ (resp. −∞).

démonstration. Soit (xn) une suite croissante et majorée, et soit ϵ un nombre
réel positif quelconque. Alors, si x = sup{xn : n ∈ N}, on sait qu’il existe un
entier naturel n0 tel que 0 ⩽ x − xn0 ⩽ ϵ ; ce qui implique, du fait que la suite
(xn) est croissante, que pour tout entier n ⩾ n0 : 0 ⩽ x− xn ⩽ x− xn0

⩽ ϵ. On
a ainsi démontré que la suite (xn) converge vers x.

Soit (yn) une suite décroissante et minorée. On montre de même qu’elle
converge vers inf{yn : n ∈ N}.

Soit (un) une suite croissante qui ne soit pas majorée, et soit A un nombre
réel positif quelconque. Alors, il existe un entier m0 > 0 tel que um0 ⩾ A ; ce qui
implique que pour tout entier n ⩾ m0 : un ⩾ A. D’où lim

n→+∞
un = +∞.
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Soit (vn) une suite décroissante qui ne soit pas minorée. Alors, la suite (wn =
−vn) est une suite croissante qui n’est pas majorée, elle tend donc vers +∞ ; ce
qui nous permet d’affirmer que la suite (vn) tend vers −∞. ■

3.4.2 Définition du nombre réel irrationnel e

Considérons la suite (xn) définie par

xn =

(
1 +

1

n

)n

et x0 = 1.

Elle a l’interprétation suivante (« intérêts composés »). Un petit épargnant pos-
sède x0 = 1 franc en début d’année. La banque divise l’année en n périodes et,
à la fin de chaque période, verse un intérêt égal au n-ième de la somme totale
en dépôt. À la fin de l’année, l’épargnant possède alors un avoir de xn francs.

Par exemple, si n = 2, la banque verse 1/2 franc après 6 mois, et le montant

total s’élève alors à 1.5 franc. À la fin de l’année, la banque verse encore la moitié
de 1.5 franc, ce qui fait un total de x2 = 1.5 + 1

2 · 1.5 = (1.5)2 = 2.25 francs.
Que peut-on dire de la suite (xn) lorsque n devient grand ? En particulier

converge-t-elle ?
Montrons que cette suite est majorée et strictement croissante. Clairement

1 = x0 < 2 = x1 < 2.25 = x2. En utilisant le binôme de Newton (voir le
paragraphe 1.1.3), on obtient que pour tout entier n ⩾ 2 :(

1

n
+ 1

)n

=

n∑
k=0

n!

k!(n− k)!

(
1

n

)k

1n−k

= 1 +
1

1!
+

n∑
k=2

(n− k + 1)(n− k + 2) · · · (n− 1) · n
k!

1

nk

= 1 +
1

1!
+

n∑
k=2

1

k!

n− k + 1

n

n− k + 2

n
· · · n

n

= 1 +
1

1!
+

n∑
k=2

1

k!

(
1− k − 1

n

)(
1− k − 2

n

)
· · ·
(
1− k − k

n

)
⩽ 1 +

1

1 !
+ . . .+

1

k !
+ . . .+

1

n !
.

En remarquant que pour tout entier k ⩾ 1 :

1

k !
⩽

1

2k−1
,

on en déduit que :(
1 +

1

n

)n

⩽ 1 + 1 +
1

2
+ . . .+

1

2k−1
+ . . .+

1

2n−1
= 1 +

1− ( 12 )
n

1− 1
2

⩽ 3 ;

ce qui entrâıne que la suite (xn) est majorée par 3. Reste à démontrer qu’elle
est strictement croissante. En utilisant le calcul précédent, on obtient que pour
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tout entier n ⩾ 2 :

xn = 1 +
1

1!
+

n∑
k=2

1

k!

(
1− k − 1

n

)(
1− k − 2

n

)
· · ·
(
1− k − k

n

)

< 1 +
1

1!
+

n∑
k=2

1

k!

(
1− k − 1

n+ 1

)(
1− k − 2

n+ 1

)
· · ·
(
1− k − k

n+ 1

)

< 1 +
1

1!
+

n+1∑
k=2

1

k!

(
1− k − 1

n+ 1

)(
1− k − 2

n+ 1

)
· · ·
(
1− k − k

n+ 1

)
= xn+1 ;

ce qui implique que la suite (xn) est strictement croissante. On a ainsi démontré
que la suite (xn) est à la fois croissante et majorée, elle est donc convergente. Sa
limite jouant un rôle très important en analyse, on la désigne par la lettre e. Le
nombre réel e est un nombre irrationnel dont la valeur approchée est 2.71828. . ..

3.4.3 Convergence de deux suites monotones dont la différence converge
vers zéro

Soit (xn) une suite croissante et (yn) une suite décroissante telle que lim
n→+∞

(xn−
yn) = 0. Alors,

• pour tout entier naturel n : x0 ⩽ xn ⩽ xn+1 ⩽ yn+1 ⩽ yn ⩽ y0 ;
• les deux suites (xn) et (yn) convergent vers la même limite.

démonstration. Étant donné que pour tout entier naturel n : xn+1 ⩾ xn,
yn+1 ⩽ yn et

(yn+1 − xn+1)− (yn − xn) = (yn+1 − yn)− (xn+1 − xn) ⩽ 0,

la suite (zn = yn − xn) est une suite décroissante dont la limite vaut zéro ; ce
qui implique (§ 3.4.1) que pour tout entier n ⩾ 0 : zn ⩾ 0. Ainsi, la première
assertion est vérifiée.

Étant croissante et majorée, la suite (xn) converge (§ 3.4.1) et, étant décrois-
sante et minorée, la suite (yn) converge aussi. On obtient alors immédiatement

que les deux suites (xn) et (yn) convergent vers la même limite. ■

3.4.4 Autre définition possible du nombre e

Considérons la suite (yn) définie par

yn = 1 +
1

1 !
+ . . .+

1

n !
et y0 = 1.

Nous allons démontrer que cette suite converge vers le nombre irrationnel e. Au
paragraphe 3.4.2, nous avons obtenu(

1

n
+ 1

)n

= 1 +

n∑
k=1

1

k!

(
1− k − 1

n

)(
1− k − 2

n

)
· · ·
(
1− k − k

n

)
⩽ e
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pour tout entier n ⩾ 2, et le membre à gauche tend vers e lorsque n tend vers
+∞.

Il résulte de l’égalité que

(
1 +

1

n

)n

⩽ yn pour tout entier n ⩾ 2.

Montrons maintenant que ym ⩽ e pour tout entier m ⩾ 2. Fixons-nous
arbitrairement un entier m ⩾ 2. La suite (νn) définie par

νn = 1 +

m∑
k=1

1

k!

(
1− k − 1

n

)(
1− k − 2

n

)
· · ·
(
1− k − k

n

)
pour n ⩾ 1 et ν0 = 1, converge vers ym. En remarquant que pour tout n ⩾ m :

νn ⩽ 1 +
n∑

k=1

1

k!

(
1− k − 1

n

)(
1− k − 2

n

)
· · ·
(
1− k − k

n

)
=

(
1 +

1

n

)n

⩽ e,

on obtient bien que ym = lim
n→+∞

νn ⩽ e.

Ainsi (
1 +

1

n

)n

⩽ yn ⩽ e

pour tout entier n ⩾ 2 et le théorème des deux gendarmes permet de conclure

que (yn) converge vers e.

3.5 Limite supérieure et limite inférieure d’une suite bornée

3.5.1 Définition de la limite supérieure d’une suite bornée

Soit (xn) une suite bornée. À partir de cette suite, on définit une nouvelle
suite (yn) en posant pour tout entier naturel n :

yn = sup {xk : k ⩾ n} .

La suite (yn) ainsi obtenue est une suite décroissante et bornée, elle est donc
convergente. Par définition, le nombre réel y = lim

n→+∞
yn est appelé limite

supérieure de la suite (xn). On écrit alors, y = lim sup
n→+∞

xn.

Exemple. Considérons la suite (xn) définie par xn = (−1)n +
1

n+ 1
pour n ⩾ 0,

et observons que la suite

(
1

n+ 1

)
est décroissante. Alors

yn = sup {xk : k ⩾ n} = sup

{
(−1)k +

1

k + 1
: k pair, k ⩾ n

}
vaut yn = 1 +

1

n+ 1
si n est pair et yn = 1 +

1

n+ 2
si n est impair. D’où

lim sup
n→+∞

xn = lim
n→+∞

yn = 1.

Voir la figure 3.2.
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3.5.2 Définition de la limite inférieure d’une suite bornée

Soit (xn) une suite bornée. À partir de cette suite, on définit une nouvelle
suite (zn) en posant pour tout entier naturel n :

zn = inf {xk : k ⩾ n} .

La suite (zn) ainsi obtenue est une suite croissante et bornée, elle est donc
convergente. Par définition, le nombre réel z = lim

n→+∞
zn est appelé limite

inférieure de la suite (xn). On écrit alors, z = lim inf
n→+∞

xn.

Exemple. Considérons de nouveau la suite (xn) définie par xn = (−1)n +
1

n+ 1

pour n ⩾ 0, et observons que la suite décroissante

(
1

n+ 1

)
converge vers 0.

Alors

zn = inf {xk : k ⩾ n} = inf

{
−1 +

1

k + 1
: k impair, k ⩾ n

}
= −1

pour tout n ∈ N. D’où

lim inf
n→+∞

xn = lim
n→+∞

zn = −1.

Voir également la figure 3.2.

R
x0 = 2
y0

x1 x2
y1
y2

x3 x4
y3
y4

x5 10−1
zn

Fig. 3.2

3.5.3 Remarque

Si (xn) est une suite bornée, la suite (yn = −xn) satisfait les deux relations
suivantes :

lim sup
n→+∞

yn = − lim inf
n→+∞

xn

lim inf
n→+∞

yn = − lim sup
n→+∞

xn.
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3.5.4 Caractérisation des suites convergentes

Une suite bornée (xn) converge vers le nombre réel x si et seulement si
lim inf
n→+∞

xn = lim sup
n→+∞

xn = x.

démonstration. Supposons que la suite (xn) converge vers x et soit (zn) la
suite définie par

zn = inf {xk : k ⩾ n} .
Nous allons d’abord démontrer que x = lim

n→+∞
zn. Pour cela, soit ϵ un nombre

réel positif quelconque. Alors, on sait qu’il existe un entier naturel n0 tel que
pour tout k ⩾ n0 : xk ∈ [x− ϵ, x+ ϵ]. Pour tout entier n ⩾ n0, on obtient ainsi

zn = inf {xk : k ⩾ n} ∈ [x− ϵ, x+ ϵ].

Ceci entrâıne que lim
n→+∞

zn = x, autrement dit, lim inf
n→+∞

xn = x. De manière

analogue, on montre que x = lim sup
n→+∞

xn.

Maintenant, supposons que lim inf
n→+∞

xn = lim sup
n→+∞

xn = x. En posant pour

tout entier n ⩾ 0 :

zn = inf{xk : k ⩾ n} et yn = sup{xk : k ⩾ n},

on obtient que pour tout n ∈ N : zn ⩽ xn ⩽ yn. Comme d’autre part

lim
n→+∞

zn = lim
n→+∞

yn = x, on en conclut immédiatement, grâce au théorème

des deux gendarmes, que lim
n→+∞

xn = x. ■

3.6 Sous-suites

3.6.1 Définition d’une sous-suite

Rappelons qu’une suite (xn) = (xn)n⩾0 de nombres réels fait correspondre à
chaque entier naturel 0, 1, 2, 3, . . . un nombre réel x0, x1, x2, x3, . . .

Étant donné une suite (xn)n⩾0, il est parfois intéressant de ne considérer que
les indices pairs, c’est-à-dire, considérer la suite qui fait correspondre à chaque
entier naturel 0, 1, 2, 3, . . . le nombre réel x0, x2, x4, x6, . . . Cette nouvelle suite
(x2k)k⩾0 s’appelle une sous-suite de la suite (xn)n⩾0.

De même, il est possible de ne considérer que les indices impairs, c’est-à-
dire, la suite qui fait correspondre à chaque entier naturel 0, 1, 2, 3, . . . le nombre
réel x1, x3, x5, x7, . . . Cette nouvelle suite (x2k+1)k⩾0 est un autre exemple de
sous-suite de la suite (xn)n⩾0.

Définition. Une sous-suite d’une suite (xn) est une suite (xnk
) qui à chaque

valeur 0, 1, 2, 3, . . . de l’entier naturel k fait correspondre le nombre réel

xn0 , xn1 , xn2 , xn3 , . . .

où (nk) est une suite strictement croissante d’entiers naturels.
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Une sous-suite d’une suite (xn) est aussi appelée une suite partielle ou
encore une suite extraite.

3.6.2 Convergence d’une sous-suite

Si (xn) est une suite qui converge vers x, alors toute sous-suite (xnk
) de la

suite (xn) converge vers x.

démonstration. Soit ϵ un nombre réel positif quelconque. Étant donné que la
suite (xn) converge vers x, il existe un entier naturel n0 tel que pour tout entier
n ⩾ n0 : |xn − x| ⩽ ϵ. En remarquant que la relation k ⩾ n0 implique nk ⩾ n0,
on obtient que pour tout entier k ⩾ n0 : |xnk

− x| ⩽ ϵ. ■

3.6.3 Théorème de Bolzano-Weierstrass

Énoncé. De toute suite bornée (xn), on peut extraire une sous-suite (xnk
)

qui converge.

démonstration. Pour démontrer le théorème, définissons une sous-suite (xnk )
par récurrence comme suit. On pose n0 = 0 et, si k ⩾ 1 et nk−1 ∈ N est déjà
défini, on choisit nk > nk−1 tel que

xnk ⩾ sup{xn : n > nk−1} −
1

k
.

Prouvons que la sous-suite (xnk ) converge vers y = lim sup
n→+∞

xn .

Soit ϵ > 0 et choisissons N ⩾ 1 tel que

1

N
⩽ ϵ et sup{xn : n ⩾ N} ⩽ y + ϵ.

Ceci est possible car la suite (yj) définie par yj = sup{xn : n ⩾ j} pour j ∈ N
est décroissante et converge vers y. Pour tout k ⩾ N ⩾ 1, on obtient

xnk ⩾ sup{xn : n > nk−1} −
1

k
⩾ y − 1

N
⩾ y − ϵ,

nk ⩾ N et
xnk ⩽ sup{xn : n ⩾ N} ⩽ y + ϵ.

Ainsi |xnk − y| ⩽ ϵ pour tout k ⩾ N . ■

Donnons deux exemples.

1) Considérons la suite bornée et divergente (xn = (−1)n). Le théorème de
Bolzano-Weierstrass assure l’existence d’une sous-suite qui converge. On
peut poser par exemple nk = 2k et obtenir la sous-suite (x2k) qui converge
vers 1 (en fait x2k = 1 pour tout k ∈ N).

En posant nk = 2k + 1, on obtient la sous-suite (x2k+1) qui converge vers
−1 (en fait x2k+1 = −1 pour tout k ∈ N).

Par contre, en posant nk = 5k, on obtient une sous-suite qui diverge.
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2) Considérons la suite bornée (xn) définie par

xn = cos(nπ/3) +
1

n+ 1
, n ∈ N.

Le théorème de Bolzano-Weierstrass assure l’existence d’une sous-suite qui
converge. En posant par exemple nk = 6k, on obtient la sous-suite

(x6k) =

(
1 +

1

6k + 1

)
qui converge vers 1.

En posant nk = 6k + 1, on obtient la sous-suite

(x6k+1) =

(
1

2
+

1

6k + 2

)
qui converge vers 1/2.

Par contre, en posant nk = 3k, on obtient la sous-suite

(
(−1)k +

1

3k + 1

)
qui diverge.

3.6.4 Remarques

• Dans la preuve du théorème de Bolzano-Weierstrass, on a montré plus pré-
cisément qu’il existe une sous-suite qui converge vers lim sup

n→+∞
xn. De même,

on peut montré qu’il existe une sous-suite qui converge vers lim inf
n→+∞

xn. Plus

généralement, pour tout sous-suite (xnk
), on a

lim inf
n→+∞

xn ⩽ lim inf
k→+∞

xnk
⩽ lim sup

k→+∞
xnk

⩽ lim sup
n→+∞

xn

comme on le voit à partir des définitions de la limite inférieure et de la
limite supérieure.

• Le résultat du théorème de Bolzano-Weierstrass peut être mis en défaut
si l’on ne suppose pas que la suite est bornée. Par exemple, la suite (xn)
définie par

xn = (−1)nn

n’admet aucune sous-suite convergente.
• Néanmoins, une suite non bornée peut très bien posséder une sous-suite
convergente. Pour s’en rendre compte, il suffit de considérer la suite non
bornée (xn) définie par

x2n = n et x2n+1 = 0.

Cette suite admet la suite (x2k+1) comme sous-suite convergente.
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3.6.5 Une classe particulière de suites

Énoncé. Soit une suite (xn) de nombres réels ayant la propriété suivante. Il
existe j ∈ N∗ et j suites strictement croissantes d’entiers naturels

(n1,k), (n2,k), . . . , (nj,k)

telles que
• les j sous-suites (xn1,k

), (xn2,k
), . . . , (xnj,k

) convergent,
• N = {n1,k : k ∈ N} ∪ {n2,k : k ∈ N} ∪ . . . ∪ {nj,k : k ∈ N}.

Alors la suite (xn) est bornée et lim sup
n→+∞

xn (resp. lim inf
n→+∞

xn) vaut le maxi-

mum (resp. minimum) des j valeurs suivantes :

lim
k→+∞

xn1,k
, lim

k→+∞
xn2,k

, . . . , lim
k→+∞

xnj,k
.

Par exemple, si xn = (−1)n +
1

n+ 1
pour n ∈ N, alors (xn) est de la forme

ci-dessus avec j = 2, (xn1,k
) = (x2k) et (xn2,k

) = (x2k+1), ces deux sous-suites
convergeant respectivement vers 1 et −1. D’où

lim sup
n→+∞

xn = 1 et lim inf
n→+∞

xn = −1.

démonstration. Les sous-suites (xn1,k
), (xn2,k

), . . . , (xnj,k
) étant conver-

gentes, elles sont bornées. Comme

{xn : n ∈ N} = {xn1,k
: k ∈ N} ∪ {xn2,k

: k ∈ N} ∪ . . . ∪ {xnj,k
: k ∈ N},

il en résulte que la suite (xn) est aussi bornée.
Notons par ℓ1 , . . . , ℓj les limites des j sous-suites et soit ϵ > 0. Il existe

k0 ∈ N tel que, pour tout k ⩾ k0,

|xn1,k
− ℓ1| ⩽ ϵ, |xn2,k

− ℓ2| ⩽ ϵ, . . . , |xnj,k
− ℓj | ⩽ ϵ.

De plus il existe n0 ∈ N tel que

{xp : p ⩾ n0} ⊂ {xn1,k
: k ⩾ k0} ∪ {xn2,k

: k ⩾ k0} ∪ . . . ∪ {xnj,k
: k ⩾ k0}.

D’où, pour tout n ⩾ n0,

sup{xp : p ⩾ n} ⩽ max{ℓ1 + ϵ, . . . , ℓj + ϵ}.
Comme, pour tout n ⩾ n0, il existe k ⩾ k0 satisfaisant

n1,k ⩾ n, n2,k ⩾ n, . . . , nj,k ⩾ n,

on a aussi

sup{xp : p ⩾ n} ⩾ max{xn1,k
, . . . , xnj,k

} ⩾ max{ℓ1 − ϵ, . . . , ℓj − ϵ}.
Ceci montre que lim

n→+∞
sup{xp : p ⩾ n} = max{ℓ1 , . . . , ℓj}, c’est-à-dire

lim sup
n→+∞

xn = max{ℓ1 , . . . , ℓj}.
La preuve pour la limite inférieure est similaire. ■
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3.7 Suites de Cauchy

3.7.1 Introduction

Dans la définition de convergence du paragraphe 3.2.2, la limite intervient, ce qui
peut créer des difficultés lorsqu’il s’agit d’étudier la convergence d’une suite sans
que l’on ait d’idée de ce que pourrait être la limite. Ceci peut être le cas lorsque,
par exemple, la suite est définie récursivement et qu’aucune des méthodes vues
jusqu’à présent ne permet de montrer sa convergence et de calculer sa limite.

La définition de suite de Cauchy que nous introduisons ci-dessous n’utilise
que les termes de la suite elle-même. Un résultat important que nous verrons au
paragraphe 3.7.4 affirme que les suites de nombres réels convergentes sont exac-
tement les suites de Cauchy. Une approche possible pour étudier la convergence
d’une suite consiste ainsi à vérifier qu’elle satisfait à la définition d’une suite de
Cauchy.

3.7.2 Définition d’une suite de Cauchy

Définition. On dit qu’une suite (xn) de nombres réels est une suite de
Cauchy si à tout nombre réel ϵ > 0, on peut associer un entier naturel n0
tel que les relations n ⩾ n0 et m ⩾ n0 impliquent |xn − xm| ⩽ ϵ.

D’une manière générale, l’entier naturel n0 dépend du nombre réel ϵ.

Remarque. Soient ϵ > 0 et n0 comme précédemment. Alors {xn : n ⩾ n0} ⊂
[xn0

− ϵ, xn0
+ ϵ] et l’intervalle [a, b] défini par

a = inf{xn : n ⩾ n0} et b = sup{xn : n ⩾ n0}

est de longueur ⩽ ϵ. De plus [a, b] contient xn pour chaque n ⩾ n0.
Ainsi la définition de suite de Cauchy peut être reformulée comme suit. On

dit qu’une suite (xn) de nombres réels est une suite de Cauchy si à tout nombre
réel ϵ > 0, on peut associer un entier naturel n0 et un intervalle fermé borné
I ̸= ∅ de longueur ⩽ ϵ tels que la relation n ⩾ n0 implique xn ∈ I.

Dans la figure 3.3, pour la valeur de ϵ représentée, on peut choisir l’intervalle
I indiqué et n0 = 9.

R
x2x1x4x5x8

I

ϵ

x9x7x6x0x3ϵ0

Fig. 3.3
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3.7.3 Exemple

Considérons la suite (xn) définie par la formule récurrente

xn =
1

2
(xn−1 + xn−2), x0 = 0 et x1 = 1.

Montrons que cette suite est une suite de Cauchy et qu’elle converge vers 2/3. En
premier lieu, on constate par un simple raisonnement par récurrence que pour
tout entier n ⩾ 1 :

xn − xn−1 =

(−1

2

)n−1

.

Il en résulte immédiatement que pour tout couple d’entiers p et q vérifiant p >
q ⩾ 1 :

|xp − xq| ⩽ |xp − xp−1|+ |xp−1 − xp−2|+ . . .+ |xq+1 − xq|

⩽
1

2p−1
+ . . .+

1

2q
=

1

2q

(
1 +

1

2
+ . . .+

1

2p−q−1

)
⩽

1

2q−1
⩽

1

q
.

Soit ϵ un nombre réel positif quelconque et posons

n0 = [1/ϵ] + 1.

Par suite, on obtient que pour tout couple d’entiers p ⩾ n0 et q ⩾ n0 :

|xp − xq| ⩽ max{1/q, 1/p} ⩽ ϵ.

On a ainsi établi que la suite (xn) est une suite de Cauchy. Reste à démontrer
que sa limite vaut 2/3. En écrivant le terme général de la suite (xn) de la manière
suivante

xn = (xn − xn−1) + (xn−1 − xn−2) + . . .+ (x2 − x1) + (x1 − x0) + x0

=

(
−1

2

)n−1

+

(
−1

2

)n−2

+ . . .+

(
−1

2

)
+ 1

=
2

3

(
1−

(
−1

2

)n)
,

on obtient immédiatement que lim
n→+∞

xn = 2/3.

Cet exemple n’est pas un cas particulier, comme nous allons le démontrer
maintenant.
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3.7.4 Caractérisation d’une suite de Cauchy

Une suite (xn) est une suite de Cauchy si et seulement si elle est convergente.

démonstration. Supposons que (xn) soit une suite de Cauchy. Alors, il existe
un entier naturel r tel que pour tout n ⩾ r : |xn − xr| ⩽ 1 ; ainsi, on obtient
que pour tout entier n ⩾ 0 : |xn| ⩽ max{1 + |xr|, |x0|, . . . , |xr−1|}. Autrement
dit, la suite (xn) est bornée.

Montrons que (xn) converge vers y = lim sup
n→+∞

xn. Rappelons que y = lim
n→+∞

yn,

où yn = sup{xk : k ⩾ n}.
Soit ϵ > 0. Considérons l’entier naturel n0 donné par la définition de suite

de Cauchy et posons

a = inf{xk : k ⩾ n0} et b = sup{xk : k ⩾ n0}.

Alors b− a ⩽ ϵ et xk ∈ [a, b] pour tout k ⩾ n0.

Pour n ⩾ n0, b est un majorant de {xk : k ⩾ n} et donc yn ⩽ b. De plus
xk ⩾ a pour tout k ⩾ n et donc yn ⩾ a. Comme a ⩽ yn ⩽ b pour tout n ⩾ n0,
on a aussi a ⩽ y ⩽ b. Pour tout n ⩾ n0, on a donc xn ∈ [a, b], y ∈ [a, b] et ainsi
|xn − y| ⩽ ϵ. On a montré que (xn) converge vers y = lim sup

n→+∞
xn.

Supposons à présent que la suite (xn) converge vers le nombre réel x. Alors,
il existe un entier naturel n0 tel que pour tout n ⩾ n0 :

|xn − x| ⩽ ϵ

2
;

ce qui implique que pour tout couple d’entiers p ⩾ n0 et q ⩾ n0,

|xp − xq| ⩽ |xp − x|+ |x− xq| ⩽
ϵ

2
+
ϵ

2
= ϵ.

Autrement dit, la suite (xn) est une suite de Cauchy. ■

3.7.5 Remarques

Le fait qu’une suite de Cauchy soit convergente, nous fournit un critère pour
démontrer qu’une suite converge sans avoir à trouver sa limite.

Soit (xn) une suite vérifiant la propriété suivante : pour tout entier naturel
k fixé : lim

n→+∞
(xn+k − xn) = 0. Peut-on en conclure que cette suite est une suite

de Cauchy ?

La réponse à cette question est non. Pour la justifier, il nous suffit de consi-
dérer la suite (xn) définie par : xn =

√
n. Cette suite vérifie bien la propriété

ci-dessus ; mais n’étant pas bornée, elle diverge. Elle ne peut donc être une suite
de Cauchy.
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3.8 Exercices

3.8.1 En utilisant la définition de la limite d’une suite (§ 3.2.2), montrer que

1) lim
n→+∞

2n

3n2 + 1
= 0 2) lim

n→+∞

2n2 + 1

7n2 + 5
=

2

7

3) lim
n→+∞

sin(n2 + 3)√
n+ 1

= 0 4) lim
n→+∞

(
n · sin 1

n2

)
= 0.

3.8.2 Calculer la limite des suites définies par

1) xn =

√
n+ 5−√

n

2
2) xn =

(
1 +

3

n

)n

et x0 = 0

3) xn =
1

n3

n∑
k=1

k2 et x0 = 0 4) xn =

(
1 +

1

n2

)n

et x0 = 1.

3.8.3 Montrer que pour tout entier n ⩾ 4 : 2n ⩾ n3/24. En déduire la limite de
la suite (xn) définie par xn = n2/2n.

3.8.4 Soit (xn) une suite convergeant vers l. Montrer que la suite (yn) définie par

yn =
1

n+ 1

n∑
k=0

xk

converge elle aussi vers l. En donnant un contre-exemple, démontrer que la ré-
ciproque est fausse.

3.8.5 Calculer la limite de la suite (xn) définie par

xn =
1

n !

n∑
k=0

k ! .

3.8.6 Étudier la convergence de la suite (xn) définie par

xn =

n∑
k=1

1

n+ k
et x0 = 0.

3.8.7 Soit (xn) une suite convergeant vers l. Montrer que la suite (yn) définie par

yn =
2

n(n+ 1)

n∑
k=1

kxk et y0 = 1

converge elle aussi vers l.
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3.8.8 Montrer que pour tout entier n ⩾ 1 :
√
n+ 1−√

n < 1/(2
√
n). En déduire

que la suite (xn) définie par

xn = −2
√
n+

n∑
k=1

1√
k

et x0 = 0

est convergente.

3.8.9 Pour la suite (xn) définie par

xn+1 = 3xn − 2xn−1, x0 = 0 et x1 = 1,

montrer que pour tout entier n ⩾ 0 : xn = 2n − 1. En déduire que (xn) diverge.

3.8.10 Calculer la limite de la suite (xn) définie par

xn+1 =
3

2
xn − 1

2
xn−1, x0 = 0 et x1 = 1.

3.8.11 Discuter, en fonction des valeurs du nombre réel a > 0, la convergence
de la suite (xn) définie par xn = (2n + an)1/n et x0 = 1. Lorsqu’elle converge,
calculer sa limite.

3.8.12 Discuter, en fonction des valeurs du nombre réel a > 0, la convergence
de la suite (xn) définie par xn+1 =

√
1 + xn et x0 = a. Lorsqu’elle converge,

calculer sa limite.

3.8.13 Montrer que la suite (xn) définie par

xn+1 =
xn + 1

2xn + 3
et x0 = 1

converge. Calculer sa limite.

3.8.14 Montrer que la suite (xn) définie par xn+1 = (xn+4)/3 et x0 = 0 converge.
Calculer sa limite.

3.8.15 Discuter, en fonction des valeurs du nombre réel a > 0, la convergence de
la suite (xn) définie par xn+1 = x2n/2 et x0 = a. Lorsqu’elle converge, calculer
sa limite.

3.8.16 Montrer que la suite (xn) définie par xn+1 = (x2n + 2)/(2
√
2) et x0 = 0

est convergente. Calculer sa limite.

3.8.17 Montrer que la suite (xn) définie par

xn+1 =
1

2

(
xn +

1

xn

)
et x0 > 0

converge. Calculer sa limite.
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3.8.18 Soit (xn) et (yn) les deux suites définies par

xn+1 =
xn + yn

2
, yn+1 =

2xnyn
xn + yn

, x0 > 0 et y0 > 0.

Montrer qu’elles convergent toutes les deux vers
√
x0y0.

3.8.19 Montrer que la suite (xn) définie par xn+1 =
√
2xn et x0 =

√
2 converge.

Calculer sa limite.

3.8.20 Montrer que la suite (xn) définie par xn+1 = (2 +
√
xn)

1/2 et x0 =
√
2

converge.

3.8.21 Soit a un nombre réel positif et (xn) la suite définie par

xn = n( n
√
a− 1) et x0 = a.

1) Montrer que si a > 1, la suite (xn) converge.

2) En déduire qu’elle converge pour a > 0.

3) En posant l(a) = lim
n→+∞

xn, montrer que pour tout couple de nombres réels

positifs a et b : l(ab) = l(a) + l(b).

3.8.22 Soit (xn) une suite de nombres réels positifs telle que lim
n→+∞

(xn+1/xn) = l.

Montrer que lim
n→+∞

n
√
xn = l.

3.8.23 En utilisant l’exercice précédent, calculer la limite de la suite (xn) définie
par

xn =
n

n
√
n !

et x0 = 1.

3.8.24 Soit (xn) une suite bornée. Montrer que pour tout nombre réel λ > 0 :
lim sup
n→+∞

(λxn) = λ lim sup
n→+∞

xn.

3.8.25 Soit (xn) et (yn) deux suites bornées. Montrer que lim sup
n→+∞

(xn + yn) ⩽

lim sup
n→+∞

xn + lim sup
n→+∞

yn.

3.8.26 Soit (xn) une suite bornée.
1) Montrer que L = lim sup

n→+∞
n
√
|xn| ⩽ 1.

2) Si L < 1, montrer que lim
n→+∞

xn = 0.

3) Que peut-on dire si L = 1?

3.8.27 Soit (xn) une suite de nombres réels non nuls pour laquelle le nombre

ρ = lim
n→+∞

∣∣∣∣xn+1

xn

∣∣∣∣ existe.
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Si ρ < 1, montrer que
1) La suite (xn) est bornée.
2) lim sup

n→+∞
n
√
|xn| < 1.

3.8.28 Montrer que de toute suite on peut extraire une sous-suite monotone.

3.8.29 Soit (xn) une suite dont toutes les sous-suites convergent. Montrer que
(xn) converge.

3.8.30 Montrer que si les deux sous-suites (x2n) et (x2n+1) convergent vers la
même limite l, alors (xn) converge vers l.

3.8.31 En utilisant l’exercice précédent, montrer que la suite (xn) définie par
xn+1 =

√
2− xn et x0 = 2/3 est convergente. Calculer sa limite.

3.8.32 Montrer que la suite (xn) définie par xn+1 = (cosxn + 1)/2 et x0 = 0 est
une suite de Cauchy.

3.9 Solutions des questions V/F

Solution du § 3.1.2
VRAI. Supposons en effet que pour tout n ∈ N : |xn| ⩽M . Alors, M est un

majorant et −M un minorant de la suite (xn). Autrement dit, la suite (xn) est
bornée.

Réciproquement, supposons que la suite (xn) soit bornée. Alors, si a est
un minorant et b un majorant de la suite (xn), on obtient, en posant M =
max{|a|, |b|}, que pour tout entier n ⩾ 0 : |xn| ⩽M .

Solution du § 3.3.2
FAUX. Par exemple la suite divergente (xn = (−1)n) est bornée.

Solution du § 3.3.4

1) VRAI. Ce résultat nous montre que l’application qui, à toute suite conver-
gente fait correspondre sa limite, est une application linéaire.

2) VRAI.

3) FAUX. Par exemple les deux suites (xn = 1 + n) et (yn = −n + (1/n))
divergent, tandis que la suite (zn = xn + yn) converge vers 1.

4) VRAI. Deux cas seulement peuvent se présenter, ou bien les deux suites
divergent, ou bien au moins une des deux suites converge. Supposons que
l’on soit dans ce second cas et que lim

n→+∞
xn = x. Alors, la suite (yn =

xn − (xn − yn)) converge et de plus,

lim
n→+∞

yn = lim
n→+∞

xn − lim
n→+∞

(xn − yn) = x.

5) VRAI.
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6) VRAI.

7) FAUX. Par exemple les deux suites

(xn = (−1)n) et (yn = (−1)n + 1/(n+ 1))

divergent tandis que la suite (un = xnyn) converge vers 1.

8) VRAI.

9) FAUX. Par exemple, pour les deux suites

(xn = 1/(n+ 1)) et (yn = 2n),

la suite produit (un = xnyn) converge vers 2.

Solution du § 3.3.7
FAUX. Par exemple les suites (xn = 0) et (yn = 1/(n+1) ) satisfont xn < yn

pour tout n ∈ N, mais elles convergent vers la même limite x = y = 0.

Solution du § 3.3.9

1) VRAI. Pour démontrer ce résultat, il suffit de remarquer que pour tout
entier naturel n :

||xn| − |x|| ⩽ |xn − x|.

2) FAUX. Par exemple, la suite (xn = (−1)n) diverge tandis que la suite
(yn = |xn| = 1) converge vers 1.

3) VRAI.





Chapitre 4

Séries numériques

4.1 Généralités

4.1.1 Définition d’une série de terme général xn

On appelle série de terme général xn le couple constitué d’une suite (xn)
de nombres réels et de la suite (Sn) où, pour tout entier naturel n :

Sn =

n∑
k=0

xk = x0 + x1 + ...+ xn.

Le nombre réel xn est appelé le n-ième terme et Sn la n-ième somme
partielle de la série de terme général xn.

4.1.2 Convergence d’une série

La série de terme général xn est dite convergente si la suite (Sn) des sommes
partielles est convergente ; la limite de cette suite s’appelle la somme de la

série de terme général xn, et se note
+∞∑
k=0

xk.

Dans le cas contraire, on dit que la série de terme général xn est diver-
gente. Dans le cas particulier où la suite des sommes partielles (Sn) tend

vers +∞ (resp. −∞), on écrit
+∞∑
k=0

xk = +∞ (resp. −∞).

4.1.3 Série absolument convergente

Définition. Une série de terme général xn est dite absolument convergente
si la série de terme général |xn| est convergente.
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Énoncé. Une série absolument convergente est convergente.

démonstration. Soit ϵ un nombre réel positif quelconque. Étant donné que
la série de terme général |xn| est convergente, il existe un entier naturel n0 tel

que pour tout couple d’entiers m > n ⩾ n0 :
m∑

k=n+1

|xk| ⩽ ϵ ; ce qui implique que

la suite (Sn) des sommes partielles est une suite de Cauchy. Autrement dit, la
suite (Sn) converge (§ 3.7.4). ■

4.1.4 Condition nécessaire pour qu’une série converge

Si la série de terme général xn est convergente, alors la suite (xn) converge
vers zéro.

démonstration. Soit ϵ un nombre réel positif quelconque. La suite (Sn) des
sommes partielles étant une suite de Cauchy, il existe un entier n0 ⩾ 1 tel que
pour tout entier n ⩾ n0 : |Sn − Sn−1| = |xn| ⩽ ϵ. D’où lim

n→+∞
xn = 0. ■

4.1.5 Divergence de la série harmonique

La série dont le terme général xn est défini par

xn =
1

n
et x0 = 0,

est appelé série harmonique. Cette série est divergente.

démonstration. Pour démontrer que la série harmonique est divergente, il
suffit de remarquer que pour tout entier n ⩾ 1 :

S2n − Sn =

2n∑
k=n+1

1

k
=

1

n+ 1
+ . . .+

1

2n
⩾

1

2n
+ . . .+

1

2n
= n

1

2n
=

1

2
;

ce qui revient à dire que la suite (Sn) des sommes partielles n’est pas une suite
de Cauchy. Ce qui implique qu’elle diverge. ■

4.1.6 Remarque

Le fait qu’une suite (xn) de nombres réels converge vers zéro n’implique pas que
la série de terme général xn est convergente. C’est le cas de la série harmonique.

4.2 Quelques critères de convergence

4.2.1 Critère de Cauchy

Une série de terme général xn est convergente si et seulement si à tout nombre
réel ϵ > 0, on peut associer un entier naturel n0 tel que les relations n ⩾ n0 et
p ⩾ 0 impliquent |xn + xn+1 + . . .+ xn+p| ⩽ ϵ.



Séries numériques 73

démonstration. Ce critère est équivalent à la proposition suivante : la suite
des sommes partielles (Sn) converge si et seulement si la suite (Sn) est une suite
de Cauchy ; proposition que nous savons être vraie. ■

4.2.2 Critère de comparaison

Soit (xn) et (yn) deux suites de nombres réels et k un entier naturel tel
que pour tout entier n ⩾ k : 0 ⩽ xn ⩽ yn (resp. xn ⩾ yn ⩾ 0). Alors, si
la série de terme général yn est convergente (resp. divergente), la série de
terme général xn est aussi convergente (resp. divergente).

démonstration. Pour tout entier n ⩾ 0, on pose Sn =
n∑

j=0

xj et S̄n =
n∑

j=0

yj .

En premier lieu, supposons que pour tout entier n ⩾ k : 0 ⩽ xn ⩽ yn, et que la
suite (S̄n) converge. Alors, pour tout couple d’entiers n ⩾ k et p ⩾ 0, on obtient
que

0 ⩽ xn + xn+1 + . . .+ xn+p ⩽ yn + yn+1 + . . .+ yn+p.

Étant donné que la suite (S̄n) est une suite de Cauchy, on en déduit, grâce au
critère de Cauchy, que la suite (Sn) converge.

Supposons à présent que pour tout entier n ⩾ k : xn ⩾ yn ⩾ 0, et que la
suite (S̄n) diverge. Alors, la suite (Sn) est non bornée ; ce qui implique que la
série de terme général xn est divergente. ■

4.2.3 Critère des séries alternées

Soit (xn) une suite de nombres réels vérifiant les deux propriétés qui suivent :
• il existe un entier naturel p tel que pour tout entier n ⩾ p : |xn+1| ⩽
|xn| et xnxn+1 ⩽ 0 ;

• lim
n→+∞

xn = 0.

Alors, la série de terme général xn est convergente.

démonstration. Observons d’abord que si xn = 0 pour un certain n ⩾ p, alors
xm = 0 pour tout m ⩾ n et ainsi la série converge clairement. Supposons donc
que xn ̸= 0 pour tout n ⩾ p.

Pour n ⩾ p, on obtient que xn + xn+1 a le même signe que xn, car |xn+1| ⩽
|xn| (autrement dit, xn+xn+1 et xn sont les deux ⩾ 0 ou les deux ⩽ 0). De plus
xn+2l a aussi le même signe que xn pour tout l ∈ N∗.

Si k ∈ N est impair, on en déduit que

xn + xn+1 + . . .+ xn+k = (xn + xn+1) + . . .+ (xn+k−1 + xn+k)

a le même signe que xn et, si k ⩾ 2 est pair,

xn + xn+1 + . . .+ xn+k = (xn + xn+1) + . . .+ (xn+k−2 + xn+k−1) + xn+k

a aussi le même signe que xn.
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On en déduit que, pour tout couple d’entiers n ⩾ p et k ⩾ 1,

xn + xn+1 + . . .+ xn+k

a le même signe que xn et, de même,

xn+1 + . . .+ xn+k

est de même signe que xn+1 et que −xn. Ceci implique que |xn + . . .+ xn+k| ⩽
|xn|.

Étant donné que lim
n→+∞

xn = 0, on en déduit que la suite (Sn) des sommes

partielles est une suite de Cauchy. En effet, pour tout ϵ > 0, il existe un entier
naturel n0 ⩾ p tel que, pour tout entier n ⩾ n0, on a |xn| ⩽ ϵ. D’où, pour tous
m > n ⩾ n0,

|Sm − Sn| =
∣∣∣∣∣

m∑
k=n+1

xk

∣∣∣∣∣ ⩽ |xn+1| ⩽ |xn| ⩽ ϵ.

Le critère de Cauchy (§ 3.7.4) assure que (Sn) converge. ■

4.2.4 Convergence de la série harmonique alternée

La série dont le terme général xn est défini par

xn =
(−1)n

n
et x0 = 0,

est appelée série harmonique alternée. D’après le critère des séries alternées,
cette série est convergente.

4.2.5 Série dont le terme général xn garde un signe constant

Soit (xn) une suite de nombres réels positifs ou nuls (resp. négatifs ou nuls).

Alors, si la suite des sommes partielles (Sn =
n∑

k=0

xk) est bornée, la série de

terme général xn est convergente ; sinon elle tend vers +∞ (resp.−∞).

démonstration. Il suffit de remarquer que la suite (Sn) est croissante (resp.
décroissante) et d’appliquer le résultat obtenu au paragraphe 3.4.1. ■

4.2.6 Exemple

Soit un entier naturel p > 1. Montrons que la série dont le terme général xn est
défini par

xn =
1

np
et x0 = 0,

converge.
En effet, pour n ⩾ 1,

Sn ⩽ S2n+1 = 1 +

2n+1∑
k=2

1

kp
= 1 +

n∑
l=1

1

(2l)p
+

n∑
l=1

1

(2l + 1)p

⩽ 1 +

n∑
l=1

1

(2l)p
+

n∑
l=1

1

(2l)p
= 1 + 2

n∑
l=1

1

2plp
= 1 +

1

2p−1
Sn.
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D’où Sn ⩽
1

1− 1
2p−1

pour tout n ∈ N. La suite (Sn) étant croissante et majorée,

elle converge.

Remarque. Le résultat reste valable, avec la même preuve, pour tout nombre réel
p > 1 (voir le paragraphe 7.4.1 pour la définition des puissances non entières).

4.2.7 Critère de la limite supérieure

Soit une suite (xn)n⩾0 de nombres réels.

Si la suite ( n
√
|xn|)n⩾1 est bornée et telle que

L = lim sup
n→+∞

n
√

|xn| < 1,

alors la série de terme général xn est absolument convergente.
Si la suite ( n

√
|xn|)n⩾1 est bornée et telle que

L = lim sup
n→+∞

n
√

|xn| > 1,

ou si la suite ( n
√
|xn|)n⩾1 n’est pas bornée, alors la série de terme général

xn est divergente.

démonstration. Dans le premier cas, comme L < 1, il existe un entier m > 0
tel que pour tout k ⩾ m :

k
√
|xk| ⩽

1 + L

2
< 1.

Ainsi, on obtient que pour tout entier n ⩾ m :

n∑
k=0

|xk| =

m−1∑
k=0

|xk|+
n∑

k=m

|xk| ⩽
m−1∑
k=0

|xk|+
n∑

k=m

(
1 + L

2

)k

⩽
m−1∑
k=0

|xk|+
2

1− L
;

ce qui entrâıne, d’après le résultat obtenu au paragraphe 4.2.5, que la série de
terme général xn est absolument convergente.

Supposons maintenant la suite ( n
√
|xn|)n⩾1 bornée et L > 1. Alors, pour tout

entier m > 0, il existe k ⩾ m tel que

k
√
|xk| ⩾

1 + L

2
> 1.

D’où |xk| ⩾
(
1+L
2

)k
et la suite (xn)n⩾0 n’est pas bornée, et donc la série est

divergente (§ 4.1.4).
Si la suite ( n

√
|xn|)n⩾1 n’est pas bornée, alors la suite (xn)n⩾0 non plus, et

donc la série est divergente. ■
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4.2.8 Exemple

Montrons que pour la suite (xn) définie par

xn+1 =
1

2n+1
(1 + nxn) et x0 = 0,

la série de terme général xn est convergente. Par un simple raisonnement par
récurrence, on montre que, pour tout n ∈ N, n ⩽ 2n. Il en résulte, de nouveau
par récurrence, que

0 ⩽ xn ⩽ 1 .

pour tout n ∈ N. D’où

0 ⩽ xn+1 ⩽
1

2n+1
(1 + n)

pour tout n ∈ N et

0 ⩽ xn ⩽
n

2n

pour tout n ∈ N. Or la série de terme général n2−n converge, par le critère de
la limite supérieure :

lim
n→+∞

n
√
n2−n = lim

n→+∞
n
√
n lim

n→+∞
n
√
2−n = 1 · 1

2

et donc
lim sup
n→+∞

n
√

|n2−n| < 1.

Le critère de comparaison assure que la série de terme général xn converge.

4.2.9 Critère de d’Alembert

Soit (xn) une suite d’éléments de R∗ pour laquelle le nombre réel

ρ = lim
n→+∞

∣∣∣∣xn+1

xn

∣∣∣∣ existe.
Alors, si ρ < 1 la série de terme général xn est absolument convergente,
tandis que si ρ > 1 elle est divergente.

démonstration. En premier lieu, supposons que ρ < 1. Alors, il existe un
entier m ⩾ 1 tel que pour tout k ⩾ m :∣∣∣∣xk+1

xk

∣∣∣∣ ⩽ 1 + ρ

2
< 1,

et donc, pour tout n ⩾ m :

|xn| =
∣∣∣∣ xnxn−1

∣∣∣∣ · ∣∣∣∣xn−1

xn−2

∣∣∣∣ · · · ∣∣∣∣xm+2

xm+1

∣∣∣∣ · ∣∣∣∣xm+1

xm

∣∣∣∣ · |xm| ⩽
(
1 + ρ

2

)n−m

|xm|.



Séries numériques 77

Ainsi, on obtient que pour tout entier n ⩾ m :

n∑
k=0

|xk| =

m−1∑
k=0

|xk|+
n∑

k=m

|xk| ⩽
m−1∑
k=0

|xk|+
n∑

k=m

(
1 + ρ

2

)k−m

|xm|

⩽
m−1∑
k=0

|xk|+
2|xm|
1− ρ

;

ce qui entrâıne, d’après le résultat obtenu au paragraphe 4.2.5, que la série de
terme général xn est absolument convergente.

Supposons à présent que ρ > 1. Alors, il existe un entier naturel p tel que
pour tout n ⩾ p : |xn| ⩾ |xp| ̸= 0 ; ce qui implique que la suite (xn) n’admet
pas zéro pour limite. Il en résulte (§ 4.1.4) que la série de terme général xn est
divergente. ■

4.2.10 Exemple

Considérons la suite (xn) définie par

xn =
n+ 1

2n
.

Étant donné que

lim
n→+∞

∣∣∣∣xn+1

xn

∣∣∣∣ = 1

2
,

on peut affirmer, grâce au critère de d’Alembert, que la série de terme général
xn est absolument convergente.

4.2.11 Remarques

En désignant par (xn) et (yn) les deux suites définies par

xn = (−1)n, yn =
(−1)n

n
et x0 = y0 = 0,

nous constatons que

L = lim sup
n→+∞

n
√
|xn| = lim sup

n→+∞

n
√

|yn| = 1

et

ρ = lim
n→+∞

∣∣∣∣xn+1

xn

∣∣∣∣ = lim
n→+∞

∣∣∣∣yn+1

yn

∣∣∣∣ = 1.

En effet (§ 3.3.8)

lim
n→+∞

n
√
|yn| = lim

n→+∞
n
√
1/n = ( lim

n→+∞
n
√
n)−1 = 1.

Étant donné que la série de terme général xn est divergente, tandis que celle de
terme général yn est convergente, ces deux exemples nous montrent que dans le
cas où L = 1 et ρ = 1, on ne peut rien dire à priori concernant la convergence
de la série étudiée.
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Soit (xn) une suite de nombres réels non nuls telle que

lim
n→+∞

∣∣∣∣xn+1

xn

∣∣∣∣ = +∞.

Alors, la série de terme général xn est divergente.

4.3 Exercices

4.3.1 Étudier la convergence et la convergence absolue des séries dont le terme
général xn est défini par

1) xn =
n

2n+ 1
2) xn =

1√
n+ 1

√
n+ 2

√
n+ 3

√
n+ 4

3) xn =
1√

2n+ 1
4) xn =

cos(n!)

(n+ 1)2

5) xn =
n3

4n
6) xn =

√
n3

n2 + 1

7) xn =
cos(nπ)√
n+ 1

8) xn =
1 · 4 · 7 . . . (3n+ 1)

(n+ 1)!
.

4.3.2 Calculer les sommes suivantes :

1)
+∞∑
k=0

1

5k
2)

+∞∑
k=0

1

(a+ k)(a+ 1 + k)
avec a > 0

3)
+∞∑
k=2

2k + 3

k(k − 1)(k + 2)
4)

+∞∑
k=1

1

(4k − 3)(4k + 1)
.

4.3.3 Soit (an) une suite de nombres réels positifs ou nuls telle que
+∞∑
k=0

ak = +∞.

Montrer que la série de terme général xn = an/(1 + an) diverge, tandis que la
série de terme général xn = an/(1 + n2an) converge.

4.3.4 Montrer, en les calculant, qu’il existe trois constantes a, b et c telles que
pour tout entier n ⩾ 3 :

n3

n!
=

a

(n− 1)!
+

b

(n− 2)!
+

c

(n− 3)!
.

En utilisant ce résultat trouver la somme de la série de terme général xn = n3/n!.

4.3.5 Discuter, en fonction des valeurs du nombre réel a et de l’entier relatif
p, la convergence et la convergence absolue de la série de terme général xn =
an/(n+ 1)p.

4.3.6 Soit (an) une suite de nombres réels positifs ou nuls telle que la série de
terme général xn = an converge. Montrer que la série de terme général xn =√
an/(n+ 1) est convergente.
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4.3.7 Soit 0 < a < 1, et posons pour tout entier n ⩾ 1 :

Sn = 1 + 2a+ 3a2 + . . .+ nan−1.

1) Pour tout entier n ⩾ 1, calculer : aSn − Sn.
2) En déduire que la série de terme général xn = nan−1 converge.
3) Calculer sa limite.

4.3.8 Discuter, selon les valeurs du nombre réel θ, la convergence et la conver-
gence absolue de la série de terme général xn = (sin θ)n/n+ 1.

4.3.9 Soit (xn) une suite de nombres réels positifs ou nuls telle que
+∞∑
k=0

√
xk <

+∞. Montrer que la suite (yn) définie par

yn+1 =
1

2
(yn +

√
y2n + xn) et y0 = 0

est convergente.

4.3.10 Pour quelles valeurs du nombre réel a ̸= ±1, la série de terme général
xn = an/(a2n − 1) converge-t-elle ?

4.3.11 Soit (an) une suite de nombres réels positifs ou nuls telle que
+∞∑
k=0

ak < +∞.

Montrer que pour tout entier p ⩾ 1, la série de terme général xn = apn converge.

4.3.12 Soit (an) une suite de nombres réels. Montrer que la série de terme général
xn = an − an+1 converge si et seulement si la suite (an) converge.

4.3.13 Soit (xn) et (yn) deux suites de nombres réels positifs, et supposons qu’il
existe n0 ∈ N tel que pour tout entier n ⩾ n0, on ait :

xn+1

xn
⩽
yn+1

yn
.

1) Montrer que si la série de terme général yn converge, alors la série de terme
général xn converge aussi.

2) Montrer que si
+∞∑
k=0

xk = +∞ alors
+∞∑
k=0

yk = +∞.

4.3.14 Soit (xn) une suite de nombres réels positifs pour laquelle le nombre

α = lim
n→+∞

n

(
xn
xn+1

− 1

)
existe.

1) Montrer, en utilisant l’exercice précédent, que si α < 1 la série de terme
général xn diverge.

2) En déduire que
+∞∑
k=1

1 · 3 · 5 . . . (2k − 1)

2 · 4 . . . (2k) = +∞.
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4.3.15 Soit (xn) une suite décroissante de nombres réels telle que l’ensemble
{n ∈ N∗ : xn ⩾ 1/n} possède une infinité d’éléments.
1) Montrer que la série de terme général xn diverge.
2) Que devient ce résultat si la suite (xn) n’est pas supposée décroissante ?



Chapitre 5

Fonctions réelles d’une variable réelle

5.1 Définitions

5.1.1 Définition d’une fonction réelle d’une variable réelle

Soit E et F deux sous-ensembles non vides de R et G une partie du produit
cartésien E × F telle que, pour tout élément x de E, il existe un élément y et
un seul de F tel que le couple (x, y) appartienne à G. Alors, le triplet

f = (G,E, F )

s’appelle fonction définie sur E à valeurs dans F , ou encore application de E
dans F . Ici, les mots « application » et « fonction » seront toujours considérés
comme synonymes. On dit que G est le graphe de f et on le note par G(f),
que E est l’ensemble de départ ou le domaine de définition de f et on le désigne
généralement par D(f) et que F est l’ensemble d’arrivée de f . L’unique élément
y de F correspondant à l’élément x de E par f s’appelle l’image de x par f et
se note f(x), tandis que x est appelé la variable indépendante. Le sous-ensemble

{f(x) : x ∈ E} = {y ∈ R : ∃x ∈ E tel que f(x) = y} ⊂ F

est appelé l’image de E par f et est noté Imf . La notation f = (G,E, F ) n’est
pas utilisée en pratique, on lui préfère les notations suivantes :

f : E → F et E
f→ F.

Pour montrer que f(x) est l’élément de F associé à x, on emploie la notation

x 7→ f(x).

5.1.2 Graphique d’une fonction

Soit f une fonction de E dans F et considérons le plan euclidien rapporté à deux
axes de coordonnées 0x et 0y définis par deux vecteurs e1 et e2. Alors, à tout
élément x de E on fait correspondre le point P du plan dont les coordonnées
relativement aux deux axes 0x et 0y sont x et y = f(x). L’ensemble de ces
points est appelé le graphique de la fonction f relativement aux deux axes 0x et
0y (fig. 5.1 et 5.2).

En général l’axe 0x (resp. 0y) est appelé l’axe des abscisses (resp. ordonnées),
tandis que l’intersection 0 de ces deux axes est appelée l’origine. Lorsque nous
parlerons de représentation graphique d’une fonction, sans autre précision, nous
supposerons toujours que les deux axes 0x et 0y sont perpendiculaires et que les
vecteurs e1 et e2 sont de la même longueur. Ce choix est arbitraire, et dans la
pratique, il est souvent recommandé de choisir une unité de longueur différente
sur chacun des axes.
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y = x2

e2

e10 x

Fig. 5.1

e2

e10 x

y = 1/x

Fig. 5.2

5.1.3 Relations d’ordre pour les fonctions

Étant donné qu’il existe une relation d’ordre définie sur R (§ 1.1.5), cela nous
permet de définir, pour les fonctions ayant le même domaine de définition et le
même ensemble d’arrivée, les relations d’ordre suivantes :

• deux fonctions f et g de E dans F sont dites égales et on écrit f = g si
pour tout x ∈ E : f(x) = g(x) ;

• pour deux fonctions f et g de E dans F , on écrit que f ⩽ g (resp. f ⩾ g)
si pour tout x ∈ E : f(x) ⩽ g(x) (resp. f(x) ⩾ g(x)).

5.1.4 Remarque

Les relations d’ordre que nous venons de définir entre des fonctions ayant le
même domaine de définition et le même ensemble d’arrivée sont des relations
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d’ordre partiel ; autrement dit, il n’est pas toujours possible de les comparer
entre elles. Par exemple, les deux fonctions f, g : R→ R définies respectivement
par f(x) = x2 et g(x) = x3 ne sont pas comparables entre elles, puisque f(−1) >
g(−1) et f(2) < g(2).

5.1.5 Définition d’une fonction surjective

Soit f une application de E dans F . Si tout élément de F est l’image par f
d’au moins un élément de E, l’application est alors dite surjective. On dit
encore que c’est une surjection de E dans F .

Il découle de cette définition, qu’une application f : E → F est surjective si
et seulement si F = Imf .

5.1.6 Définition d’une fonction injective

On sait d’après la définition d’une fonction qu’à tout élément x de E cor-
respond un unique élément y de F ; par contre y peut être l’image par f de
plusieurs éléments de E. Si ce n’est pas le cas, c’est-à-dire si tout élément y
de F est l’image par f d’au plus un seul élément de E, l’application f est
dite injective. On dit encore que f est une injection de E dans F .

Il résulte de cette définition, qu’une application f : E → F est injective si et
seulement si les relations x1, x2 ∈ E et f(x1) = f(x2) impliquent x1 = x2.

5.1.7 Définition d’une fonction bijective et de sa fonction réciproque

Si une application f de E dans F est à la fois surjective et injective, elle est
dite bijective ; on dit aussi que c’est une bijection de E dans F .

Dans ce cas, on a que pour tout élément y de F l’équation f(x) = y admet
dans E une unique solution x. On est ainsi tout naturellement amené à définir une
nouvelle application de F dans E, appelé application réciproque de f et notée
f−1, qui, à tout élément y de F , fait correspondre l’élément x de E solution
unique de l’équation f(x) = y. Autrement dit, x = f−1(y).

Le graphique d’une fonction bijective et celui de son application réciproque
sont symétriques par rapport à la droite d’équation y = x.
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5.1.8 Opérations algébriques sur les fonctions

Soit f et g deux fonctions de E dans R. À partir de ces deux fonctions, on peut
définir les nouvelles fonctions suivantes :

• si α et β sont deux nombres réels, on désigne par αf + βg la fonction
de E dans R, qui, à tout élément x de E, fait correspondre le nombre
réel αf(x) + βg(x). Dans le cas particulier où α = β = 1 (resp. α = 1
et β = −1), la fonction f + g (resp. f − g) est appelée la somme (resp.
différence) des deux fonctions f et g ;

• la fonction, qui, à tout élément x de E, fait correspondre le nombre réel
f(x) · g(x), est appelée le produit des deux fonctions f et g et se note fg ;

• si pour tout élément x de E : g(x) ̸= 0, alors la fonction, qui, à tout x ∈ E,
fait correspondre le nombre réel f(x)/g(x), est appelée le quotient de la
fonction f par la fonction g et se note f/g.

5.1.9 Image et image réciproque d’un sous-ensemble

Si A est un sous-ensemble non vide de E, l’ensemble des éléments y de F qui
sont l’image par la fonction f : E → F d’au moins un élément x de A, s’appelle
l’image de A par f et se note f(A). Autrement dit,

f(A) = {f(x) : x ∈ A} = {y ∈ F : ∃x ∈ A tel que f(x) = y}.

Soit B un sous-ensemble non vide de F . On appelle image réciproque de B
par f, l’ensemble des éléments x de E tels que f(x) ∈ B. On note cet ensemble
−1

f (B). Ainsi,
−1

f (B) = {x ∈ E : f(x) ∈ B}.

5.1.10 Remarque

Il est très important de ne pas confondre pour une fonction f : E → F donnée,

les deux notations
−1

f ({y}) et f−1(y) avec y ∈ F . La première ayant toujours
un sens, tandis que la seconde peut très bien ne pas en avoir. Par exemple, si
f : R→ R est la fonction définie par f(x) = sinx, la notation f−1(0) n’a pas de

sens car f n’est pas bijective ; par contre
−1

f ({0}) = {kπ : k ∈ Z}.

5.1.11 Application identique

L’application de E dans lui-même, qui, à tout élément x de E, fait correspondre
ce même élément, s’appelle l’application identique de E. On la note IE . Son
graphe est la diagonale de E × E.

5.1.12 Composition de deux fonctions

Considérons deux fonctions f : E → F et g : G→ H et supposons, de plus,
que f(E) ⊂ G. Alors, on peut définir une nouvelle fonction : la fonction
composée, qui, à tout élément x de E, fait correspondre l’élément g(f(x))
de H. On note cette fonction g ◦ f .
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Dans le cas particulier où f est une bijection de E dans F , la fonction com-
posée f−1 ◦ f n’est autre que l’application IE , tandis que la fonction composée
f ◦ f−1 = IF . Cet exemple nous montre qu’en général g ◦ f ̸= f ◦ g.

5.1.13 Valeur absolue d’une fonction

Soit f une fonction de E dans F . On appelle valeur absolue de la fonction f et
on la désigne par |f |, la fonction de E dans R+, qui, à tout élément x de E, fait
correspondre le nombre réel positif ou nul |f(x)|.

5.1.14 Fonction bornée

Soit A un sous-ensemble non vide de E. Une fonction f : E → F est dite
majorée (resp. minorée) sur A si l’ensemble f(A) est un sous-ensemble majoré
(resp. minoré) de R. Une fonction qui est à la fois majorée et minorée sur A est
dite bornée sur A.

5.1.15 Caractérisation d’une fonction bornée

Soit A un sous-ensemble non vide de E. Une fonction f : E → F est bornée sur
A si et seulement s’il existe un nombre réel M ⩾ 0 tel que la relation x ∈ A
implique |f(x)| ⩽M .

démonstration. Pour démontrer ce résultat, il suffit de remarquer que f est
bornée sur A si et seulement si le sous-ensemble {f(x) : x ∈ A} de R est borné,
et d’utiliser le résultat obtenu au paragraphe 1.4.6. ■

5.1.16 Borne inférieure et borne supérieure d’une fonction

Soit A un sous-ensemble non vide de E. Si f : E → F est une fonction majorée
(resp. minorée) sur A, le nombre réel sup{f(x) : x ∈ A} (resp. inf{f(x) : x ∈ A})
est appelé la borne supérieure (resp. borne inférieure) ou encore le supremum
(resp. l’infimum) de la fonction f sur A et on le note sup

x∈A
f(x) (resp. inf

x∈A
f(x)).

5.1.17 Caractérisation des bornes supérieure et inférieure d’une fonction

Soit A un sous-ensemble non vide de E et f : E → F une fonction majorée (resp.
minorée) sur A. Alors, le nombre réel M (resp. m) est égal au supremum (resp.
infimum) de la fonction f sur A si et seulement si les deux propriétés suivantes
sont vérifiées :

• pour tout élément x de A : f(x) ⩽M (resp. f(x) ⩾ m) ;
• quel que soit le nombre réel ϵ > 0, il existe un élément xϵ de A tel que
M − f(xϵ) ⩽ ϵ (resp. f(xϵ)−m ⩽ ϵ).

démonstration. Cette caractérisation est une conséquence immédiate de la
définition donnée au paragraphe 1.2.3. ■
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5.1.18 Quelques résultats

• Si f : E → R est une fonction majorée sur A, alors la fonction −f est
minorée sur A et l’on a :

sup
x∈A

f(x) = − inf
x∈A

(−f(x)) ;

• si f : E → F est une fonction majorée sur A, alors pour tout couple
de nombres réels c et λ avec λ ⩾ 0, la fonction f̃ : E → R définie par
f̃(x) = λf(x) + c est aussi majorée sur A et, de plus, on a :

sup
x∈A

f̃(x) = c+ λ sup
x∈A

f(x) ;

• si f : E → R et g : E → R sont deux fonctions majorées sur A, alors la
fonction h = f + g est majorée sur A et

sup
x∈A

h(x) ⩽ sup
x∈A

f(x) + sup
x∈A

g(x) ;

• si B est un sous-ensemble non vide de A et si f : E → F est une fonction
majorée (resp. minorée) sur A, alors f est majorée (resp. minorée) sur B
et, de plus, on a :

sup
x∈B

f(x) ⩽ sup
x∈A

f(x) (resp. inf
x∈B

f(x) ⩾ inf
x∈A

f(x)).

Remarque. Si f : E → F est une fonction majorée (resp. minorée) sur A, le
nombre réel sup

x∈A
f(x) (resp. inf

x∈A
f(x)) n’appartient pas obligatoirement à l’en-

semble f(A) = {f(x) : x ∈ A}. Par exemple, la fonction f : ]0, 1[→ R définie par
f(x) = x2+1 admet 1 comme borne inférieure et 2 comme borne supérieure sur
]0, 1[, mais aucun de ces deux nombres n’appartient à {f(x) : x ∈]0, 1[} =]1, 2[.

5.1.19 Maximum et minimum local d’une fonction

Soit f une fonction de E dans F et x0 un élément de E. On dit que f admet
un maximum (resp. minimum) local au point x0 s’il existe un nombre réel
δ > 0 tel que les relations x ∈ E et |x− x0| ⩽ δ impliquent f(x) ⩽ f(x0)
(resp. f(x) ⩾ f(x0)).

D’autre part, nous dirons qu’une fonction admet un extremum local au
point x0 si cette fonction admet un maximum ou un minimum local en ce
point.
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5.1.20 Maximum et minimum d’une fonction

Soit f une fonction de E dans F et M (resp. m) un nombre réel vérifiant
les deux propriétés suivantes :

• pour tout élément x de E : f(x) ⩽M (resp. f(x) ⩾ m) ;
• M (resp. m) appartient à l’ensemble Imf = {f(x) : x ∈ E}.

Alors, le nombre réelM (resp.m) est appelé lemaximum (resp. leminimum)
de la fonction f sur E et on le note max

x∈E
f(x) (resp. min

x∈E
f(x)).

D’autre part, si pour x0 ∈ E : f(x0) = max
x∈E

f(x) (resp. f(x0) =

min
x∈E

f(x)), nous dirons que la fonction f atteint son maximum (resp. mi-

nimum) au point x0.

Remarque. À l’aide des notions de maximum et minimum d’un ensemble non
vide (§ 1.2.2), on obtient la proposition suivante : M ∈ R (resp. m ∈ R) est le
maximum (resp. minimum) de f sur E si et seulement si M est le maximum
(resp. m est le minimum) de l’ensemble Im f .

Exemple. Considérons la fonction f : [−1, 2] → R définie par f(x) = x2(1− x).
Cette fonction atteint son maximum pour x = −1 et son minimum pour x = 2.
Elle admet aussi un maximum local aux points −1 et 2/3, ainsi qu’un minimum
local aux points 0 et 2 (fig. 5.3).

y = x2 (1 – x)

2

1

2
4
27 1

0–1

– 4

2
3

Fig. 5.3
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5.1.21 Remarques

Supposons que pour une fonction f : E → F , le nombre réel max
x∈E

f(x) (resp.

min
x∈E

f(x)) existe. Alors, cette fonction est majorée (resp. minorée) sur E et, de

plus, on a :

max
x∈E

f(x) = sup
x∈E

f(x) (resp. min
x∈E

f(x) = inf
x∈E

f(x)).

Par contre, une fonction f : E → F peut très bien être majorée (resp. mino-
rée) sur E, sans pour autant que le maximum (resp. minimum) de cette fonction
sur E existe. Pour s’en rendre compte, considérons la fonction f : [0, 1[→ R,
qui, à tout élément x de [0, 1[, fait correspondre le nombre réel x3. Le supre-
mum de cette fonction sur [0, 1[ est 1, mais comme ce nombre n’appartient pas
à l’ensemble Imf = {f(x) = x3 : x ∈ [0, 1[}, on en déduit que le maximum de la
fonction f sur [0, 1[ n’existe pas.

Une fonction f : E → F peut atteindre son maximum (resp. minimum) en
plusieurs points de E. Par exemple, la fonction f : R → R définie par f(x) =
sinx atteint son maximum aux points {π/2+2kπ : k ∈ Z} et son minimum aux
points {3π/2 + 2kπ : k ∈ Z}.

5.1.22 Fonction monotone

Étant donné une fonction f : E → F et A un sous-ensemble non vide de E, on
dit que la fonction f est croissante (resp. strictement croissante) sur A si pour
tout couple d’éléments x1, x2 de A, la relation x1 > x2 implique f(x1) ⩾ f(x2)
(resp. f(x1) > f(x2)). De même, elle est dite décroissante (resp. strictement
décroissante) sur A si pour tout couple d’éléments x1, x2 de A, la relation x1 > x2
implique f(x1) ⩽ f(x2) (resp. f(x1) < f(x2)). Elle est dite constante sur A, s’il
existe un nombre réel c tel que pour tout élément x de A : f(x) = c.

Pour f et A comme ci-dessus, f est dite monotone sur A si elle est crois-
sante ou décroissante sur A. Elle est dite strictement monotone sur A si elle est
strictement croissante ou strictement décroissante sur A.

5.1.23 Fonction paire, fonction impaire

Soit E un sous-ensemble non vide de R admettant zéro pour centre de symétrie,
c’est-à-dire tel que x ∈ E implique −x ∈ E. Une fonction f : E → F est
dite paire (resp. impaire) si pour tout élément x de E : f(−x) = f(x) (resp.
f(−x) = −f(x)).

Le graphique d’une fonction paire est symétrique par rapport à l’axe 0y,
tandis que celui d’une fonction impaire est symétrique par rapport à l’origine 0.

5.1.24 Fonction périodique

Le nombre réel P est appelé une période de la fonction f : E → F si pour tout
x ∈ E :

x− P ∈ E, x+ P ∈ E et f(x+ P ) = f(x).

D’autre part, une fonction f : E → F est dite périodique si elle admet une
période P ̸= 0.
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Si P est une période de f , alors pour tout n ∈ Z le nombre réel nP est aussi
une période de cette fonction.

Si, pour un certain nombre réel T > 0, {nT : n ∈ Z} est l’ensemble des
périodes de la fonction périodique f : E → F , alors un tel T > 0, s’il existe, est
appelé la période de f .

Exemple. L’ensemble des périodes de la fonction f : R→ R définie par

f(x) =

{
1 si x /∈ Q
0 six ∈ Q,

n’est autre que l’ensemble Q.

5.1.25 Partie positive, négative d’une fonction

Soit f une fonction de E dans R. La fonction f+ : E → R définie par f+(x) =
max{f(x), 0} est appelée la partie positive de la fonction f . De même, la fonction
f− : E → R définie par f−(x) = −min{f(x), 0} est appelée la partie négative
de la fonction f .

On vérifie facilement que pour tout élément x de E :

f(x) = f+(x)− f−(x) et |f(x)| = f+(x) + f−(x).

5.1.26 Prolongement et restriction d’une fonction

Si f : E → F et g : A → F sont des fonctions vérifiant les deux propriétés
suivantes :

• A ⊂ E ;
• pour tout élément x de A : f(x) = g(x),

la fonction f est appelée un prolongement de la fonction g à E, tandis que g est
appelée la restriction de f à A.

Étant donné f : E → F , on utilise souvent la notation g = f |A pour la
restriction de f à A ou encore simplement f : A→ F .

D’une manière générale, le prolongement d’une fonction à un domaine de
définition plus grand n’est pas unique. Par contre, la restriction d’une fonction
à un ensemble de définition plus petit l’est.

5.2 Limite d’une fonction

5.2.1 Fonction définie au voisinage d’un point

Nous dirons qu’une fonction f : E → F est définie au voisinage de x0, s’il existe
un nombre réel α > 0 tel que

]x0 − α, x0 + α[⊂ E ∪ {x0}.

Remarque. Il est très important de remarquer que dans cette définition une
fonction peut très bien être définie au voisinage d’un point x0 sans pour autant
l’être en ce point. Par exemple, la fonction f : R∗ → R définie par

f(x) =
1
3
√
x
,
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est définie au voisinage de zéro, mais ne l’est pas en ce point, où 3
√

: R → R

est la fonction réciproque de la fonction qui à x ∈ R fait correspondre x3.

5.2.2 Définition de la limite d’une fonction

Nous dirons qu’une fonction f : E → F définie au voisinage de x0 admet
pour limite le nombre réel l lorsque x tend vers x0 si à tout nombre réel
ϵ > 0, on peut associer un nombre réel δ > 0 tel que les relations x ∈ E
et 0 < |x− x0| ⩽ δ impliquent |f(x)− l| ⩽ ϵ (fig. 5.4). On écrit alors,
lim

x→x0

f(x) = l.

D’une manière générale, le nombre réel δ dépend des nombres x0 et ϵ.

y = f (x)

l + ϵ
ϵ

ϵ

δ δ

x0 – δ x0 + δ xx0 

l – ϵ

l

0

Fig. 5.4

5.2.3 Caractérisation de la limite d’une fonction à partir des suites

Une fonction f : E → F définie au voisinage de x0 admet pour limite le
nombre réel l lorsque x tend vers x0 si et seulement si pour toute suite
(an) d’éléments de {x ∈ E : x ̸= x0} qui converge vers x0, la suite (f(an))
converge vers l.

démonstration. En premier lieu, supposons que lim
x→x0

f(x) = l et que la suite

(an) d’éléments de {x ∈ E : x ̸= x0} converge vers x0. Soit ϵ un nombre réel

positif quelconque. Étant donné que lim
x→x0

f(x) = l, il existe un nombre réel δ > 0

tel que pour tout élément x de E vérifiant 0 < |x− x0| ⩽ δ : |f(x)− l| ⩽ ϵ.
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D’autre part, puisque lim
n→+∞

an = x0 avec x0 /∈ {an : n ∈ N}, il existe aussi

un entier m0 > 0 tel que pour tout n ⩾ m0 : 0 < |an − x0| ⩽ δ. Finalement,
on obtient que pour tout n ⩾ m0 : |f(an)− l| ⩽ ϵ. On a ainsi démontré que
lim

n→+∞
f(an) = l.

Réciproquement, supposons que pour toute suite (an) d’éléments de {x ∈
E : x ̸= x0} qui converge vers x0, la suite (f(an)) converge vers l. Il nous faut
à présent démontrer que lim

x→x0

f(x) = l. Pour cela, raisonnons par l’absurde et

supposons que le nombre réel l ne soit pas la limite de la fonction f lorsque x
tend vers x0 ; ce qui signifie qu’il existe un nombre réel ϵ > 0 tel que pour tout
entier naturel n, l’ensemble {x ∈ E : x ̸= x0, x ∈ B(x0, 1/(n + 1))} contient
un élément bn pour lequel |f(bn)− l| > ϵ. On a ainsi construit une suite (bn)
d’éléments de {x ∈ E : x ̸= x0} qui converge vers x0 et dont la suite des images
(f(bn)) ne converge pas vers l. Ce dernier résultat étant en contradiction avec
l’hypothèse, on en déduit que lim

x→x0

f(x) = l. ■

Remarque. Cette caractérisation permet souvent de ramener les preuves des
propriétés des limites de fonctions aux propriétés déjà prouvées des limites de
suites.

5.2.4 Corollaire

Soit f : E → F une fonction définie au voisinage de x0 et supposons que pour
toute suite (an) d’éléments de {x ∈ E : x ̸= x0} qui converge vers x0, la suite
(f(an)) converge. Alors, la fonction f admet une limite lorsque x tend vers x0.

démonstration. Soit (an) et (bn) deux suites d’éléments de {x ∈ E : x ̸= x0}
qui convergent vers x0. Nous allons montrer que lim

n→+∞
f(an) = lim

n→+∞
f(bn).

Pour cela, raisonnons par l’absurde et supposons que ce dernier résultat ne soit
pas vrai. Alors, en posant

cn =

{
an sin est pair
bn sin est impair,

on obtient que (cn) est une suite d’éléments de {x ∈ E : x ̸= x0} qui converge

vers x0, mais dont la suite des images (f(cn)) diverge. D’où contradiction. On

a ainsi démontré que pour toute suite (an) d’éléments de {x ∈ E : x ̸= x0} qui

converge vers x0, le nombre réel lim
n→+∞

f(an) ne dépend pas de la suite (an)

choisie. Ainsi, en utilisant le résultat obtenu au paragraphe 5.2.3, la conclusion

de ce corollaire devient immédiate. ■

5.2.5 Unicité de la limite d’une fonction

Si l1 et l2 sont deux limites de la fonction f : E → F lorsque x tend vers x0,
alors l1 = l2.

démonstration. Ramenons-nous à l’unicité de la limite pour les suites prouvée
au paragraphe 3.2.4. Soit (an) une suite d’éléments de {x ∈ E : x ̸= x0} qui
converge vers x0. Il découle du résultat obtenu au paragraphe 5.2.3, que l1 =
lim

n→+∞
f(an) et l2 = lim

n→+∞
f(an) ; ce qui implique que l1 = l2 (voir § 3.2.4). ■
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5.2.6 Exemple

Soit f : R → R la fonction définie par f(x) = x2. Calculons sa limite lorsque x
tend vers 2. Il nous faut d’abord trouver un candidat qui puisse être la limite de
cette fonction lorsque x tend vers 2, sans savoir si cette limite existe ou non. Pour
cette raison, supposons qu’elle existe et notons-la par l. Alors, en considérant la
suite (an) définie par

an = 2 +
1

n
et a0 = 2,

on obtient que l = lim
n→+∞

f(an) = 4. Reste à démontrer que ce nombre est bien

la limite de la fonction f lorsque x tend vers 2. Pour cela, il suffit de constater
qu’en associant à tout nombre réel ϵ > 0 le nombre

δ = min{1, ϵ/5},

la relation 0 < |x− 2| ⩽ δ implique
∣∣x2 − 4

∣∣ = |x− 2| |x+ 2| ⩽ 5 |x− 2| ⩽ ϵ.

Autre méthode. On peut aussi utiliser la caractérisation du paragraphe 5.2.3
comme suit. Pour toute suite (an) d’éléments de R\{2} qui converge vers 2, on
a

lim
n→+∞

f(an) = lim
n→+∞

a2n
§3.3.3
= ( lim

n→+∞
an)

2 = 22 = 4,

montrant ainsi que lim
x→2

f(x) = 4.

5.2.7 Remarque

La définition que nous avons donnée au paragraphe 5.2.2 nous permet de dire
si un nombre réel l, qui est supposé connu à priori, est la limite d’une fonction
f lorsque x tend vers x0 ; mais, malheureusement, elle ne nous permet pas de
trouver cette limite. Or, contrairement à ce que pourrait suggérer l’exemple
donné au paragraphe 5.2.6, il est souvent peu commode de trouver la limite
d’une fonction f même lorsque celle-ci existe. Par contre, comme dans le cas des
suites réelles, il est possible de démontrer qu’une fonction f admet une limite
lorsque x tend vers x0 sans pour autant connâıtre à priori la valeur de cette limite.
Dans ce but, nous démontrerons par la suite quelques résultats très utiles ; par
exemple, le critère de Cauchy ou le théorème des deux gendarmes.

5.2.8 Critère de Cauchy pour les fonctions

Une fonction f : E → F définie au voisinage de x0 admet une limite lorsque x

tend vers x0 si et seulement si à tout nombre réel ϵ > 0, on peut associer un

nombre réel δ > 0 tel que pour tout couple d’éléments x1, x2 de {x ∈ E : 0 <

|x− x0| ⩽ δ}, on ait : |f(x1)− f(x2)| ⩽ ϵ. D’une manière générale, le nombre

réel δ dépend des nombres x0 et ϵ.

démonstration. En premier lieu, supposons que le nombre réel lim
x→x0

f(x)

existe et notons-le par l, et soit ϵ un nombre réel positif quelconque. Alors,
il existe un nombre réel δ > 0 tel que pour tout élément x de E vérifiant
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0 < |x− x0| ⩽ δ : |f(x)− l| ⩽ ϵ/2. Ainsi, on obtient que pour tout couple
d’éléments x1, x2 de {x ∈ E : 0 < |x− x0| ⩽ δ} :

|f(x1)− f(x2)| ⩽ |f(x1)− l|+ |f(x2)− l| ⩽ ϵ/2 + ϵ/2 = ϵ.

Réciproquement, supposons qu’à tout nombre réel ϵ > 0, on puisse associer

un nombre δ > 0 tel que pour tout couple d’éléments x1, x2 de {x ∈ E :

0 < |x− x0| ⩽ δ}, on ait :|f(x1)− f(x2)| ⩽ ϵ. Alors, si (an) est une suite

d’éléments de {x ∈ E : x ̸= x0} qui converge vers x0, la suite (f(an)) est une

suite de Cauchy, donc convergente. Ainsi, grâce au corollaire 5.2.4, on sait que

la fonction f admet une limite lorsque x tend vers x0. ■

5.2.9 Opérations algébriques sur les limites

Soit f et g deux fonctions de E dansR telles que lim
x→x0

f(x) = l1 et lim
x→x0

g(x) = l2.

Alors,

• pour tout couple de nombres réels α et β, la limite de la fonction αf + βg
lorsque x tend vers x0 existe et est égale à αl1 + βl2 ;

• la limite de la fonction fg lorsque x tend vers x0 existe et est égale à l1l2 ;
• si l2 ̸= 0 et g ne s’annule pas sur E, la limite de la fonction f/g lorsque x
tend vers x0 existe et est égale à l1/l2.

démonstration. Pour toute suite (an) d’éléments de {x ∈ E : x ̸= x0} qui
converge vers x0, les trois suites (αf(an)+βg(an)), (f(an) g(an)) et (f(an)/g(an))
convergent respectivement vers αl1 + βl2, l1l2 et l1/l2. Pour conclure, il suffit
d’utiliser le résultat obtenu au paragraphe 5.2.3. ■

5.2.10 Conservation des relations d’ordre

Soit f et g deux fonctions de E dans F vérifiant les deux propriétés suivantes :

• lim
x→x0

f(x) = l1 et lim
x→x0

g(x) = l2 ;

• il existe un nombre réel α > 0 tel que, pour tout x ∈ E satisfaisant 0 <
|x− x0| ⩽ α, on a f(x) ⩾ g(x).

Alors, l1 ⩾ l2.

démonstration. Soit (an) une suite d’éléments de {x ∈ E : 0 < |x− x0| ⩽ α}
qui converge vers x0. Ainsi, en utilisant les résultats obtenus aux paragraphes
3.3.6 et 5.2.3, on obtient que

l1 = lim
n→+∞

f(an) ⩾ lim
n→+∞

g(an) = l2.

■

Remarque. Si dans l’énoncé ci-dessus on remplace f(x) ⩾ g(x) par f(x) > g(x),
cela ne nous permet pas de conclure que l1 > l2. Par exemple, la fonction f :
]0,+∞[→ R définie par f(x) = x ne prend que des valeurs positives sur son
domaine de définition, mais par contre sa limite lorsque x tend vers zéro est
nulle. (Ici, la fonction g : ]0,+∞[→ R est la fonction identiquement nulle sur
]0,+∞[.)
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5.2.11 Limite de la valeur absolue d’une fonction

Soit f : E → F une fonction qui admet l pour limite lorsque x tend vers x0.
Alors, lim

x→x0

|f |(x) = |l|.

démonstration. Pour démontrer ce résultat, il suffit de remarquer que pour
tout x ∈ E : | |f(x)| − |l| | ⩽ |f(x)− l|. ■

Remarques. La réciproque de ce résultat est généralement fausse. Comme contre-
exemple, considérons la fonction f : R→ R définie par

f(x) =

{
1 si x ∈ Q

−1 si x /∈ Q.
Posons

an =
1

n+ 1
̸= 0 et bn =

√
2

n+ 1
̸= 0 pour n ∈ N.

Alors que les suites (an) et (bn) convergent les deux vers 0, les suites (f(an)) et
(f(bn)) convergent vers des limites différentes : 1 et−1. On en conclut que la fonc-
tion f n’admet aucune limite lorsque x tend vers zéro. Par contre, lim

x→0
|f |(x) = 1.

Néanmoins, si la valeur absolue d’une fonction f : E → F admet zéro pour
limite lorsque x tend vers x0, alors lim

x→x0

f(x) = 0.

5.2.12 Théorème des deux gendarmes pour les fonctions

Soit f, g et h trois fonctions de E dans F vérifiant les deux propriétés
suivantes :

• lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

g(x) = l ;

• il existe un nombre réel α > 0 tel que, pour tout x ∈ E satisfaisant
0 < |x− x0| ⩽ α, on a f(x) ⩽ h(x) ⩽ g(x).

Alors, lim
x→x0

h(x) = l.

démonstration. Soit (an) une suite arbitraire d’éléments de {x ∈ E : x ̸= x0}
qui converge vers x0. On déduit immédiatement de la deuxième propriété qu’il
existe un entier naturel m tel que pour tout entier n ⩾ m : f(an) ⩽ h(an) ⩽
g(an). D’autre part, grâce à la première propriété et au résultat obtenu au pa-
ragraphe 5.2.3, on a que lim

n→+∞
f(an) = lim

n→+∞
g(an) = l. D’où, en appliquant

aux suites (f(an)), (g(an)) et (h(an)) le théorème des deux gendarmes pour les
suites (§ 3.3.10), on obtient que lim

n→+∞
h(an) = l. Ainsi, le résultat obtenu au

paragraphe 5.2.3 nous permet de conclure que lim
x→x0

h(x) = l. ■

5.2.13 Exemple

Montrons que la limite de la fonction f : ]− π/2, π/2[→ R définie par

f(x) =

{
sin x
x si x ̸= 0

2 si x = 0,



Fonctions réelles d’une variable réelle 95

vaut 1 lorsque x tend vers zéro. D’une part (faire un dessin)

0 < sinx < x < tanx pour tout x ∈]0, π/2[

et donc

cosx ⩽
sinx

x
⩽ 1 pour tout x ∈]− π/2, 0[∪]0, π/2[.

D’autre part, en remarquant que pour tout x ∈ R :

|1− cosx| = 2
∣∣∣sin2 (x

2

)∣∣∣ ⩽ x2

2
,

on obtient que lim
x→0

cosx = 1. Ainsi, en utilisant le théorème des deux gendarmes,

on peut affirmer que

lim
x→0

sinx

x
= 1

et donc lim
x→0

f(x) = 1.

5.2.14 Limite de la composée de deux fonctions

Soit une fonction f : E → F définie au voisinage de x0 ∈ R et une fonction
g : G→ H définie au voisinage de y0 ∈ R, telles que

lim
x→x0

f(x) = y0 et lim
y→y0

g(y) = l.

Supposons de plus que

f(E) ⊂ G et f(E\{x0}) ⊂ G\{y0}.

Alors g ◦ f est définie au voisinage de x0 et

lim
x→x0

(g ◦ f)(x) = l.

Remarques. Comme E\{x0} = {x ∈ E : x ̸= x0}, on a E\{x0} = E si x0 ̸∈ E
et, de même, G\{y0} = G si y0 ̸∈ G. L’hypothèse f(E) ⊂ G assure que g ◦ f
est bien définie sur E et l’hypothèse f(E\{x0}) ⊂ G\{y0} est utilisée dans la
preuve.

démonstration. Soit une suite (an) d’éléments de {x ∈ E : x ̸= x0} qui
converge vers x0 et vérifions que la suite ((g ◦ f)(an)) converge vers l. Comme
(an) converge vers x0, (f(an)) converge vers y0, car l’on suppose que lim

x→x0

f(x) =

y0. Comme an ∈ E\{x0}, on a f(an) ∈ G\{y0}, ceci pour tout entier n. C’est
ici que l’on utilise f(E\{x0}) ⊂ G\{y0}. Comme (f(an)) converge vers y0, on a
bien que (g(f(an))) converge vers l, car l’on suppose que lim

y→y0

g(y) = l. ■
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5.2.15 Exemple

Calculons la limite lorsque x tend vers zéro de la fonction h : ]−1, 0[∪]0,+∞[→ R

définie par

h(x) =
sin(

√
1 + x− 1)

x
.

Pour cela, considérons les deux fonctions auxiliaires f : ]− 1, 0[∪]0,+∞[→ R∗ et
g : R\{−2, 0} → R définies respectivement par

f(x) =
√
1 + x− 1 et g(y) =

sin y

y(y + 2)
.

On constate immédiatement que lim
x→0

f(x) = 0, que lim
y→0

g(y) = 1
2 et que h = g◦f.

Ainsi, en utilisant le résultat du paragraphe 5.2.14, on obtient que lim
x→0

h(x) = 1
2 .

5.2.16 Remarque

Si dans l’énoncé du résultat donné au paragraphe 5.2.14, on omet de faire l’hy-
pothèse f(E\{x0}) ⊂ G\{y0}, alors, on ne peut pas affirmer, sans autre, que
lim

x→x0

(g ◦ f)(x) = l. Par exemple, considérons les deux fonctions f, g : R → R

définies respectivement par

f(x) =

{
x sin 1

x si x ̸= 0
1 si x = 0

et

g(y) =

{
1 si y ̸= 0
0 si y = 0.

On vérifie facilement que lim
x→0

f(x) = 0 et lim
y→0

g(y) = 1, mais la fonction g ◦ f :

R→ R n’admet aucune limite lorsque x tend vers zéro. En effet, les deux suites
(an) et (bn) d’éléments de R∗ définies par

an =
1

(n+ 1)π
et bn =

1

2nπ + (π/2)
, n ∈ N,

convergent vers 0, alors que les suites ((g ◦ f)(an)) et ((g ◦ f)(bn)) convergent
vers 0 et 1 respectivement. Observons que an ∈ R\{0}, mais que f(an) = 0 pour
tout n.

5.2.17 Fonction définie au voisinage de l’infini

Nous dirons qu’une fonction f : E → F est définie au voisinage de +∞ (resp.
−∞), s’il existe un nombre réel a tel que ]a,+∞[⊂ E (resp. ]−∞, a[⊂ E).
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5.2.18 Limites à l’infini, limites infinies

Supposons que x0 ∈ R ou que x0 représente le symbole +∞ ou encore que x0
représente le symbole −∞.

Supposons aussi que l ∈ R ou que l représente le symbole +∞ ou encore que
l représente le symbole −∞.

Pour une fonction f : E → F définie au voisinage de x0, on note lim
x→x0

f(x) = l

si pour toute suite (an) d’éléments de E\{x0} telle que lim
n→+∞

an = x0, on a

lim
n→+∞

f(an) = l.

Remarques
• Si x0 = +∞ ou x0 = −∞ ou x0 est un nombre réel n’appartenant pas à
E, alors E\{x0} = E.

• Cette définition est formulée à l’aide de suites, mais des formulations dans
l’esprit du paragraphe 5.2.2 sont aussi possibles. D’ailleurs, lorsque x0 ∈ R
et l ∈ R, cette notation a déjà été introduite au paragraphe 5.2.2. Voir
aussi le paragraphe 5.2.3.

• Tous les résultats que nous avons obtenus sur les limites lorsque x tend
vers un nombre réel x0 restent valables lorsque x tend vers +∞ ou −∞.
En particulier le théorème des deux gendarmes pour les fonctions (§ 5.2.12)
reste valable.

5.2.19 Limite d’une fonction monotone lorsque x tend vers +∞
Soit f : E → F une fonction croissante (resp. décroissante) sur E, définie au
voisinage de +∞. Alors, si f est majorée (resp. minorée) sur E :

lim
x→+∞

f(x) = sup
x∈E

f(x) (resp. inf
x∈E

f(x)),

sinon
lim

x→+∞
f(x) = +∞ (resp. −∞).

démonstration. Pour la démonstration, faisons l’hypothèse que f est crois-
sante sur E (l’autre cas se traitant de façon analogue) et considérons une suite
arbitraire (an) d’éléments de E qui tend vers +∞. Supposons d’abord que f ne
soit pas majorée sur E, et soit A un nombre réel positif choisi arbitrairement.
Alors, il existe un nombre α ∈ E tel que f(α) ⩾ A. Par suite, étant donné que la
fonction f est croissante sur E, les relations x ∈ E et x ⩾ α impliquent f(x) ⩾ A.
Puisque la suite (an) tend vers +∞, il existe n0 ∈ N tel que, pour tout entier
n ⩾ n0, on a an ⩾ α et ainsi f(an) ⩾ A. Il en résulte que lim

n→+∞
f(an) = +∞.

Supposons à présent que f soit majorée sur E ; ce qui entrâıne que le nombre
réel l = sup

x∈E
f(x) existe. Soit ϵ un nombre réel positif quelconque. Il résulte de

la définition de l qu’il existe un nombre α ∈ E tel que 0 ⩽ l − f(α) ⩽ ϵ. Par
suite, du fait que la fonction f est croissante sur E, les relations x ∈ E et x ⩾ α
impliquent 0 ⩽ l−f(x) ⩽ ϵ. Puisque la suite (an) tend vers +∞, il existe n0 ∈ N
tel que, pour tout entier n ⩾ n0, on a an ⩾ α et ainsi 0 ⩽ l − f(an) ⩽ ϵ. Il en
résulte que lim

n→+∞
f(an) = l. ■
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5.2.20 Opérations algébriques sur les limites infinies

Soit f et g deux fonctions de E dans R définies au voisinage de x0 ∈ R.
Addition. Si lim

x→x0

f(x) = +∞ (resp. −∞) et la fonction g est minorée (resp.

majorée) sur E, alors lim
x→x0

(f + g)(x) = +∞ (resp. −∞).

Produit. Supposons que lim
x→x0

|f(x)| = +∞ et qu’il existe α ∈ R∗
+ tel que

|g(x)| ⩾ α pour tout x ∈ E.

Si f(x)g(x) > 0 (resp. f(x)g(x) < 0) pour tout x ∈ E, alors lim
x→x0

(fg)(x) =

+∞ (resp. −∞).

Division. Si la fonction f est bornée sur E, g(x) ̸= 0 pour tout x ∈ E et

lim
x→x0

|g(x)| = +∞, alors lim
x→x0

f(x)

g(x)
= 0.

Division (bis). Supposons que g(x) ̸= 0 pour tout x ∈ E, que lim
x→x0

g(x) = 0 et

qu’il existe α ∈ R∗
+ tel que |f(x)| ⩾ α pour tout x ∈ E.

Si f(x)/g(x) > 0 (resp. f(x)/g(x) < 0) pour tout x ∈ E, alors lim
x→x0

f(x)/g(x) =

+∞ (resp. −∞).

Gendarme. Si lim
x→x0

f(x) = +∞ (resp. −∞) et g(x) ⩾ f(x) (resp. g(x) ⩽ f(x))

pour tout x ∈ E, alors lim
x→x0

g(x) = +∞ (resp. −∞).

Une preuve possible consiste à utiliser les résultats analogues pour les suites
donnés au paragraphe 3.3.16.

5.2.21 Formes indéterminées

Nous rencontrons des cas où actuellement nous ne sommes pas toujours en me-
sure de conclure. Nous dirons alors que nous nous trouvons en présence d’une
forme indéterminée. Enumérons quelques formes indéterminées. Pour cela, soit
f et g deux fonctions de E dans R définies au voisinage de x0 ∈ R. La fonction
h est définie à partir de fonctions f et g et la limite lim

x→x0

h(x) donne lieu à une

forme indéterminée. Voir le paragraphe 3.3.17 pour des résultats analogues pour
les suites.

Forme indéterminée (+∞) + (−∞) : lim
x→x0

f(x) = +∞, lim
x→x0

g(x) = −∞, h =

f + g.

Forme indéterminée 0 · ∞ : lim
x→x0

f(x) = 0, lim
x→x0

g(x) = +∞ (ou −∞), h = fg.

Forme indéterminée
∞
∞ : lim

x→x0

f(x) = +∞ (ou −∞), lim
x→x0

g(x) = +∞ (ou

−∞), g(x) ̸= 0 pour tout x ∈ E, h = f/g.

Forme indéterminée
0

0
: lim

x→x0

f(x) = lim
x→x0

g(x) = 0, g(x) ̸= 0 pour tout x ∈ E,

h = f/g.

Par la suite, nous donnerons des méthodes qui nous permettent dans certains
cas de lever l’indétermination. En particulier, nous démontrerons la règle de
Bernoulli-l’Hospital (§ 6.3.2).
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5.2.22 Remarques

Les résultats obtenus au paragraphe 5.2.20 restent valables lorsque x tend vers
±∞.

De manière analogue, la notion de formes indéterminées donnée au para-
graphe 5.2.21, lorsque x tend vers le nombre réel x0, s’étend, sans autre, au cas
où x tend vers ±∞.

5.2.23 Fonction définie à droite ou à gauche d’un point

Nous dirons qu’une fonction f : E → F est définie à droite (resp. à gauche) de
x0, s’il existe un nombre réel α > 0 tel que l’intervalle ouvert ]x0, x0 + α [ (resp.
]x0 − α, x0[) soit inclus dans E.

5.2.24 Limite à droite, limite à gauche

Supposons que l ∈ R ou que l représente le symbole +∞ ou encore que l repré-
sente le symbole −∞.

Pour une fonction f : E → F définie à droite (resp. à gauche) de x0, on
note lim

x→x0+
f(x) = l (resp. lim

x→x0−
f(x) = l) si pour toute suite (an) d’éléments

de {x ∈ E; x > x0} (resp. {x ∈ E; x < x0}) telle que lim
n→+∞

an = x0, on a

lim
n→+∞

f(an) = l.

Remarque. Ces définitions utilisant des suites admettent des formulations équi-

valentes dans l’esprit de la définition 5.2.2. Par exemple, supposons que f :

E → F est définie à droite de x0 et que l ∈ R. On peut prouver en suivant les

idées du paragraphe 5.2.3 que la propriété lim
x→x0+

f(x) = l définie ci-dessus est

équivalente à la propriété suivante : pour tout ϵ > 0, il existe δ > 0 tel que,

pour tout x ∈ E ∩ ]x0, x0 + δ], l’inégalité |f(x)− l| ⩽ ϵ est satisfaite.

5.2.25 Relation entre les différentes limites

Supposons que l ∈ R ou que l représente le symbole +∞ ou encore que
l représente le symbole −∞. Soit f une fonction de E dans F définie au
voisinage de x0 ∈ R. Alors

lim
x→x0+

f(x) = lim
x→x0−

f(x) = l si et seulement si lim
x→x0

f(x) = l.

5.2.26 Remarque

Tous les résultats que nous avons obtenus sur les limites restent valables pour
les limites à droite (resp. à gauche).

5.2.27 Limite d’une fonction monotone

Dans le même esprit qu’au paragraphe 5.2.19, on obtient le résultat suivant.
Si f : E → F est définie au voisinage de −∞ (resp. à droite de x0 ∈ R,

à gauche de x0 ∈ R) et monotone sur A = E (resp. A = ]x0,+∞[ ∩ E, A =
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]−∞, x0[ ∩ E), alors la limite lim
x→−∞

f(x) (resp. lim
x→x0+

f(x), lim
x→x0−

f(x)) existe

dans la droite achevée R.
Si f est de plus bornée sur A, la limite existe dans R et vaut sup

x∈A
f(x) ou

inf
x∈A

f(x).

démonstration. Elle est identique à celle donnée au paragraphe 5.2.19. ■

5.2.28 Corollaire

Soit f : E → F une fonction croissante (resp. décroissante) sur E, définie au
voisinage de x0. Alors la fonction f admet une limite à droite dans R et une
limite à gauche dans R au point x0 et, de plus, on a :

lim
x→x0−

f(x) ⩽ lim
x→x0+

f(x) (resp. lim
x→x0−

f(x) ⩾ lim
x→x0+

f(x)).

5.3 Fonctions continues

5.3.1 Définition d’une fonction continue en un point

Une fonction f : E → F est dite continue en un point x0 de son domaine
de définition si lim

x→x0

f (x) = f (x0).

5.3.2 Première définition équivalente

Une fonction f : E → F définie au voisinage d’un point x0 de son domaine
de définition est continue en x0 si et seulement si à tout nombre réel ϵ > 0,
on peut associer un nombre réel δ > 0 tel que les relations x ∈ E et
|x− x0| ⩽ δ impliquent |f(x)− f(x0)| ⩽ ϵ.

Cette équivalence découle de la définition de la limite d’une fonction (§ 5.2.2).
D’une manière générale, le nombre réel δ dépend des nombres x0 et ϵ.

5.3.3 Deuxième définition équivalente

Une fonction f : E → F définie au voisinage d’un point x0 de son domaine
de définition est continue en x0 si et seulement si pour toute suite (an)
d’éléments de E qui converge vers x0, la suite (f(an)) converge vers f(x0).

Cette équivalence découle de l’équivalence du paragraphe 5.2.3.



Fonctions réelles d’une variable réelle 101

5.3.4 Critère de Cauchy pour les fonctions continues en un point

Une fonction f : E → F définie au voisinage d’un point x0 de son domaine de
définition est continue en x0 si et seulement si à tout nombre réel ϵ > 0, on
peut associer un nombre réel δ > 0 tel que pour tout couple d’éléments x1, x2

de {x ∈ E : |x− x0| ⩽ δ}, on ait : |f(x1)− f(x2)| ⩽ ϵ.

D’une manière générale, le nombre réel δ dépend des nombres x0 et ϵ.

5.3.5 Exemple d’une fonction continue

Montrons que la fonction f : ]0,+∞[→ R définie par f(x) =
√
x est continue en

tout point de son domaine de définition. Pour cela, fixons-nous arbitrairement
un nombre réel x0 > 0. Ainsi, en remarquant que pour tout x ∈]0,+∞[ :

|f(x)− f(x0)| = |√x−√
x0| =

|x− x0|√
x+

√
x0

⩽
|x− x0|√

x0
,

on obtient que pour tout nombre réel ϵ > 0, la relation |x−x0| ⩽ ϵ
√
x0 implique

|f(x)− f(x0)| ⩽ ϵ. Autrement dit, la fonction f est continue en x0. Ce résultat
étant valable pour tout x0 > 0, on en conclut que la fonction f est continue en
tout point de son domaine de définition.

5.3.6 Opérations sur les fonctions continues

Soit f et g deux fonctions de E dans R continues en x0. Des résultats obtenus
sur les limites (sect. 5.2), on déduit immédiatement les propriétés suivantes :

• pour tout couple de nombres réels α et β, la fonction αf + βg est continue
en x0 ;

• de même, les fonctions fg et |f | sont continues en x0 ;
• si g ne s’annule pas sur E, la fonction f/g est continue en x0 ;
• les deux fonctions h1, h2 : E → R définies respectivement par h1(x) =
max {f(x), g(x)} et h2(x) = min {f(x), g(x)} sont également continues en
x0. Pour démontrer ce résultat, il suffit de remarquer que pour tout élément
x de E :

max{f(x), g(x)} =
1

2
(f(x) + g(x) + |f(x)− g(x)|)

et

min{f(x), g(x)} =
1

2
(f(x) + g(x)− |f(x)− g(x)|) ;

• une des conséquences directes du précédent résultat est que les fonctions
f+ et f− sont aussi continues en x0.

5.3.7 Définition d’une fonction discontinue en un point

Si une fonction f : E → F définie au voisinage d’un point x0 de son domaine de
définition n’est pas continue en x0, on dit qu’elle est discontinue en ce point. On
dit aussi que x0 est un point de discontinuité de la fonction f .

Par exemple la fonction f : R→ R valant 1 en tout x ∈ R∗ et 0 en x = 0 est
discontinue en x0 = 0. En effet 0 = f(0) ̸= 1 = lim

x→0
f(x).
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5.3.8 Exemple d’une fonction discontinue en tout point de R

Montrons que la fonction f : R→ R définie par

f(x) =

{
0 si x /∈ Q
1 si x ∈ Q,

est discontinue en tout point de R. Pour cela, soit x0 un nombre réel arbitrai-
rement choisi. Alors, à chaque entier naturel n, on est capable d’associer un
nombre rationnel an et un nombre irrationnel bn appartenant tous les deux à
l’intervalle ouvert et borné ]x0−1/(n+1), x0+1/(n+1)[. Les suites (an) et (bn)
ainsi obtenues convergent toutes les deux vers x0, mais par contre lim

n→+∞
f(an) =

1 ̸= 0 = lim
n→+∞

f(bn) ; ce qui entrâıne que la fonction f est discontinue en x0.

Ce résultat étant vrai pour tout x0 ∈ R, on en conclut que la fonction f est
discontinue en tout point de R.

5.3.9 Continuité de la composée de deux fonctions continues

Soit f : E → F une fonction continue en x0 et g : G→ H une fonction continue
en f(x0) ∈ G. Supposons de plus que f(E) ⊂ G. Alors, la fonction composée
g ◦ f : E → H est continue en x0.

Il s’agit en effet de vérifier que, pour toute suite (an) d’éléments de E qui
converge vers x0, la suite (g(f(an))) converge vers g(f(x0)). Puisque f est conti-
nue en x0, la suite (f(an)) converge vers f(x0). Puisque g est continue en f(x0),
la suite (g(f(an))) converge donc bien vers g(f(x0)).

Contrairement à ce qu’on a fait au paragraphe 5.2.14, il n’est pas nécessaire
de supposer que f(E\{x0}) ⊂ G\{y0}, car ici y0 = f(x0) ∈ G et l = g(y0).

5.3.10 Remarque

Si la fonction composée g ◦ f : E → H est continue en x0, on ne peut pas en
conclure à priori que la fonction f est continue en x0 ou que la fonction g est
continue en f(x0). Par exemple, considérons les deux fonctions f : R → R et
g : R→ R définies respectivement par

f(x) =

{ 1
2(x2+1) si x ̸= 0

1 si x = 0

et

g(y) =

{
0 si y ⩽ 1
1 si y > 1.

Par construction, les deux fonctions f et g sont respectivement discontinues en
x0 = 0 et y0 = f(0) = 1. Par contre, la fonction composée g ◦ f : R → R est
continue en x0 = 0, car elle est identiquement nulle sur tout R.

5.3.11 Prolongement par continuité d’une fonction en un point

Soit f une fonction de E dans R et c un nombre réel n’appartenant pas à E tels
que la limite de la fonction f , lorsque x tend vers c, existe. Alors, la fonction
f̂c : E ∪ {c} → R définie par
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f̂c(x) =

{
f(x) si x ∈ E
lim
y→c

f(y) si x = c,

est appelée le prolongement par continuité de la fonction f au point c.
Un tel prolongement, s’il existe, est unique. D’autre part, on déduit immé-

diatement de sa définition que f̂c est une fonction continue en c.

5.3.12 Exemple

Soit f : R∗ → R la fonction définie par

f(x) = x cos
1

x
.

Alors, la fonction f̂0 : R→ R définie par

f̂0(x) =

{
f(x) si x ̸= 0
0 si x = 0,

est le prolongement par continuité de la fonction f au point c = 0.

5.3.13 Continuité à droite, continuité à gauche

Une fonction f : E → F est dite continue à droite (resp. à gauche) en un point x0
de son domaine de définition si lim

x→x0+
f(x) = f(x0) (resp. lim

x→x0−
f(x) = f(x0)).

5.3.14 Relation entre les différentes continuités

Une fonction f : E → F est continue en x0 si et seulement si elle est continue à
droite et à gauche en x0.

5.3.15 Remarque

Tous les résultats que nous avons obtenus sur les fonctions continues restent
valables pour les fonctions continues à droite (resp. à gauche).

5.3.16 Fonction continue sur un intervalle de R

Soit I un intervalle de R ni vide ni réduit à un seul élément. Posons

a =

{
inf I si I est minoré,
−∞ sinon,

b =

{
sup I si I est majoré,
+∞ sinon.

Une fonction f : I → F est dite continue sur I, ou tout simplement qu’elle
est continue, si

• f est continue en tout point x tel que a < x < b,
• f est continue à droite en a lorsque a > −∞ et a ∈ I,
• f est continue à gauche en b lorsque b < +∞ et b ∈ I.
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Si I = {a} avec a ∈ R, nous conviendrons que toute fonction f : I → F
est continue. On désigne par C(I, F ) l’ensemble des fonctions continues de
I dans F , ou plus simplement par C(I) lorsque F = R.

5.3.17 Exemple

La fonction f : R→ R définie par

f(x) =
1

1 + x2

est continue sur R, tandis que la fonction g : [0, 1] → R+ définie par

g(x) =
√
1− x

est continue sur [0, 1].

5.3.18 Définition de la continuité uniforme d’une fonction

Soit I un intervalle non vide de R. Une fonction f : I → F est dite uni-
formément continue sur I si à tout nombre réel ϵ > 0, on peut associer un
nombre réel δ > 0 tel que pour tout couple d’éléments x, y de I vérifiant la
relation |x− y| ⩽ δ, on ait : |f(x)− f(y)| ⩽ ϵ.

D’une manière générale, le nombre réel δ dépend du nombre ϵ.

5.3.19 Remarques

Dans la définition de la continuité uniforme, le nombre réel δ ne dépend que de ϵ,
alors que dans la définition de la continuité (§ 5.3.2) il dépend aussi, en général,
du point considéré x0.

Une fonction f : I → F uniformément continue sur I est continue sur I
(§ 5.3.16). La réciproque n’est pas forcément vraie. Par exemple, la fonction
f : R→ R définie par f(x) = x2 est continue sur R, mais n’est pas uniformément
continue sur R puisque pour tout nombre α > 0 donné, la différence (x+ α)2 −
x2 = α(2x+ α) peut prendre des valeurs arbitrairement grandes.

5.3.20 Exemple

La fonction f : R → R définie par f(x) = cosx est uniformément continue sur
R. En effet, pour tout couple de nombres réels x et y :

cosx− cos y = −2 sin

(
x− y

2

)
sin

(
x+ y

2

)
ou encore

| cosx− cos y| ⩽ 2

∣∣∣∣sin(x− y

2

)∣∣∣∣ ⩽ |x− y|.

Ainsi, il suffit de poser dans la définition de la continuité uniforme δ = ϵ.
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5.3.21 Propriétés des fonctions continues sur un intervalle fermé et borné

Soit a < b deux nombres réels et f : [a, b] → F une fonction continue. Alors,
• les deux nombres réels max

x∈[a,b]
f(x) et min

x∈[a,b]
f(x) existent,

• la fonction f est uniformément continue sur [a, b].

démonstration. En premier lieu, montrons l’existence du nombre réel
min

x∈[a,b]
f(x). Si f est minorée sur A, on note par m l’infimum de la fonction

f sur [a, b], sinon on convient que m désigne le symbole −∞. On sait qu’il existe
une suite (cn) d’éléments de [a, b] telle que lim

n→+∞
f(cn) = m. Ainsi, en utilisant

le théorème de Bolzano-Weierstrass (§ 3.6.3), on peut extraire de la suite (cn)
une sous-suite (cnj

) qui converge vers un élément c, et la conservation de l’ordre
par passage à des limites donne c ∈ [a, b] (voir la remarque du §3.3.6 ; cette étape
de la preuve ne serait plus valable si [a, b] était remplacé par ]a, b[ par exemple).
Ceci implique, par la continuité de f sur [a, b], que

m = lim
n→+∞

f(cn) = lim
j→+∞

f(cnj
) = f(c) ̸= −∞.

D’où f est minorée sur [a, b] et, par définition (§ 5.1.20),

m= min
x∈[a,b]

f(x).

L’existence du nombre réel max
x∈[a,b]

f(x) se montre d’une manière analogue.

Montrons à présent que f est uniformément continue sur [a, b] en raisonnant par
l’absurde : supposons qu’il existe ϵ ∈ ]0,+∞[ tel que, pour tout δ ∈ ]0,+∞[, il
existe x et y dans [a, b] vérifiant

|x− y| ⩽ δ et |f(x)− f(y)| > ϵ.

Pour n ∈ N et le choix δ = 1/(n+ 1), notons les valeurs correspondantes de x
et y par xn ∈ [a, b] et yn ∈ [a, b]. Ceci étant valable pour tout n ∈ N, on a ainsi
défini deux suites (xn) et (yn) d’éléments de [a, b] telles que, pour tout n ∈ N,

|xn − yn| ⩽ 1/(n+ 1) et |f(xn)− f(yn)| > ϵ.

Par le théorème de Bolzano-Weierstrass (§ 3.6.3), (xn) admet une sous-
suite (xnk ) qui converge vers un certain x ∈ R. L’intervalle [a, b] étant fermé,
x ∈ [a, b]. De |xnk − ynk | ⩽ 1/(nk + 1) pour tout k ∈ N, on déduit que la
sous-suite (ynk ) converge aussi vers x.

On obtient alors la contradiction

0 < ϵ ⩽ lim
k→∞

|f(xnk )− f(ynk )| = |f(x)− f(x)| = 0

car f est supposée continue sur [a, b]. On a ainsi démontré que la fonction f est

uniformément continue sur [a, b].

■
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5.3.22 Théorème de la valeur intermédiaire

Soit a < b deux nombres réels et f : [a, b] → F une fonction continue.
• Si f(a) < f(b) et y0 ∈]f(a), f(b)[, alors il existe z ∈]a, b[ tel que
f(z) = y0.

• Si f(b) < f(a) et y0 ∈]f(b), f(a)[, alors il existe z ∈]a, b[ tel que
f(z) = y0.

• La fonction f atteint sa borne supérieure, sa borne inférieure et toute
valeur comprise entre ces deux bornes. Autrement dit,

Imf = f([a, b]) =

[
min

x∈[a,b]
f(x), max

x∈[a,b]
f(x)

]
.

Le théorème de la valeur intermédiaire implique, entre autres, que la fonction
f prend toute valeur comprise entre f(a) et f(b).

démonstration.
• Supposons que f(a) < f(b) et considérons l’ensemble

S = {x ∈ [a, b] : f(x) ⩽ y0},
qui contient a et qui est majoré par b. Soit z = supS ∈ [a, b] et montrons
que f(z) = y0.

Il existe une suite (xn) d’éléments de S qui converge vers z. La conti-
nuité de f en z assure que

f(z) = lim
n→+∞

f(xn) ⩽ y0,

car f(xn) ⩽ y0 pour tout n ∈ N. Ainsi f(z) ⩽ y0 et z ∈ [a, b[ (puisque
f(b) > y0).

D’autre part, la continuité de f en z assure que

f(z) = lim
n→+∞

f

(
z +

b− z

n+ 1

)
⩾ y0,

car f(z + (b− z)/(n+ 1)) > y0 pour tout n ∈ N. Nous avons donc montré
que f(z) = y0.

• Le même argument s’adapte au cas f(b) < f(a).
• Vérifions le troisième point de l’énoncé. Si f est constante sur [a, b], le
résultat est évident ; supposons donc que f n’est pas constante.

Grâce aux résultats obtenus au paragraphe 5.3.21, nous savons qu’il
existe deux nombres réels distincts c et d appartenant à [a,b] tels que

f(c) = min
x∈[a,b]

f(x) < f(d) = max
x∈[a,b]

f(x).

Soit y0 un élément quelconque de ]f(c), f(d)[. Si c < d, le premier point de
l’énoncé assure qu’il existe z ∈]c, d[ tel que f(z) = y0. De même, si d < c,
il existe z ∈]d, c[ tel que f(z) = y0.

Ainsi s’achève la démonstration du théorème de la valeur intermédiaire.
■
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5.3.23 Corollaire

Soit une fonction f : I → F continue sur l’intervalle I. Alors, pour tout intervalle
J ⊂ I, f(J) est un intervalle.

De plus, soit a < b dans I. Si f(a)f(b) ⩽ 0, alors il existe au moins un élément
c de [a, b] tel que f(c) = 0.

démonstration. En premier lieu, montrons que f(J) est un intervalle. Consi-
dérons deux éléments arbitraires distincts y1 et y2 dans f(J) (si de tels y1 et y2
n’existent pas, alors f(J) est clairement un intervalle). Par suite, il existe deux
éléments x1 et x2 de J tels que f(x1) = y1 et f(x2) = y2. Quitte à permuter

leurs rôles, on peut encore supposer que x1 < x2. Étant donné que f est une
fonction continue sur l’intervalle [x1, x2], on obtient, en utilisant le théorème de
la valeur intermédiaire, que f([x1, x2]) contient non seulement y1 et y2, mais
aussi toutes les valeurs intermédiaires. D’où f(J) contient aussi toutes ces va-
leurs intermédiaires. Puisque ceci est valable pout tous y1 et y2 distincts dans
f(J), on a montré que f(J) est un intervalle.

Le reste du corollaire est immédiat. ■

5.3.24 Critère pour qu’une fonction continue ait un point fixe

Soit a < b deux nombres réels et f : [a, b] → [a, b] une fonction continue. Alors,
l’équation x− f(x) = 0 admet au moins une solution dans [a, b].

Une telle solution est appelée un point fixe de f .

démonstration. Considérons la fonction auxiliaire g : [a, b] → R définie par
g(x) = x−f(x) pour laquelle on vérifie facilement que g(a)g(b) ⩽ 0. Ainsi, grâce
au corollaire 5.3.23, on sait qu’il existe un élément c de [a, b] tel que g(c) = 0.
D’où le résultat. ■

5.3.25 Image d’un intervalle ouvert par une fonction continue
strictement monotone

Soit I un intervalle ouvert de R et f : I → F une fonction continue strictement
monotone sur I. Alors, f(I) est un intervalle ouvert de R.

démonstration. Le paragraphe 5.3.23 assure que f(I) est un intervalle. Vé-
rifions qu’il est ouvert. Soit y ∈ f(I) arbitraire et choisissons x ∈ I tel que
f(x) = y. Comme I est un intervalle ouvert, [x− α, x+ α] ⊂ I pour un certain
α > 0.

Puisque f est strictement monotone, soit f(x−α) < f(x) < f(x+α), auquel
cas ]f(x − α), f(x + α)[⊂ f(I), soit f(x + α) < f(x) < f(x − α), auquel cas
]f(x+ α), f(x− α)[⊂ f(I).

Ainsi, pour tout y ∈ f(I), il existe c < d dans f(I) tels que y ∈ ]c, d[ ⊂ f(I),
prouvant que f(I) est un intervalle ouvert. ■

5.3.26 Remarque

D’une manière générale, l’image d’un intervalle ouvert par une fonction continue
n’est pas obligatoirement un intervalle ouvert. Par exemple, pour la fonction
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continue mais pas strictement monotone f :]− 1, 2[→ R définie par

f(x) =

 0 si x ∈ ]− 1, 0[
x si x ∈ [0, 1]
1 si x ∈ ]1, 2[,

on obtient que f(]− 1, 2[) = [0, 1].

5.3.27 Fonction réciproque d’une fonction strictement monotone

Soit I et F des intervalles non vides quelconques de R et f : I → F une
fonction surjective strictement monotone sur I. Alors f est continue sur I. De
plus f admet une fonction réciproque f−1 : F → I qui est continue strictement
monotone sur F .

démonstration. Pour la démonstration, nous supposons que f est strictement
croissante (l’autre cas se traitant de la même façon). En premier lieu, montrons
que la fonction f est continue sur I. Pour cela, soit x0 un élément arbitraire
de I. Si f est définie à droite de x0, puisque f est strictement croissante sur
]x0,+∞[∩I et f(x) > f(x0) pour tout x ∈]x0,+∞[∩I, on peut considérer

ℓ = lim
x→x0+

f(x) = inf{f(x) : x ∈]x0,+∞[∩I} ∈ [f(x0),+∞[.

Vérifions que cette limite vaut f(x0) en raisonnant par l’absurde : supposons
que ℓ > f(x0). Soit x1 ∈]x0,+∞[∩I, qui satisfait f(x1) ⩾ ℓ. Puisque F est
un intervalle, il contient l’intervalle ]f(x0), f(x1)], qui lui-même contient ℓ et
(f(x0) + ℓ)/2. Par la surjectivité de f , il existe donc z ∈]x0, x1] tel que f(z) =
(f(x0) + ℓ)/2 < ℓ. D’où la contradiction

ℓ = inf{f(x) : x ∈]x0,+∞[∩I} ⩽ f(z) < ℓ.

En résumé, f(x0) = lim
x→x0+

f(x). Si f est définie à gauche de x0, on montre de

même que f(x0) = lim
x→x0−

f(x). Ceci prouve aussi que f est continue en x0 si x

est définie au voisinage de x0.
La fonction f , étant surjective strictement monotone sur I, est donc bijective.

Autrement dit, la fonction f : I → F admet une fonction réciproque f−1 : F →
I. D’autre part, on sait, grâce au au paragraphe 5.3.23, que F est un intervalle
de R et, de plus, on vérifie facilement que f−1 est strictement monotone sur
F . Ainsi, f−1 : F → I est une fonction surjective strictement monotone sur un
intervalle F ; ce qui implique, d’après ce que nous venons de démontrer, que la
fonction f−1 est continue sur F . ■

5.3.28 Monotonicité des fonctions continues et injectives

Soit f : I → F une fonction injective continue sur l’intervalle I. Alors, f est
strictement monotone sur I.

démonstration.
Première partie. Montrons que, pour tous a < x < b dans I,

min{f(a), f(b)} < f(x) < max{f(a), f(b)}.
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En raisonnant par l’absurde, supposons que f(x) > max{f(a), f(b)}. Si
f(a) < f(b) < f(x), le théorème de la valeur intermédiaire appliqué à la fonction
continue f : [a, x] → F assure qu’il existe c ∈]a, x[ tel que f(c) = f(b). Ceci
contredit l’injectivité de f . Si f(b) < f(a) < f(x), le théorème de la valeur
intermédiaire appliqué à la fonction continue f : [x, b] → F assure qu’il existe
c ∈]x, b[ tel que f(c) = f(a). Ceci contredit aussi l’injectivité de f .

On montre de même que min{f(a), f(b)} < f(x).

Deuxième partie. Pour tous c < d dans I, montrons que f est strictement
monotone sur [c, d]. Supposons d’abord que f(c) < f(d) et soit c ⩽ x1 < x2 ⩽ d.
La première partie appliquée à c ⩽ x1 < d assure que f(c) ⩽ f(x1) < f(d) et,
appliquée ensuite à x1 < x2 ⩽ d, que f(x1) < f(x2) ⩽ f(d). Ceci prouve que
f est strictement croissante sur [c, d]. De même, f est strictement décroissante
sur [c, d] si f(c) > f(d).

Troisième partie. Vérifions que f est strictement monotone sur I en supposant
le contraire : il existe x1 < x2 dans I et x3 < x4 dans I tels que f(x1) ⩽ f(x2)
et f(x3) ⩾ f(x4). Mais alors f ne serait pas strictement monotone sur [c, d], où

c = min{x1, x2, x3, x4} et d = max{x1, x2, x3, x4},

en contradiction avec la deuxième partie. ■

5.3.29 Corollaire

Toute fonction f : I → F bijective continue sur l’intervalle I admet une fonction
réciproque f−1 : F → I qui est continue strictement monotone sur F .

5.3.30 Fonction arc sinus

La fonction f : [−π/2, π/2] → [−1, 1], définie par f(x) = sinx, étant surjec-
tive strictement croissante sur [−π/2, π/2] (fig. 5.5), elle admet une fonction
réciproque f−1 : [−1, 1] → [−π/2, π/2], appelée fonction arc sinus et notée
arcsin (fig. 5.6). Ainsi, par définition, la relation y = arcsinx est équivalente à :
x = sin y et y ∈ [−π/2, π/2].

x = sin y

y̟/2

– ̟/2

1

0

– 1

Fig. 5.5
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x

y = arcsin x 

– π/2 

π/2

1
– 1

0

Fig. 5.6

La fonction arcsin : [−1, 1] → [−π/2, π/2] est continue strictement croissante
sur [−1, 1].

5.3.31 Fonction arc cosinus

La fonction f : [0, π] → [−1, 1], définie par f(x) = cos x, étant surjective
strictement décroissante sur [0, π] (fig. 5.7), elle admet une fonction réciproque
f−1 : [−1, 1] → [0, π], appelée fonction arc cosinus et notée arccos (fig. 5.8).
Ainsi, par définition, la relation y = arccosx est équivalente à : x = cos y et
y ∈ [0, π].

La fonction arccos : [−1, 1] → [0, π] est continue strictement décroissante sur
[−1, 1].

x = cos y

y

̟/2 ̟

1

0

– 1

Fig. 5.7



Fonctions réelles d’une variable réelle 111

y = arccos x

π/2

0– 1

π

x1

Fig. 5.8

5.3.32 Fonction arc tangente

La fonction f : ]− π/2, π/2[→ R, définie par f(x) = tanx, est surjective stricte-
ment croissante sur ]− π/2, π/2[ (fig. 5.9).

x = tan y

– ̟/2 0 ̟/2 y

1

Fig. 5.9

Elle admet donc une fonction réciproque f−1 : R →] − π/2, π/2[ , appelée
fonction arc tangente et notée arctan (fig. 5.10). Ainsi, par définition, la relation
y = arctanx est équivalente à : x = tan y et y ∈]− π/2, π/2[.

La fonction arctan : R →] − π/2, π/2[ est continue strictement croissante
sur R.
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y = arctg x

– ̟/2

0 1 x

̟/2

Fig. 5.10

5.3.33 Fonction arc cotangente

La fonction f : ]0, π[→ R, définie par f(x) = cotx, est surjective strictement
décroissante sur ]0, π[ (fig. 5.11).

Elle admet donc une fonction réciproque f−1 : R→]0, π[, appelée fonction arc
cotangente et notée arccot (fig. 5.12). Ainsi, par définition, la relation y = arccotx
est équivalente à : x = cot y et y ∈]0, π[.

La fonction arccot : R→]0, π[ est continue strictement décroissante sur R.

5.3.34 Fonction continue et périodique

Supposons que f : E → F soit une fonction périodique définie au voisinage de
tout point de E, non constante et continue. Alors il existe un nombre réel T > 0
tel que les périodes de f sont les multiples entiers de T .

démonstration. Pour alléger les notations, supposons que 0 ∈ E. Observons
d’abord qu’étant donné une période P ∈ ]0,+∞[ de f et x ∈ E, on a

x ∈ [nP, (n+ 1)P [ avec n = [x/P ]

(la partie entière de x/P ). Il en résulte f(x) = f(x− nP ) avec x− nP ∈ [0, P [.
D’où f(E) = f([0, P [ ∩ E).

D’autre part, si P1 et P2 sont deux périodes de f et n ∈ Z, alors P1 + P2 et
nP1 sont aussi des périodes de f .
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0 y
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Fig. 5.11
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Fig. 5.12
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Désignons par B l’ensemble des périodes positives de la fonction f . Étant
donné que f est périodique, l’ensemble B n’est pas vide ; ce qui implique que le
nombre réel T = inf B existe. Il découle immédiatement de cette définition que
T ⩾ 0 et qu’il existe une suite (Tn) d’éléments de B telle que lim

n→+∞
Tn = T .

Montrons que f est constante si T = 0. La continuité de f en 0 assure que,
pour tout ϵ > 0, il existe δ > 0 tel que f([−δ, δ] ∩ E) ⊂ [f(0)− ϵ, f(0) + ϵ]. En
choisissant n ∈ N tel que Tn ∈ ]0, δ], on obtient

f(E) = f([0, Tn[ ∩ E) ⊂ f([−δ, δ] ∩ E) ⊂ [f(0)− ϵ, f(0) + ϵ] .

Comme ϵ > 0 peut être choisi arbitrairement petit, f est constante.

Or f est supposée ne pas être constante et donc T > 0. De plus, pour tout
x ∈ E :

f(x+ T ) = lim
n→+∞

f(x+ Tn) = f(x) ;

on en conclut que T est la plus petite période positive de f .

Par ailleurs, on sait que tout multiple entier de T est une période de f .
Montrons qu’il n’y en a pas d’autre. Pour cela, soit P ̸= 0 une période de f .
Alors P ∈ [nT, (n+ 1)T [ avec n = [P/T ], et P − nT est une période de f
appartenant à l’intervalle [0, T [. D’où P − nT = 0 et P = nT . ■

5.3.35 Définition de la période d’une fonction continue

Si f : E → F est une fonction périodique définie au voisinage de tout x ∈ E,
non constante et continue, la plus petite période positive T de f est appelée la
période de la fonction f .

5.3.36 Fonction lipschitzienne

Soit k un nombre réel positif. Une fonction f : E → F est dite lipschitzienne
dans le rapport k, ou encore k-lipschitzienne si pour tout couple d’éléments x, y
de E : |f(x)− f(y)| ⩽ k|x− y|.

5.3.37 Fonction contractante

Une fonction k-lipschitzienne, où k ∈]0, 1[, est dite contractante dans le rapport
k, ou encore k-contractante.

5.3.38 Théorème du point fixe de Banach

Soit f : R→ R une fonction k-contractante. Alors l’équation x− f(x) = 0
admet une et une seule solution c ∈ R (appelée un point fixe de f).

De plus, pour tout choix de a ∈ R, la suite définie récursivement par

x0 = a et xn+1 = f(xn) pour n ∈ N

converge vers c.
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démonstration. Considérons la suite (xn) de nombres réels définie par

xn+1 = f(xn) et x0 = a (a arbitrairement choisi dansR).

En premier lieu, on remarque que pour tout n ⩾ 1 :

|xn+1 − xn| = |f(xn)− f(xn−1)| ⩽ k|xn − xn−1| ;

ce qui implique que pour tout entier naturel n :

|xn+1 − xn| ⩽ kn|f(a)− a|.

Ainsi, on obtient que pour tout couple d’entiers naturels m > n :

|xm − xn| ⩽ |xm − xm−1|+ |xm−1 − xm−2|+ . . .+ |xn+1 − xn|
⩽ km−1|f(a)− a|+ . . .+ kn|f(a)− a|
⩽ kn|(1 + . . .+ km−n−1)|f(a)− a|

⩽
kn

1− k
|f(a)− a|.

Il résulte immédiatement de cette inégalité que la suite (xn) est une suite de
Cauchy ; ce qui implique qu’elle converge. Comme d’autre part f est une fonction
continue sur R, on obtient que

c = lim
n→+∞

xn = lim
n→+∞

xn+1 = lim
n→+∞

f(xn) = f(c).

Reste à démontrer l’unicité du point fixe c. Pour cela, supposons que pour
les deux nombres réels c1 et c2 : f(c1) = c1 et f(c2) = c2. Alors,

|c1 − c2| = |f(c1)− f(c2)| ⩽ k|c1 − c2|.

Étant donné que 0 < k < 1, ce dernier résultat n’est possible que si c1 = c2. ■

5.3.39 Remarques

• Soit k ∈]0, 1[. On montre de même que toute fonction k-contractante f :
I → I admet un unique point fixe dans I si I est un intervalle fermé de la
forme I = [a, b] avec a < b dans R, I = [a,+∞[ avec a ∈ R ou I =]−∞, a]
(a ∈ R).

• Si f : R→ R est une fonction k-lipschitzienne avec k ⩾ 1, on ne peut rien
dire à priori sur l’existence ou l’unicité de ses points fixes. Par exemple,
l’application identique de R admet une infinité de points fixes, tandis que
la fonction g : R→ R définie par

g(x) = x+ 1

n’en admet aucun.
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5.4 Suites de fonctions

5.4.1 Définition d’une suite de fonctions

On désigne par F (E,F ) l’ensemble des fonctions définies sur E à valeurs dans
F . Une suite d’éléments de F (E,F ) est une application de l’ensemble des entiers
naturels N dans l’ensemble F (E,F ). On note par fn la fonction image de
l’entier naturel n par cette application ; la suite elle-même étant alors notée
(fn).

Nous allons étudier dans cette section, comme nous l’avons déjà fait pour

les suites de nombres réels, la convergence des suites de fonctions. Principale-

ment, nous étudierons deux sortes de convergence : la convergence simple qui est

une convergence ponctuelle et la convergence uniforme qui est une convergence

globale. Nous montrerons que la convergence uniforme entrâıne la convergence

simple, mais que la réciproque n’est pas vraie. D’autre part, nous verrons que

l’intérêt de la convergence uniforme réside dans le fait qu’elle conserve cer-

taines propriétés par passage à la limite, alors que ces propriétés ne sont pas

nécessairement conservées dans le cas de la convergence simple ; par exemple,

la propriété de continuité.

5.4.2 Définition de la convergence simple

On dit qu’une suite (fn) d’éléments de F (E,F ) converge simplement vers la
fonction f : E → F si pour tout élément x de E, on a : lim

n→+∞
fn(x) = f(x).

Une telle fonction f étant unique, on dit que f est la limite simple de la

suite (fn).

5.4.3 Exemple

À chaque entier naturel n, associons la fonction fn : [0, 1] → R définie par
fn(x) = 1 − xn. On vérifie facilement que la suite (fn) converge simplement
vers la fonction f : [0, 1] → R qui vaut 1 si x ∈ [0, 1[ et zéro si x = 1.

Il découle immédiatement de cet exemple que la limite simple d’une suite de

fonctions continues en un point n’est pas nécessairement continue en ce point.

Nous verrons par la suite, qu’un tel résultat ne peut pas se produire lorsque la

suite (fn) converge uniformément vers f .

5.4.4 Définition de la convergence uniforme

On dit qu’une suite (fn) d’éléments de F (E,F ) converge uniformément vers
la fonction f : E → F si, à tout nombre réel ϵ > 0, on peut associer un entier
naturel n0 tel que la relation n ⩾ n0 implique sup

x∈E
|fn(x)− f(x)| ⩽ ϵ (fig. 5.13).

D’une manière générale, l’entier naturel n0 dépend du nombre réel ϵ. Étant

donné qu’une telle fonction f est unique, on dit que f est la limite uniforme de

la suite (fn). D’autre part, on vérifie facilement que si f est la limite uniforme

d’une suite (fn), elle en est aussi la limite simple. Autrement dit, si la suite (fn)

converge uniformément vers la fonction f , alors elle converge aussi simplement

vers cette fonction.
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5.4.5 Exemple

Associons à chaque entier naturel n, la fonction fn : ]0, 1
2
[→ R définie par

fn(x) =
1 + xn

x
.

La suite (fn) ainsi obtenue converge uniformément vers la fonction f : ]0, 1
2
[→

R, qui, à tout élément x de ]0, 1
2
[, fait correspondre le nombre réel 1/x. Ce

résultat devient évident, lorsque l’on constate que pour tout x ∈ ]0, 1
2
[ et tout

entier n ⩾ 2 :

|fn(x)− f(x)| = xn−1 ⩽
1

2n−1
⩽

1

n
.

5.4.6 Linéarité de la convergence uniforme

Soit (fn) et (gn) deux suites d’éléments de F (E,R) qui convergent respective-
ment uniformément vers les fonctions f et g. Alors, pour tout couple de nombres
réels α et β, la suite (αfn+βgn) converge uniformément vers la fonction αf+βg.

démonstration. Il suffit de remarquer que pour tout entier naturel n :

sup
x∈E

|(αfn(x) + βgn(x))− (αf(x) + βg(x))| ⩽ |α| sup
x∈E

|fn(x)− f(x)|

+ |β| sup
x∈E

|gn(x)− g(x)|.

■
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5.4.7 Continuité de la limite uniforme

Soit (fn) une suite d’éléments de F (E,F ) convergeant uniformément vers la
fonction f . On suppose, de plus, que toutes les fonctions fn sont continues en
x0. Alors, la fonction f est continue en x0.

démonstration. Soit ϵ un nombre réel positif quelconque. Le fait que f soit
la limite uniforme de la suite (fn) implique qu’il existe un entier naturel p pour
lequel

sup
y∈E

|fp(y)− f(y)| ⩽ ϵ

3
;

ce qui entrâıne que pour tout élément y de E :

|fp(y)− f(y)| ⩽ ϵ

3
.

D’autre part, il résulte de la continuité de la fonction fp en x0 qu’il existe un
nombre réel δ > 0 tel que pour tout x ∈ E vérifiant |x− x0| ⩽ δ :

|fp(x)− fp(x0)| ⩽
ϵ

3
.

Ainsi, on obtient que pour tout élément x de E vérifiant |x− x0| ⩽ δ :

|f(x)− f(x0)| ⩽|f(x)− fp(x)|+ |fp(x)− fp(x0)|
+ |fp(x0)− f(x0)| ⩽ ϵ.

D’où le résultat. ■

5.4.8 Remarques

À chaque entier naturel n, associons la fonction fn : R→ R définie par

fn(x) =



(n+ 1)2x si x ∈
[
0,

1

n+ 1

]
−(n+ 1)2x+ 2(n+ 1) si x ∈

]
1

n+ 1
,

2

n+ 1

]
0 si x ∈ ]−∞, 0[ ∪

]
2

n+ 1
,+∞

[
.

Les fonctions fn (fig. 5.14) sont continues surR et, de plus, la suite (fn) converge
simplement vers la fonction f : R→ R qui vaut zéro sur tout R. Par contre, la
convergence n’est pas uniforme puisque

sup
x∈R

|fn(x)− f(x)| = n+ 1.

Cet exemple nous montre que même pour une suite (fn) de fonctions continues
dont la limite simple f est continue, la convergence simple n’entrâıne pas obli-
gatoirement la convergence uniforme. Néanmoins, il existe des cas où cela se
produit, comme nous allons le voir dans notre prochain paragraphe avec le
théorème de Dini.

Une fonction f : E → F continue en x0 peut très bien être la limite uniforme
d’une suite (fn) de fonctions qui sont toutes discontinues en x0. Par exemple,
la fonction f : R → R qui vaut zéro sur R est la limite uniforme de la suite
(fn) définie par

fn(x) =

{ 1

n+ 1
six = 0

0 six ∈ R∗.
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y = fn (x)

n + 1

0 1/n + 1 2/n + 1 x

Fig. 5.14

5.4.9 Théorème de Dini

Soit a < b deux nombres réels. Toute suite croissante (resp. décroissante) (fn)
d’éléments de C([a, b], F ) convergeant simplement vers une fonction continue
f : [a, b] → F , converge uniformément vers f .

On rappelle que C([a, b], F ) désigne l’ensemble des fonctions continues sur
[a, b] à valeurs dans F . D’autre part, une suite de fonctions (fn) est dite crois-
sante (resp. décroissante) si pour tout entier n ⩾ 0 : fn+1 ⩾ fn (resp. fn+1 ⩽
fn).

démonstration. Pour la démonstration, faisons l’hypothèse que la suite (fn)
est croissante (l’autre cas se traitant de manière analogue).

Raisonnons par l’absurde en supposant que la convergence n’est pas uni-
forme. Il existe ainsi ϵ ∈ ]0,+∞[ tel que, pour tout k ∈ N, il existe un entier
naturel nk ⩾ k vérifiant

sup
x∈[a,b]

|fnk (x)− f(x)| > ϵ.

De plus, pour k ⩾ 1, on peut encore demander que nk > nk−1 . Pour chaque
k ∈ N, il existe donc xk ∈ [a, b] tel que

|fnk (xk)− f(xk)| > ϵ.

Par le théorème de Bolzano-Weierstrass (§ 3.6.3), (xk) admet une sous-
suite (xkj ) qui converge vers un certain x ∈ R. L’intervalle [a, b] étant fermé,
x ∈ [a, b]. Pour simplifier, posons pour tout j ∈ Z

gj = fnkj
et zj = xkj .

Pour cet ϵ ∈ ]0,+∞[ et ce x ∈ [a, b], étant donné que la suite croissante
(gj(x)) converge vers f(x), il existe p ∈ N tel que

0 ⩽ f(x)− gp(x) ⩽
ϵ

3
;

par suite, il résulte de la continuité des fonctions f et gp qu’il existe un nombre
réel δ > 0 tel que pour tout élément y de [a, b] vérifiant |y − x| ⩽ δ :

|f(y)− f(x)| ⩽ ϵ

3
et |gp(y)− gp(x)| ⩽

ϵ

3
.
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En choisissant j ∈ N satisfaisant les deux conditions j ⩾ p et |zj − x| ⩽ δ, on
obtient

0 ⩽ f(zj)− gj(zj) ⩽ f(zj)− gp(zj)

et la contradiction

ϵ < |fnkj
(xkj )− f(xkj )| = |gj(zj)− f(zj)| ⩽ |gp(zj)− f(zj)|

⩽ |gp(zj)− gp(x)|+ |gp(x)− f(x)|+ |f(x)− f(zj)| ⩽
ϵ

3
+

ϵ

3
+

ϵ

3
= ϵ.

■

5.4.10 Exemple

Considérons la suite de polynômes (Pn) définie sur l’intervalle [0, 1] par

Pn+1(x) = Pn(x) +
1

2
(x− P 2

n(x)) et P0(x) = 0.

En remarquant que pour tout entier naturel n et tout x ∈ [0, 1] :

√
x− Pn+1(x) =

√
x− Pn(x)−

1

2
(x− P 2

n(x))

= (
√
x− Pn(x))(1−

1

2
(
√
x+ Pn(x))),

on obtient, par un simple raisonnement par récurrence, que 0 ⩽ Pn(x) ⩽
√
x ;

ce qui entrâıne que la suite (Pn) est croissante. Ainsi, pour tout élément x de
[0, 1], la suite (Pn(x)) de nombres réels est croissante et bornée ; ceci implique
qu’elle converge vers un nombre réel f(x) satisfaisant la relation

f(x) = f(x) +
1

2
(x− f2(x)).

Puisque f(x) ⩾ 0, on déduit de cette égalité que f(x) =
√
x. Finalement, le théo-

rème de Dini nous permet d’affirmer que dans l’intervalle [0, 1], la suite crois-

sante de polynômes (Pn) converge uniformément vers la fonction f : [0, 1] → R

définie par f(x) =
√
x.

5.4.11 Permutation des limites

Soit (fn) une suite d’éléments de F (E,F ) qui converge uniformément vers une
fonction f . De plus on suppose que, pour tout entier naturel n, la fonction fn
admet une limite lorsque x tend vers x0. Alors, si la suite (hn(x0) = lim

x→x0

fn(x))

est convergente, on obtient que la limite lim
x→x0

( lim
n→+∞

fn(x)) existe dans R et

lim
n→+∞

( lim
x→x0

fn(x)) = lim
x→x0

( lim
n→+∞

fn(x)).

démonstration. Posons lim
n→+∞

hn(x0) = h(x0), et soit ϵ un nombre réel positif

quelconque. Alors, il existe un entier naturel m0 tel que pour tout entier n ⩾
m0 :

|hn(x0)− h(x0)| ⩽
ϵ

3
.
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D’autre part, étant donné que la suite (fn) converge uniformément vers f , il
existe un entier naturel k0 tel que pour tout entier n ⩾ k0 :

sup
x∈E

|fn(x)− f(x)| ⩽ ϵ

3
.

Ainsi, en posant n0 = max {m0, k0}, on obtient que pour tout x ∈ E :

|f(x)− h(x0)| ⩽ |f(x)− fn0(x)|+ |fn0(x)− hn0(x0)|+ |hn0(x0)− h(x0)|

⩽
2ϵ

3
+ |fn0(x)− hn0(x0)|.

Puisque lim
x→x0

fn0(x) = hn0(x0), il existe un nombre réel δ > 0 tel que pour tout

élément x de E vérifiant 0 < |x− x0| ⩽ δ :

|fn0(x)− hn0(x0)| ⩽
ϵ

3
.

Finalement, on obtient que les relations x ∈ E et 0 < |x − x0| ⩽ δ impliquent
|f(x)− h(x0)| ⩽ ϵ. On a ainsi démontré que lim

x→x0

f(x) = h(x0) ; ce qui revient

à dire que
lim

n→+∞
( lim
x→x0

fn(x)) = lim
x→x0

( lim
n→+∞

fn(x)).

■

5.4.12 Remarque

À chaque entier naturel n, associons la fonction fn : R→ R définie par

fn(x) =
1

(1 + x2)n
.

Les fonctions fn sont continues sur R et, de plus, la suite (fn) converge simple-
ment vers la fonction f : R→ R qui vaut un si x = 0 et zéro si x ∈ R∗. Étant
donné que la fonction f est discontinue en x = 0, la convergence ne peut pas
être uniforme. Par contre, on vérifie facilement que pour tout entier naturel n
et tout x0 ∈ R, la fonction fn admet une limite lorsque x tend vers x0 et que
la suite (hn(x0) = lim

x→x0

fn(x)) est convergente. Néanmoins,

lim
n→+∞

( lim
x→0

fn(x)) = 1 ̸= 0 = lim
x→0

( lim
n→+∞

fn(x))

et
lim

n→+∞
( lim
x→1

fn(x)) = lim
x→1

( lim
n→+∞

fn(x)) = 0.

Cet exemple nous montre que lorsque la convergence n’est pas uniforme, on ne

peut rien dire à priori sur la légitimité de permuter les limites.

5.5 Exercices

5.5.1 Calculer les limites suivantes :

1) lim
x→0

−1 + cos2x

x2
2) lim

x→1

x3 − 3x+ 2

x3 + x− 2
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3) lim
x→π/3

sin(x− π/3)

1− 2 cosx
4) lim

x→0

sin2x

x tan 2x

5) lim
x→1

√
1 + x−

√
2x√

1 + 2x−
√
3

6) lim
x→0

tan(
√
1 + x− 1)

x

7) lim
x→1

1 + cosπx

tan2 πx
8) lim

x→2

x2 − 4

tan(πx/2)

9) lim
x→0

√
1 + tanx−

√
1 + sinx

x3
10) lim

x→0

cos 3x− cosx

x2

11) lim
x→1

(
1

1− x
− 3

1− x3

)
12) lim

x→1

3
√
x− 1

x− 1

13) lim
x→2+

√
x−

√
2 +

√
x− 2√

x2 − 4
14) lim

x→+∞
x·
(√(

1 +
2

x

)(
1 +

3

x

)
− 1

)
.

5.5.2 En utilisant la définition, montrer que

1) lim
x→+∞

x2

x2 + 1
= 1 2) lim

x→+∞

x2 − 3x

x+ 1
= +∞.

5.5.3 Pour les deux fonctions f, g : R→ R définies respectivement par

f(x) =

{
x+ 1 six ⩾ 0
x2 six < 0

et g(x) =

{
2x− 3 six ⩾ 1
1− x six < 1,

calculer g ◦ f et f ◦ g.

5.5.4 Soit f , g : R → R deux fonctions monotones. Montrer que la fonction
composée g ◦ f : R→ R est aussi monotone.

5.5.5 Soit f : ]−∞, 1[∪]1, +∞[→ R la fonction définie par

f(x) =
1 + x2

1− x
.

1) Déterminer Im f .

2) Discuter la surjectivité et l’injectivité de la fonction f .

5.5.6 Soit f : R → R une fonction impaire. Montrer que si f est bijective, son
application réciproque f−1 est aussi impaire.

5.5.7 Soit f : ]− 1, 0[→]0, 1[ la fonction définie par f(x) =
√
1− x2.

1) Montrer que f est bijective.

2) Calculer f−1.

5.5.8 Soit f : E → F et g : F → E deux fonctions telles que pour tout x ∈ E
et tout y ∈ F , on ait f ◦ g(y) = y et g ◦ f(x) = x. Montrer que f est bijective et
que g = f−1.
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5.5.9 Soit f , g : R→ R les fonctions définies respectivement par

f(x) = [x] + (x− [x])2 et g(x) = [x] +
√
x− [x].

1) Calculer f ◦ g et g ◦ f .
2) En déduire, à l’aide de l’exercice précédent, que f est bijective et que g =

f−1.

5.5.10 Trouver la période de la fonction f : R→ R définie par

f(x) = arcsin(cos2x).

5.5.11 Soit f : R→ R une fonction périodique telle que lim
x→+∞

f(x) = l. Montrer

que pour tout x ∈ R : f(x) = l.

5.5.12 Soit f : R→ R une fonction périodique.

1) Montrer que la fonction |f | est aussi une fonction périodique.

2) La réciproque est-elle vraie ?

5.5.13 Montrer que toute fonction continue périodique est bornée.

5.5.14 Trouver l’ensemble des solutions de l’équation

arcsin(2x)− arcsin(x
√
3) = arcsinx.

5.5.15 Trouver l’ensemble des solutions de l’équation

arcsin

(
2x

1 + x2

)
+ arccos

(
1− x2

1 + x2

)
= 0.

5.5.16 Montrer que pour tout nombre réel x > 0 : arctanx+ arctan 1/x = π/2.

5.5.17 Montrer que pour tout x ∈ [−1, 1] : arcsinx+ arccosx = π/2.

5.5.18 Étudier la fonction f : ]− 2, +∞[→ R définie par

f(x) = (1− x2) lim
n→+∞

(1 + x)
n − 1

(1 + x)
n
+ 1

.

Faire sa représentation graphique.

5.5.19 Étudier la fonction f : ]0,+∞[→ R définie par

f(x) = x− [1/x].

Faire sa représentation graphique.

5.5.20 Trouver le maximum et le minimum de la fonction f : [−1, 1] → R définie
par f(x) = |x2 − x|+ |x|.
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5.5.21 Étudier la continuité de la fonction f : R∗ → R définie par

f(x) = x sin
1

x
+ cos

1

x
+ [x].

Peut-on la prolonger par continuité au point x = 0?

5.5.22 Déterminer l’ensemble des points où la fonction f : R→ R définie par

f(x) =

{
x[1/x] six ̸= 0

1 six = 0

est continue.

5.5.23 Montrer que la fonction f : R→ R définie par

f(x) =

{
x six /∈ Q
1− x six ∈ Q

est continue au point x = 1/2 et discontinue ailleurs.

5.5.24 Soit f : R∗ → R la fonction définie par

f(x) =

√
x2 + | sin 1

x |
|x|+ 1

.

Montrer qu’il n’est pas possible de la prolonger par continuité au point x = 0.

5.5.25 Soit f : R→ R une fonction telle que pour tout couple de nombres réels
t et x : f(tx) = tf(x). Montrer que f est continue.

5.5.26 Soit f, g : R → R deux fonctions continues telles que pour tout x ∈ Q :
f(x) = g(x). Montrer que f = g.

5.5.27 Soit f : R → R une fonction continue telle que pour tout couple de
nombres réels x et y : f(x+y) = f(x)+f(y). Montrer qu’il existe une constante
a telle que pour tout x ∈ R : f(x) = ax.

5.5.28 Soit f : R→ R une fonction croissante sur ]−∞, 0 [, décroissante sur ]0,
+∞[ et continue au point x = 0. Montrer que f(0) = max

x∈R
f(x).

5.5.29 Soit f : [0,+∞[→ [0, 1[ une fonction continue et (xn) la suite définie par

xn+1 = xnf(xn) et x0 = 1.

1) Montrer que la suite (xn) converge.

2) Calculer sa limite.

3) Calculer la somme suivante :
+∞∑
k=0

(xk(1− f(xk))).
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5.5.30 Soit f , g : [0, 1] → R deux fonctions continues telles que f > g. Montrer
qu’il existe une constante λ > 0 telle que pour tout x ∈ [0, 1], on ait : f(x) <
g(x) + λ.

5.5.31 Soit f : [0,+∞[→ R une fonction continue telle que lim
x→+∞

(f(x + 1) −
f(x)) = l. Montrer que lim

x→+∞
(f(x)/x) = l.

5.5.32 Soit f : [0,+∞[→ R une fonction uniformément continue sur [0,+∞[.
Montrer qu’il existe deux constantes α et β telles que pour tout élément x de
[0,+∞[, on ait : |f(x)| ⩽ αx+ β.

5.5.33 Soit a < b deux nombres réels et f : ]a, b[→ R une fonction uniformément
continue sur ]a, b[. Montrer que la fonction f admet une limite à droite au point
x = a et une limite à gauche au point x = b.

5.5.34 Soit f, g : [0, 1] → R deux fonctions continues telles que f([0, 1]) ⊂
g([0, 1]). Montrer qu’il existe au moins un élément c de [0, 1] pour lequel on
ait : f(c) = g(c).

5.5.35 Soit a < b deux nombres réels et f : [a, b] → R une fonction continue.
Montrer qu’à tout couple de nombres réels positifs α et β, on peut associer un
élément c de [a, b] de sorte que αf(a) + βf(b) = (α+ β)f(c).

5.5.36 Soit f : [0, 2π] → R une fonction continue telle que f(0) = f(2π). Montrer
qu’il existe au moins un élément c de [0, π] pour lequel on ait : f(c) = f(c+ π).

5.5.37 Soit f : R→ R une fonction continue telle que

lim
x→−∞

f(x) = −∞ et lim
x→+∞

f(x) = +∞.

Montrer que la fonction f s’annule au moins une fois dans R.

5.5.38 Soit f : ]a, b[→ R une fonction continue telle que

lim
x→a+

f(x) = l et lim
x→b−

f(x) = +∞.

Montrer que pour tout nombre réel α > l, l’équation f(x) = α possède au moins
une solution dans ]a, b[.

5.5.39 Pour quelles valeurs des nombres réels α et β, la fonction f : R→ R définie
par f(x) = α2x3+x+β s’annule-t-elle exactement une fois dans l’intervalle [0,1] ?
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5.5.40 Soit f : [0, 1] → [0, 1] une fonction continue telle que f(0) = 0. De plus, on
suppose que pour tout couple d’éléments x, y de [0, 1] : |f(x)− f(y)| ⩾ |x− y|.
1) Montrer que pour tout a ∈ [0, 1], la suite (xn) définie par

xn+1 = f(xn) et x0 = a

converge.

2) En déduire que pour tout x ∈ [0, 1] : f(x) = x.

5.5.41 Soit f : R → R une fonction continue telle que pour tout nombre réel
x > 0, on ait : |f(x)| < x.

1) Montrer que f(0) = 0.

2) Montrer qu’à tout couple de nombres réels 0 < a < b, on peut associer un
nombre ρ ∈]0, 1[ tel que pour tout x ∈]a, b[ : |f(x)| < ρx.

3) Que devient ce résultat si a = 0?

5.5.42 À chaque entier naturel n, associons la fonction fn : [0, 12 ] → R définie
par

fn(x) = xn + sin

(
x

n+ 1

)
.

1) Montrer que la suite (fn) est uniformément convergente.

2) Calculer sa limite uniforme.

5.5.43 À chaque entier naturel n, associons la fonction fn : ]0, 1[→ R définie par

fn(x) =
nx

1 + nx
.

1) Calculer la limite simple de la suite (fn).

2) La convergence est-elle uniforme ?

5.5.44 À chaque entier naturel n, associons la fonction fn : [1, 3] → R définie par

fn(x) = x(1 + n
√
nx) et f0(x) = 0.

1) En utilisant le théorème de Dini (§ 5.4.9), montrer que la suite (fn) converge
uniformément.

2) Montrer que lim
n→+∞

( lim
x→2

fn(x)) = lim
x→2

( lim
n→+∞

fn(x)). Pouvait-on prévoir ce

résultat ?

5.5.45 Calculer

lim
n→+∞

(
lim

x→+∞

(x+ 1)2n+1 − x2n+1

(x2 + 1)n+1 − x2n+2

)
.

Peut-on intervertir les deux limites ?



Chapitre 6

Calcul différentiel

6.1 Fonctions différentiables d’une variable réelle

6.1.1 Définition de la dérivée d’une fonction en un point

Une fonction f : E → F définie au voisinage d’un point x0 de son domaine
de définition est dite dérivable en x0 si le rapport

f(x)− f(x0)

x− x0

admet une limite dans R lorsque x tend vers x0. Cette limite, lorsqu’elle
existe, est appelée la dérivée de la fonction f au point x0 et on la note f ′(x0).

6.1.2 Exemples

Considérons la fonction f : R → R définie par f(x) = x3. Alors, pour tout
élément x0 de R :

f ′(x0) = lim
x→x0

x3 − x30
x− x0

= lim
x→x0

(x2 + x0x+ x20) = 3x20.

Soit g : R→ R la fonction définie par g(x) = sinx. Alors, pour tout x0 ∈ R :

g′(x0) = lim
x→x0

sinx− sinx0
x− x0

= lim
x→x0

sin

(
x− x0

2

)
(
x− x0

2

) cos

(
x+ x0

2

)
= cosx0.

Si h : R→ R est la fonction définie par h(x) = cosx, alors, pour tout x0 ∈ R :

h′(x0) = lim
x→x0

cosx− cosx0
x− x0

= lim
x→x0

− sin

(
x− x0

2

)
(
x− x0

2

) sin

(
x+ x0

2

)
= − sinx0.
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6.1.3 Fonction différentiable en un point

Une fonction f : E → F définie au voisinage d’un point x0 de son domaine
de définition est dite différentiable en x0 s’il existe un nombre réel a et une
fonction r : E → R vérifiant les deux propriétés suivantes : S

• lim
x→x0

r(x)

x− x0
= 0;

• pour tout élément x de E : f(x) = f(x0) + a(x− x0) + r(x).

6.1.4 Relation entre la dérivabilité et la différentiabilité d’une fonction

Une fonction f : E → F est différentiable en x0 si et seulement si elle est
dérivable en x0.

démonstration. En premier lieu, supposons que f soit différentiable en x0.
Alors, il existe un nombre réel a et une fonction r : E → F tels que pour tout
élément x de E :

f(x) = f(x0) + a(x− x0) + r(x) et lim
x→x0

r(x)

x− x0
= 0.

Par suite, on obtient que

lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
= a;

ce qui implique que la fonction f est dérivable en x0 et que sa dérivée f ′(x0) = a.
Réciproquement, supposons que la fonction f soit dérivable en x0. Alors,

pour tout élément x de E, on peut écrire :

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) + (f(x)− f(x0)− f ′(x0)(x− x0)).

Étant donné que

lim
x→x0

f(x)− f(x0)− f ′(x0)(x− x0)

x− x0
= lim

x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
− f ′(x0) = 0,

on en conclut que f est différentiable en x0. ■

6.1.5 Remarques

Par la suite, les mots dérivable et différentiable seront toujours considérés comme
synonymes.

Il est très important de remarquer que le nombre réel a défini au para-
graphe 6.1.3 n’est rien d’autre que la dérivée de la fonction f au point x0, soit
f ′(x0) ; ce qui implique, entre autres, que la fonction r : E → F est unique.
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6.1.6 Fonction dérivée

Soit D(f ′) l’ensemble des éléments de E où la fonction f : E → F est différen-
tiable. Si cet ensemble n’est pas vide, l’application de D(f ′) dans R, qui, à tout
élément de D(f ′), fait correspondre le nombre réel f ′(x), est appelée la fonction
dérivée de f , ou tout simplement la dérivée de f et se note f ′.

6.1.7 Interprétation géométrique de la dérivée

Soit f : E → F une fonction différentiable en x0 et C le graphique de cette
fonction relativement à deux axes de coordonnées orthonormés 0x et 0y. On
désigne par P0 le point de C ayant pour coordonnées (x0, y0 = f(x0)) et par
P1 ̸= P0 le point de C ayant pour coordonnées (x1, y1 = f(x1)) (fig. 6.1). Ainsi,
la droite d(P1) passant par le point fixe P0 et par le point P1 a pour équation :

y = f(x0) +
f(x1)− f(x0)

x1 − x0
(x− x0).

y

0 x

P0

d (P0) d (P1)P1

C

α

Fig. 6.1

En faisant tendre P1 vers P0, tout en restant sur la courbe C, on constate que la
droite d(P1) tend vers une position limite définie par la droite d(P0) d’équation :

y = f(x0) + f ′(x0)(x− x0).

Par définition, la droite d(P0) est appelée la tangente à la courbe C au point P0.
La dérivée est donc la pente de cette tangente ; par conséquent f ′(x0) = tanα,
où α est l’angle entre l’axe 0x et la tangente.

6.1.8 Extension de la notion de dérivée

Si la fonction f : E → F est continue en x0 et si le rapport

f(x)− f(x0)

x− x0

tend vers +∞ ou −∞ lorsque x tend vers x0, on convient de dire que la fonction
f admet une dérivée infinie au point x0, bien que f ne soit alors pas dérivable en
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x0. Dans ce cas, le graphique C de la fonction f admet, au point d’abscisse x0,
une tangente verticale (parallèle à l’axe 0y). Par exemple, la fonction f : R→ R

définie par

f(x) =

{
−
√

|x| six < 0√
x si x ⩾ 0,

admet une dérivée infinie au point x0 = 0 (fig. 6.2).

y = f (x)

0 1

1

x

Fig. 6.2

6.1.9 Continuité d’une fonction différentiable

Une fonction f : E → F différentiable en x0 est continue en ce point.

démonstration. Pour tout élément x ̸= x0 de E, on peut écrire

f(x) = f(x0) +
f(x)− f(x0)

x− x0
(x− x0).

Étant donné que

lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
= f ′(x0),

on obtient que lim
x→x0

f(x) = f(x0) ; ce qui revient à dire que la fonction f est

continue au point x0. ■

6.1.10 Remarque

Une fonction peut très bien être continue en x0 sans pour autant être différen-
tiable en ce point. Par exemple, la fonction f : R→ R définie par f(x) = |x| est
continue en x0 = 0, mais n’est pas différentiable en ce point.

6.1.11 Opérations algébriques sur les fonctions différentiables

Soit f, g : E → F deux fonctions différentiables en x0. Alors,

1) pour tout couple de nombres réels α et β, la fonction αf + βg est différen-
tiable en x0 et

(αf + βg)′(x0) = αf ′(x0) + βg′(x0);

2) la fonction fg est différentiable en x0 et

(fg)′(x0) = f ′(x0)g(x0) + f(x0)g
′(x0).
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3) Si pour tout élément x de E : g(x) ̸= 0 ; alors la fonction f/g est différen-
tiable en x0 et (

f

g

)′

(x0) =
f ′(x0)g(x0)− f(x0)g

′(x0)

g(x0)
2 .

démonstration.

2) Pour tout élément x ̸= x0 de E, on peut écrire

f(x)g(x)− f(x0)g(x0)

x− x0
=
f(x)− f(x0)

x− x0
g(x) + f(x0)

g(x)− g(x0)

x− x0
.

La fonction g étant différentiable en x0, elle est continue en x0 ; ce qui
revient à dire que

lim
x→x0

g(x) = g(x0).

D’autre part,

lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
= f ′(x0) et lim

x→x0

g(x)− g(x0)

x− x0
= g′(x0).

Ainsi, on obtient que

(fg)′(x0) = lim
x→x0

f(x)g(x)− f(x0)g(x0)

x− x0
= f ′(x0)g(x0) + f(x0)g

′(x0).

3) En remarquant que pour tout élément x ̸= x0 de E :

1

g(x)
− 1

g(x0)

x− x0
= − 1

g(x)g(x0)
· g(x)− g(x0)

x− x0
,

et que la fonction g est continue en x0, on obtient que

(
1

g

)′

(x0) = lim
x→x0

1

g(x)
− 1

g(x0)

x− x0
=

−g′(x0)
g(x0)

2 .

Par suite,(
f

g

)′

(x0) =

(
f · 1

g

)′

(x0) = f ′(x0)
1

g(x0)
+ f(x0)

(
1

g

)′

(x0)

=
f ′(x0)g(x0)− f(x0)g

′(x0)

g(x0)
2 .

■
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6.1.12 Exemples

Soit n un entier positif et fn : R→ R la fonction définie par fn(x) = xn. Alors
pour tout élément x0 de R, la fonction fn est différentiable et

f ′n(x0) = nxn−1
0 .

En effet,

f ′n(x0) = lim
x→x0

xn − xn0
x− x0

= lim
x→x0

(xn−1 + xn−2x0 + . . .+ xxn−2
0 + xn−1

0 ) = nxn−1
0 .

Soit p un entier positif et gp : R∗ → R la fonction définie par

gp(x) =
1

xp
.

Alors, pour tout nombre réel x0 ̸= 0, la fonction gp est différentiable et

g′p(x0) =
−p
xp+1
0

.

Pour vérifier ce résultat, considérons les deux fonctions auxiliaires h, fp : R∗ → R

définies respectivement par h(x) = 1 et fp(x) = xp. En remarquant que pour
tout x ∈ R∗ :

gp(x) =
h(x)

fp(x)
,

on obtient que

g′p(x0) =

(
h

fp

)′

(x0) =
−p xp−1

0

(xp0)
2 =

−p
xp+1
0

.

Soit f : E = {x ∈ R : x ̸= π/2 + kπ, k ∈ Z} → R la fonction définie par
f(x) = tanx, et soit x0 un élément quelconque de E. Alors, en considérant les
deux fonctions auxiliaires g, h : E → F définies respectivement par g(x) = sinx
et h(x) = cosx, on obtient que

f ′(x0) =
( g
h

)′
(x0) =

1

cos2x0
= 1 + tan2 x0.

6.1.13 Fonction réciproque d’une fonction différentiable

Soit I un intervalle ouvert de R et f : I → F une fonction continue,
surjective, strictement monotone, différentiable en x0 ∈ I avec f ′(x0) ̸= 0.
Alors, F est un intervalle ouvert et f admet une fonction réciproque f−1 :
F → I qui est différentiable au point y0 = f(x0). De plus, on a :

(f−1)′(y0) =
1

f ′(x0)
.
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démonstration. Le fait que I soit un intervalle ouvert de R implique que F
est aussi un intervalle ouvert de R (§ 5.3.25). D’autre part, f est bijective et sa
fonction réciproque f−1 : F → I est continue sur F (§ 5.3.27). D’où

x0 = f−1(y0) = lim
y→y0

f−1(y).

Ainsi, en remarquant que pour tout élément y ̸= y0 de F

f−1(y)− f−1(y0)

y − y0
=

f−1(y)− f−1(y0)

f(f−1(y))− f(f−1(y0))
=

1

f(f−1(y))− f(x0)

f−1(y)− x0

,

on obtient que

(f−1)′(y0) = lim
y→y0

f−1(y)− f−1(y0)

y − y0
=

1

f ′(x0)
.

■

Remarque. Au lieu de supposer ”f : I → F une fonction continue, surjective,
strictement monotone”, on peut supposer ”f : I → F une fonction bijective
continue”. En effet, toute fonction injective et continue sur un intervalle est
stritement monotone (§ 5.3.28).

6.1.14 Exemples

• Considérons la fonction f : R → ]−π/2, π/2[ définie par f(y) = arctan y.
Par définition, on sait que f est la fonction réciproque de la fonction conti-
nue g : ]−π/2, π/2[ → R définie par g(x) = tanx. D’autre part, pour tout
x ∈ ]−π/2, π/2[ : g′(x) = 1 + tan2 x ̸= 0. Ainsi, pour tout nombre réel y0,
la fonction f est différentiable en y0. Par suite, en posant x0 = f(y0), on
obtient que

f ′(y0) = (g−1)′(y0) =
1

g′(x0)
=

1

1 + tan2 x0
=

1

1 + y20
.

• Soit n un entier positif, I = R si n est impair et I = [0,+∞[ si n est pair.
On note par n

√
: I → I la fonction réciproque de la fonction continue

x→ xn ∈ I avec x ∈ I. Soit f : I → I et g : I → I définies par f(y) = n
√
y

et g(x) = xn. Étant donné que pour tout x ∈ I\{0} : g′(x) = nxn−1 ̸= 0 ;
on en déduit que pour tout nombre réel y0 ∈ I\{0}, la fonction f est
différentiable en y0. Par suite, en posant x0 = f(y0), on obtient que

f ′(y0) = (g−1)′(y0) =
1

g′(x0)
=

1

nxn−1
0

=
1

n( n
√
y0)n−1

.
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6.1.15 Différentiabilité de la composée de deux fonctions différentiables

Soit f : E → F une fonction différentiable en x0 et g : G→ H une fonction
différentiable en f(x0). Supposons de plus que f(E) ⊂ G. Alors, la fonction
composée g ◦ f : E → H est différentiable en x0 et

(g ◦ f)′(x0) = g′(f(x0)) · f ′(x0).

démonstration. En remarquant que lim
x→x0

f(x) = f(x0) et que pour tout

élément x ̸= x0 de E :

g(f(x))− g(f(x0))

x− x0
=


0 = g′(f(x0)) ·

f(x)− f(x0)

x− x0
si f(x) = f(x0)

g(f(x))− g(f(x0))

f(x)− f(x0)
· f(x)− f(x0)

x− x0
si f(x) ̸= f(x0),

on obtient que

(g ◦ f)′(x0) = lim
x→x0

g ◦ f(x)− g ◦ f(x0)
x− x0

= g′(f(x0))f
′(x0).

■

6.1.16 Exemple

Soit p et q deux entiers positifs et h : R∗
+ → R∗

+ la fonction définie par h(x) =
q
√
xp. Par suite, en considérant les deux fonctions auxiliaires f, g : R∗

+ → R∗
+

définies respectivement par f(x) = xp et g(y) = q
√
y, on obtient que h = g ◦ f .

Ainsi, pour tout nombre réel x0 > 0, la fonction h est différentiable en x0 et

h′(x0) = g′(f(x0))f
′(x0) =

p

q
q

√
xp−q
0 .

6.1.17 Dérivée à droite, dérivée à gauche

Une fonction f : E → F définie à droite (resp. à gauche) d’un point x0 de son
domaine de définition est dite dérivable à droite (resp. à gauche) en x0 si le
rapport

f(x)− f(x0)

x− x0

admet dans R une limite à droite (resp. à gauche) au point x0. Cette limite,
lorsqu’elle existe, est appelée la dérivée à droite (resp. à gauche) de la fonction
f au point x0 et on la note f ′d(x0) (resp. f

′
g(x0)).

6.1.18 Relation entre les différentes dérivées

Une fonction f : E → F admet une dérivée au point x0 si et seulement si sa
dérivée à droite et sa dérivée à gauche au point x0 existent et sont égales.



Calcul différentiel 135

6.1.19 Dérivée à droite infinie, dérivée à gauche infinie

Si la fonction f : E → F est continue à droite (resp. à gauche) en x0 et si

lim
x→x0+

f(x)− f(x0)

x− x0
= ±∞

(
resp. lim

x→x0−

f(x)− f(x0)

x− x0
= ±∞

)
,

on convient de dire que la fonction f admet au point x0 une dérivée à droite
(resp. à gauche) infinie.

6.1.20 Fonction différentiable sur un ensemble

Soit G un sous-ensemble non vide de E. Une fonction f : E → F est dite
différentiable sur G si elle est différentiable en tout point de G.

Remarque. Si G = E, ceci implique que f est définie au voisinage de tout point
de E et donc que E est ouvert.

6.1.21 Fonction n fois différentiable

Soit f : E → F une fonction différentiable sur E. Si la fonction f ′ : E → R est
elle-même différentiable sur E, on note f ′′ sa fonction dérivée et elle est appelée
la dérivée seconde de f . Plus généralement, les dérivées successives de f , si elles
existent, seront notées f (1) = f ′, f (2) = f ′′, f (3), . . . , f (n). Par convention, on
pose f (0) = f . La fonction f (p) étant alors appelée la dérivée d’ordre p, ou encore
la p-ième dérivée de f .

Nous dirons que la fonction f : E → F est n fois différentiable sur E si elle
admet une dérivée d’ordre n. D’autre part, lorsque f est p fois différentiable sur
E pour tout entier naturel p, on dit que f est indéfiniment différentiable sur E.

6.1.22 Fonction n fois continûment différentiable

Une fonction f : E → F est dite n fois continûment différentiable sur E si
elle admet une dérivée d’ordre n continue en tout point de E.

6.1.23 Notations

On désigne par Cn(E,F ) I’ensemble des fonctions de E dans F qui sont n
fois continûment différentiables sur E. D’autre part, on désigne par C∞(E,F )
l’ensemble des fonctions de E dans F qui sont indéfiniment différentiables sur E.

Ainsi, pour tout entier n ⩾ 1 :

C∞(E,F ) ⊂ Cn+1(E,F ) ⊂ Cn(E,F ) ⊂ C1(E,F ).
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6.1.24 Remarque

Considérons la fonction f : R→ R définie par

f(x) =

{
x2 cos

1

x
six ̸= 0

0 six = 0.

Observons d’abord que

lim
x→0

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0

x2 cos(1/x)− 0

x− 0
= lim

x→0
x cos(1/x) = 0.

Ainsi f est dérivable en 0 et f ′(0) = 0. En remarquant que, pour tout x ∈ R∗,

f ′(x) = 2x cos
1

x
+ sin

1

x
,

on obtient que f est différentiable sur R, mais que sa dérivée f ′ : R → R est
discontinue au point x = 0. En effet la limite lim

x→0
f ′(x) n’existe pas dans R. Cet

exemple nous montre qu’une fonction f : E → F peut être différentiable sur E
sans pour autant être continûment différentiable sur E.

6.2 Théorème de Rolle et théorème des accroissements finis

6.2.1 Introduction

En donnant dans la section précédente les principales définitions et règles de
calcul concernant les dérivées, nous sommes maintenant en mesure d’établir les
propriétés les plus importantes que possèdent les fonctions différentiables. En
particulier, nous allons démontrer les théorèmes de Rolle et des accroissements
finis qui sont sans doute les deux théorèmes les plus utiles et les plus employés
en calcul différentiel ; nous pourrons le constater à de nombreuses occasions.

6.2.2 Condition nécessaire pour qu’une fonction ait un extremum local
en un point

Si une fonction f : E → F différentiable en x0 admet un extremum local
en x0, alors f

′(x0) = 0.

démonstration. Supposons que la fonction f possède un maximum (resp.
minimum) local au point x0. Pour x ∈ ]x0,+∞[ suffisamment proche de x0, on
a f(x)− f(x0) ⩽ 0 (resp. f(x)− f(x0) ⩾ 0) et donc

f(x)− f(x0)

x− x0
⩽ 0 (resp. ⩾ 0).
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D’où

f ′(x0) = f ′d(x0) = lim
x→x0+

f(x)− f(x0)

x− x0
⩽ 0 (resp. ⩾ 0).

De même

f ′(x0) = f ′g(x0) = lim
x→x0−

f(x)− f(x0)

x− x0
⩾ 0 (resp. ⩽ 0),

ce qui implique que f ′(x0) = 0. ■

6.2.3 Remarque

Il faut remarquer que la dérivée d’une fonction f peut très bien s’annuler en un
point x0, sans pour autant que f possède un extremum local en ce point. Par
exemple, la dérivée de la fonction f : R → R définie par f(x) = x3 s’annule en
zéro ; mais par contre, cette fonction n’admet aucun extremum en ce point.

Au paragraphe 6.5.1, nous étudierons plus en détail cette question. Entre
autres, nous verrons que si f ′(x0) = 0 et f ′′(x0) ̸= 0, la fonction admet un
extremum local au point x0.

6.2.4 Point stationnaire

Si f : E → F est une fonction différentiable en x0 et si f ′(x0) = 0, on dit
que x0 est un point stationnaire de la fonction f .

6.2.5 Recherche des points où une fonction continue atteint ses extrema

Soit a < b deux nombres réels et f : [a, b] → F une fonction continue. Grâce au
résultat obtenu au paragraphe 5.3.21, nous savons que les deux ensembles

A = {y ∈ [a, b] : f(y) = max
x∈[a,b]

f(x)}

et

B = {z ∈ [a, b] : f(z) = min
x∈[a,b]

f(x)}

ne sont pas vides. D’autre part, on déduit de la condition nécessaire démontrée
au paragraphe 6.2.2 que les éléments de A et de B se trouvent forcément parmi
les points suivants :

• les bornes de l’intervalle [a, b], à savoir a et b ;
• les points stationnaires de la fonction f ;
• les points de ]a, b[ n’appartenant pas à D(f ′).
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6.2.6 Exemple

On se propose de trouver les points où la fonction f : [−1, 2] → R définie par

f(x) = (x− 2)
3
√
x2 atteint ses extrema. Pour cela, calculons sa dérivée

f ′(x) =
5x− 4

3 3
√
x
.

Il résulte de ce calcul queD(f ′) =]−1, 0[∪]0, 2[ et que l’unique point stationnaire
de f est x = 4/5. La fonction f étant continue sur [−1, 2], on sait (§ 6.2.5)
que tous les points où f atteint son maximum ou son minimum sur [−1, 2] se
trouvent obligatoirement parmi les points suivants : −1, 0, 4/5 et 2. Par suite,
en constatant que

f(−1) = −3, f(0) = f(2) = 0 et f

(
4

5

)
= −6

5
3

√
16

25
,

on obtient que la fonction f atteint son minimum au point x = −1 et son
maximum aux points x = 0 et x = 2 (fig. 6.3).

–1

1

4/5

0 1 2 x

y = (x – 2) √
3

x2

–3

Fig. 6.3

6.2.7 Théorème de la valeur intermédiaire pour la dérivée

Soit a < b deux nombres réels et f : [a, b] → F une fonction différentiable sur

]a, b[. De plus, on suppose que les deux nombres réels f ′
d(a) et f

′
g(b) existent et

que f ′
d(a) < f ′

g(b) (resp. f ′
d(a) > f ′

g(b)). Alors, à tout nombre réel α vérifiant

f ′
d(a) < α < f ′

g(b) (resp. f ′
g(b) < α < f ′

d(a)), on peut associer un élément c de

]a, b[ tel que f ′(c) = α.

démonstration. Pour la démonstration, supposons que f ′
d(a) < α < f ′

g(b)

(l’autre cas se traitant de manière analogue) et soit h : [a, b] → R la fonction

auxiliaire définie par h(x) = f(x)−αx. Cette fonction étant continue sur [a, b],
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elle atteint son minimum en un point c de son domaine de définition. Étant

donné que h′
d(a) < 0, il existe un élément x1 de [a, b] tel que h(x1) < h(a) ; ce

qui implique que c ̸= a. De même, puisque h′
g(b) > 0, il existe un élément x2 de

[a, b] tel que h(x2) < h(b) ; ce qui entrâıne que c ̸= b. D’où c ∈]a, b[. Par suite,

en utilisant le résultat donné au paragraphe 6.2.2, on obtient que h′(c) = 0 ; ce

qui revient à dire que f ′(c) = α. ■

6.2.8 Corollaire

Soit I un intervalle ouvert de R et f : I → F une fonction dont la dérivée est

monotone sur I. Alors, f ′ est continue sur I.

démonstration. Pour établir ce corollaire, faisons l’hypothèse que f ′ est crois-
sante sur I (l’autre cas se traitant de manière analogue), et supposons que f ′

ne soit pas continue en un point x0. Alors,

α1 = sup{f ′(x) : x ∈ I, x < x0} < inf{f ′(x) : x ∈ I, x > x0} = α2.

Ce résultat implique que pour tout élément α ̸= f ′(x0) de ]α1, α2[, il n’existe

aucun point c de I tel que f ′(c) = α ; ce qui est en contradiction avec le

théorème 6.2.7. D’où le résultat. ■

6.2.9 Théorème de Rolle

Soit a < b deux nombres réels et f : [a, b] → F une fonction continue sur
[a, b], différentiable sur l’intervalle ouvert ]a, b[ et telle que f(a) = f(b).
Alors, il existe un élément c de ]a, b[ tel que f ′(c) = 0.

démonstration. Si la fonction f est constante sur [a, b], le résultat est évident ;
puisque pour tout x ∈]a, b[, on a f ′(x) = 0. Supposons à présent que f ne soit
pas constante sur [a, b] ; ce qui implique, par la continuité de f sur [a, b], qu’il
existe deux éléments c1 et c2 de [a, b] tels que

f(c1) = min
x∈[a,b]

f(x) ̸= max
x∈[a,b]

f(x) = f(c2).

Par suite, étant donné que f(a) = f(b), on obtient que l’un au moins des deux
nombres réels c1 ou c2 est strictement compris entre a et b ; ce qui entrâıne,
d’après le résultat obtenu au paragraphe 6.2.2, que l’un au moins des deux
nombres f ′(c1) ou f

′(c2) est nul. ■

6.2.10 Remarques

Soit C le graphique de la fonction f : [a, b] → F . Alors le théorème de Rolle
exprime qu’il existe au moins un point de C, distinct des extrémités, où la
tangente à la courbe C en ce point est parallèle à l’axe 0x (fig. 6.4).
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1

0

–1

y = sin x

̟/2

3̟/2 2̟

̟ x

Fig. 6.4

Considérons la fonction f : [−1, 1] → R définie par f(x) = |x| (fig. 6.5)

–1 0

1

1 x

y = │x│

Fig. 6.5

Sa dérivée ne s’annule en aucun point de ]−1, 0[∪]0, 1[. Cette fonction satisfait
toutes les hypothèses du théorème de Rolle, sauf la différentiabilité au point
x = 0.

6.2.11 Extension du théorème de Rolle

Soit f : ]a, b[→ F une fonction différentiable sur ]a.b[ telle que lim
x→a+

f(x) =

lim
x→b−

f(x) = +∞ (resp.−∞). Alors, il existe un élément c de ]a, b[ tel que

f ′(c) = 0.

démonstration. Soit x0 ∈]a, b[. Étant donné que lim
x→a+

f(x) = lim
x→b−

f(x) =

+∞ (resp.−∞), il existe α, β ∈ R tels que a < α < x0 < β < b et

f(x0) < f(α), f(x0) < f(β) (resp. f(x0) > f(α), f(x0) > f(β) ).

Puisque f est continue sur [α, β], il existe un élément c de [α, β] tel que

f(c) = min
x∈[α,β]

f(x) (resp. f(c) = max
x∈[α,β]

f(x)).

Comme plus précisément c ∈]α, β[ et f est différentiable en c, on obtient que
f ′(c) = 0. ■
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6.2.12 Théorème des accroissements finis

Soit a < b deux nombres réels et f : [a, b] → F une fonction continue sur
[a, b], différentiable sur l’intervalle ouvert ]a, b[. Alors, il existe un élément
c de ]a, b[ tel que

f(b)− f(a) = f ′(c)(b− a).

démonstration. Considérons la fonction auxiliaire g : [a, b] → R définie par

g(x) = f(x)− f(a)− f(b)− f(a)

b− a
(x− a).

Il découle des hypothèses faites sur f que la fonction g est continue sur [a, b],
différentiable sur l’intervalle ouvert ]a, b[. Comme de plus g(a) = g(b), on peut lui
appliquer le théorème de Rolle : il existe un élément c de ]a, b[ tel que g′(c) = 0.
En constatant que

g′(c) = f ′(c)− f(b)− f(a)

b− a
,

on obtient que f(b)− f(a) = f ′(c)(b− a). ■

6.2.13 Interprétation géométrique du théorème des accroissements finis

Soit C le graphique de la fonction f : [a, b] → F. Alors, le théorème des ac-
croissements finis exprime qu’il existe au moins un point de C, distinct des
extrémités, où la tangente à la courbe C en ce point est parallèle à la corde
joignant A = (a, f(a)) et B = (b, f(b)) (fig. 6.6).

B

A

y = f (x)

f (b)

f (a)

0 a b x

Fig. 6.6

6.2.14 Fonctions dont les dérivées sont égales

Soit a < b deux nombres réels et f , g : [a, b] → F deux fonctions continues ayant
des dérivées égales en tout point de ]a, b[. Alors, il existe une constante c telle
que pour tout x ∈ [a, b], on ait : f(x) = g(x) + c.
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démonstration. Considérons la fonction auxiliaire h : [a, b] → R définie par
h(x) = f(x) − g(x). Il résulte des hypothèses faites sur f et g que h est une
fonction continue sur [a, b] dont la dérivée est nulle en tout point de ]a, b[. Par
suite, en fixant x ∈]a, b] et en utilisant le théorème des accroissements finis
appliqué à l’intervalle [a, x], on obtient l’existence de cx ∈]a, x[ tel que

h(x)− h(a) = h′(cx)(x− a) = 0.

D’ou le résultat. ■

6.2.15 Remarque

Si, dans l’énoncé du paragraphe 6.2.14, on ne suppose pas que le domaine de
définition des fonctions f et g est un intervalle I, alors le résultat peut très bien
cesser d’être vrai, même si les autres hypothèses sont vérifiées. Par exemple, les
deux fonctions f , g : R∗ → R définies respectivement par

f(x) =

{
1 six < 0
0 six > 0

et g(x) =

{
0 six < 0
1 six > 0

ont des dérivées égales en tout point de R∗ ; mais par contre, ces deux fonctions
ne sont pas égales à une constante près.

6.2.16 Fonction différentiable et monotone

Soit a < b deux nombres réels et f : [a, b] → F une fonction continue sur [a, b],
différentiable sur l’intervalle ouvert ]a, b[. Alors,

1) f est croissante (resp. décroissante) sur [a, b] si et seulement si f ′(x) ⩾
0 (resp. f ′(x) ⩽ 0) pour tout x ∈]a, b[ ;

2) si f ′(x) > 0 (resp. f ′(x) < 0) pour tout x ∈]a, b[, alors la fonction f est
strictement croissante (resp. strictement décroissante) sur [a, b].

démonstration.

1) Si f est croissante (resp. décroissante) sur [a, b], alors

f(z)− f(x)

z − x
⩾ 0 (resp. ⩽ 0)

pour tous z ̸= x dans ]a, b[. D’où

f ′(x) = lim
z→x

f(z)− f(x)

z − x
⩾ 0 (resp. ⩽ 0).

Réciproquement, si f ′(x) ⩾ 0 (resp. ⩽ 0) sur ]a, b[, choisissons x1 < x2
dans [a, b]. Par le théorème des accroissements finis, il existe x ∈]x1, x2[
tel que f(x2) − f(x1) = f ′(x)(x2 − x1) et donc f(x2) − f(x1) ⩾ 0 (resp.
f(x2)− f(x1) ⩽ 0).

2) Cette fois-ci, ce dernier argument donne f(x2)− f(x1) > 0 (resp. f(x2)−
f(x1) < 0).

■
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6.2.17 Corollaire

Soit a < c < b trois nombres réels et f : [a, b] → F une fonction continue sur
[a, b], différentiable sur ]a, c[∪]c, b[ et telle que pour tout élément x ̸= c de ]a, b[,
on ait : (x− c)f ′(x) ⩽ 0 (resp. (x− c)f ′(x) ⩾ 0). Alors,

f(c) = max
x∈[a,b]

f(x) (resp. f(c) = min
x∈[a,b]

f(x)).

6.2.18 Remarques

Une fonction peut très bien être strictement croissante (resp. strictement dé-
croissante) sur [a, b] sans pour autant avoir une dérivée positive (resp. négative)
en tout point de ]a, b[. Par exemple, la fonction f : [−1, 1] → R définie par
f(x) = x3 est strictement croissante sur [−1, 1] et f ′(0) = 0.

Considérons la fonction f : [−1, 1] → R définie par

f(x) =

 x2
(
sin

1

x

)2

six ∈ [−1, 0[∪]0, 1]
0 six = 0.

On vérifie facilement que f est différentiable sur ]−1, 1[ et que f(0) = min
x∈[−1,1]

f(x).

Par exemple, f est dérivable en 0 car

lim
x→0

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0

x2 sin2(1/x)− 0

x− 0
= lim

x→0
x sin2(1/x) = 0

(et ainsi f ′(0) = 0). Par contre, il n’existe aucun nombre réel α ∈]0, 1[ tel que la
fonction f soit décroissante sur ]− α, 0[ et croissante sur ]0, α[.

Si dans l’énoncé du paragraphe 6.2.16, on ne suppose pas que le domaine de
définition de la fonction f est un intervalle, alors le résultat peut cesser d’être
vrai. Par exemple, la fonction f : R∗ → R définie par f(x) = 1/x admet en tout
point de R∗ une dérivée négative, mais il est facile de vérifier que cette fonction
n’est pas décroissante sur R∗. Par contre, elle est strictement décroissante sur
chacun des intervalles ouverts ]−∞, 0[ et ]0,+∞[.

6.2.19 Critère assurant l’existence de la dérivée à droite ou à gauche

Soit a < b deux nombres réels et f : [a, b] → F une fonction continue sur [a, b],
différentiable sur ]a, b[ et telle que lim

x→a+
f ′(x) = l ∈ R (resp. lim

x→b−
f ′(x) = l ∈

R). Alors,

f ′
d(a) = lim

x→a+
f ′(x) (resp.f ′

g(b) = lim
x→b−

f ′(x)).

démonstration. Supposons que lim
x→a+

f ′(x) = l. Comme d’autre part on sait,

d’après le théorème des accroissements finis, qu’à chaque élément x de ]a, b[, on
peut associer un nombre réel c(x) vérifiant les deux propriétés suivantes :

a < c(x) < x et
f(x)− f(a)

x− a
= f ′(c(x)),
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on obtient que

f ′
d(a) = lim

x→a+

f(x)− f(a)

x− a
= lim

x→a+
f ′(c(x)) = lim

x→a+
f ′(x) = l.

Si lim
x→b−

f ′(x) = l, on démontre de façon analogue que

f ′
g(b) = lim

x→b−
f ′(x) = l.

■

6.2.20 Corollaire

Soit I un intervalle ouvert de R contenant le point x0 et f : I → F une fonction

continue sur I, différentiable sur {x ∈ I : x ̸= x0}, telle que lim
x→x0−

f ′(x) =

lim
x→x0+

f ′(x) = l ∈ R. Alors, f est différentiable en x0 et f ′(x0) = l.

6.2.21 Remarques

Si dans les hypothèses faites au paragraphe 6.2.19 on remplace l par ±∞ alors,
la fonction f admet au point a (resp. b) une dérivée à droite (resp. à gauche)
infinie.

De même, si dans l’énoncé du corollaire 6.2.20 on remplace l par ±∞ alors,
la fonction f admet une dérivée infinie au point x0.

D’autre part, considérons la fonction f : [0, 1] → R définie par

f(x) =

{
x2 sin

1

x
six ∈ ] 0, 1]

0 six = 0.

En remarquant que pour tout x ∈]0, 1[ :

f ′(x) = 2x sin
1

x
− cos

1

x
,

on constate que lim
x→0+

f ′(x) n’existe pas dans R. Par contre f ′
d(0) = 0. Cet

exemple nous montre que pour une fonction f : [a, b] → F continue sur [a, b],

différentiable sur ]a, b[, le nombre réel f ′
d(a) peut très bien exister, même lorsque

lim
x→a+

f ′(x) n’existe pas dans R.

6.3 Règle de Bernoulli-L’Hospital

6.3.1 Théorème des accroissements finis généralisé

Soit a < b deux nombres réels et f, g : [a, b] → R deux fonctions continues
sur [a, b], différentiables sur l’intervalle ouvert ]a, b[. Alors, si g′ ne s’annule
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en aucun point de ]a, b[, il existe un nombre réel c ∈]a, b[ tel que

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=
f ′(c)

g′(c)
.

démonstration. L’hypothèse g′ qui ne s’annule en aucun point de ]a, b[ en-
trâıne que g(a) ̸= g(b) (§ 6.2.9). Considérons à présent la fonction h : [a, b] → R

définie par

h(x) = f(x)− f(a)− (g(x)− g(a))
f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
.

Cette fonction satisfait les hypothèses du théorème de Rolle, ce qui entrâıne
l’existence d’un nombre réel c ∈]a, b[ tel que h′(c) = 0. Par suite, en constatant
que

h′(c) = f ′(c)− g′(c)
f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
,

on obtient que
f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=
f ′(c)

g′(c)
.

■

6.3.2 Règle de Bernoulli-L’Hospital

Soit f, g : ]a, b[→ R deux fonctions différentiables sur ]a, b[ telles que g et
g′ ne s’annulent en aucun point de ]a, b[ et supposons de plus que

lim
x→a+

f(x) = lim
x→a+

g(x) = α avecα = 0 ou ±∞

et

lim
x→a+

f ′(x)

g′(x)
= µ avecµ ∈ R.

Alors,

lim
x→a+

f(x)

g(x)
= µ.

démonstration. En premier lieu, supposons que α = 0 et que µ ∈ R. Ainsi, en
utilisant le théorème des accroissements finis généralisé, on sait qu’à chaque élé-
ment x de ]a, b[, on peut associer un nombre réel c(x) vérifiant les deux propriétés
suivantes :

a < c (x) < x et
f(x)

g(x)
=
f ′(c(x))

g′(c(x))
;

ce qui implique que

lim
x→a+

f(x)

g(x)
= lim

x→a+

f ′(c(x))

g′(c(x))
= lim

x→a+

f ′(x)

g′(x)
= µ.
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Supposons maintenant que α = ±∞ et que µ ∈ R. Il existe b̃ ∈]a, b[ tel que
|f | ⩾ 2 et |g| ⩾ 2 sur ]a, b̃]. Soit une suite arbitraire (xn) d’éléments de ]a, b̃[ qui
converge vers a. On a

f(xn)
2 + g(xn)

2 > min{|f(xn)|, |g(xn)|}

car f(xn)
2 > |f(xn)| et g(xn)

2 > |g(xn)|, et, pour tout n suffisamment grand,

f(b̃)2 + g(b̃)2 < min{|f(xn)|, |g(xn)|}.

Pour un tel n, le théorème de la valeur intermédiaire appliqué à la fonction
continue f2 + g2 assure l’existence de un ∈]xn, b̃[ tel que

f(un)
2 + g(un)

2 = min{|f(xn)|, |g(xn)|}.

Il en résulte que

lim
n→+∞

(f(un)
2 + g(un)

2) = +∞,

ce qui implique lim
n→+∞

un = a (grâce à la continuité de f2 + g2 sur ]a, b̃]). De

plus

0 ⩽
f(un)

2

f(xn)2
⩽

|f(xn)|
f(xn)2

et 0 ⩽
g(un)

2

g(xn)2
⩽

|g(xn)|
g(xn)2

,

et donc

lim
n→+∞

f(un)
2

f(xn)2
= lim

n→+∞

g(un)
2

g(xn)2
= 0.

Pour tout n ∈ N suffisamment grand, le théorème des accroissements finis
généralisés assure l’existence d’un cn ∈]xn, un[ tel que

f(un)− f(xn)

g(un)− g(xn)
=

f ′(cn)

g′(cn)
.

D’où

lim
n→+∞

f(xn)

g(xn)
= lim

n→+∞

1− g(un)
g(xn)

1− f(un)
f(xn)

· lim
n→+∞

f(xn)− f(un)

g(xn)− g(un)

= 1 · lim
n→+∞

f ′(cn)

g′(cn)
= µ

car lim
n→+∞

cn = a. La règle de Bernoulli-L’Hospital est ainsi entièrement dé-

montrée.

■
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6.3.3 Remarques

Si dans l’énoncé de la règle de Bernoulli-L’Hospital, on remplace a+ par
b−, ou a+ par −∞, ou encore ou a+ par +∞, le résultat reste valable.

En considérant les deux fonctions f, g : ]0,+∞[→ R définies respectivement par
f(x) = x2 sin(1/x) et g(x) = x, on s’aperçoit facilement que

lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

g(x) = 0

et

lim
x→0+

f(x)

g(x)
= 0 ;

mais que, par contre, la fonction f ′/g′ : ]0,+∞[→ R n’admet pas de limite
à droite au point x0 = 0. Cet exemple nous montre que, en général, la non-
existence de la limite à droite en un point de la fonction f ′/g′, n’entrâıne pas
obligatoirement la non-existence de la limite à droite en ce point de la fonction
f/g. Cette remarque reste valable si l’on considère la limite à gauche ou la limite
lorsque x tend vers l’infini.

6.3.4 Corollaire

Soit I un intervalle ouvert de R contenant le point x0 et soit f, g : I0 = {x ∈ I :
x ̸= x0} → R deux fonctions différentiables sur I0 telles que g et g′ ne s’annulent
en aucun point de I0.

De plus, supposons que

lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

g(x) = α avecα = 0 ou ±∞

et

lim
x→x0

f ′(x)

g′(x)
= µ avec µ ∈ R.

Alors,

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= µ.

6.3.5 Exemple

Soit f, g : R∗ → R les deux fonctions définies respectivement par f(x) = sinx et
g(x) = x. Ainsi, en utilisant le corollaire 6.3.4, on obtient immédiatement que

lim
x→0

sinx

x
= 1.
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6.4 Développements limités et formule de Taylor

6.4.1 Définition du développement limité

Soit f : E → F une fonction définie au voisinage de a. S’il existe n + 1
constantes a0, a1, . . . , an telles que, pour tout élément x ̸= a de E, on puisse
écrire

f(x) = a0 + a1(x− a) + . . .+ an(x− a)n + (x− a)nϵ(x) (6.1)

où ϵ est une fonction de E dans R vérifiant lim
x→a

ϵ(x) = 0, on dit que l’égalité

(6.1) est un développement limité d’ordre n de la fonction f autour de a (ou
au point a).

Remarque. D’une manière générale, la fonction ϵ dépend aussi du nombre réel
a. Lorsque a ∈ E, la valeur de la fonction ϵ en a ne joue aucun rôle dans la
définition du développement limité ; c’est pourquoi, nous supposerons toujours
que ϵ(a) = 0 si a ∈ E.

Terminologie. La fonction polynômiale a0+a1(x−a)+. . .+an(x−a)n est appelée
la partie principale du développement limité, tandis que le terme (x − a)nϵ(x)
est appelé le reste du développement limité.

6.4.2 Unicité du développement limité

Si une fonction f : E → F admet un développement limité d’ordre n autour
d’un point a, alors celui-ci est unique.

démonstration. Soit

f(x) = a0 + a1(x− a) + . . .+ an(x− a)n + (x− a)nϵ1(x)

et
f(x) = b0 + b1(x− a) + . . .+ bn(x− a)n + (x− a)nϵ2(x)

deux développements limités d’ordre n de la fonction f autour de a. Nous
allons d’abord démontrer que a0 = b0, . . . , an = bn. Pour cela, raisonnons par
l’absurde et supposons qu’il n’en soit pas ainsi. Soit k le plus petit entier naturel
tel que ak ̸= bk. Alors, pour tout élément x ̸= a de E, on peut écrire que

(ak − bk) + (ak+1 − bk+1)(x− a) + . . .+ (an − bn)(x− a)n−k

+ (x− a)n−k(ϵ1(x)− ϵ2(x)) = 0.

Par suite, en calculant la limite de cette expression lorsque x tend vers a, on
obtient que

ak = bk ;

ce qui est absurde. On a ainsi démontré que a0 = b0, . . . , an = bn. Il découle
immédiatement de ce résultat que pour tout élément x ̸= a de E :

ϵ1(x) = ϵ2(x).

D’où l’unicité du développement limité. ■
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6.4.3 Remarques

Supposons que f(x) = a0 + a1(x − a) + . . . + an(x − a)n + (x − a)nϵ(x) soit le
développement limité d’ordre n de la fonction f : E → F autour de a. Alors,
pour tout entier naturel p < n, la fonction f admet un développement limité
d’ordre p autour de a dont la partie principale est a0+a1(x−a)+. . .+ap(x−a)p.

Dans la définition du développement limité, la fonction f n’est pas supposée
définie au point a, par contre lim

x→a
f(x) = a0. Si on suppose que f(a) = a0 et

n ⩾ 1, alors la fonction f est différentiable en a et, de plus, on a : f ′(a) = a1.

6.4.4 Condition suffisante pour qu’une fonction possède
un développement limité

Soit f : E → F une fonction définie au voisinage de a. Alors, s’il existe n+1
constantes a0, a1, . . . , an telles que

lim
x→a

f(x)− (a0 + a1(x− a) + . . .+ an(x− a)n)

(x− a)n
= 0,

la fonction f admet un développement limité d’ordre n autour de a dont la
partie principale est a0 + a1(x− a) + . . .+ an(x− a)n.

Remarque. Cette condition est aussi nécessaire.

6.4.5 Développement limité d’une fonction paire ou impaire

Soit E un sous-ensemble de R ayant zéro pour centre de symétrie (§ 5.1.23)
et f : E → F une fonction admettant f(x) = a0 + a1x + . . . + anx

n + xnϵ(x)
comme développement limité d’ordre n autour de zéro. Alors,

• si f est une fonction paire (f(x) = f(−x)), les coefficients a1, a3, . . . dont
l’indice est impair sont tous nuls ;

• si f est une fonction impaire (f(x) = −f(−x)), les coefficients a0, a2, . . .
dont l’indice est pair sont tous nuls.

démonstration. Pour la démonstration, supposons que f soit une fonction
paire (l’autre cas se traitant de manière analogue) ; ce qui implique que pour
tout élément x ̸= 0 de E :

f(x) = f(−x) = a0 − a1x+ a2x
2 − a3x

3 + . . .+ (−1)nanx
n + xn((−1)nϵ(−x)).

Par suite, en constatant que lim
x→0

(−1)nϵ(−x) = 0, on obtient, grâce à l’unicité

du développement limité, que les coefficients a1, a3, . . . dont l’indice est impair
sont tous nuls. ■
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6.4.6 Formule de Taylor

Soit I un intervalle ouvert de R contenant le point a et f : I → F une
fonction n+1 fois différentiable sur I. Alors, à tout élément x de I, on peut
associer un nombre réel 0 < θx < 1 dépendant à la fois de a et de x tel que
la relation suivante soit vérifiée :

f(x) =f(a) + f ′(a)(x− a) + . . .+ f (p)(a)
(x− a)p

p!
+ . . .

+ f (n)(a)
(x− a)n

n!
+ f (n+1)(a+ θx(x− a))

(x− a)n+1

(n+ 1)!
.

Cette relation est appelée la formule de Taylor. D’autre part, lorsque 0 ∈ I,
il est d’usage d’appeler formule de MacLaurin la formule obtenue en remplaçant
a par 0 dans celle de Taylor.

démonstration. Soit Pn : I → R la fonction polynômiale définie par

Pn(z) = f(a) + f ′(a)(z − a) + . . .+ f (n)(a)
(z − a)n

n!
,

et soit x > a un élément de I. Considérons à présent la fonction auxiliaire
g : I → R définie par

g(z) = f(z)− Pn(z) +
Pn(x)− f(x)

(x− a)n+1
(z − a)n+1.

On constate immédiatement que cette fonction est n+1 fois différentiable sur I
et que

g(a) = g′(a) = . . . = g(n)(a) = g(x) = 0.

Ainsi, nous pouvons appliquer le théorème de Rolle à la fonction g : il existe un
nombre réel x1 de ]a, x[ tel que g′(x1) = 0. Nous pouvons maintenant appliquer
le théorème de Rolle à la fonction g′ : il existe un élément x2 de ]a, x1[ donc de
]a, x[, tel que g′(x2) = 0. En continuant ainsi jusqu’à la dérivée d’ordre n, nous
obtenons que la fonction g(n) s’annule en un point xn de ]a, x[. Par suite, en
appliquant une dernière fois le théorème de Rolle à g(n), nous pouvons affirmer
qu’il existe un nombre réel θx appartenant à l’intervalle ouvert ]0, 1[ tel que

g(n+1)(a+ θx(x− a)) = f (n+1)(a+ θx(x− a)) +
Pn(x)− f(x)

(x− a)
n+1 (n+ 1)! = 0 ;

ce qui entrâıne que

f(x)− Pn(x)

(x− a)
n+1 =

1

(n+ 1)!
f (n+1)(a+ θx(x− a)).

Cette égalité n’est autre que la formule de Taylor.
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Si x = a, le résultat est évident. Si x ∈ I etx < a, la formule de Taylor
s’obtient par une démonstration en tout point identique à celle donnée
ci-dessus. ■

Remarque. Lorsque n = 0 et x > a, la formule de Taylor peut se prouver
directement à partir du théorème des accroissements finis (§6.2.12).
Terminologie. La fonction de la variable x

f(a) + f ′(a)(x− a) + . . .+ f (p)(a)
(x− a)p

p!
+ . . .+ f (n)(a)

(x− a)n

n!

est appelée le polynôme de Taylor d’ordre n de f autour de a (ou au point a).
Lorsque 0 ∈ I et a = 0, on dit aussi polynôme de MacLaurin.

6.4.7 Développement limité d’une fonction admettant n dérivées en un point

Soit un entier n ⩾ 1 et un intervalle ouvert I de R contenant le point a.
Soit encore f : I → F une fonction n − 1 fois différentiable sur I telle que
f (n−1) est dérivable en a, la dérivée étant notée f (n)(a). Alors f admet un
développement limité d’ordre n autour de a dont la partie principale est
donnée par

f(a) + f ′(a)(x− a) + . . .+ f (p)(a)
(x− a)p

p!
+ . . .+ f (n)(a)

(x− a)n

n!
.

démonstration. Posons ϵ(a) = 0 et, pour x ∈ I\{a},

ϵ(x) =
f(x)−

(
f(a)+f ′(a)(x−a) + . . .+ f (p)(a) (x−a)

p

p! +. . .+f (n)(a) (x−a)
n

n!

)
(x−a)n .

Clairement

f(x) = f(a)+f ′(a)(x−a)+. . .+f (p)(a) (x−a)
p

p!
+. . .+f (n)(a)

(x−a)n
n!

+(x−a)nϵ(x)

pour tout x ∈ I. Si n = 1, on a de plus

lim
x→a

ϵ(x) = lim
x→a

f(x)−(f(a)+f ′(a)(x−a))
x−a = lim

x→a

f(x)−f(a)
x−a − f ′(a) = 0.

Si n ⩾ 2, vérifions que lim
x→a

ϵ(x) = 0 en appliquant plusieurs fois le théorème de

Bernoulli-L’Hospital :

lim
x→a

ϵ(x) = lim
x→a

f(x)−
(
f(a)+f ′(a)(x−a)+. . .+f (p)(a) (x−a)

p

p! +. . .+f (n)(a) (x−a)
n

n!

)
(x−a)n

= lim
x→a

f ′(x)−
(
f ′(a)+. . .+f (n)(a) (x−a)

n−1

(n−1)!

)
n(x−a)n−1
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= lim
x→a

f ′′(x)−
(
f ′′(a)+. . .+f (n)(a) (x−a)

n−2

(n−2)!

)
(n−1)n(x−a)n−2

= . . . = lim
x→a

f (n−1)(x)−
(
f (n−1)(a) + f (n)(a)(x−a)

)
2 · · · (n−1)n(x−a) .

Cette dernière limite existe bien et vaut

lim
x→a

f (n−1)(x)− f (n−1)(a)

2 · · · (n− 1)n(x− a)
− f (n)(a)

2 · · · (n− 1)n
= 0.

■

Remarque. Soit f comme dans la formule de Taylor ; en particulier f est n + 1
fois différentiable sur I. Par le présent paragraphe, f admet un développement
limité d’ordre n + 1, donc aussi d’ordre n, autour de a. La partie principale de
celui d’ordre n est le polynôme de Taylor d’ordre n autour de a. La formule de
Taylor permet souvent, dans la pratique, d’estimer plus précisément la différence
entre f et son polynôme de Taylor d’ordre n. Par exemple, si f (n+1) est bornée
sur l’intervalle I, alors, pour tout élément x de I,∣∣∣∣f(x)− (f(a) + f ′(a)(x− a) + . . .+ f (n)(a)

(x− a)n

n!

)∣∣∣∣
⩽ sup{|f (n+1)(z)| : z ∈ I} |x− a|n+1

(n+ 1)!
.

6.4.8 Exemples

En utilisant le paragraphe 6.4.7, on obtient les développements limités suivants :

sinx = x− x3

3!
+ ...+ (−1)n

x2n+1

(2n+ 1)!
+ x2n+1ϵ(x)

cosx = 1− x2

2!
+ ...+ (−1)n

x2n

(2n)!
+ x2nϵ(x)

1

1 + x
= 1− x+ x2 + ...+ (−1)nxn + xnϵ(x)

1√
1 + x

= 1− x

2
+ ...+ (−1)n

1 · 3 · 5 · . . . · (2n− 1)

2 · 4 · 6 · . . . · (2n) xn + xnϵ(x).

6.4.9 Remarques

• Une fonction f : I → F peut très bien admettre un développement limité
d’ordre n autour d’un point, sans pour autant que la formule de Taylor lui
soit applicable. Par exemple, considérons les deux fonctions g, f : R → R

définies respectivement par

g(x) =

{
1 si x ∈ Q
0 si x /∈ Q

et par f(x) = 1 + x2 + x3g(x). La fonction f admet un développement
limité d’ordre deux autour de zéro, mais la formule de MacLaurin ne lui
est pas applicable, car la fonction f n’est pas différentiable pour x ̸= 0.
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• En utilisant les résultats des paragraphes 6.4.5 et 6.4.7, on obtient l’as-
sertion suivante : soit I un intervalle ouvert de R admettant zéro pour
centre de symétrie et f : I → F une fonction n fois différentiable sur I.
Alors, si f est paire, toutes ses dérivées f (1), f (3), ... d’ordre impair jusqu’à
n s’annulent au point x = 0. De même, si f est impaire, toutes ses dérivées
f (2), f (4), ... d’ordre pair jusqu’à n s’annulent au point x = 0.

6.4.10 Opérations algébriques sur les développements limités

Soit f, g : E → R deux fonctions admettant respectivement

f(x) = a0 + a1(x− a) + . . .+ an(x− a)n + (x− a)nϵ1(x)

et
g(x) = b0 + b1(x− a) + . . .+ bn(x− a)n + (x− a)nϵ2(x)

comme développement limité d’ordre n autour de a. Alors,
• pour tout couple de nombres réels α et β, la fonction αf + βg admet un
développement limité d’ordre n autour de a dont la partie principale est

(αa0 + βb0) + . . .+ (αan + βbn)(x− a)n ;

• la fonction fg admet un développement limité d’ordre n autour de a dont
la partie principale s’obtient en effectuant le produit

(a0 + . . .+ an(x− a)n)(b0 + . . .+ bn(x− a)n)

et en ne conservant que les termes de la forme ck(x−a)k de degrés inférieurs
ou égaux à n : k ⩽ n ;

• si b0 ̸= 0 et g(x) ̸= 0 pour tout x ̸= a dans E, la fonction f/g admet
un développement limité d’ordre n autour de a dont la partie principale
s’obtient en effectuant la division suivant les puissances croissantes jusqu’à
l’ordre n de

a0 + . . .+ an(x− a)n par b0 + . . .+ bn(x− a)n .

6.4.11 Exemple

Soit j : R→ R la fonction définie par

j(x) =
1 + x3

1 + x2
.

On se propose de calculer la partie principale de son développement limité
d’ordre 4 autour de zéro. Pour cela, considérons les trois fonctions auxiliaires
f, g et h : R→ R définies respectivement par

f(x) = 1 + x3, g(x) = 1 + x2 et h(x) =
1

1 + x2
.

Les fonctions f et g sont déjà sous la forme d’un développement limité d’ordre 4
autour de zéro dont la partie principale est respectivement 1 + x3 et 1 + x2. De

1

1 + x
= 1− x+ x2 + x2ϵ1(x) avec lim

x→0
ϵ1(x) = 0,
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on déduit, en remplaçant x par x2, que

h(x) =
1

1 + x2
= 1− x2 + x4 + x4ϵ2(x) avec lim

x→0
ϵ2(x) = 0.

Par suite, en constatant que

j = fh = f/g,

il résulte du paragraphe 6.4.10 que la fonction j admet un développement limité
d’ordre 4 autour de zéro dont la partie principale peut être calculée :

• soit en effectuant le produit (1 + x3)(1− x2 + x4) et en ne conservant que
les termes de degrés inférieurs ou égaux à 4 ; ce qui donne

1− x2 + x3 + x4 ;

• soit en utilisant le paragraphe 6.4.7 en dérivant 4 fois la fonction j :

j(0) + j′(0)x+ j′′(0)
x2

2!
+ j(3)(0)

x3

3!
+ j(4)(0)

x4

4!
;

l’avantage de la méthode précédente est d’éviter le calcul de ces dérivées ;

• soit en effectuant la division suivant les puissances croissantes jusqu’à
l’ordre 4 de (1 + x3) par (1 + x2) ; ce qui donne

1 + x3

1 + x2
1 + x2

1− x2 + x3 + x4

−x2 + x3

−x2 − x4

x3 + x4

x3 + x5

x4 − x5

x4 + x6

−x5 − x6

• soit en utilisant la méthode des coefficients indéterminés. Pour cela, dé-
signons par j(x) = a0 + a1x + a2x

2 + a3x
3 + a4x

4 + x4ϵ(x) le dévelop-
pement limité d’ordre 4 de la fonction j autour de zéro. En remarquant
que f = jg, on peut écrire, grâce à l’unicité du développement limité, que
pour tout x ∈ R :

1 + x3 = a0 + a1x+ (a0 + a2)x
2 + (a1 + a3)x

3 + (a2 + a4)x
4 ;

ce qui implique que

a0 = a1 + a3 = 1 et a1 = a0 + a2 = a2 + a4 = 0.

Par suite, en résolvant ce système, on obtient que

a0 = 1, a1 = 0, a2 = −1, a3 = 1 et a4 = 1.
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6.4.12 Développement limité d’une fonction composée

Soit
f(x) = a1(x− a) + . . .+ an(x− a)n + (x− a)nϵ1(x)

le développement limité d’ordre n de la fonction f : E → F autour de a. D’autre
part, soit G un sous-ensemble de R contenant zéro et

g(y) = g(0) + b1y + . . .+ bny
n + ynϵ2(y)

le développement limité d’ordre n de la fonction g : G → H autour de zéro.
Observons que cette dernière égalité est valable aussi pour y = 0 et que
lim
x→a

f(x) = 0.

Alors, si f(E) ⊂ G, la fonction composée g ◦ f : E → H admet un dévelop-
pement limité d’odre n autour de a dont la partie principale est

g(0) + a1b1(x− a) + (a2b1 + a21b2)(x− a)2 + (a3b1 + 2a1a2b2

+ a31b3)(x− a)3 + . . .+ (anb1 + . . .+ an1 bn)(x− a)n.

Comme nous allons pouvoir le constater dans la démonstration, la partie
principale du développement limité de g ◦ f s’obtient en substituant, dans la
partie principale du développement limité de g, y par la partie principale du
développement de f et en ne conservant que les termes de la forme ck(x − a)k

de degrés inférieurs ou égaux à n : k ⩽ n.

démonstration. Pour tout élément x ̸= a de E, on peut écrire

g(f(x)) = g(0) + b1f(x) + . . .+ bn(f(x))
n + (f(x))nϵ2(f(x))

ou encore

g(f(x)) = g(0) + b1

(
a1(x− a) + . . .+ an(x− a)n + (x− a)nϵ1(x)

)
+ . . .

+ bn

(
a1(x− a) + . . .+ an(x− a)n + (x− a)nϵ1(x)

)n
+

(
a1(x− a) + . . .+ an(x− a)n + (x− a)nϵ1(x)

)n
ϵ2(f(x)) ;

ce qui donne en développant

g(f(x)) = g(0) + a1b1(x− a) + (a2b1 + a21b2)(x− a)2 + . . .

+ (anb1 + . . .+ an1 bn)(x− a)n + (x− a)nϵ3(x).

Par suite, on vérifie facilement que lim
x→a

ϵ3(x) = 0 grâce à la continuité de ϵ2

en 0 : lim
y→0

ϵ2(y) = 0 = ϵ2(0). D’où le résultat. ■

6.4.13 Utilisation du développement limité pour résoudre les formes
indéterminées

En utilisant les développements limités, on se propose de calculer la limite,
lorsque x tend vers zéro, de la fonction f : ]− π/2, 0[∪]0, π/2[→ R définie par

f(x) =
sin2x− x2 cosx

x2(1− cosx)
.
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Pour cela, considérons les deux développements limités d’ordre 4 autour de zéro
qui suivent :

sin2x− x2 cosx =
1

6
x4 + x4ϵ1(x)

et

x2(1− cosx) =
1

2
x4 + x4ϵ2(x).

Par suite,

lim
x→0

sin2x− x2 cosx

x2(1− cosx)
= lim

x→0

1
6x

4 + x4ϵ1(x)
1
2x

4 + x4ϵ2(x)
=

1

3
.

Cet exemple nous montre que pour certaines formes indéterminées, l’utilisa-
tion du développement limité peut nous mener très rapidement à la solution. Ici,
l’emploi de la règle de Bernoulli-L’Hospital nous aurait obligés à dériver quatre
fois le numérateur et le dénominateur, ce qui nous aurait conduits à faire de
longs calculs.

6.4.14 Détermination du développement limité d’une fonction à partir de
celui de sa dérivée

Soit I un intervalle ouvert de R contenant le point a et f : I → F une fonction
n fois différentiable sur I, où n ⩾ 1. On sait, d’après le paragraphe 6.4.7, que
la fonction f admet un développement limité d’ordre n autour de a et que la
fonction f ′ : I → R admet, quant à elle, un développement limité d’ordre n− 1
autour de a. Supposons à présent que

f ′(x) = b0 + b1(x− a) + ...+ bn−1(x− a)n−1 + (x− a)n−1ϵ1(x)

soit le développement limité d’ordre n− 1 de la fonction f ′ autour de a. Alors,

f(x) = f(a) + b0(x− a) +
b1
2
(x− a)2 + ...+

bp−1

p
(x− a)p + ...

+
bn−1

n
(x− a)n + (x− a)nϵ2(x)

est le développement limité d’ordre n de la fonction f autour de a.

6.4.15 Exemple

De
1

1 + x
= 1− x+ ...+ (−1)nxn + xnϵ1(x) avec lim

x→0
ϵ1(x) = 0,

on déduit, en remplaçant x par x2, que

1

1 + x2
= 1− x2 + x4 + ...+ (−1)nx2n + x2nϵ2(x) avec lim

x→0
ϵ2(x) = 0.

Comme d’autre part, la fonction f : R→ R définie par

f(x) =
1

1 + x2
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est la dérivée de la fonction arctan, on obtient que

arctanx = x− x3

3
+
x5

5
+ ...+ (−1)n

x2n+1

2n+ 1
+ x2n+1ϵ(x)

est le développement limité d’ordre 2n+ 1 de la fonction arctan autour de zéro.

6.5 Applications aux extrema locaux et points d’inflexions

6.5.1 Condition suffisante pour qu’une fonction ait un extremum local
en un point

Nous avons vu au paragraphe 6.2.2 que si une fonction différentiable f admet un
extremum local en un point a, alors f ′(a) = 0 ; mais nous savons que la réciproque
n’est pas exacte. Par contre, lorsqu’une fonction est n fois différentiable, il est
possible, grâce à la formule de Taylor, de préciser cette question de la façon
suivante :

Soit I un intervalle ouvert de R contenant le point a, n un entier naturel
pair différent de zéro et f : I → F une fonction n fois différentiable sur I. De
plus, on suppose que f (n) est continue en a, que f ′(a) = . . . = f (n−1)(a) = 0
et que f (n)(a) ̸= 0. Alors,

• si f (n)(a) > 0, la fonction f admet un minimum local au point a ;
• si f (n)(a) < 0, la fonction f admet un maximum local au point a.

démonstration. Supposons pour la démonstration que f (n)(a) > 0 (l’autre
cas se traitant de manière analogue) ; ce qui entrâıne, puisque f (n) est continue
en a, l’existence d’un nombre réel α > 0 tel que les relations y ∈ I et |y− a| ⩽ α
impliquent f (n)(y) > 0. D’autre part, compte tenu des hypothèses faites sur f ,
la formule de Taylor nous permet d’écrire que pour tout élément x de I :

f(x)− f(a) = f (n)(a+ θx(x− a))
(x− a)

n

n!
avec 0 < θx < 1.

Ainsi, pour tout point x de I vérifiant |x−a| ⩽ α, on obtient que f(x)−f(a) ⩾ 0.
D’où la conclusion. ■

6.5.2 Exemple

Soit α un nombre réel positif et soit f : ]a−α, a+α[→ F une fonction deux fois
continûment différentiable sur ]a − α, a + α[ telle que f ′(a) = 0 et f ′′(a) > 0
(resp. f ′′(a) < 0). Alors, la fonction f admet un minimum (resp. maximum)
local au point a. Cet exemple confirme le résultat obtenu au corollaire 6.2.17.
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6.5.3 Définition d’un point d’inflexion

Soit f : E → F une fonction différentiable en a. En désignant par C le graphique
de cette fonction relativement à deux axes orthonormés 0x et 0y, on constate
qu’il est possible, en étudiant le signe de la fonction ψ : E → R définie par
ψ(x) = f(x) − f(a) − f ′(a)(x − a), de connâıtre localement la position de la
courbe C par rapport à sa tangente au point d’abscisse a.

Nous dirons que le point P = (a, f(a)) est un point d’inflexion du graphique
C de la fonction f , s’il existe un nombre réel α > 0 et une constante
c ̸= 0 tels que pour tout élément x de E vérifiant 0 < |x − a| ⩽ α :
c ψ (x)(x− a) > 0.

Voir les figures 6.7 et 6.8.

0 a

c > 0

x

y = f (x)

f (a)

P

Fig. 6.7

0 a

c < 0

x

y = f (x)

f (a)

P

Fig. 6.8
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6.5.4 Condition suffisante pour qu’une courbe ait un point d’inflexion

Soit I un intervalle ouvert de R contenant le point a, n un entier natu-
rel impair strictement supérieur à 1 et f : I → F une fonction n fois
différentiable sur I. De plus, on suppose que f (n) est continue en a, que
f ′′(a) = ... = f (n−1)(a) = 0 et que f (n)(a) ̸= 0. Alors, le point P = (a, f(a))
est un point d’inflexion du graphique C de la fonction f .

démonstration. Supposons pour la démonstration que f (n)(a) > 0 (l’autre cas
se traitant de manière analogue) ; ce qui entrâıne, du fait que f (n) est continue
en a, l’existence d’un nombre réel α > 0 tel que les relations y ∈ I et |y− a| ⩽ α
impliquent f (n)(y) > 0. D’autre part, compte tenu des hypothèses faites sur f ,
la formule de Taylor nous permet d’écrire que pour tout élément x de I :

ψ(x) = f(x)− f(a)− f ′(a)(x− a) = f (n)(a+ θx(x− a))
(x− a)

n

n!

avec 0 < θx < 1. Ainsi, pour tout point x de I vérifiant 0 < |x − a| ⩽ α, on
obtient que ψ(x)(x− a) > 0. D’où le résultat. ■

6.5.5 Autre condition suffisante pour qu’une courbe ait un point d’inflexion

Soit I un intervalle ouvert de R contenant le point a et f : I → F une
fonction deux fois différentiable sur I. D’autre part, on suppose qu’il existe
un nombre réel α > 0 et une constante c ̸= 0 tels que pour tout élément x de
I vérifiant 0 < |x−a| ⩽ α : cf ′′(x)(x−a) > 0. Alors, le point P = (a, f(a))
est un point d’inflexion du graphique C de la fonction f .

démonstration. On sait, grâce à la formule de Taylor, qu’à tout élément x de
I, on peut associer un nombre réel 0 < θx < 1 tel que

ψ(x) = f(x)− f(a)− f ′(a)(x− a) = f ′′(a+ θx(x− a))
(x− a)

2

2
;

ce qui implique, compte tenu des hypothèses faites sur f ′′, que pour tout élément
x de I vérifiant 0 < |x− a| ⩽ α : cψ(x)(x− a) > 0. D’où le résultat. ■

6.5.6 Exemple

Considérons la fonction f : R→ R définie par f(x) = x3 + x. Cette fonction est
deux fois différentiable sur R et, de plus, xf ′′(x) = 6x2 > 0 pour tout x ∈ R∗.
D’où le point (0,0) est un point d’inflexion du graphique C de la fonction f
(fig. 6.9).
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0 1

1

x

y = x3 + x

Fig. 6.9

6.5.7 Condition suffisante pour qu’un point ne soit pas un point d’inflexion

Soit I un intervalle ouvert de R contenant le point a et f : I → F une
fonction deux fois différentiable sur I. De plus, on suppose qu’il existe un
nombre réel β > 0 tel que pour tout élément x de I vérifiant 0 < |x− a| ⩽
β : f ′′(x) ⩾ 0 (resp. f ′′(x) ⩽ 0). Alors, le point P = (a, f(a)) n’est pas un
point d’inflexion du graphique C de la fonction f .

démonstration. I étant un intervalle ouvert de R contenant le point a, il
existe un nombre réel 0 < α < β tel que [a−α, a+α] ⊂ I. Par suite, étant donné
qu’à tout élément x de I vérifiant 0 < |x− a| ⩽ α, on peut associer un nombre
réel 0 < θx < 1 tel que

ψ(x) = f(x)− f(a)− f ′(a)(x− a) = f ′′(a+ θx(x− a))
(x− a)

2

2
,

on obtient, compte tenu des hypothèses faites sur f ′′, que la fonction ψ : I → R

est ⩾ 0 (resp. ⩽ 0) sur [a− α, a[∪]a, a+ α]. D’où le résultat. ■
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6.6 Fonctions convexes

6.6.1 Définition d’une fonction convexe

Soit I un intervalle non vide de R. Une fonction f : I → F est dite convexe
si pour tout couple d’éléments a, b de I et tout nombre réel λ ∈ [0, 1], on
a :

f(λa+ 1(1− λ)b) ⩽ λf(a) + (1− λ)f(b).

D’autre part, si on désigne par C le graphique de la fonction f relativement à
deux axes de coordonnées perpendiculaires 0x et 0y, la définition analytique de la
convexité donnée ci-dessus peut s’énoncer géométriquement de la façon suivante :
une fonction f : I → F est convexe si pour tout couple de points A = (a, f(a))
et B = (b, f(b)) du graphique de f , tout point P de C dont l’abscisse x0 est
comprise entre a et b, est situé au-dessous de la corde AB (fig. 6.10).

B

A

P

y = f (x)

0 a b xx0

Fig. 6.10

6.6.2 Exemples

• La fonction f : R → R définie par f(x) = x2 est convexe. En effet, pour
tout couple de nombres réels a, b et tout λ ∈ [0, 1], on a :

f(λa+ (1− λ)b)− (λf(a) + (1− λ)f(b))

= λ2a2 + (1− λ)2b2 + 2λ(1− λ)ab− λa2 − (1− λ)b2

= −λ(1− λ)a2 − λ(1− λ)b2 + 2λ(1− λ)ab

= −λ(1− λ)(a− b)2 ⩽ 0.

• La fonction f : R → R définie par f(x) = |x| est convexe. En effet, pour
tout couple de nombres réels a, b et tout λ ∈ [0, 1], on a :

|λa+ (1− λ)b| ⩽ |λa|+ |(1− λ)b| = λ|a|+ (1− λ)|b|.
• Si une fonction f : I → R définie sur l’intervalle non vide I est convexe et
si C,D ∈ R, alors la fonction g : I → R définie par

g(x) = f(x) + Cx+D
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est aussi convexe. En effet, pour tout couple de nombres réels a, b dans I
et tout λ ∈ [0, 1], on a :

g(λa+ (1− λ)b) = f(λa+ (1− λ)b) + C(λa+ (1− λ)b) +D

⩽ λf(a) + (1− λ)f(b) + C(λa+ (1− λ)b) +D(λ+ (1− λ))

= λg(a) + (1− λ)g(b).

6.6.3 Caractérisation d’une fonction différentiable et convexe

Soit I un intervalle ouvert de R et f : I → F une fonction différentiable
sur I. Alors, la fonction f est convexe si et seulement si f ′ est une fonction
croissante sur I.

démonstration. Supposons d’abord que f ′ soit croissante sur I et soit a < b
deux éléments de I et λ un nombre réel tel que 0 ⩽ λ ⩽ 1. En posant

x = λa+ (1− λ)b,

on obtient λ = (b−x)/(b−a) et 1−λ = (x−a)/(b−a). Considérons la fonction
auxiliaire g : I → R définie par

g(t) = f(t)− f(a)− f(b)− f(a)

b− a
(t− a), t ∈ I.

Alors

g′(t) = f ′(t)− f(b)− f(a)

b− a
, t ∈ I,

et donc g′ est aussi croissante sur I. De plus g(a) = g(b) = 0.
Si g′(x) ⩾ 0, alors g′(t) ⩾ g′(x) ⩾ 0 pour tout t ∈ [x, b] et donc g est

croissante sur [x, b]. Il en résulte g(x) ⩽ g(b) = 0.
Si d’autre part g′(x) < 0, alors g′(t) ⩽ g′(x) < 0 pour tout t ∈ [a, x] et donc

g est décroissante sur [a, x]. Il en résulte g(x) ⩽ g(a) = 0.
En tous les cas,

0 ⩾ g(x) = f(x)− f(a)− f(b)− f(a)

b− a
(x− a)

et donc

f(x) ⩽ f(a)+
f(b)− f(a)

b− a
(x−a) =

b− x

b− a
f(a)+

x− a

b− a
f(b) = λf(a)+(1−λ)f(b).

On a ainsi démontré que f est convexe.
Supposons ensuite que f soit convexe et soit a < b deux éléments de I.

Considérons de nouveau la fonction auxiliaire g : I → R ci-dessus. Puisque f
est supposée convexe et dérivable sur I, g l’est aussi (voir le troisième exemple
du § 6.6.2). Comme g(a) = g(b) = 0, la convexité de g assure que g(t) ⩽ 0 pour
tout t ∈]a, b[. D’où

g′(a) = lim
t→a

g(t)− g(a)

t− a
= lim

t→a+

g(t)− g(a)

t− a
= lim

t→a+

g(t)

t− a
⩽ 0.
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De même

g′(b) = lim
t→b

g(t)− g(b)

t− b
= lim

t→b−

g(t)− g(b)

t− b
= lim

t→b−

g(t)

t− b
⩾ 0.

D’où

f ′(a)− f(b)− f(a)

b− a
= g′(a) ⩽ 0 et f ′(b)− f(b)− f(a)

b− a
= g′(b) ⩾ 0,

ce qui implique f ′(a) ⩽ f ′(b). On a ainsi démontré que f ′ est croissante sur I.

■

6.6.4 Corollaire

Soit I un intervalle ouvert de R et f : I → F une fonction deux fois diffé-
rentiable sur I. Alors, la fonction f est convexe si et seulement si f ′′(x) ⩾ 0
pour tout x ∈ I.

démonstration. Il suffit de remarquer que f ′ est une fonction croissante sur
I si et seulement si f ′′(x) ⩾ 0 pour tout x ∈ I, et d’utiliser le résultat du
paragraphe 6.6.3. ■

6.6.5 Fonction concave

Soit I un intervalle non vide de R. Une fonction f : I → F est dite concave
si pour tout couple d’éléments a, b de I et tout nombre réel λ ∈ [0, 1], on
a :

f(λa+ 1(1− λ)b) ⩾ λf(a) + (1− λ)f(b).

Il résulte de cette définition que f : I → F est concave si et seulement si
−f : I → R est convexe. En appliquant les paragraphes 6.6.3 et 6.6.4 à la
fonction −f , on obtient les résultats suivants :

Lorsque I est un intervalle ouvert de R et f : I → F est une fonction
différentiable sur I, la fonction f est concave si et seulement si f ′ est une
fonction décroissante sur I.

Lorsque I est un intervalle ouvert de R et f : I → F est une fonction
deux fois différentiable sur I, la fonction f est concave si et seulement si
f ′′(x) ⩽ 0 pour tout x ∈ I.
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6.6.6 Caractérisation d’une fonction convexe

Soit I un intervalle non vide de R. Une fonction f : I → F est convexe si
et seulement si pour tout n-tuple x1, ..., xn d’éléments de I et tout n-tuple
λ1, ..., λn d’éléments de [0,1] vérifiant Σn

i=1λ1 = 1 :

f

(
n∑

i=1

λixi

)
⩽

n∑
i=1

λif(xi).

démonstration. En premier lieu, supposons que f soit convexe. Il est évident
que la propriété à démontrer est vraie pour n = 1. Supposons à présent qu’elle
le soit pour (n−1) et démontrons-la pour n. Pour cela, soit x1, ..., xn un n-tuple
d’éléments de I et λ1, ..., λn un n-tuple d’éléments de [0, 1] vérifiant Σn

i=1λi = 1
et posons γ = Σn−1

i=1 λi. Si γ = 0, le résultat est évident. Supposons donc que
γ ̸= 0 et posons

βi =
λi
γ
.

Alors, on obtient que Σn−1
i=1 βi = 1 et que

n∑
i=1

λixi = γ

(
n−1∑
i=1

βixi

)
+ λnxn avec γ + λn = 1 ;

ce qui implique

f

(
n∑

i=1

λixi

)
⩽ γf

(
n−1∑
i=1

βixi

)
+ λnf(xn).

Par suite, il résulte de l’hypothèse de récurrence que

f

(
n∑

i=1

βixi

)
⩽

n−1∑
i=1

βif(xi).

D’où

f

(
n∑

i=1

λixi

)
⩽

n∑
i=1

λif(xi).

La propriété est donc vérifiée pour n. On a ainsi démontré, par induction sur n,
que la propriété est vraie pour tout entier n ≥ 1.

Pour démontrer la réciproque, il suffit de prendre n = 2 et de poser λ2 =
1− λ1. ■
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6.6.7 Critère de convexité pour une fonction continue

Soit I un intervalle ouvert de R et f : I → F une fonction continue sur I telle
que pour tout couple d’éléments x, y de I, on ait :

f
(x+ y

2

)
⩽

1

2
(f(x) + f(y)).

Alors, la fonction f est convexe.

démonstration. Raisonnons par l’absurde et supposons que f ne soit pas
convexe. Alors, il existe deux éléments a < b de I et un nombre réel α ∈]0, 1 [
tels que

f(αa+ (1− α)b) > αf(a) + (1− α)f(b).

Par suite, en posant

λ1 = sup{λ ∈ [0, α[ : f(λa+ (1− λ)b) ⩽ λf(a) + (1− λ)f(b)}

et
λ2 = inf{λ ∈ ]α, 1] : f(λa+ (1− λ)b) ⩽ λf(a) + (1− λ)f(b)}

on obtient, par la continuité de la fonction f sur [a, b], que

λ1 < λ2,

f(λ1a+ (1− λ1)b) = λ1f(a) + (1− λ1)f(b),

f(λ2a+ (1− λ2)b) = λ2f(a) + (1− λ2)f(b)

et que pour tout λ ∈]λ1, λ2[ :

f(λa+ (1− λ)b) > λf(a) + (1− λ)f(b).

Mais, en posant

x1 = λ1a+ (1− λ1)b, x2 = λ2a+ (1− λ2)b et β =
λ1 + λ2

2
,

on obtient que

βf(a) + (1− β)f(b) =
1

2
(f(x1) + f(x2)) ⩾ f

(x1 + x2

2

)
= f(βa+ (1− β)b).

On aboutit donc à une contradiction ; ce qui nous permet de conclure que la

fonction f est convexe. ■

6.6.8 Lemme

Soit I un intervalle de R et f : I → F une fonction convexe. Alors, pour tout
triplet d’éléments x < y < z de I, on a :

f(y)− f(x)

y − x
⩽

f(z)− f(x)

z − x
⩽

f(z)− f(y)

z − y
.

démonstration. Considérons la fonction auxiliaire g : I → R définie par

g(t) = f(t)− f(x)− f(z)− f(x)

z − x
(t− x), t ∈ I.
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Alors g est aussi convexe et g(x) = g(z) = 0. Il en résulte que g(y) ⩽ 0. D’où

g(y)− g(x)

y − x
=

g(y)

y − x
⩽ 0 =

g(z)− g(x)

z − x
⩽

−g(y)

z − y
=

g(z)− g(y)

z − y
.

En substituant g par sa définition en termes de f dans

g(y)− g(x)

y − x
⩽

g(z)− g(x)

z − x
⩽

g(z)− g(y)

z − y
,

on obtient les inégalités

f(y)− f(x)

y − x
−C ⩽

f(z)− f(x)

z − x
−C ⩽

f(z)− f(y)

z − y
−C où C =

f(z)− f(x)

z − x
,

et donc aussi les inégalités désirées. ■

6.6.9 Dérivabilité et continuité des fonctions convexes

Soit I un intervalle ouvert de R et f : I → F une fonction convexe. Alors, f
est continue sur I et admet en tout point de cet intervalle une dérivée à droite
et une dérivée à gauche. De plus, pour tout couple d’éléments x1 < x2 de I, on
a :

f ′
g(x1) ⩽ f ′

d(x1) ⩽ f ′
g(x2) ⩽ f ′

d(x2).

démonstration. Soit x0 ∈ I. Alors, d’après le lemme 6.6.8, on obtient que
pour tout couple d’éléments x ⩽ y de {x ∈ I : x ̸= x0} :

f(x)− f(x0)

x− x0
⩽

f(y)− f(x0)

y − x0
.

D’où, en utilisant le corollaire 5.2.28, on peut affirmer que les deux nombres
réels f ′

g(x0) et f
′
d(x0) existent et que f ′

g(x0) ⩽ f ′
d(x0).

Par suite, en remarquant que tout x ̸= x0 de I :

f(x) = f(x0) +
f(x)− f(x0)

x− x0
(x− x0),

il résulte de l’existence des nombres f ′
g(x0) et f

′
d(x0) que

lim
x→x0−

f(x) = lim
x→x0+

f(x) = f(x0) ;

ce qui entrâıne que la fonction f est continue au point x0.

À présent, supposons que x1 < x2 soient deux éléments de I. Alors, en
utilisant de nouveau le lemme 6.6.8, on obtient que pour tout couple d’éléments
x, y de I vérifiant x1 < x < y < x2 :

f(x)− f(x1)

x− x1
⩽

f(y)− f(x2)

y − x2
;

ce qui implique, du fait de l’existence des deux nombres f ′
d(x1) et f ′

g(x2), que

f ′
d(x1) ⩽ f ′

g(x2). ■
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6.6.10 Proposition

Soit I un intervalle ouvert deR et f : I → F une fonction convexe, différentiable

sur I. Alors, la fonction f ′ est continue sur I.

démonstration. La fonction f étant convexe et différentiable sur I, sa dérivée

est croissante sur I (§ 6.6.3) ; ce qui implique, d’après le corollaire 6.2.8, que

f ′ est une fonction continue sur I. ■

6.7 Étude des fonctions

6.7.1 Asymptotes

Soit f une fonction de E dans F et C le graphique de cette fonction relativement
à deux axes de coordonnées perpendiculaires 0x et 0y.

Pour c ∈ R, si lim
x→c−

f(x) = ±∞ ou si lim
x→c+

f(x) = ±∞, nous dirons que

la droite d’équation x = c est une asymptote verticale de C.

Voir la figure 6.11.

0

y = 1/x

e2

e1 x

Fig. 6.11

Pour a, b ∈ R, si lim
x→+∞

(f(x)−ax−b) = 0 (resp. lim
x→−∞

(f(x)−ax−b) = 0),

nous dirons que la droite d’équation y = ax + b est une asymptote oblique
de C lorsque x→ +∞ (resp. lorsque x→ −∞).

Voir la figure 6.12.
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y = ax + b

y P1

P2

C

0 xa ≠ 0

Fig. 6.12

Dans le cas particulier où a = 0, nous dirons que la droite d’équation
y = b est une asymptote horizontale de C lorsque x → +∞ (resp. lorsque
x→ −∞).

Voir la figure 6.13.

P1

P2

C

b

0 a = 0 x

y

Fig. 6.13

D’autre part, par un simple calcul, on obtient que

a = lim
x→+∞

f(x)

x
et b = lim

x→+∞
(f(x)− ax),

(respectivement

a = lim
x→−∞

f(x)

x
et b = lim

x→−∞
(f(x)− ax) ).

Géométriquement, dire que la droite d’équation y = ax + b est une asymptote
oblique de C lorsque x → +∞ (resp. lorsque x → −∞) signifie que la distance
du point P1 = (x, ax+ b) au point P2 = (x, f(x)) tend vers zéro lorsque x tend
vers +∞ (resp. −∞).

Pour a ∈ R, si lim
x→+∞

(f(x)/x) = a (resp. lim
x→−∞

(f(x)/x) = a), nous dirons

que C admet la droite d’équation y = ax pour direction asymptotique lorsque
x → +∞ (resp. lorsque x → −∞).



Calcul différentiel 169

Pour a ∈ R, si lim
x→+∞

(f(x)/x) = a et si lim
x→+∞

(f(x) − ax) = ±∞, nous

dirons que C possède une branche parabolique de direction asymptotique y =

ax lorsque x → +∞. De même, si lim
x→−∞

(f(x)/x) = a et si lim
x→−∞

(f(x) −
ax) = ±∞, nous dirons que C possède une branche parabolique de direction

asymptotique y = ax lorsque x → −∞.

6.7.2 Remarque

Le graphique C de la fonction f : ]0,+∞ [→ R définie par

f(x) =
sin x

x

admet la droite d’équation y = 0 pour asymptote horizontale lorsque x → +∞.
Étant donné que C coupe l’axe 0x aux points d’abscisse x = k π avec k ∈ N∗,
cet exemple nous montre qu’une courbe C peut très bien couper son asymptote
un nombre infini de fois.

6.7.3 Schéma général de l’étude des fonctions

L’étude des fonctions se ramène généralement à déterminer :

• si la fonction f est paire, impaire ou périodique ;
• les points de discontinuité de la fonction f ;
• la limite de f aux points frontières de son domaine de définition ainsi qu’en
ses points de discontinuité ;

• la dérivée de f ;
• le domaine de définition D(f ′) de f ′ ;
• le signe de f ′ ;
• les points stationnaires de f ;
• les points de discontinuité de f ′ ;
• la limite de f ′ aux points frontières de D(f ′) ainsi qu’en ses points de
discontinuité ;

• les points d’inflexion du graphique de f ;
• les asymptotes du graphique de f ;
• le tableau de variations de f .

Cette étude permet de tracer le graphique C de la fonction f .

6.7.4 Exemple

En suivant le schéma donné au paragraphe 6.7.3, nous allons étudier la fonction
f : R∗ → R définie par

f(x) = x+
1

x2
.
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Cette fonction n’est ni paire, ni impaire et ni périodique. Par contre, f ∈
C∞(R∗,R).

lim
x→−∞

f(x) = −∞, lim
x→+∞

f(x) = +∞
lim

x→0−
f(x) = lim

x→0+
f(x) = +∞

f ′(x) = 1− 2

x3
=
x3 − 2

x3
; D(f ′) = R∗

Si x ∈ ]−∞, 0[∪] 3
√
2,+∞[ : f ′(x) > 0

Si x ∈ ]0,
3
√
2[ : f ′(x) < 0.

L’unique point stationnaire de f est x = 3
√
2.

lim
x→−∞

f ′(x) = lim
x→+∞

f ′(x) = 1

lim
x→0−

f ′(x) = +∞, lim
x→0+

f ′(x) = −∞.

Étant donné que pour tout x ∈ R∗ :

f ′′(x) =
6

x4
> 0,

le graphique C de la fonction f ne possède aucun point d’inflexion (§ 6.5.7). La
droite d’équation x = 0 est une asymptote verticale de C. La droite d’équation
y = x est une asymptote oblique de C lorsque x→ +∞ et lorsque x→ −∞.

x 0

f' (x) 1 + – + 1+ ∞

+ ∞ + ∞

+ ∞

+ ∞

– ∞

– ∞

– ∞

f (x)

0

m

 √
3

2

Fig. 6.14

La fonction f admet un minimum local au point x = 3
√
2 et

m = f(
3
√
2) =

3
√
2 +

1
3
√
4
.

Voir la figure 6.15.

6.8 Exercices

6.8.1 Calculer les limites suivantes :

1) lim
x→0

x2 − sin2x

x2sin2x
2) lim

x→0

1

x2

(
sinx

sin 5x
− 1

5

)

3) lim
x→0

(
1

cos2x
− cosx

)2

x cosx− sinx 4) lim
x→−∞

(
√
x2 − x+ 1+ 3

√
x3 + 2x2 + 1).



Calcul différentiel 171

y = x + 1/x2

y = x

–1

1

1

0 x √
3

2

Fig. 6.15

6.8.2 Trouver l’équation de la tangente à la courbe d’équation y = arctan(
√
x2 + 1)

au point d’abscisse x = 0.

6.8.3 Pour quelles valeurs de l’entier relatif p, la fonction f : R→ R définie par

f(x) =

{
xp sin

1

x
si x ̸= 0

0 si x = 0

admet-elle une dérivée au point x = 0 ?

6.8.4 Soit f : R → R une fonction deux fois continûment différentiable sur R
telle que f(0) = 0. Montrer que la fonction g : R→ R définie par

g(x) =

{
f(x)

x
si x ̸= 0

f ′(0) si x = 0

est différentiable sur R. Calculer g′(0).

6.8.5 Soit f : R→ R la fonction définie par

f(x) =

{
x2 six ∈ Q
0 six /∈ Q.

Montrer que f est dérivable au point x = 0 et qu’elle est discontinue en tout
autre point.

6.8.6 Soit f : R→ R une fonction dérivable au point x = 0.
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1) Montrer que f ′(0) = lim
n→+∞

n(f(1/n)− f(0)).

2) En donnant un contre-exemple, montrer que l’existence de cette limite n’im-
plique pas nécessairement l’existence de f ′(0).

6.8.7 Soit f : R→ R une fonction différentiable sur R. Montrer que

1) f paire implique f ′ impaire.

2) f impaire entrâıne f ′ paire.

3) f périodique implique f ′ périodique.

6.8.8 Soit n un entier positif et f, g : R→ R deux fonctions n fois différentiables
sur R.

1) Montrer que pour tout x ∈ R :

(fg)(n)(x) =

n∑
k=0

(
n!

k!(n− k)!

)
f (k)(x)g(n−k)(x).

(Cette égalité est appelée la formule de Leibniz).

2) En prenant f(x) = g(x) = xn, démontrer que

n∑
k=0

(
n!

k!(n− k)!

)2

=
(2n)!

(n!)
2 .

6.8.9 Montrer que l’équation

1

(x− 1)
3 +

1

(x− 2)
5 = 0

possède exactement une solution dans R.

6.8.10 Trouver le maximum et le minimum de la fonction f : R→ R définie par
f(x) = 1/(1 + x2).

6.8.11 Calculer le maximum et le minimum de la fonction f : [π/2, 2π] → R

définie par f(x) = x sin (1/x).

6.8.12 À chaque entier naturel n, associons la fonction fn : [0, 1] → R définie par
fn(x) = xn(1− x). Montrer que la suite (fn) est uniformément convergente.

6.8.13 Soit f : R→ R une fonction telle que pour tout couple de nombres réels
x et y : |f(x)− f(y)| ⩽ (x− y)2. Montrer que la fonction f est constante.

6.8.14 Soit f : R→ R une fonction différentiable sur R telle que sup
x∈R

|f ′(x)| < 1.

1) Montrer que la fonction f possède un unique point fixe.

2) Que devient ce résultat si sup
x∈R

|f ′(x)| = 1?
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6.8.15 Soit f : R → R une fonction différentiable sur R telle que pour tout
x ∈ R : 0 < m ⩽ f ′(x) ⩽ M < +∞. En utilisant l’exercice précédent et le
théorème du point fixe de Banach (§ 5.3.38), montrer que la suite (xn) définie
par

xn+1 = xn − 1

M
f(xn) et x0 = 0

converge vers l’unique solution de l’équation f(x) = 0.

6.8.16 Soit f : R→ R une fonction différentiable sur R telle que f ′(0) ·f ′(1) < 0.
Montrer que la fonction f ′ s’annule au moins une fois dans l’intervalle ouvert
] 0, 1 [.

6.8.17 Soit a0, . . . , an−1 n nombres réels et soit c1, . . . , cp les racines réelles
(toutes distinctes) du polynôme P (x) = xn+an−1x

n−1+ . . .+a1x+a0. Montrer
que p ⩽ n.

6.8.18 Soit f : ]0,+∞[→ R une fonction différentiable et bornée sur ]0,+∞[
telle que lim

x→+∞
f ′(x) = l. Montrer que l = 0.

6.8.19 Soit f : ]0,+∞[→ R une fonction différentiable sur ]0,+∞[ telle que
lim

x→+∞
f ′(x) = +∞. Montrer que lim

x→+∞
f(x) = +∞.

6.8.20 Soit f : ]0,+∞[→ R une fonction différentiable sur ]0,+∞[.

1) En supposant que lim
x→+∞

f ′(x) = 0, montrer que lim
x→+∞

(f(x)/x) = 0.

2) En déduire que si lim
x→+∞

f ′(x) = l avec l > 0, alors lim
x→+∞

(f(x)/x) = l et

lim
x→+∞

f(x) = +∞.

6.8.21 Soit f : ] − 1, 1[→ R une fonction différentiable sur ] − 1, 1[ telle que
f(0) = 0. De plus, on suppose que pour tout x ∈] − 1, 0[∪]0, 1[ : f ′(x) ̸= 0.
Montrer que si lim

x→0
(f(x)/f ′(x)) = l, alors l = 0.

6.8.22 Soit f : ]− 2, 2[→ R une fonction deux fois continûment différentiable sur
]− 2, 2[ telle que f(0) = 0. Calculer la limite de la suite (xn) définie par

xn = f

(
1

n2

)
+ f

(
2

n2

)
+ . . .+ f

( n
n2

)
et x0 = 0.

6.8.23 Soit f : ] − 1, 1[→ R une fonction deux fois continûment différentiable
sur ] − 1, 1[ telle que f ′′(0) ̸= 0, et soit θ : ] − 1, 1[→]0, 1[ une fonction pour
laquelle, pour tout x ∈]− 1, 1[, on puisse écrire l’égalité suivante : f(x) = f(0)+
x f ′(x θ(x)). Montrer que lim

x→0
θ(x) = 1/2.

6.8.24 Soit f : ]−1, 1[→ R la fonction définie par f(x) = 2x+arccos(x2). Trouver
son développement limité d’ordre 10 autour de zéro.
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6.8.25 Soit f : R → R la fonction définie par f(x) = 1/(1 + x2). Trouver son
développement limité d’ordre n autour de zéro.

6.8.26 Montrer que pour tout x ∈ [−1, 1] : 1− x2

2!
⩽ cosx ⩽ 1− x2

2!
+
x4

4!
.

6.8.27 Montrer que pour tout x ∈ [0, π/2] : x− x3

3!
⩽ sinx ⩽ x− x3

3!
cosx.

6.8.28 Montrer que pour tout x ⩾ 0 : 1 +
x

2
− x2

8
⩽

√
1 + x ⩽ 1 +

x

2
.

6.8.29 Soit f : ] − 1, 1[→ R une fonction quatre fois continûment différentiable
sur ]− 1, 1[ telle que

lim
x→0

f(x)

sinx− x
= 1.

Trouver son développement limité d’ordre 3 autour de zéro.

6.8.30 Soit I un intervalle de R et f, g : I → R deux fonctions convexes.

1) Montrer que la fonction f + g est convexe.

2) Obtient-on le même résultat pour la fonction fg ?

6.8.31 Soit f, g : R→ R deux fonctions convexes. Montrer que si g est croissante
sur R, alors la fonction composée g ◦ f est convexe.

6.8.32 Soit f : ]0,+∞[→ R une fonction convexe, croissante et non constante.
Montrer que lim

x→+∞
f(x) = +∞.

6.8.33 Soit f : ]0,+∞[→ R une fonction convexe telle que lim
x→+∞

(f(x)/x) = l

avec l ⩽ 0. Montrer que f est décroissante sur ]0,+∞[.

6.8.34 Étudier la fonction f : R→ R définie par f(x) = (x4(x− 1))1/5. Faire sa
représentation graphique.

6.8.35 Étudier la fonction f : [−1, 1] → R définie par f(x) = arccos(4x3 − 3x).
Faire sa représentation graphique.



Chapitre 7

Fonction exponentielle et fonction

logarithme

7.1 Fonction exponentielle

Au chapitre 2 sur les nombres complexes, nous avons utilisé la fonction expo-
nentielle en la supposant déjà connue et en admettant ses propriétés. Dans ce
chapitre, nous commençons par donner une définition précise de la fonction ex-
ponentielle, basée sur une série, et nous en déduirons ses propriétés.

7.1.1 Définition du nombre réel ex

En utilisant le critère de d’Alembert (§ 4.2.9) on remarque que, pour tout x ∈ R,
la série de terme général xn/n! est absolument convergente ; ce qui nous autorise
à définir le nombre réel ex en posant

ex =

+∞∑
n=0

xn

n!

où 0 ! = 1 et en convenant ici que 00 = 1 (par contre, dans le calcul des limites,
00 est une forme indéterminée). Il découle immédiatement de cette définition et
des résultats obtenus aux paragraphes 3.4.2 et 3.4.4, que

e1 = e = lim
n→ +∞

(
1 +

1

n

)n

= 2.71828 . . . .

7.1.2 Propriétés du nombre réel ex

• Pour tout couple de nombres réels x et y : ex+y = ex ey ;
• pour tout x ∈ R : e−x = 1

ex et ex > 0.
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démonstration. Nous allons d’abord démontrer que ex + y = ex · ey. Dans
ce but, considérons pour tout z ∈ R la suite auxiliaire (βn (z)) définie par

βn (z) =
n∑

k=0

zk

k!
.

Ainsi, en regroupant les termes, on obtient que

βn (x)βn (y) =

2 n∑
m=0

 ∑
k+p=m
0⩽k,p⩽n

xk

k !

yp

p !

 .

Par conséquent, comme

∑
k+p=m
k,p⩾0

xk

k !

yp

p !
=

1

m !

∑
k+p=m
k,p⩾0

m !

k !p !
xkyp =

1

m !
(x+ y)m,

on peut écrire

βn (x)βn (y) =

n∑
m=0

 ∑
k+p=m
k,p⩾0

xk

k !

yp

p !

+

2n∑
m=n+1

 ∑
k+p=m
0⩽k,p⩽n

xk

k !

yp

p !



= βn (x+ y) +

2n∑
m=n+1

 ∑
k+p=m
0⩽k,p⩽n

xk

k !

yp

p !

.

De nouveau, en utilisant la formule du binôme de Newton, on a :∣∣∣∣∣∣∣∣
∑

k+p=m
0⩽k,p⩽n

xk

k !

yp

p !

∣∣∣∣∣∣∣∣ ⩽
∑

k+p=m
k,p⩾0

|x|k

k !

|y|p

p !
=

1

m !
(|x|+ |y|)m ;

ce qui implique que∣∣∣∣∣∣∣∣
2n∑

m=n+1

 ∑
k+p=m
0⩽k,p⩽n

xk

k !

yp

p !


∣∣∣∣∣∣∣∣ ⩽ β2n (|x|+ |y|)− βn (|x|+ |y|) .

Finalement, comme la suite (βn (|x|+ |y|)) converge, on obtient

lim
n→+∞

2n∑
m=n+1

 ∑
k+p=m
0⩽k,p⩽n

xk

k !

yp

p !

 = 0 ;

ceci nous permet de conclure que

exey = lim
n→+∞

(βn (x)βn (y)) = lim
n→+∞

βn (x+ y) = ex+y.
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La première propriété est ainsi démontrée. Pour établir la seconde, il suffit de
constater que pour tout x ∈ R :

1 = e0 = ex−x = ex · e−x

et

ex = e(x/2+x/2) =
(
ex/2

)2
.

■

7.1.3 Définition de la fonction exponentielle

La fonction de R dans R∗
+ , notée exp, qui, à tout élément x de R, fait corres-

pondre le nombre réel positif ex, est appelée fonction exponentielle (fig. 7.1).

y = exp (x)

1

0 1 x

Fig. 7.1

7.1.4 Continuité et dérivabilité de la fonction exponentielle

La fonction exponentielle est différentiable sur R. De plus, pour tout x ∈ R :

(exp)
′
(x) = exp (x) .

démonstration. Soit x0 ∈ R. Alors, pour tout x ∈ R vérifiant 0 < |x− x0| <
1, on obtient : ∣∣∣∣ex−x0 − 1

x− x0
− 1

∣∣∣∣ ⩽ +∞∑
k=2

|x− x0|k−1

k !
⩽ e · |x− x0| ;

ce qui implique que

lim
x→x0

ex−x0 − 1

x− x0
= 1.
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D’où

(exp)′ (x0) = lim
x→x0

ex − ex0

x− x0
= ex0 lim

x→x0

ex−x0 − 1

x− x0
= ex0 .

■

7.1.5 Corollaire

La fonction exponentielle est un élément de l’ensemble C∞ (R, R∗
+

)
.

7.1.6 Propriétés de la fonction exponentielle

• lim
x→−∞

exp (x) = 0 et lim
x→+∞

exp (x) = +∞ ;

• la fonction exponentielle est convexe strictement croissante sur R. De
plus, c’est une bijection de R dans R∗

+.

démonstration. En remarquant que pour tout x ∈ R∗
+ et tout entier p > 0 :

ex =

(
+∞∑
k=0

xk

k !

)
⩾
xp

p !
,

on obtient que lim
x→+∞

exp (x) = +∞ ; ce qui implique que

lim
x→−∞

exp (x) = lim
x→+∞

exp (−x) = lim
x→+∞

1

exp (x)
= 0.

D’autre part, puisque pout tout x ∈ R : (exp)
′
(x) = (exp)

′′
(x) = ex > 0,

la fonction exponentielle est convexe strictement croissante sur R (§ 6.2.16 et
§ 6.6.4) ; ce qui entrâıne, du fait de sa continuité sur tout R, qu’elle est in-
jective et que exp(R) est un intervalle ouvert de R∗

+ (§ 5.3.25). Comme, de
plus, lim

x→−∞
exp (x) = 0 et lim

x→+∞
exp (x) = +∞, on peut affirmer que exp (R) =

R∗
+ ; ce qui revient à dire que la fonction exponentielle est surjective. D’où le

résultat. ■

7.2 Fonction logarithme

7.2.1 Fonction logarithme népérien

La fonction exponentielle, étant une bijection de R dans R∗
+, admet une fonction

réciproque, appelée fonction logarithme népérien et notée ln (fig. 7.2). Ainsi, par
définition, la relation y = lnx est équivalente à : x = ey.

En utilisant les résultats obtenus aux paragraphes 5.3.27 et 6.1.13, on peut
affirmer que la fonction ln est différentiable strictement croissante sur R∗

+. Par
suite, en remarquant que pour tout x ∈ R∗

+ :

x = eln x,
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on obtient que

(ln)
′
(x) =

1

eln x
=

1

x
.

Il est facile de déduire de cette égalité, que la fonction ln est un élément de
l’ensemble C∞ (R∗

+,R
)
.

y = ln x

0 1

1

x

Fig. 7.2

7.2.2 Propriétés de la fonction ln

• ln 1 = 0 et ln e = 1 ;
• pour tout couple x, y de nombres réels positifs :

ln (x y) = lnx+ ln y et ln

(
x

y

)
= lnx− ln y ;

• lim
x→0+

lnx = −∞ et lim
x→+∞

lnx = +∞.

démonstration. Posons a = ln 1 et b = ln e. Alors, ea = 1 et eb = e ; ce qui
entrâıne que a = 0 et b = 1.

Soit x, y deux nombres réels positifs quelconques et posons c = lnx + ln y.
Alors,

ec = e(ln x+ln y) = eln x · eln y = xy ;

ce qui implique que c = ln(xy). D’autre part, en remarquant que

0 = ln 1 = ln

(
y · 1

y

)
= ln y + ln

1

y
,

on obtient que

ln

(
1

y

)
= − ln y.
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D’où

ln

(
x

y

)
= lnx+ ln

1

y
= lnx− ln y.

Pour démontrer que lim
x→0+

lnx = −∞ et lim
x→+∞

lnx = +∞, il suffit de consta-

ter que la fonction ln n’est ni minorée, ni majorée sur R∗
+ et d’utiliser les résultats

obtenus aux paragraphes 5.2.19 et 5.2.27. ■

7.2.3 Fonction logarithme de base a > 0, a ̸= 1.

Pour tout nombre réel positif a ̸= 1, la fonction de R∗
+ dans R, notée loga,

qui, à tout élément x de R∗
+, fait correspondre le nombre réel

lnx

ln a
,

est appelée fonction logarithme de base a (fig. 7.3 et 7.4).

0

1

1

y = logax

0 < a < 1

x

Fig. 7.3

0

1

1

y = logax

a > 1

x

Fig. 7.4
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Il découle immédiatement de cette définition que la fonction loga est un
élément de l’ensemble C∞ (R∗

+, R
)
et que pour tout x ∈ R∗

+ :

(loga)
′
(x) =

1

x ln a
;

ce qui implique que si 0 < a < 1 (resp. a > 1), la fonction loga, est strictement
décroissante (resp. strictement croissante) sur R∗

+ . D’autre part, les propriétés
de la fonction loga, sont identiques à celles de la fonction ln, à savoir :

• loga 1 = 0 et loga a = 1 ;
• pour tout couple x, y de nombres réels positifs :

loga(xy) = loga x+ loga y et loga

(
x

y

)
= loga x− loga y ;

• si 0 < a < 1 : lim
x→ 0+

loga x = +∞ et lim
x→+∞

loga x = −∞ ;

• si a > 1 : lim
x→ 0+

loga x = −∞ et lim
x→+∞

loga x = +∞.

7.2.4 Remarque

La fonction logarithme de base e n’est autre que la fonction logarithme népérien.

7.3 Fonction exponentielle de base a > 0

7.3.1 Définition du nombre réel ax

Soit a un nombre réel positif. En remarquant que pour tout nombre rationnel
r :

ar = er ln a,

on est amené tout naturellement à prolonger la notion de puissance à exposant
rationnel à celle de puissance à exposant réel x , en posant par définition :

ax = ex ln a.
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7.3.2 Propriétés du nombre réel ax

Soit a ∈ R∗
+. Alors,

• pour tout x ∈ R : ax > 0 et ln ax = x ln a ;
• pour tout couple de nombres réels x et y :

ax+y = axay et (ax)y = axy ;

• si b ∈ R∗
+, alors pour tout x ∈ R :

(ab)x = axbx et
(a
b

)x
=
ax

bx
.

démonstration. Soit x, y deux nombres réels quelconques. Alors,

ax+y = e(x+y) ln a = e(x ln a+y ln a) = ex ln a ey ln a = axay.

D’autre part, en remarquant que

ln(ax) = ln
(
ex ln a

)
= x ln a,

on obtient que
(ax)y = ey ln(ax) = e(xy) ln a = axy.

Supposons à présent que b ∈ R∗
+. Alors

(ab)x = ex ln(ab) = e(x ln a+ln b) = ex ln a · ex ln b = ax bx

et (a
b

)x
= ex ln(a/b) = ex(ln a−ln b) = ex ln a 1

ex ln b
=
ax

bx
.

■

7.3.3 Fonction exponentielle de base a > 0

Pour tout nombre réel a > 0, la fonction de R dans R∗
+, notée expa, qui, à tout

élément x de R, fait correspondre le nombre réel positif ax, est appelée fonction
exponentielle de base a (fig. 7.5 et 7.6).

Il découle immédiatement de cette définition, que la fonction expa est un
élément de l’ensemble C∞(R,R∗

+) et que pour tout x ∈ R :

(expa)
′(x) = ax ln a ;

ce qui implique que, si 0 < a < 1 (resp. a > 1), la fonction expa est strictement
décroissante (resp. strictement croissante) sur R.

D’autre part, si a ̸= 1, on constate que la relation ax = y est équivalente à :
x = lna y ; ce qui revient à dire que expa n’est rien d’autre que la fonction
réciproque de lna.
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Les propriétés de la fonction expa sont identiques à celles de la fonction exp,
à savoir :

• la fonction expa est convexe ;
• si 0 < a < 1 : lim

x→−∞
expa(x) = +∞ et lim

x→+∞
expa(x) = 0 ;

• si a > 1 : lim
x→−∞

expa(x) = 0 et lim
x→+∞

expa(x) = +∞.

0 < a < 1

y = expa(x)

0 1 x

1

Fig. 7.5

a > 1

y = expa(x)

0 1 x

1

Fig. 7.6
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7.3.4 Autre expression du nombre réel ex

Pour tout x ∈ R, on a :

ex = lim
x→+∞

(
1 +

x

n

)n
.

démonstration. Soit x un nombre réel donné et considérons la fonction auxi-
liaire fx : ] |x|+ 1,+∞[ → R définie par

fx(t) =
(
1 +

x

t

)t
= et ln(1+x/t).

En utilisant la règle de Bernoulli-L’Hospital, on obtient que

lim
t→+∞

t ln
(
1 +

x

t

)
= lim

t→+∞

ln(1 + x/t)

(1/t)
= lim

t→+∞

x

1 + x/t
= x.

D’où

lim
n→+∞

(
1 +

x

n

)n
= lim

n→+∞
fx(n) = lim

t→+∞
fx(t) = ex.

■

7.4 Fonction puissance

7.4.1 Fonction puissance

Soit α un nombre réel donné. Alors, la fonction f : R∗
+ → R∗

+, qui, à tout
élément x de R∗

+, fait correspondre le nombre réel f(x) = xα = eα ln x, est
appelé fonction puissance (fig. 7.7).

Il découle immédiatement de cette définition que la fonction puissance est un
élément de l’ensemble C∞(R∗

+,R
∗
+) et que pour tout x ∈ R∗

+ :

f ′(x) = αxα−1 ;

ce qui implique que si α > 0 (resp. α < 0), la fonction puissance est strictement
croissante (resp. strictement décroissante) sur R∗

+.

Remarque. Pour α ∈ N, la fonction puissance est en fait définie sur tout R et,
pour α ∈ Z\N, la fonction puissance est en fait définie sur tout R∗.
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y = xα

α > 1 α = 1

α = 01

0 1 x

α < 0

0 < α < 1

Fig. 7.7

7.4.2 Propriétés de la fonction puissance

Soit x ∈ R∗
+. Alors,

• pour tout α ∈ R : xα > 0 et ln (xα) = α lnx ;
• pour tout couple de nombres réels α et β :

xα+β = xαxβ et (xα)
β
= xαβ ;

• si y ∈ R∗
+, alors pour tout α ∈ R :

(xy)α = xαyα et

(
x

y

)α

=
xα

yα
.

De plus,
• si α ⩽ 0 ou α ⩾ 1, la fonction puissance est convexe ;
• si α < 0 : lim

x→0+
xα = +∞ et lim

x→+∞
xα = 0 ;

• si α > 0 : lim
x→0+

xα = 0 et lim
x→+∞

xα = +∞.
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7.4.3 Croissance comparée des fonctions exponentielle,
logarithme et puissance

Soit γ ∈]0,+∞[. Alors,

• si a > 1 : lim
x→+∞

ax

xγ
= +∞ ;

• si 0 < a < 1 : lim
x→+∞

xγax = 0 ;

• lim
x→+∞

loga x

xγ
= 0 et lim

x→0+
xγ loga x = 0.

démonstration. Supposons d’abord que a > 1. Le corps des nombres réels
étant archimédien, on sait qu’il existe un entier naturel n tel que n > γ ; ce qui
implique que lim

x→+∞
xn−γ = +∞. Par suite, en remarquant que pour tout x > 1 :

ax

xγ
=

1

xγ

+∞∑
k=0

(x ln a)
k

k !
⩾

(ln a)
n

n !

xn

xγ
=

(ln a)
n

n !
xn−γ ,

on obtient que

lim
x→+∞

ax

xγ
= +∞.

Supposons à présent que 0 < a < 1. Alors, en posant b = 1/a > 1, on a :

lim
x→+∞

xγax = lim
x→+∞

xγ

bx
= 0.

Les deux premiers résultats sont ainsi démontrés. Pour établir les deux suivants,
nous allons utiliser la règle de Bernoulli-L’Hospital :

lim
x→+∞

loga x

xγ
=

1

γ ln a
lim

x→+∞

1

xγ
= 0

et

lim
x→0+

xγ loga x = lim
x→0+

loga x

(1/xγ)
=

−1

γ ln a
lim

x→0+
xγ = 0.

■

7.4.4 Inégalité de Hölder

Soit n ∈ N∗ et 2n nombres réels positifs a1, ..., an, b1, ..., bn. Alors, pour tout
couple p, q de nombres réels positifs vérifiant

1

p
+

1

q
= 1,

on a :
n∑

i=1

ai bi ⩽

(
n∑

i=1

ap
i

)1/p( n∑
i=1

bqi

)1/q

.

Cette relation est appelée l’inégalité de Hölder. Lorsque p = q = 2, il est

d’usage de l’appeler l’inégalité de Cauchy-Schwarz.
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démonstration. Étant donné que p > 1, la fonction f : R∗
+ → R définie

par f(x) = xp est convexe. Ainsi, en posant dans la formule donnée au para-
graphe 6.6.6 :

xi = ai bi
−q/p et λi =

bqi
n∑

j=1

bqj

,

et en tenant compte que 1/p+ 1/q = 1, on obtient que n∑
i=1

ai bi
n∑

j=1

bqj


p

=

 n∑
i=1

 bqi
n∑

j=1

bqj

 ai b
−q/p
i


p

⩽
n∑

i=1

 bqi
n∑

j=1

bqj

(ai b
−q/p
i

)p
=

n∑
i=1

ap
i

n∑
i=1

bqi

.

D’où

n∑
i=1

ai bi ⩽

(
n∑

i=1

bqi

)
n∑

i=1

ap
i

n∑
i=1

bqi


1/p

=

(
n∑

i=1

ap
i

)1/p( n∑
i=1

bqi

)1/q

.

■

7.4.5 Inégalité de Minkowski

Soit n ∈ N∗ et 2n nombres réels positifs a1, ..., an, b1, ..., bn. Alors, pour tout
nombre réel p > 1, on a :(

n∑
i=1

(ai + bi)
p

)1/p

⩽

(
n∑

i=1

ap
i

)1/p

+

(
n∑

i=1

bpi

)1/p

.

Cette relation est appelée l’inégalité de Minkowski.

démonstration. En utilisant l’inégalité de Hölder avec q = p/(p− 1), on
obtient les deux inégalités suivantes :

n∑
i=1

ai(ai + bi)
p−1 ⩽

(
n∑

i=1

ap
i

)1/p( n∑
i=1

(ai + bi)
p

)(p−1)/p

et
n∑

i=1

bi(ai + bi)
p−1 ⩽

(
n∑

i=1

bpi

)1/p( n∑
i=1

(ai + bi)
p

)(p−1)/p

;

ce qui entrâıne que
n∑

i=1

(ai + bi)
p =

n∑
i=1

ai (ai + bi)
p−1 +

n∑
i=1

bi (ai + bi)
p−1

⩽

( n∑
i=1

ap
i

)1/p

+

(
n∑

i=1

bpi

)1/p
( n∑

i=1

(ai + bi)
p

)(p−1)/p

.

Par suite, en divisant les deux membres de cette dernière inégalité par(∑n
i=1 (ai + bi)

p)(p−1)/p
, on obtient l’inégalité de Minkowski. ■
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7.5 Fonctions hyperboliques

7.5.1 Définitions

Pour tout x ∈ R, on pose

• sinhx =
ex − e−x

2

• coshx =
ex + e−x

2

• tanhx =
sinhx

coshx
=
ex − e−x

ex + e−x

• cothx =
coshx

sinhx
=

1

tanhx
=
ex + e−x

ex − e−x
si x ̸= 0.

Il résulte immédiatement de ces définitions que pour x ∈ R :

coshx ⩾ 1, |tanhx| < 1 et |cothx| > 1.

7.5.2 Fonction sinus hyperbolique

La fonction deR dansR, notée sinh, qui, à tout élément x deR, fait correspondre
le nombre réel sinhx, est appelée fonction sinus hyperbolique (fig. 7.8).

y = sinh  x

1

0 1 x

Fig. 7.8

Il découle immédiatement de la définition que

• sinh est une fonction impaire ;
• sinh ∈ C∞ (R,R) ;
• pour tout x ∈ R : (sinh)

′
(x) = coshx.
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De cette dernière propriété et de l’inégalité coshx ⩾ 1 pour tout x ∈ R, on
déduit que la fonction sinh est strictement croissante sur R. Comme, de plus,

lim
x→−∞

sinhx = −∞ et lim
x→+∞

sinhx = +∞,

on peut affirmer que la fonction sinus hyperbolique est une bijection de R dans
R. D’autre part, son graphique admet un point d’inflexion au point d’abscisse
x = 0.

7.5.3 Fonction cosinus hyperbolique

La fonction de R dans [1,+∞[, notée cosh, qui, à tout élément x de R, fait
correspondre le nombre réel coshx, est appelée fonction cosinus hyperbolique
(fig. 7.9).

y = cosh  x

1

0 1 x

Fig. 7.9

Il résulte immédiatement de la définition que

• cosh est une fonction paire ;
• cosh ∈ C∞ (R, [1,+∞[) ;
• pour tout x ∈ R : (cosh)

′
(x) = sinhx ;

• lim
x→−∞

coshx = +∞ et lim
x→+∞

coshx = +∞.

Ainsi, grâce à la troisième propriété, la fonction cosinus hyperbolique est
strictement décroissante surR− et strictement croissante surR+ ; ce qui implique
qu’elle atteint son minimum au point x = 0.

7.5.4 Fonction tangente hyperbolique

La fonction de R dans ]−1, 1[ , notée tanh, qui, à tout élément x de R, fait
correspondre le nombre réel tanhx, est appelée fonction tangente hyperbolique
(fig. 7.10).

Il découle immédiatement de la définition que
• tanh est une fonction impaire ;
• tanh ∈ C∞ (R, ]−1, 1[) ;

• pour tout x ∈ R : (tanh)′(x) = 1− tanh2 x =
1

cosh2 x
.
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y = tanh  x

1

0 1 x

– 1

Fig. 7.10

De cette dernière propriété, on déduit que la fonction tanh est strictement crois-
sante sur R. Comme, de plus,

lim
x→−∞

tanhx = −1 et lim
x→+∞

tanhx = 1,

on peut affirmer que la fonction tangente hyperbolique est une bijection de R
dans ]−1, 1[. D’autre part, son graphique admet un point d’inflexion au point
d’abscisse x = 0.

7.5.5 Fonction cotangente hyperbolique

La fonction de R∗ dans F = ]−∞,−1 [∪] 1,+∞[, notée coth, qui, à tout élément
x de R, fait correspondre le nombre réel cothx, est appelée fonction cotangente
hyperbolique (fig. 7.11).

Il résulte immédiatement de la définition que

• coth est une fonction impaire ;
• coth ∈ C∞(R∗, F ) ;

• pour tout x ∈ R∗ : (coth)′(x) = 1− coth2x =
−1

sinh2 x
.

De cette dernière propriété, on déduit que la fonction coth est strictement dé-
croissante sur chacun des intervalles ouverts ]−∞, 0 [ et ] 0,+∞[. Comme, de plus,

lim
x→−∞

cothx = −1, lim
x→0−

cothx = −∞, lim
x→0+

cothx = +∞ et lim
x→+∞

cothx = 1,

on peut affirmer que la fonction contangente hyperbolique est une bijection de
R∗ dans F .
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y = coth x

1

0

– 1

1 x

Fig. 7.11

7.6 Fonctions hyperboliques réciproques

7.6.1 Fonction argument sinus hyperbolique

La fonction sinh, étant une bijection deR dansR, admet une fonction réciproque,
appelée fonction argument sinus hyperbolique et notée arsinh (fig. 7.12).

Ainsi, par définition, la relation y = arsinhx est équivalente à : x = sinh y ;

y = arsinh  x

0 1

1

x

Fig. 7.12
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ce qui entrâıne que la fonction arsinh est impaire. En utilisant le résultat obtenu
au paragraphe 6.1.13, on obtient que la fonction arsinh est différentiable sur R
et que pour tout x ∈ R :

arsinh′(x) =
1

cosh y
=

1√
1 + sinh2y

=
1√

1 + x2
avec y = arsinhx.

Il est facile de déduire de cette égalité que la fonction arsinh est un élément de
l’ensemble C∞(R,R) et qu’elle est strictement croissante sur R ; ce qui implique
(§ 5.2.19 et § 5.2.27) que

lim
x→−∞

arsinhx = −∞ et lim
x→+∞

arsinhx = +∞.

De plus, son graphique admet un point d’inflexion au point d’abscisse x = 0
(§ 6.5.5).

7.6.2 Fonction argument cosinus hyperbolique

La fonction f : [0,+∞[→ [1,+∞[ définie par f(x) = coshx, étant surjective
strictement croissante sur R+, admet une fonction réciproque f−1 : [1,+∞[→
[0,+∞[, appelée fonction argument cosinus hyperbolique et notée arcosh (fig. 7.13).
Ainsi, par définition, la relation y = arcoshx est equivalente à : x = cosh y et
y ⩾ 0.

En utilisant le résultat obtenu au paragraphe 6.1.13, on obtient que la fonc-
tion arcosh est différentiable sur ]1,+∞[ et que pour tout x ∈]1,+∞[ :

(arcosh)′(x) =
1

sinh y
=

1√
cosh2 y − 1

=
1√

x2 − 1
avec y = arcoshx.

On déduit immédiatement de cette égalité que la fonction argument cosinus
hyperbolique est strictement croissante sur [1,+∞[ ; ce qui implique (§ 5.2.19)
que lim

x→+∞
arcoshx = +∞.

y = arcosh  x

0 1 x

1

Fig. 7.13

7.6.3 Fonction argument tangente hyperbolique

La fonction tanh, étant une bijection de R dans ] − 1, 1[, admet une fonction
réciproque, appelée fonction argument tangente hyperbolique et notée artanh
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y = artanh  x

– 1 0 1 x

1

Fig. 7.14

(fig. 7.14). Ainsi, par définition, la relation y = artanhx est équivalente à :
x = tanh y ; ce qui entrâıne que la fonction artanh est impaire.

En utilisant le résultat du paragraphe 6.1.13, on obtient que la fonction
artanh est différentiable sur ]− 1, 1[ et que pour tout x ∈]− 1, 1[ :

(artanh)′(x) =
1

1− tanh2 y
=

1

1− x2
avec y = artanhx.

Il est facile de déduire de cette égalité que la fonction artanh est un élément
de l’ensemble C∞( ]− 1, 1[,R) et qu’elle est strictement croissante sur ]− 1, 1[ ;
ce qui implique (§ 5.2.27)

lim
x→−1+

artanhx = −∞ et lim
x→1−

artanhx = +∞.

De plus, son graphique admet un point d’inflexion au point d’abscisse x = 0
(§ 6.5.5).

7.6.4 Fonction argument cotangente hyperbolique

La fonction coth, étant une bijection de R∗ dans F = ]−∞,−1[∪]1,+∞[, admet
une fonction réciproque, appelée fonction argument cotangente hyperbolique et
notée arcoth (fig. 7.15). Ainsi, par définition, la relation y = arcothx est équiva-
lente à : x = coth y ; ce qui entrâıne que la fonction arcoth est impaire.

En utilisant le résultat obtenu au paragraphe 6.1.13, on obtient que la fonc-
tion arcoth est différentiable sur F et que pour tout x ∈ F :

(arcoth)′(x) =
1

1− coth2 y
=

1

1− x2
avec y = arcothx.
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On déduit facilement de cette égalité que la fonction arcoth est un élément
de l’ensemble C∞(F,R∗) et qu’elle est strictement décroissante sur chacun des
intervalles ouverts ]−∞,−1 [ et ] 1,+∞[. De plus,

lim
x→−∞

arcothx = 0, lim
x→−1−

arcothx = −∞, lim
x→1+

arcothx = +∞

et

lim
x→+∞

arcothx = 0.

y = arcoth  x

– 1 0 1

1

x

Fig. 7.15

7.6.5 Autre expression des fonctions hyperboliques réciproques

• pour tout x ∈ R :

arsinhx = ln(x+
√
x2 + 1)

• pour tout nombre réel x ⩾ 1 :

arcoshx = ln(x+
√
x2 − 1)

• pour tout x ∈]− 1, 1[ :

artanhx =
1

2
ln

1 + x

1− x

• pour tout nombre réel vérifiant |x| > 1 :

arcothx =
1

2
ln
x+ 1

x− 1
.
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démonstration. Nous nous contenterons d’établir la première de ces égalités,
les trois autres s’obtenant de manière analogue.

Étant donné que la relation y = arsinhx est équivalente à

x = sinh y =
ey − e−y

2
=

(ey)
2 − 1

2 ey
,

on obtient, en multipliant les deux membres de cette égalité par 2ey, que ey est
la solution positive de l’équation t2 − 2xt− 1 = 0. D’où

ey = x+
√
x2 + 1 ;

ce qui entrâıne que

y = ln(x+
√
x2 + 1).

■

7.7 Exercices

7.7.1 Calculer les limites suivantes :

1) lim
x→+∞

(x+ 2x)1/x 2) lim
x→0

artanhx− arctanx

sinhx− x

3) lim
x→0

ln(1 + sinx)− x + x2/2

tanx− sinx
4) lim

x→+∞

sin (2/
√
x)

ln(
√
x− 1)− ln

√
x

5) lim
x→+∞

(
21/x + 31/x + 41/x

3

)x

6) lim
x→+∞

x2 e−
√
x

7) lim
x→0+

xsin x 8) lim
x→0

arctan(x2 − x2 cosx)

(1−√
cosx) ln(sinx/x)

9) lim
x→+∞

(lnx)1/x 10) lim
x→+∞

( 3
√
x3 + 3x2 + 2− 3

√
x3 + 1)x.

7.7.2 Trouver l’ensemble des solutions de l’équation

24x−2 − 22x − 3 = 0.

7.7.3 Pour quelles valeurs du nombre réel a, la fonction f : R → R définie par
f(x) = x3 + 2ex + a s’annule-t-elle dans l’intervalle ouvert ]0, 1[ ?

7.7.4 Résoudre le système{
x2 + y2 = 13
ln(x2) + ln(y2) = 2 ln 6.

7.7.5 Résoudre le système {
xy = yx

x3 = y2.

7.7.6 Soit a un élément de ]1, e[. Montrer que l’équation a lnx = x ln a admet
une et une seule solution dans l’intervalle ouvert ]e,+∞[.
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7.7.7 Montrer que pour tout x ∈ ]0, 1] : | lnx| ⩽ 2/
√
x.

7.7.8 Montrer que pour tout x ⩾ 1 : lnx ⩽ 2
√
x.

7.7.9 Montrer que pour tout couple de nombres réels x et y, on a :

1) sinh(x+y) = sinhx cosh y+coshx sinh y 2) cosh(x+y) = coshx cosh y+
sinhx sinh y.

7.7.10 Montrer que pour tout x ∈ R : cosh2 x− sinh2 x = 1.

7.7.11 Comment faut-il choisir le nombre réel α pour que la fonction f : ]−1, 1[→
R définie par

f(x) =


ln(1 + x)− ln(1− x)

x
si x ̸= 0

α si x = 0

soit continue au point x = 0?

7.7.12 Montrer que la fonction f : [0,+∞ [→ [1,+∞[ définie par

f(x) =
2e2x

1 + ex

est bijective. Calculer f−1.

7.7.13 Soit f : R→ R la fonction définie par

f(x) =

{
e−1/x2

si x ̸= 0
0 si x = 0.

Trouver son développement limité d’ordre n autour de zéro.

7.7.14 Soit f : ] − π/2, π/2 [→ R la fonction définie par f(x) = (cosx)1+sin x.
Trouver son développement limité d’ordre 4 autour de zéro.

7.7.15 Étudier la fonction f : ]0,+∞[→ R définie par f(x) = xx. Faire sa repré-
sentation graphique.

7.7.16 Étudier la fonction f : R → R définie par f(x) = (e|x| − 2)3. Faire sa
représentation graphique.

7.7.17 Soit f : ]0,+∞[→ R une fonction différentiable sur ]0,+∞[ telle que
lim

x→+∞
(f(x) + f ′(x)) = l avec l > 0, et soit g : ]0,+∞[→ R la fonction défi-

nie par g(x) = exf(x).

1) Montrer que lim
x→+∞

g(x) = +∞. 2) En déduire que lim
x→+∞

f(x) = l.
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7.7.18 Soit f : ]1,+∞[→ R la fonction définie par f(x) = − ln(lnx).

1) Montrer que f est convexe.

2) En déduire que pour tout couple d’éléments x, y de ]1,+∞[ :

ln

(
x+ y

2

)
⩾
√
lnx · ln y.

7.7.19 Soit l’équation 2x + 3x = nx.

1) Montrer que pour tout entier n > 3, cette équation admet une et une seule
solution dans R.

2) En désignant par xn cette solution, démontrer que lim
n→+∞

xn = 0.

7.7.20 Soit f : ]− 2,+∞[→ R la fonction définie par f(x) = ln(x+ 2)− x.

1) Montrer que l’équation f(x) = 0 admet exactement deux solutions α et β,
et que −2 < α < 0 < β.

2) En déduire que la suite (xn) définie par

xn+1 = ln(2 + xn) et x0 = 0

converge vers β.

7.7.21 Montrer que pour tout entier n > 0 : 1/(n+ 1) < ln(n+ 1)− lnn < 1/n.
En déduire que la série harmonique (§ 4.1.5) est divergente.

7.7.22 En utilisant l’exercice précédent, montrer que la suite (xn) définie par

xn = − lnn+

n∑
k=1

1

k
et x0 = 0

converge.

7.7.23 Déterminer l’ensemble des nombres réels α pour lesquels on ait :

+∞∑
k=1

1 + 2 + 3 + . . .+ k

3 + 5 + 7 + . . .+ (2 k + 1)
· kα < +∞.

7.7.24 Montrer que pour tout entier k > 0 : (1 + 1/k)k < e < (1 + 1/k)k+1.

7.7.25 En utilisant l’exercice précédent, montrer que pour tout entier n > 1 :

1) nn−1/(n− 1) ! < en−1 < nn/(n− 1) ! .

2) nne1−n < n ! < nn+1 e1−n.





Chapitre 8

Séries entières et séries de Taylor

8.1 Séries entières

Au chapitre 7, nous avons défini à l’aide d’une série le nomre réel ex pour chaque
x ∈ R, et ainsi la fonction exponentielle. Le présent chapitre a pour but de
généraliser cette manière de définir des fonctions à l’aide de séries.

8.1.1 Définitions

Soit une suite numérique (ak) et x0 ∈ R.

L’expression
+∞∑
k=0

ak(x − x0)
k est dite série, série entière ou encore série

de puissances (entières). On définit le domaine de convergence de la série
entière par

D =

{
x ∈ R :

+∞∑
k=0

ak(x− x0)
k converge

}
et la fonction f : D → R par

f(x) =

+∞∑
k=0

ak(x− x0)
k pour x ∈ D.

La fonction f est dite définie par la série entière.

En x = x0, la série entière devient a0 +
+∞∑
k=1

ak · 0, qui converge vers a0 . Ainsi
x0 ∈ D et f(x0) = a0 .

8.1.2 Exemples

1) Choisissons a ∈ ]0,+∞[ , ak = ak pour k ⩾ 0 et x0 ∈ R.

Proposition. Pour x ∈ R,
+∞∑
k=0

ak(x− x0)
k =

+∞∑
k=0

ak(x− x0)
k
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converge si, et seulement si, |x−x0| < a−1 . Ainsi le domaine de convergence
est D =]x0 − a−1, x0 + a−1[ et la fonction f : D → R définie par cette série
entière est donnée par

f(x) =

+∞∑
k=0

ak(x− x0)
k =

1

1− a(x− x0)
pour x ∈ D. (8.1)

démonstration. Lorsque x− x0 = a−1,

n∑
k=0

ak(x− x0)
k =

n∑
k=0

aka−k = n+ 1

et la divergence est évidente dans ce cas. Considérons le cas x− x0 ̸= a−1. Pour
tout n ∈ N, on a

n∑
k=0

ak(x− x0)
k =

n∑
k=0

{a(x− x0)}k =
1− {a(x− x0)}n+1

1− a(x− x0)
,

et la suite (
1− {a(x− x0)}n+1

1− a(x− x0)

)
converge exactement lorsque |a(x − x0)| < 1, sa limite lorsque n tend vers +∞
valant dans ce cas (8.1). ■

La série
+∞∑
k=0

ak(x− x0)
k est dite une série géométrique.

2) Choisissons a0 = 0, ak = kk pour k ⩾ 1 et x0 = 0. La série entière
correspondante

+∞∑
k=1

kkxk

diverge pour tout x ∈ R∗. Pour le voir, fixons x ∈ R∗. Comme |kx|k ⩾ |kx| si
k ⩾ |x|−1 , on obtient

lim
k→+∞

|kkxk| = lim
k→+∞

|kx|k ⩾ lim
k→+∞

|kx| = +∞ si x ̸= 0.

Puisque lim
k→+∞

kkxk ̸= 0, la série
+∞∑
k=1

kkxk diverge (§ 4.1.4).

Ainsi le domaine de convergence est D = {x0} = {0} et la fonction définie
par cette série entière est donnée par f(x0) = f(0) = a0 = 0.
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8.1.3 Théorème sur le domaine de convergence

Énoncé. Soit la série entière
+∞∑
k=0

ak(x− x0)
k. Il existe r avec 0 ⩽ r ⩽ +∞

tel que

•
+∞∑
k=0

ak(x − x0)
k converge absolument pour tous les nombres réels x

tels que |x− x0| < r,

•
+∞∑
k=0

ak(x−x0)k diverge pour tous les nombres réels x tels que |x−x0| >
r.

On appelle r le rayon de convergence de la série entière.

Remarques
• Il résulte de ce théorème que le domaine de convergence D est un intervalle
et D est appelé aussi l’intervalle de convergence de la série entière.

• Cas r = +∞ : la série entière converge pour tout x ∈ R.
• Cas r = 0 : la série entière ne converge que pour x = x0.
• Cas 0 < r < +∞ : l’intervalle de convergence contient au moins l’intervalle
]x0− r, x0+ r[ et ne contient aucun x réel tel que |x−x0| > r ; il vaut donc

]x0 − r, x0 + r[ , ]x0 − r, x0 + r], [x0 − r, x0 + r[ ou [x0 − r, x0 + r].

• Dans le premier exemple ci-dessus, le rayon de convergence vaut a−1 et
l’intervalle de convergence est ]x0 − a−1, x0 + a−1[ .

• Dans le second exemple, le rayon de convergence vaut 0 et l’intervalle de
convergence est {x0} = {0}.

• La terminologie rayon de convergence provient de la théorie des séries en-

tières complexes
+∞∑
k=0

ak(x − x0)
k, où les ak, x0 et x sont dans C. En effet,

lorsque 0 < r < +∞, l’ensemble {x ∈ C : |x − x0| < r} représente un
disque de rayon r.

démonstration. Pour simplifier la preuve du théorème, supposons que x0 = 0.

Si
+∞∑
k=0

akx
k ne converge pour aucun x ∈ R∗, alors le choix r = 0 satisfait l’énoncé

du théorème.
Supposons donc que

+∞∑
k=0

akz
k converge pour un certain z ∈ R∗. Pour x ∈ R

tel que |x| < |z|, on a

0 ⩽ |akxk| = |akzk|
∣∣∣x
z

∣∣∣k .
Or il existe k0 ∈ N tel que |akzk| ⩽ 1 pour tout k ⩾ k0, car lim

k→+∞
akz

k = 0 (ceci

découle de la convergence de
+∞∑
k=0

akz
k, voir le paragraphe 4.1.4). D’où

∀k ⩾ k0 0 ⩽ |akxk| ⩽
∣∣∣x
z

∣∣∣k .
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Comme
+∞∑
k=0

∣∣x
z

∣∣k converge (car |x/z| < 1), le critère de comparaison assure que

+∞∑
k=0

akx
k converge absolument (§ 4.2.2).

En résumé, si z ∈ R∗ est dans le domaine de convergenceD de la série entière,
alors ]−|z|, |z| [⊂ D et la série converge absolument en tout x ∈ ]−|z|, |z| [ . Par
conséquent D = R , D = {0} ou D est un intervalle de la forme

]− r, r[ , ]− r, r], [−r, r[ ou [−r, r]

pour un certain r ∈ ]0,+∞[ , qui satisfait alors l’énoncé du théorème. Les choix
r = 0 et r = +∞ satisfont l’énoncé du théorème lorsque D = {0} et D = R

respectivement. ■

8.1.4 Un critère de convergence pour les séries numériques

Voici une variante utile du critère de la limite supérieure (voir § 4.2.7).

Proposition. Soit une série numérique
+∞∑
k=0

ck telle que lim
k→+∞

k
√
|ck| = ρ avec

0 ⩽ ρ ⩽ +∞.

Si 0 ⩽ ρ < 1, alors la série
+∞∑
k=0

ck converge absolument.

Si 1 < ρ ⩽ +∞, alors
+∞∑
k=0

ck diverge.

démonstration. En fait c’est une conséquence directe du critère de la limite
supérieure.

Voici une preuve qui utilise la notion de limite (inspirée de la preuve du § 4.2.7).
Considérons d’abord le cas 0 ⩽ ρ < 1. Comme

lim
k→+∞

k
√

|ck| = ρ < 1,

il existe un entier k0 > 0 tel que, pour tout k ⩾ k0,

k
√

|ck| ⩽ (ρ+ 1)/2 < 1.

D’où

∀k ⩾ k0 0 ⩽ |ck| ⩽
(
ρ+ 1

2

)k

avec
k0−1∑
k=0

|ck|+
+∞∑
k=k0

(
ρ+ 1

2

)k

< +∞

car ρ < 1. Par le critère de comparaison (§ 4.2.2), la série
+∞∑
k=0

ck converge
absolument.

Considérons ensuite 1 < ρ < +∞. Comme

lim
k→+∞

k
√

|ck| = ρ > 1,
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il existe un entier k0 > 0 tel que, pour tout k ⩾ k0,

k
√

|ck| ⩾ (ρ+ 1)/2 > 1.

D’où

∀k ⩾ k0 |ck| ⩾
(
ρ+ 1

2

)k

et la suite (ck) ne converge pas vers 0 (puisque ρ > 1). Donc
+∞∑
k=0

ck diverge
(§ 4.1.4).

Finalement, supposons ρ = +∞. Comme lim
k→+∞

k
√

|ck| = ρ = +∞, il existe
un entier k0 > 0 tel que

∀k ⩾ k0
k
√

|ck| ⩾ 2.

D’où |ck| ⩾ 2k et (ck) ne tend pas vers 0. Ainsi
+∞∑
k=0

ck diverge.

■

8.1.5 Formules pour le rayon de convergence

Proposition. Soit une série entière
+∞∑
k=0

ak(x− x0)
k de rayon de convergence

r.

1) Supposons ak ̸= 0 pour tout k ∈ N.

Si lim
k→+∞

∣∣∣∣ak+1

ak

∣∣∣∣ = ℓ avec 0 ⩽ ℓ ⩽ +∞, alors r = 1/ℓ

(avec r = 0 si ℓ = +∞ et r = +∞ si ℓ = 0).

Ceci s’écrit aussi r = lim
k→+∞

∣∣∣∣ akak+1

∣∣∣∣ avec 0 ⩽ r ⩽ +∞.

2) Si lim
k→+∞

k
√

|ak| = L avec 0 ⩽ L ⩽ +∞, alors r = 1/L.

démonstration

1) Pour x ̸= x0,

lim
k→+∞

∣∣∣∣ak+1(x− x0)
k+1

ak(x− x0)k

∣∣∣∣ = |x− x0| lim
k→+∞

∣∣∣∣ak+1

ak

∣∣∣∣ = |x− x0|ℓ.

D’après le critère de d’Alembert (§ 4.2.9), la série converge absolument si |x −
x0|ℓ < 1 et diverge si |x− x0|ℓ > 1. Le rayon de convergence vaut donc 1/ℓ.

2) Pour x ̸= x0,

lim
k→+∞

k

√
|ak(x− x0)k| = |x− x0| lim

k→+∞
k
√
|ak| = |x− x0|L.

D’après le paragraphe 8.1.4, la série converge absolument si |x − x0|L < 1 et
diverge si |x− x0|L > 1. Le rayon de convergence vaut donc 1/L. ■
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8.1.6 Remarque

La seconde formule ci-dessus admet la généralisation suivante :
si lim

k→+∞
k
√
sup |ak| = L avec 0 ⩽ L ⩽ +∞, alors r = 1/L.

Par convention, la limite supérieure d’une suite non majorée vaut +∞. L’avan-
tage de cette généralisation est que, pour toute suite (ak) de nombres réels,

lim
k→+∞

k
√
sup |ak| est toujours bien défini grâce à cette convention.

8.1.7 Exemples

1)

+∞∑
k=0

xk

k!

Comme lim
k→+∞

∣∣∣∣ak+1

ak

∣∣∣∣ = lim
k→+∞

∣∣∣∣1/(k + 1)!

1/k!

∣∣∣∣ = lim
k→+∞

1

k + 1
= 0,

le rayon de convergence vaut r = +∞ et l’intervalle de convergence est R. En

fait, au chapitre 7, le nombre réel ex a été défini comme ex =

∞∑
k=0

xk

k!
.

2)

+∞∑
k=1

(−1)k+1

k
(x− 1)k

Comme lim
k→+∞

∣∣∣∣ak+1

ak

∣∣∣∣ = lim
k→+∞

∣∣∣∣ (−1)k+2/(k + 1)

(−1)k+1/k

∣∣∣∣ = lim
k→+∞

k

k + 1
= 1,

le rayon de convergence vaut r = 1/1 = 1.

En x = 2,
+∞∑
k=1

(−1)k+1

k = 1 − 1
2 + 1

3 − + . . . converge (cf série harmonique

alternée au § 4.2.4).

En x = 0,
+∞∑
k=1

(−1)k+1

k (−1)k = −
+∞∑
k=1

1
k diverge (cf série harmonique au

§ 4.1.5).
L’intervalle de convergence est donc ]0, 2].

Remarque. Bien que cette série commence avec le terme correspondant à k = 1,
la théorie reste évidemment valable.

8.2 Séries de Taylor

8.2.1 Rappels sur la formule de Taylor

Soit n ∈ N, un intervalle ouvert I, x0 ∈ I et une fonction f : I → R qui est
(n+ 1) fois dérivable sur I. Posons

Pn(x) =

n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k et Rn(x) = f(x)− Pn(x) pour x ∈ I.

Si x ∈ I, il existe θx ∈ ]0, 1[ tel que

Rn(x) =
f (n+1)(x0 + θx(x− x0))

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1 .
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Le nombre θx dépend aussi de n, x0 et f , et il n’est pas unique en général. Pour
x = x0, on peut choisir pour θx0

n’importe quelle valeur dans ]0, 1[ .
On appelle Pn le polynôme de Taylor d’ordre n de f au point x0 et Rn le

reste d’ordre n au point x0.
Voir le paragraphe 6.4.6.

8.2.2 Série de Taylor

Soit un intervalle ouvert I, x0 ∈ I et une fonction f : I → R indéfiniment
dérivable sur I.

La série entière
+∞∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k

est appelée série de Taylor de f au point x0 . Lorsque 0 ∈ I et x0 = 0, cette
série entière s’appelle aussi série de MacLaurin de f .

Étudier la convergence d’une série de Taylor consiste en :

1) déterminer le rayon de convergence r et l’intervalle de convergence,

2) comparer f(x) et
+∞∑
k=0

f(k)(x0)
k! (x− x0)

k pour tout x appartenant à la fois à

I et à l’intervalle de convergence.

Grâce à la formule de Taylor, on voit que, dans 2),

f(x) =

+∞∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k ⇔ lim
n→+∞

Rn(x) = 0,

où Rn est le reste d’ordre n au point x0. Dans le cas particulier x = x0, f(x) est

égal à
+∞∑
k=0

f(k)(x0)
k! (x− x0)

k :

+∞∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x0 − x0)

k = f(x0) +

+∞∑
k=1

f (k)(x0)

k!
(x0 − x0)

k = f(x0) + 0 = f(x0).

8.2.3 Exemple : ex

Comme vu aux paragraphes 7.1.1 et 8.1.7, la série entière

+∞∑
k=0

xk

k!

converge pour tout x ∈ R vers ex. Soit une fonction f : R → R dérivable sur
R, telle que f ′(x) = f(x) pour tout x ∈ R et f(0) = 1. À titre d’illustration,

prouvons que f(x) =
+∞∑
k=0

xk

k! pour tout x ∈ R, ceci à l’aide de la formule de
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Taylor qui vient d’être rappelée (§ 8.2.1). Ainsi f sera nécessairement la fonction
exponentielle.

Par récurrence, on montre que f est indéfiniment dérivable sur R et, pour
tout k ∈ N,

∀x ∈ R f (k)(x) = f(x) et f (k)(0) = f(0) = 1.

La série de Taylor de f au point x0 = 0 vaut donc
+∞∑
k=0

xk

k! , son rayon de conver-

gence étant +∞ et son intervalle de convergence R. Vérifions que lim
n→+∞

Rn(x) =

0 pour tout x ∈ R. Pour chaque n ∈ N et chaque x ∈ R, il existe θn,x ∈ ]0, 1[ tel
que

Rn(x) =
f (n+1)(θn,xx)

(n+ 1)!
xn+1 =

f(θn,xx)

(n+ 1)!
xn+1 .

Dans la notation θn,x, nous insistons non seulement sur la dépendance en x, mais
aussi sur la dépendance en n qui joue un rôle important dans ce qui suit.

Pour x ∈ R fixé, on obtient

|Rn(x)| ⩽
max{|f(t)| : |t| ⩽ |x|}

(n+ 1)!
|x|n+1 .

Comme
+∞∑
k=0

|x|k
k! converge, lim

k→+∞

|x|k
k!

= 0 (§ 4.1.4). Donc

lim
n→+∞

max{|f(t)| : |t| ⩽ |x|}
(n+ 1)!

|x|n+1 = 0.

D’où f(x) =
+∞∑
k=0

xk

k! pour tout x ∈ R.

8.2.4 Exemple : ln(x)

Soient I =]0,+∞[ , x0 = 1 et f : ]0,+∞[→ R donnée par f(x) = ln(x). On
obtient f ′(x) = 1

x , f ′′(x) = − 1
x2 , f

′′′(x) = 2
x3 , f

′′′′(x) = −2·3
x4 , . . . , f (k)(x) =

(−1)k+1(k−1)!
xk pour k ⩾ 1.

D’où

+∞∑
k=0

f (k)(1)

k!
(x− 1)k = 0 +

+∞∑
k=1

(−1)k+1(k − 1)!

k!
(x− 1)k =

+∞∑
k=1

(−1)k+1

k
(x− 1)k

= (x− 1)− 1

2
(x− 1)2 +

1

3
(x− 1)3 −+ . . .

Cette série entière a été étudiée à l’exemple 2) du paragraphe 8.1.7, où il a
été montré que son intervalle de convergence est ]0, 2].
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Vérifions que lim
n→+∞

Rn(x) = 0 pour tout x ∈ [1/2, 2]. Pour chaque n ∈ N et

chaque x ∈ [1/2, 2], il existe θn,x ∈ ]0, 1[ tel que

Rn(x) =
f (n+1)(x0 + θn,x(x− x0))

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1

=
(−1)n+2n!(1 + θn,x(x− 1))−(n+1)

(n+ 1)!
(x− 1)n+1

=
(−1)n(1 + θn,x(x− 1))−(n+1)

n+ 1
(x− 1)n+1 .

Pour x ∈ [1/2, 2] fixé, on obtient

|Rn(x)| ⩽
(min{x, 1})−(n+1)

n+ 1
|x− 1|n+1 .

Or

lim
n→+∞

(min{x, 1})−(n+1)

n+ 1
|x− 1|n+1 = lim

n→+∞

1

n+ 1

( |x− 1|
min{x, 1}

)n+1

= 0

car
|x− 1|

min{x, 1} ⩽ 1 lorsque x ∈ [1/2, 2]. D’où ln(x) =
+∞∑
k=1

(−1)k+1

k (x − 1)k pour

tout x ∈ [1/2, 2]. En particulier

ln(2) = 1− 1

2
+

1

3
−+ . . . (8.2)

Nous verrons au paragraphe 8.3.3 que ce résultat est en fait valable pour tout
x ∈ ]0, 2] :

ln(x) =

+∞∑
k=1

(−1)k+1

k
(x− 1)k pour tout x ∈ ]0, 2].

Remarque. La série dans (8.2) converge très lentement. Voici une meilleure ma-
nière de calculer ln(2) :

ln(2) = − ln(1/2) = −
+∞∑
k=1

(−1)k+1

k
(−1/2)k =

+∞∑
k=1

1

k
(1/2)k .
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8.2.5 Autres exemples

Par le même genre de techniques, on obtient :

•
1

1− x
=

+∞∑
k=0

xk pour tout x ∈ ]− 1, 1[

(voir aussi l’exemple 1 du § 8.1.2 avec a = 1 et x0 = 0),

• ln(1 + x) =

+∞∑
k=1

(−1)k+1

k
xk pour tout x ∈ ]− 1, 1],

• sinh(x) =

+∞∑
k=0

1

(2k + 1)!
x2k+1 pour x ∈ R

car sinh(k)(0) = 0 si k est pair et sinh(k)(0) = 1 si k est impair,

• cosh(x) =
+∞∑
k=0

1

(2k)!
x2k pour x ∈ R

car cosh(k)(0) = 1 si k est pair et cosh(k)(0) = 0 si k est impair,

• sin(x) =

+∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!
x2k+1 pour x ∈ R,

• cos(x) =

+∞∑
k=0

(−1)k

(2k)!
x2k pour x ∈ R.

8.2.6 Contre-exemple

Soit f : R→ R définie par

f(x) =

{
e−1/x2

si x ∈ R∗ ,
0 si x = 0.

Cette fonction est indéfiniment dérivable sur R et f (k)(0) = 0 pour tout k ∈ N.
En effet f est indéfiniment dérivable sur ] − ∞, 0[ et sur ]0,+∞[ en tant que
composée sur ces intervalles de fonctions indéfiniment dérivables.

D’autre part f ′(0) existe et vaut 0 car

lim
x→0±

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0±

e−1/x2

x
= ± lim

x→0±

e−1/x2

|x| = ± lim
t→+∞

e−t

t−1/2

= ±
(

lim
t→+∞

t

e2t

)1/2

= ±
(

lim
t→+∞

1

2e2t

)1/2

= 0

grâce à la règle de Bernoulli-L’Hospital (§ 6.3.2 et 6.3.3).
En raisonnant de même sur la fonction f ′ : R→ R donnée par

f ′(x) =

{
e−1/x2

2x−3 si x ∈ R∗ ,
0 si x = 0,
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on obtient que f ′′(0) existe et vaut 0, et ainsi de suite par récurrence.

La série de Taylor de f au point x0 = 0 vaut donc
+∞∑
k=0

0 · xk, qui converge en

tout x ∈ R vers la valeur 0. Ainsi f(x) n’est égale à la série de Taylor
+∞∑
k=0

0 · xk

qu’en x = 0.

8.3 Primitive et dérivée d’une fonction définie par
une série entière

8.3.1 Théorème (primitive)

Énoncé. Soit une suite (bk) dans R et x0 ∈ R.
1) Les deux séries entières

+∞∑
k=0

bk(x− x0)
k et

+∞∑
k=0

bk
k + 1

(x− x0)
k+1

ont le même rayon de convergence r avec 0 ⩽ r ⩽ +∞.

2) Si r > 0, alors la fonction

f(x) =

+∞∑
k=0

bk(x− x0)
k

que l’on définit ici pour x ∈ ]x0 − r, x0 + r[ est continue.

3) Si r > 0, alors la fonction

F (x) =

+∞∑
k=0

bk
k + 1

(x− x0)
k+1

que l’on définit ici pour x ∈]x0 − r, x0 + r[ est une primitive de f
sur ]x0 − r, x0 + r[ . Ceci signifie que F est dérivable en chaque x ∈
]x0− r, x0+ r[ et que sa dérivée vaut f(x). La notion de primitive sera
définie plus généralement au paragraphe 9.1.12.

Nous donnerons la preuve au paragraphe 9.5.

Remarques. On dit parfois que la série entière

+∞∑
k=0

bk
k + 1

(x− x0)
k+1
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s’obtient en « intégrant terme par terme » la série entière

+∞∑
k=0

bk(x− x0)
k .

Observons que F est la primitive de f sur ]x0− r, x0+ r[ telle que F (x0) = 0 (F
est alors uniquement déterminée comme on le voit par le §6.2.14).

8.3.2 Corollaire (dérivée)

Énoncé. Soit une suite (ak) dans R et x0 ∈ R.
1) Les deux séries entières

+∞∑
k=0

ak(x− x0)
k et

+∞∑
k=1

kak(x− x0)
k−1

ont le même rayon de convergence r avec 0 ⩽ r ⩽ +∞.

2) Si r > 0, alors la fonction f(x) =

+∞∑
k=0

ak(x − x0)
k que l’on définit ici

pour x ∈ ]x0 − r, x0 + r[ est continûment dérivable et

f ′(x) =

+∞∑
k=1

kak(x− x0)
k−1

sur ]x0 − r, x0 + r[ .

Remarques. On dit parfois que la série entière
+∞∑
k=1

kak(x − x0)
k−1 s’obtient

en « dérivant terme par terme »
+∞∑
k=0

ak(x − x0)
k . Par ce corollaire, f ′(x0) =

+∞∑
k=1

kak(x0 − x0)
k−1 = a1 . Il résulte du corollaire appliqué itérativement que f

est même indéfiniment dérivable sur ]x0 − r, x0 + r[ et que f (n)(x0) = n!an pour
tout n ∈ N.

démonstration. On applique le théorème précédent aux séries entières

+∞∑
k=1

kak(x− x0)
k−1 et

+∞∑
k=1

ak(x− x0)
k.

Notons que la seconde s’obtient bien en « intégrant terme par terme » la pre-
mière. Le théorème affirme que les deux séries entières ont le même rayon de
convergence r et, si r > 0, la première série entière définit une fonction conti-
nue sur ]x0 − r, x0 + r[ et la seconde définit une primitive sur ]x0 − r, x0 + r[.
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12.2.6 Existence et unicité d’une solution maximale

Soit f : I1 → R une fonction continue ne s’annulant pas sur l’intervalle
ouvert I1 et soit g : I2 → R une fonction continue sur l’intervalle ouvert I2.
Alors, pour tout couple de nombres x0 ∈ I1 et t0 ∈ I2, il existe une unique
solution υ̂ : Ĵ → I1 de l’équation différentielle (12.4) satisfaisant

• υ̂(t0) = x0,
• J = Ĵ pour toute solution υ : J → I1 de l’équation différentielle (12.4)
vérifiant

Ĵ ⊂ J et ∀t ∈ Ĵ υ(t) = υ̂(t).

Cette solution υ̂ : Ĵ → I1 est appelée la solution maximale de l’équation
différentielle (12.4) pour la condition initiale u(t0) = x0.

démonstration. II suffit de poser Ĵ comme étant la réunion de tous les in-
tervalles ouverts J inclus dans I2 pour lesquels il existe une solution υ : J → I1
de l’équation différentielle (12.4) vérifiant υ(t0) = x0 et d’utiliser le théorème
12.2.5. ■

Remarque. Il résulte de cette démonstration que, pour toute solution
υ : J → I1 de l’équation différentielle (12.4) vérifiant la condition initiale
υ(t0) = x0 (J contenant t0), on a J ⊂ Ĵ et la restriction de υ̂ à J est υ.

12.2.7 Équation de Bernoulli

Soit I un intervalle ouvert de R et n un entier strictement supérieur à 1.
On appelle équation de Bernoulli une équation de la forme

u′(t) + p(t)u(t) = f(t)un(t) (12.7)

où p, f : I → R sont deux fonctions continues.

Soit t0 ∈ I et multiplions les membres de gauche et de droite par e
∫ t
t0

p(s)ds
, ce

qui donne l’équation différentielle équivalente(
e
∫ t
t0

p(s)ds
u(t)

)′
= e

∫ t
t0

p(s)ds
f(t)un(t).

Ceci conduit à poser

u(t) = ũ(t)w(t) avec w(t) = e
−
∫ t
t0

p(s) ds
,
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transformant l’équation de Bernouilli (12.7) (à condition que u(t) ̸= 0) en l’équa-
tion différentielle à variables séparées

ũ′(t)

ũn(t)
= f(t)wn−1(t)

qui a été étudiée au paragraphe 12.2.3.

Remarque. L’expression e
∫ t
t0

p(s) ds
est un facteur intégrant pour l’équation dif-

férentielle u′ + pu = 0 (voir sect. 12.1).

12.2.8 Exemple

Soit l’équation de Bernoulli

u′(t) + 2t u (t) = et
2

u2(t)

pour la condition initiale u(0) = 2. Multiplions les deux membres de l’équation
par

e
∫ t
t0

2sds
= e

∫ t
0
2sds = et

2

,

ce qui donne l’équation différentielle équivalente(
et

2

u(t)
)′

= et
2

et
2

u2(t).

En posant

ũ(t) = et
2

u(t),

on obtient l’équation différentielle suivante pour ũ :

ũ′(t) = ũ2(t)

pour la condition initiale ũ(0) = e0
2

u(0) = 2.

Au paragraphe 12.2.2, nous avons obtenu la solution maximale

ũ(t) =
2

1− 2t

définie sur J =]−∞, 1/2[. Ainsi

u(t) =
2e−t2

1− 2t

définie sur J =] − ∞, 1/2[ est la solution maximale de l’équation de Bernoulli
pour la condition initiale u(0) = 2.

Remarque. Pour la condition initiale u(0) = 0, la solution maximale est donnée
par u(t) = 0 sur R.
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12.2.9 Équation différentielle homogène

On appelle équation différentielle homogène une équation de la forme

u′(t) = h

(
u(t)

t

)
(12.8)

où h : I → R est une fonction continue sur l’intervalle ouvert I.

En posant

u(t) = tũ(t),

les solutions de l’équation différentielle homogène (12.8) se déduisent des solu-
tions de l’équation à variables séparées

1

h(ũ(t))− ũ(t)
ũ′(t) =

1

t

pourvu que, pour tout x ∈ I, h(x) ̸= x.

12.3 Équations différentielles linéaires du premier ordre

12.3.1 Définitions

Soit I un intervalle ouvert de R. On appelle équation différentielle linéaire
du premier ordre une équation de la forme

u′(t) + p(t)u(t) = f(t) (12.9)

où p, f : I → R sont deux fonctions continues.
Une fonction υ : I → R continûment différentiable sur I est dite solution

de l’équation différentielle (12.9) si pour tout t ∈ I :

υ′(t) + p(t)υ(t) = f(t).

12.3.2 Solution générale de l’équation différentielle sans second membre

Soit I un intervalle ouvert de R, t0 un élément quelconque de I et p : I → R

une fonction continue. Toute solution υ : I → R de l’équation différentielle (dite
sans second membre)

u′(t) + p(t)u(t) = 0 (12.10)
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est de la forme

υ(t) = ce
−
∫ t
t0

p(s) ds
avec c ∈ R. (12.11)

Par définition, l’expression (12.11) est appelée la solution générale de l’équa-
tion différentielle (12.10).

démonstration. Ceci a été vu dans l’introduction du chapitre. Pour rappel,
choisissons t0 ∈ I et multiplions les deux membres de l’équations différentielle par

le facteur intégrant e
∫ t
t0

p(s)ds
, ce qui donne l’équation différentielle équivalente(
e
∫ t
t0

p(s)ds
u(t)

)′
= 0.

Ainsi υ : I → R est solution si, et seulement si,

e
∫ t
t0

p(s)ds
υ(t) = c

pour une certaine constante c ∈ R. ■

12.3.3 Solution particulière en présence d’un second membre

Soit I un intervalle ouvert de R, t0 un élément quelconque de I et f, p : I → R

deux fonctions continues. Considérons une solution w : I → R∗ de l’équation
différentielle sans second membre, par exemple

w(t) = e
−
∫ t
t0

p(s) ds

pour un certain t0 ∈ I. Alors, pour toute constante c ∈ R, la fonction cw est
aussi une solution de l’équation différentielle sans second membre.

On se propose de trouver une fonction c : I → R de sorte que l’application
υ0 : I → R définie par

υ0(t) = c(t)w(t)

soit une solution de l’équation différentielle (12.9) avec second membre. Cette
méthode de résolution est appelée méthode de la variation de la constante.

Pour cela, il faut et il suffit que pour tout t ∈ I :

υ′0(t) + p(t)υ0(t) = c′(t)w(t) + c(t)w′(t) + p(t)c(t)w(t)

= c′(t)w(t) + c(t)(w′(t) + p(t)w(t))

= c′(t)w(t) = f(t),

ou encore, en intégrant, que

c(t) =

t∫
t0

f(s)

w(s)
ds+ c0.
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Par conséquent, en posant c0 = 0, on obtient que la fonction υ0 : I → R

définie par

υ0(t) = w(t)

t∫
t0

f(s)

w(s)
ds (12.12)

est une solution particulière de l’équation différentielle (12.9).

Remarque. Pour s ∈ I fixé, la fonction t → w(t)/w(s) qui intervient dans
la formule

υ0(t) =

t∫
t0

w(t)

w(s)
f(s) ds

est une solution de l’équation différentielle sans second membre qui vérifie
la condition initiale w(t)/w(s) = 1 en t = s.

12.3.4 Principe de superposition des solutions

Soit I un intervalle ouvert de R, f1, f2 et p : I → R trois fonctions continues
et υ : I → R (resp. υ̃ : I → R) une solution particulière de l’équation
différentielle

u′(t) + p(t)u(t) = f1(t) (resp. f2(t)).

Alors, la fonction υ : I → R définie par

υ(t) = υ(t) + υ̃(t)

est une solution particulière de l’équation différentielle

u′(t) + p(t)u(t) = f1(t) + f2(t).

12.3.5 Solution générale en présence d’un second membre

Soit I un intervalle ouvert de R, t0 un élément quelconque de I et f, p :
I → R deux fonctions continues. De plus, supposons que υ0 : I → R soit
une solution particulière de l’équation différentielle (12.9). Toute solution
υ : I → R de l’équation différentielle

u′(t) + p(t)u(t) = f(t)

est de la forme

υ(t) = υ0(t) + ce
−
∫ t
t0

p(s) ds
avec c ∈ R. (12.13)

Par définition, l’expression (12.13) est appelée la solution générale de
l’équation différentielle (12.9).
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démonstration. Supposons que υ : I → R soit une solution de l’équation
différentielle (12.9), et considérons la fonction auxiliaire υ : I → R définie par

υ(t) = υ(t)− υ0(t).

Par construction, υ : I → R est une solution de l’équation différentielle (12.10) ;
ce qui entrâıne (§ 12.3.2) l’existence d’une constante c telle que pour tout t ∈ I :

υ(t) = ce
−
∫ t
t0

p(s) ds
.

Donc pour tout élément t de I :

υ(t) = υ0(t) + υ(t) = υ0(t) + ce
−
∫ t
t0

p(s) ds
.

La réciproque est évidente. ■

12.3.6 Exemple

Trouver la solution générale de l’équation différentielle

u′(t) + cos t u(t) = sin 2t+ cos t.

Commençons pas traiter l’équation différentielle sans second membre :

u′(t) + cos t u(t) = 0.

Un facteur intégrant est (en choisissant t0 = 0)

e
∫ t
0
cos s ds = esin t

et l’équation différentielle sans second membre est équivalente à(
esin tu(t)

)′
= 0,

dont la solution générale est

u(t) = ce− sin t,

où c ∈ R est une constante. Pour s ∈ R fixé, notons que la fonction

t→ e− sin t/e− sin s = esin s−sin t

est une solution de l’équation différentielle sans second membre qui vaut 1 en
t = s.

Recherchons maintenant des solutions particulières υ : R→ R et υ̃ : R→ R

des équations différentielles

u′(t) + cos t u(t) = sin 2t

et
u′(t) + cos t u(t) = cos t

respectivement. Par la formule (12.12),
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υ(t) = e− sin t

t∫
0

esin s sin 2sds

et

υ̃(t) = e− sin t

t∫
0

esin s cos sds.

On obtient

υ(t) = e− sin t

t∫
0

esin s 2 sin s cos s ds

= e− sin t

sin t∫
0

2ezzdz = 2e− sin t

(
ezz
∣∣∣sin t

0
−
∫ sin t

0

ezdz

)
= 2e− sin t

(
esin t sin t− esin t + 1

)
= 2(sin t− 1) + 2e− sin t

et

υ̃(t) = e− sin t

t∫
0

(
esin s

)′
ds = e− sin t

(
esin t − 1

)
= 1− e− sin t .

Par conséquent ( § 12.3.4 et 12.3.5), la fonction υ0 : R→ R définie par

υ0(t) = υ(t) + υ̃(t)− e− sin t = 2 sin t− 1

est une solution particulière de l’équation différentielle

u′(t) + cos t u(t) = sin 2t+ cos t.

Finalement, on obtient, en utilisant la formule (12.13), que

υ(t) = (2 sin t− 1) + ce− sin t

est la solution générale de l’équation différentielle

u′(t) + cos t u(t) = sin 2t+ cos t.

12.4 Équations différentielles linéaires du second ordre

12.4.1 Définitions

Soit I un intervalle ouvert de R. On appelle équation différentielle linéaire
du second ordre une équation de la forme

u′′(t) + p(t)u′(t) + q(t)u(t) = f(t) (12.14)

où p, q et f : I → R sont trois fonctions continues.
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Une fonction υ : I → R deux fois continûment différentiable sur I est dite
solution de l’équation différentielle (12.14) si pour tout t ∈ I :

υ′′(t) + p(t)υ′(t) + q(t)υ(t) = f(t).

De même, une fonction υ : I → R deux fois continûment différentiable
sur I est dite solution de l’équation différentielle (12.14) sans second membre
si pour tout t ∈ I :

υ′′(t) + p(t)υ′(t) + q(t)υ(t) = 0.

12.4.2 Théorème d’existence et d’unicité

Soit p, q : I → R deux fonctions continues sur un intervalle ouvert I. Alors,
pour tout élément t0 de I et tout couple de nombres réels α et β, l’équation
différentielle

u′′(t) + p(t)u′(t) + q(t)u(t) = 0 (12.15)

admet une et une seule solution υ : I → R telle que υ(t0) = α et υ′(t0) = β.

démonstration. Il n’est pas possible, dans le cadre de ce livre, de donner une
démonstration de ce théorème. ■

12.4.3 Fonctions linéairement indépendantes

Soit I un intervalle ouvert non vide de R. Deux fonctions u1 : I → R et
u2 : I → R sont dites linéairement dépendantes s’il existe une constante c
telle que

∀t ∈ I u1(t) = c u2(t)

ou
∀t ∈ I u2(t) = c u1(t).

Si une telle constante n’existe pas, les deux fonctions u1 et u2 sont dites
linéairement indépendantes.

Remarque. Si u1 = 0 sur I, alors

∀t ∈ I u1(t) = 0 · u2(t)

et donc u1 et u2 sont linéairement dépendantes. De même, si u2 = 0 sur I, alors

∀t ∈ I u2(t) = 0 · u1(t)

et donc u1 et u2 sont linéairement dépendantes.
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12.4.4 Cas des coefficients constants en l’absence du second membre

Considérons l’équation différentielle

u′′(t) + au′(t) + bu(t) = 0, (12.16)

où a, b sont deux constantes réelles. Pour cette équation différentielle, il est pos-
sible de donner explicitement deux solutions linéairement indépendantes. Pour
ce faire, soit l’équation caractéristique

z2 + az + b = 0, z ∈ C.

Il y a trois cas :

Premier cas. L’équation caractéristique a deux solutions réelles distinctes, ce qui
est le cas exactement lorsque a2 − 4b > 0. On les notera λ1 ∈ R et λ2 ∈ R avec
λ1 ̸= λ2. Alors υ1 : R→ R et υ2 : R→ R définies par

υ1(t) = eλ1t, υ2(t) = eλ2t, t ∈ R,

sont deux solutions linéairement indépendantes. Vérifions par exemple que υ1
est une solution :

υ′′1 (t) + aυ′1(t) + bυ1(t) = λ21e
λ1t + aλ1e

λ1t + beλ1t = eλ1t
(
λ21 + aλ1 + b

)
= 0.

Deuxième cas. L’équation caractéristique n’a qu’une solution, qui est alors réelle
et vaut z = −a/2. Ceci est le cas exactement lorsque a2−4b = 0. Alors υ1 : R→
R et υ2 : R→ R définies par

υ1(t) = e−
a
2 t, υ2(t) = te−

a
2 t, t ∈ R,

sont deux solutions linéairement indépendantes. La vérification que υ1 est une
solution est la même que ci-dessus. Vérifions que υ2 est aussi une solution (avec
la notation −a/2 = z) :

υ′2(t) = ezt + tzezt, υ′′2 (t) =
(
ezt + tzezt

)′
= 2zezt + tz2ezt

et

υ′′2 (t) + aυ′2(t) + bυ2(t) = 2zezt + tz2ezt + a
(
ezt + tzezt

)
+ btezt

= tezt
(
z2 + az + b

)
+ ezt

(
2z + a

)
= 0.

Troisième cas. L’équation caractéristique a deux solutions distinctes dans C\R,
ce qui est le cas exactement lorsque a2 − 4b < 0. On les notera

z1 = (−a+ i
√

4b− a2)/2

et
z2 = (−a− i

√
4b− a2)/2,
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où
√
4b− a2 ∈ ]0,+∞[. Introduisons encore les notations

λ =

√
4b− a2

2
= Im z1 et µ = −a

2
= Re z1 .

Alors υ1 : R→ R et υ2 : R→ R définies par

υ1(t) = eµt cos(λt), υ2(t) = eµt sin(λt), t ∈ R,

sont deux solutions linéairement indépendantes. Vérifions par exemple que υ1
est une solution :

υ′′1 (t) + aυ′1(t) + bυ1(t)

= µ2eµt cos(λt)− 2µeµtλ sin(λt)− eµtλ2 cos(λt)

+ a
(
µeµt cos(λt)− eµtλ sin(λt)

)
+ beµt cos(λt)

= eµt cos(λt)
(
µ2 − λ2 + aµ+ b

)
+ eµt sin(λt)

(
− 2µλ− aλ

)
= eµt cos(λt)

(a2
4

− 4b− a2

4
− a2

2
+ b
)
+ eµt sin(λt)

(
aλ− aλ

)
= 0.

Remarque sur le troisième cas. Comme z1 = µ+ iλ, on a

υ1(t) = Re
(
ez1t

)
et υ2(t) = Im

(
ez1t

)
.

En effet (§ 2.3.1)

ez1t = eµt+iλt = eµt
(
cos(λt) + i sin(λt)

)
.

12.4.5 Recherche de deux solutions linéairement indépendantes
en l’absence du second membre

Une des conséquences immédiates du théorème 12.4.2 est que l’équation diffé-
rentielle (12.15) possède au moins deux solutions linéairement indépendantes,
même lorsque les fonctions p et q ne sont pas constantes. Malheureusement, il
n’existe pas, en général, de formule permettant de les calculer explicitement.

Par contre, si on connâıt une solution υ1 : I → R de l’équation différentielle
(12.15) qui ne s’annule en aucun point de I, il est toujours possible de trouver
une fonction non constante c : I → R de sorte que l’application υ2 : I → R

définie par

υ2(t) = c(t) υ1(t)

soit une seconde solution de l’équation différentielle (12.15). C’est de nouveau la
méthode de la variation de la constante (comparer avec le § 12.3.3).
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En effet, il suffit que pour tout t ∈ I :

c′(t) ̸= 0

et

υ′′2 (t) + p(t)υ′2(t) + q(t)υ2(t)

= c′′(t)υ1(t) + c′(t)
(
2υ′1(t) + p(t)υ1(t)

)
+ c(t)

(
υ′′1 (t) + p(t)υ′1(t) + q(t)υ1(t)

)
= c′′(t)υ1(t) + c′(t)

(
2υ′1(t) + p(t)υ1(t)

)
= 0,

ou encore, en intégrant, que

c(t) = c1

t∫
t0

e
−
∫ s
t0

p(r)dr

υ21(s)
ds+ c2 et c1 ̸= 0

(t0 étant un élément quelconque de I). Comme dans le présent paragraphe nous
ne souhaitons obtenir qu’une solution particulière linéairement indépendante de
υ1, nous posons c1 = 1 et c2 = 0 pour simplifier. On peut ainsi affirmer que la
fonction υ2 : I → R définie par

υ2(t) = υ1(t)

t∫
t0

e
−
∫ s
t0

p(r)dr

υ21(s)
ds (12.17)

est une solution de l’équation différentielle (12.15), et que les fonctions υ1 et υ2
sont linéairement indépendantes.

Remarque. Plus généralement, si υ1 ne s’annule pas sur l’ouvert J ⊂ I et
t0 ∈ J , cette méthode donne une seconde solution linéairement indépendante
υ2 : J → R. Par le paragraphe 12.4.2, υ2 s’étend d’une manière unique en une
solution définie sur tout I.

12.4.6 Définition du wronskien de deux fonctions

Soit I un intervalle ouvert de R. Si u1, u2 : I → R sont deux fonctions
différentiables sur I, la fonction W [u1, u2] : I → R définie par

W [u1, u2](t) = u1(t)u
′
2(t)− u′1(t)u2(t)

est appelée le wronskien de u1 et u2.
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12.4.7 Caractérisation de deux solutions linéairement indépendantes
en l’absence du second membre

Soit I un intervalle ouvert de R, p, q : I → R deux fonctions continues et
υ1, υ2 : I → R deux solutions de l’équation différentielle

u′′(t) + p(t)u′(t) + q(t)u(t) = 0.

Alors, les deux fonctions υ1 et υ2 sont linéairement indépendantes si et
seulement si leur wronskien ne s’annule en aucun point de I.

démonstration. Soit υ1 , υ2 : I → R deux solutions de l’équation différentielle
(12.15).

Première partie. Supposons d’abord qu’il existe un élément t0 de I pour lequel
W [υ1, υ2] (t0) = 0 et prouvons que ces solutions sont linéairement dépendantes.

Puisque W [υ1, υ2] (t0) = 0, il existe deux constantes c1 et c2, non toutes les
deux nulles, telles que {

c1υ1(t0) + c2υ2(t0) = 0
c1υ

′
1(t0) + c2υ

′
2(t0) = 0.

Considérons maintenant la fonction auxiliaire υ : I → R définie par

υ(t) = c1υ1(t) + c2υ2(t).

Par construction, on a que pour tout t ∈ I :

υ′′(t) + p(t) υ′(t) + q(t)υ(t) = 0.

Comme d’autre part υ(t0) = υ′(t0) = 0, on obtient, d’après le théorème 12.4.2,
que pour tout t ∈ I : υ(t) = 0. De ce résultat, on déduit que les deux fonctions
υ1 et υ2 sont linéairement dépendantes.

Seconde partie. Supposons ensuite qu’il existe une constante c telle que υ1 = cυ2.
Alors, pour tout t ∈ I :

W [υ1, υ2] (t) = υ1(t) υ
′
2(t)− υ′1(t)υ2(t)

= cυ2(t)υ
′
2(t)− cυ′2(t)υ2(t) = 0.

De même, si υ2 = cυ1, alors W [υ1, υ2] (t) = 0 pour tout t ∈ I. ■

12.4.8 Solution générale de l’équation différentielle sans second membre

Soit I un intervalle ouvert de R, p, q : I → R deux fonctions continues et υ1, υ2 :
I → R deux solutions linéairement indépendantes de l’équation différentielle
(12.15). Toute solution υ : I → R de l’équation différentielle

u′′(t) + p(t)u′(t) + q(t)u(t) = 0
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est de la forme

υ(t) = c1υ1(t) + c2υ2(t) avec c1, c2 ∈ R. (12.18)

Par définition, l’expression (12.18) est appelée la solution générale de l’équa-
tion différentielle (12.15).

démonstration. Soit υ : I → R une solution de l’équation différentielle (12.15)
et t0 un élément quelconque de I. Comme W [υ1, υ2] (t0) ̸= 0 (§ 12.4.7), on sait
qu’il existe deux constantes c1 et c2 telles que{

c1υ1(t0) + c2υ2(t0) = υ(t0)
c1υ

′
1(t0) + c2υ

′
2(t0) = υ′(t0).

Ainsi, la fonction ῡ : I → R définie par

ῡ(t) = c1υ1(t) + c2υ2(t)

est une solution de l’équation différentielle (12.15) satisfaisant les deux conditions
initiales :

ῡ(t0) = υ(t0) et ῡ′(t0) = υ′(t0).

Par conséquent, en utilisant le théorème 12.4.2, on peut affirmer que pour tout
t ∈ I :

υ(t) = ῡ(t) = c1υ1(t) + c2υ2(t).

La réciproque est évidente. ■

12.4.9 Solution particulière de l’équation différentielle avec second membre

Soit I un intervalle ouvert de R, t0 un élément quelconque de I et p, q et f : I →
R trois fonctions continues. De plus, supposons que υ1, υ2 : I → R soient deux
solutions linéairement indépendantes de l’équation différentielle (12.15).

Il est possible de trouver deux fonctions c1, c2 : I → R de sorte que l’appli-
cation υ0 : I → R définie par

υ0(t) = c1(t)υ1(t) + c2(t)υ2(t)

soit une solution de l’équation différentielle (12.14). Cette méthode de ré-
solution s’appelle méthode de la variation des constantes (comparer avec
les paragraphes 12.3.3 et 12.4.5).

Observons que

υ′0(t) = c′1(t)υ1(t) + c′2(t)υ2(t) + c1(t)υ
′
1(t) + c2(t)υ

′
2(t)

et posons pour tout t ∈ I :

c′1(t)υ1(t) + c′2(t)υ2(t) = 0.
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Alors on obtient
υ′0(t) = c1(t)υ

′
1(t) + c2(t)υ

′
2(t)

et donc

υ′′0 (t) = c′1(t)υ
′
1(t) + c′2(t)υ

′
2(t) + c1(t)υ

′′
1 (t) + c2(t)υ

′′
2 (t).

D’où

υ′′0 (t) + p(t)υ′0(t) + q(t)υ0(t)

= c′1(t)υ
′
1(t) + c′2(t)υ

′
2(t) + c1(t)

(
υ′′1 (t) + p(t)υ′1(t) + q(t)υ1(t)

)
+ c2(t)

(
υ′′2 (t) + p(t)υ′2(t) + q(t)υ2(t)

)
= c′1(t)υ

′
1(t) + c′2(t)υ

′
2(t) = f(t).

Ainsi, en résolvant le système{
c′1(t)υ1(t) + c′2(t)υ2(t) = 0,
c′1(t)υ

′
1(t) + c′2(t)υ

′
2(t) = f(t),

on obtient que pour tout élement t de I :

c′1(t) = − f(t)υ2(t)

W [υ1, υ2] (t)
et c′2(t) =

f(t)υ1(t)

W [υ1, υ2] (t)
,

ou encore, en intégrant, que

c1(t) = −
t∫

t0

f(s)υ2(s)

W [υ1, υ2] (s)
ds+ c1

et

c2(t) =

t∫
t0

f(s)υ1(s)

W [υ1, υ2] (s)
ds+ c2.

Puisque, dans ce paragraphe, nous ne recherchons qu’une solution particulière,
nous pouvons poser c1 = c2 = 0 pour simplifier.

Ainsi on peut affirmer que la fonction υ0 : I → R définie par

υ0(t) = −υ1(t)
t∫

t0

f(s)υ2(s)

W [υ1, υ2] (s)
ds+ υ2(t)

t∫
t0

f(s)υ1(s)

W [υ1, υ2] (s)
ds (12.19)

est une solution particulière de l’équation différentielle (12.14).
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Remarque. Pour s ∈ I fixé, la fonction

t→ −υ1(t)υ2(s) + υ2(t)υ1(s)

W [υ1, υ2] (s)

qui intervient dans la formule

υ0(t) =

t∫
t0

−υ1(t)υ2(s) + υ2(t)υ1(s)

W [υ1, υ2] (s)
f(s) ds

est une solution de l’équation différentielle sans second membre qui s’annule
en t = s et dont la dérivée vaut 1 en t = s.

12.4.10 Principe de superposition des solutions

Soit I un intervalle ouvert de R, p, q, f1 et f2 : I → R quatre fonctions conti-
nues et ῡ : I → R (resp. υ̃ : I → R) une solution particulière de l’équation
différentielle

u′′(t) + p(t)u′(t) + q(t)u(t) = f1(t) (resp. f2(t)).

Alors, la fonction υ : I → R définie par

υ(t) = ῡ(t) + υ̃(t)

est une solution particulière de l’équation différentielle

u′′(t) + p(t)u′(t) + q(t)u(t) = f1(t) + f2(t).

12.4.11 Solution générale de l’équation différentielle (12.14)

Soit I un intervalle ouvert de R, p, q et f : I → R trois fonctions continues
et υ1,υ2 : I → R deux solutions linéairement indépendantes de l’équation
différentielle

u′′(t) + p(t)u′(t) + q(t)u(t) = 0.

De plus, supposons que υ0 : I → R soit une solution particulière de l’équa-
tion différentielle (12.14). Toute solution υ : I → R de l’équation différen-
tielle

u′′(t) + p(t)u′(t) + q(t)u(t) = f(t)

est de la forme

υ(t) = υ0(t) + c1υ1(t) + c2υ2(t) avec c1, c2 ∈ R. (12.20)

Par définition, l’expression (12.20) est appelée la solution générale de l’équa-
tion différentielle (12.14).
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démonstration. Supposons que υ : I → R soit une solution de l’équation
différentielle (12.14), et considérons la fonction auxiliaire ῡ : I → R définie par

ῡ(t) = υ(t)− υ0(t).

Par construction, ῡ : I → R est une solution de l’équation différentielle (12.15) ;
ce qui entrâıne ( § 12.4.8) l’existence de deux constantes c1 et c2 telles que pour
tout t ∈ I :

ῡ(t) = c1υ1(t) + c2υ2(t).

Ainsi, pour tout élément t de I :

υ(t) = υ0(t) + ῡ(t) = υ0(t) + c1υ1(t) + c2υ2(t).

La réciproque est évidente. ■

12.4.12 Exemple

Pour t > 0, trouver la solution générale de l’équation différentielle

u′′(t) +
1

t
u′(t)− 1

t2
u(t) = ln(t) (12.21)

sachant que la fonction υ1 : ]0,+∞[ → R définie par

υ1(t) = t

est une solution de cette équation différentielle sans second membre.
Recherchons une solution particulière υ̃2 : ]0,+∞[ → R de l’équation sans

second membre linéairement indépendante de υ1. Recherchons-la sous la forme

υ̃2(t) = c(t)υ1(t)

(méthode de la variation de la constante). On a

0 = υ̃′′2 (t) +
1

t
υ̃′2(t)−

1

t2
υ̃2(t)

= c′′(t)υ1(t) + 2c′(t)υ′1(t) + c(t)υ′′1 (t) +
1

t

(
c′(t)υ1(t) + c(t)υ′1(t)

)
− 1

t2
c(t)υ1(t)

= c′′(t)υ1(t) + 2c′(t)υ′1(t) +
1

t
c′(t)υ1(t)

= c′′(t)t+ 2c′(t) + c′(t).

Il suffit de trouver une solution particulière c : ]0,+∞[ → R de l’équation
différentielle

c′′(t)

c′(t)
= −3

t

sur ]0,+∞[ telle que c′(t) ne s’annule pas. On obtient

ln |c′(t)| = −3 ln(t) + c0 = −3 ln(t)

en choisissant c0 = 0, et donc |c′(t)| = t−3 . Il suffit ainsi de choisir c(t) =
−(1/2)t−2, ce qui donne υ̃2(t) = −(1/2)t−1 . Il en résulte que υ2 = −2υ̃2 = 1/t
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est aussi une solution particulière de l’équation différentielle sans second membre
linéairement indépendante de υ1.

On peut aussi appliquer la formule (12.17) : on sait que la fonction ῡ2 :
]0,+∞[ → R définie par

ῡ2(t) = t

t∫
1

e−
∫ s
1
(1/r)dr

s2
ds = − 1

2t
+
t

2

est une seconde solution de l’équation différentielle (12.21) sans second membre,
linéairement indépendante de υ1 . Par suite, il en est de même de la fonction
υ2 : ]0,+∞[ → R définie par

υ2(t) = −2ῡ2(t) + υ1(t) =
1

t

(voir § 12.4.8).

Observons que

W [υ1, υ2](t) = υ1(t)υ
′
2(t)− υ′1(t)υ2(t) = −t−1 − t−1 = −2/t

sur ]0,+∞[ et appliquons la formule (12.19). Alternativement, observons que,
pour s ∈ ]0,+∞[ fixé, la fonction

t→ 1

2
(t− s2t−1), t > 0,

est une solution de l’équation différentielle sans second membre qui s’annule en
t = s et dont la dérivée vaut 1 en t = s, et appliquons la remarque qui suit la
formule (12.19). On sait alors que la fonction υ0 : ]0,+∞[ → R définie par

υ0(t) =
t

2

t∫
1

ln sds− 1

2t

t∫
1

s2 ln sds

=
t

2

t∫
1

s′ ln sds− 1

2t

t∫
1

(s3/3)′ ln sds

=
t

2
t ln t− 1

2t
(t3/3) ln t− t

2

t∫
1

ds+
1

2t

t∫
1

(s2/3)ds

=
t2 ln t

2
− t2 ln t

6
− t(t− 1)

2
+

1

18t

(
t3 − 1

)
=
t2

9
(3 ln t− 4) +

t

2
− 1

18t

est une solution particulière de l’équation différentielle (12.21). Finalement, on
obtient, en utilisant la formule (12.20), que pour t > 0 :

υ(t) =
t2

9
(3 ln t− 4) + c1t+

c2
t

est la solution générale de l’équation différentielle (12.21).
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12.5 Équations différentielles linéaires du second ordre à
coefficients constants

12.5.1 Définitions

On appelle équation différentielle linéaire du second ordre à coefficients
constants une équation de la forme

u′′(t) + au′(t) + bu(t) = f(t) (12.22)

où a, b sont deux constantes réelles et f : R→ R une fonction continue.
Une fonction υ : R → R deux fois continûment différentiable sur R est

dite solution de l’équation différentielle (12.22) si pour tout t ∈ R :

υ′′(t) + aυ′(t) + bυ(t) = f(t).

12.5.2 Remarque

L’équation différentielle (12.22) n’étant qu’un cas particulier de l’équation diffé-
rentielle (12.14), tous les résultats que nous avons obtenus dans la section 12.4 lui
sont applicables. Au paragraphe 12.4.4, nous avons donner explicitement deux
solutions linéairement indépendantes υ1 et υ2 de cette équation différentielle sans
second membre (c’est-à-dire, lorsque f est nulle sur R).

12.5.3 Solution générale de l’équation différentielle (12.22)

L’objectif de ce paragraphe est de donner explicitement la solution générale de
l’équation différentielle (12.22).

Premier cas. Supposons que a2 − 4b > 0. Alors, en posant

λ1 =
−a+

√
a2 − 4b

2
et λ2 =

−a−
√
a2 − 4b

2
,

on a vérifié au paragraphe 12.4.4 que les deux fonctions υ1, υ2 : R→ R définies
respectivement par

υ1(t) = eλ1t et υ2(t) = eλ2t

sont deux solutions linéairement indépendantes de l’équation différentielle

u′′(t) + au′(t) + bu(t) = 0. (12.23)

Observons que, pour s ∈ R fixé, la fonction

t→ eλ1(t−s) − eλ2(t−s)

λ1 − λ2

est la solution de (12.23) qui s’annule en t = s et dont la dérivée vaut 1 en t = s.
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Par suite, en utilisant les formules (12.19) et (12.20), on obtient que

υ(t) = c1e
λ1t + c2e

λ2t +

t∫
0

eλ1(t−s) − eλ2(t−s)

λ1 − λ2
f(s)ds

est la solution générale de l’équation différentielle (12.22).

Deuxième cas. Supposons à présent que a2 − 4b = 0. Alors on a vérifié au
paragraphe 12.4.4 que les deux fonctions υ1, υ2 : R→ R définies respectivement
par

υ1(t) = e−
a
2 t et υ2(t) = te−

a
2 t

sont deux solutions linéairement indépendantes de l’équation différentielle (12.23).
Observons que, pour s ∈ R fixé, la fonction

t→ (t− s)e−
a
2 (t−s)

est la solution de (12.23) qui s’annule en t = s et dont la dérivée vaut 1 en t = s.

D’où, en utilisant les formules (12.19) et (12.20), on obtient que

υ(t) = e−
a
2 t (c1 + c2t) +

t∫
0

(t− s)e−
a
2 (t−s)f(s)ds

est la solution générale de l’équation différentielle (12.22).

Troisième cas. Pour finir, supposons que a2 − 4b < 0. Alors, en posant

λ =

√
4b− a2

2
,

on a vérifié au paragraphe 12.4.4 que les deux fonctions υ1, υ2 : R→ R définies
respectivement par

υ1(t) = e−
a
2 t cosλt et υ2(t) = e−

a
2 t sinλt

sont deux solutions linéairement indépendantes de l’équation differentielle (12.23).
Observons que, pour s ∈ R fixé, la fonction

t→ 1

λ
e−

a
2 (t−s) sin

(
λ(t− s)

)
est la solution de (12.23) qui s’annule en t = s et dont la dérivée vaut 1 en t = s.
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Par conséquent, en utilisant les formules (12.19) et (12.20), on obtient que

υ(t) = e−
a
2 t(c1 cosλt+ c2 sinλt) +

1

λ

t∫
0

e−
a
2 (t−s) sin(λ(t− s))f(s) ds

est la solution générale de l’équation différentielle (12.22).

12.5.4 Méthode des coefficients indéterminés

Cette méthode s’applique lorsque f est de la forme particulière

f(t) = eθt
(
cos(ϕt)Pn(t) + sin(ϕt)Qn(t)

)
pour t ∈ R, où

• θ ∈ R, ϕ ∈ [0,+∞[,
• Pn, Qn sont deux polynômes à coefficients réels tels que le maximum du
degré de Pn et de celui de Qn vaut un certain entier n ⩾ 0.

Ici nous conviendrons que le degré du polynôme nul vaut −∞. De plus nous
poserons Qn = 0 si ϕ = 0. Soit encore le plus petit entier r ⩾ 0 tel que la
fonction treθt cos(ϕt) pour t ∈ R n’est pas solution de l’équation différentielle
(12.22) sans second membre.

Il existe alors deux polynômes uniques Tn et Sn à coefficients réels tels que
• le maximum des degrés de Tn et Sn vaut n ;
• la fonction

v0(t) = eθt
(
cos(ϕt)trTn(t) + sin(ϕt)trSn(t)

)
, t ∈ R,

est solution de l’équation différentielle (12.22) (avec le second membre).

Les coefficients de Tn et Sn sont à déterminer par substitution de v0
dans (12.22). Lorsque ϕ = 0, on pose Sn = 0.

Remarques
• Si r = 0, alors la fonction eθt cos(ϕt), t ∈ R, n’est pas solution de l’équation
différentielle sans second membre et, si de plus ϕ ̸= 0, la fonction eθt sin(ϕt),
t ∈ R, non plus. Ainsi

(θ + iϕ)2 + a(θ + iϕ) + b ̸= 0,

c’est-à-dire, θ+iϕ n’est pas solution de l’équation caractéristique (§ 12.4.4).
• Si r = 1, alors θ + iϕ est solution de l’équation caractéristique :

(θ + iϕ)2 + a(θ + iϕ) + b = 0.

Si de plus ϕ = 0, alors 2θ + a ̸= 0 (car la dérivée du polynôme z2 + az + b
ne s’annule pas en z = θ, puisque r = 1).
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• Si r = 2, alors le deuxième cas du paragraphe 12.4.4 a lieu. Ainsi ϕ = 0, θ
est solution de l’équation caractéristique et θ = −a/2. De plus, la fin de la
preuve qui suit assure que t2Tn(t) est tel que (t2Tn(t))

′′ = Pn(t) sur R (et
Sn = 0).

• Le cas r ⩾ 3 n’a jamais lieu.
• En général, Pn = 0 n’implique pas que Tn = 0, et Qn = 0 n’implique pas
que Sn = 0.

démonstration. Soit

w1(t) = eθt cos(ϕt), w2(t) = eθt sin(ϕt), t ∈ R.

En substituant v0 de la forme ci-dessus dans (12.22), nous obtenons

v′0(t) = trTn(t)w
′
1(t) + trSn(t)w

′
2(t) + (trTn(t))

′w1(t) + (trSn(t))
′w2(t),

v′′0 (t) = trTn(t)w
′′
1 (t) + trSn(t)w

′′
2 (t) + 2(trTn(t))

′w′
1(t) + 2(trSn(t))

′w′
2(t)

+ (trTn(t))
′′w1(t) + (trSn(t))

′′w2(t)

et

v′′0 (t) + av′0(t) + bv0(t)

= trTn(t)
(
w′′

1 (t) + aw′
1(t) + bw1(t)

)
+ trSn(t)

(
w′′

2 (t) + aw′
2(t) + bw2(t)

)
+ (trTn(t))

′
(
2w′

1(t) + aw1(t)
)
+ (trSn(t))

′
(
2w′

2(t) + aw2(t)
)

+ (trTn(t))
′′w1(t) + (trSn(t))

′′w2(t)

= f(t) = Pn(t)w1(t) +Qn(t)w2(t).

Cas r = 0, ϕ = 0. Dans ce cas, w1 n’est pas solution de l’équation différentielle
sans second membre, Qn = Sn = 0 et Pn est de degré n. Plus précisément

w′′
1 + aw′

1 + bw1 = (θ2 + aθ + b)w1

avec θ2 + aθ + b ̸= 0. Nous obtenons l’équation pour Tn (polynôme de degré
⩽ n)

Tn(t)(θ
2 + aθ + b) = Pn(t)− T ′

n(t)(2θ + a)− T ′′
n (t)

affirmant que (θ2 + aθ + b)Tn est la somme de Pn et du polynôme (inconnu)
−(2θ+a)T ′

n−T ′′
n de degré au plus n−1. Si un tel Tn existe, il est donc forcément

de degré n. Notons Tn(t) =
∑n

k=0 ckt
k, où ck ∈ R pour k ∈ {0, . . . , n}. Nous

obtenons alors un système de n+1 équations linéaires pour les n+1 inconnues
c0, . . . , cn.

L’existence et l’unicité de Tn découlent donc de l’unicité de la solution
Tn = 0 dans le cas particulier Pn = 0. Supposons donc que Pn = 0 et vérifions
que nécessairement Tn = 0 en raisonnant par l’absurde : soit k ∈ {0, . . . , n} le
degré de Tn ̸= 0. Alors (θ2+aθ+b)Tn est la somme de Pn = 0 et d’un polynôme
de degré au plus k − 1. Ceci est contradictoire.

Cas r = 0, ϕ > 0. Dans ce cas, ni w1 ni w2 ne sont solutions de l’équation
différentielle sans second membre, et w2 n’est pas un multiple de w1. De plus

w′′
1 + aw′

1 + bw1 = (θ2 − ϕ2 + aθ + b)w1 − (2θϕ+ aϕ)w2
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et
w′′

2 + aw′
2 + bw2 = (2θϕ+ aϕ)w1 + (θ2 − ϕ2 + aθ + b)w2,

où
(θ2 − ϕ2 + aθ + b)2 + (2θϕ+ aϕ)2 > 0 (12.24)

(si cette constante était nulle, alors (θ+iϕ)2+a(θ+iϕ)+b = 0, ce qui contredirait
r = 0). Nous obtenons deux équations pour Tn et Sn (polynômes de degrés ⩽ n)
affirmant que

• (θ2 − ϕ2 + aθ + b)Tn + (2θϕ+ aϕ)Sn est la somme de Pn et d’un certain
polynôme de degré au plus n− 1,

• −(2θϕ+aϕ)Tn +(θ2 −ϕ2 +aθ+ b)Sn est la somme de Qn et d’un certain
polynôme de degré au plus n− 1.

Si les polynômes Tn et Sn existent, le maximum de leurs degrés vaut n.
Notons Tn(t) =

∑n
k=0 ckt

k et Sn(t) =
∑n

k=0 dkt
k, où ck, dk ∈ R pour k ∈

{0, . . . , n}. Nous obtenons alors un système de 2(n+1) équations linéaires pour
les 2(n+ 1) inconnues c0, . . . , cn, d0, . . . , dn.

L’existence et l’unicité de Tn et Sn découlent donc de l’unicité de la solution
Tn = Sn = 0 dans le cas particulier Pn = Qn = 0. Supposons donc que
Pn = Qn = 0 et vérifions que nécessairement Sn = Tn = 0 en raisonnant par
l’absurde : soit k ∈ {0, . . . , n} le maximum des degrés de Tn et Sn avec Tn ̸= 0
ou Sn ̸= 0. Les deux équations pour Tn et Sn affirment maintenant que

• (θ2 − ϕ2 + aθ + b)Tn + (2θϕ + aϕ)Sn est la somme de Pn = 0 et d’un
certain polynôme de degré au plus k − 1,

• −(2θϕ + aϕ)Tn + (θ2 − ϕ2 + aθ + b)Sn est la somme de Qn = 0 et d’un
certain polynôme de degré au plus k − 1.

Grâce à (12.24), on obtient que les degrés de Tn et Qn sont au plus k − 1,
ce qui est contradictoire.

Cas r = 1, ϕ = 0. Dans ce cas w1 est solution de l’équation différentielle sans
second membre, 2θ + a ̸= 0, Qn = Sn = 0, Pn est de degré n et l’équation
discutée s’écrit

(tTn(t))
′
(
2w′

1(t) + aw1(t)
)
+ (tTn(t))

′′w1(t) = Pn(t)w1(t)

sur R ou encore
(2θ + a)(tTn(t))

′ + (tTn(t))
′′ = Pn(t)

sur R. Comme 2θ+ a ̸= 0 et (tTn(t))
′′ est un polynôme de degré au plus n− 1,

il est possible de trouver un unique polynôme Tn de degré n. Le raisonnement
est le même que dans les cas précédents.

Cas r = 1, ϕ > 0. Dans ce cas, w1 et w2 sont solutions de l’équation différentielle
sans second membre, et w2 n’est pas un multiple de w1. L’équation discutée
s’écrit sur R

(tTn(t))
′
(
2w′

1(t) + aw1(t)
)
+ (tSn(t))

′
(
2w′

2(t) + aw2(t)
)

+ (tTn(t))
′′w1(t) + (tSn(t))

′′w2(t) = Pn(t)w1(t) +Qn(t)w2(t),

ou encore

(tTn(t))
′
(
2θw1(t)−2ϕw2(t)+aw1(t)

)
+(tSn(t))

′
(
2θw2(t)+2ϕw1(t)+aw2(t)

)
+ (tTn(t))

′′w1(t) + (tSn(t))
′′w2(t) = Pn(t)w1(t) + Sn(t)w2(t).
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Ceci est équivalent au système suivant de deux équations sur R :

(2θ + a) (tTn(t))
′ + 2ϕ(tSn(t))

′ + (tTn(t))
′′ = Pn(t)

et
−2ϕ(tTn(t))

′ + (2θ + a) (tSn(t))
′ + (tSn(t))

′′ = Qn(t).

Comme (2θ+a)2+4ϕ2 > 0, et comme (tTn(t))
′′ et (tSn(t))

′′ sont des ploynômes
de degrés au plus n − 1, il est possible de trouver des polynômes uniquement
déterminés Tn et Sn dont le maximum des degrés vaut n. Le raisonnement est
le même que dans les cas précédents.

Cas r = 2. Dans ce cas ϕ = 0, w1 est solution de l’équation différentielle sans

second membre, θ = −a/2 et donc 2w′
1 + aw1 = 0. De plus Pn est de degré n

et Qn = Sn = 0. Il s’agit donc de trouver un polynôme Tn de degré n tel que

(t2Tn(t))
′′ = Pn(t) sur R, ce qui est possible et d’une manière unique. ■

12.6 Exercices

12.6.1 Pour chacune des équations différentielles à variables séparées ci-dessous,
trouver la solution (maximale) pour la condition initiale u(t0) = x0.

1) u′(t) cosu(t) = t t0 = 0, x0 = 0
2) u′(t) = sinu(t) t0 = 0, x0 = π/2
3) u(t)u′(t) + tu2(t) + t = 0 t0 = 0, x0 = 1
4) t2u′(t)− u2(t) = 1 t0 = 4/π, x0 = −1
5) u′(t) = u(t)− 2u2(t) t0 = 0, x0 = 1
6) u′(t) = tu3(t) t0 = 0, x0 = 2
7) u′(t) = (t3 − t)e−u(t) t0 = 0, x0 = 0

8)
u′(t)√
1− u2(t)

=
1√

1− t2
t0 = 0, x0 = 1/2.

12.6.2 Pour chacune des équations de Bernoulli ci-dessous, trouver la solution
pour la condition initiale u(t0) = x0.

1) u′(t) + u(t) = u3(t) t0 = 0, x0 = 1

2) u′(t)− 1

t
u(t) + t3u4(t) = 0 t0 = 1, x0 = 1

3) u(t)u′(t)− u2(t) = t2u3(t) t0 = 0, x0 = −1

2

4) u′(t) +
1

t
u(t) = ln(t)u2(t) t0 = 1, x0 = 1.

12.6.3 Soit I un intervalle ouvert de R et soit p, q et f : I → R trois fonctions
continues. Montrer que les solutions de l’équation de Riccati

u′(t) = p(t)u2(t) + q(t)u(t) + f(t) (12.25)

se déduisent des solutions de l’équation de Bernoulli

ũ′(t)− (2p(t)υ0(t) + q(t))ũ(t) = p(t)ũ2(t)



Équations différentielles 327

en posant u(t) = ũ(t) + υ0(t), υ0 : I → R étant une solution particulière de
l’équation différentielle (12.25).

12.6.4 En utilisant l’exercice précédent, trouver la solution de l’équation de Ric-
cati

u′(t) = u2(t) +
1

t
u(t)− 3

t2

qui vérifie la condition initiale u(1) = 2.

12.6.5 Pour chacune des équations différentielles homogènes ci-dessous, trouver
la solution pour la condition initiale u(t0) = x0.

1) u′(t) = 2 +
u(t)

t
t0 = 1, x0 = 0

2) u2(t)u′(t) = t2 t0 = 1, x0 = −1

3) u(t) + u′(t)(t− u(t)) = 0 t0 = 1, x0 =
1

2
4) tu′(t) = te−u(t)/t + u(t) t0 = 1, x0 = 0

5) tu′(t) = u(t) +
√
t2 + u2(t) t0 = 1, x0 = 0

6) tu′(t) = u(t) + t tan

(
u(t)

t

)
t0 = 1, x0 =

π

6
.

12.6.6 Soit l’équation différentielle

u′(t) =
a1t+ b1u(t) + c1
a2t+ b2u(t) + c2

(12.26)

où a1, a2, b1, b2, c1 et c2 sont des constantes.

1) En supposant que a1b2 − a2b1 ̸= 0, montrer qu’il existe deux nombres réels
t̃ et ũ de sorte que la substitution

t = T + t̃, u(t) = U(t) + ũ

transforme l’équation différentielle (12.26) en une équation différentielle
homogène.

2) Etudier l’équation différentielle (12.26) lorsque a1b2 − a2b1 = 0.

12.6.7 En utilisant l’exercice précédent, trouver la solution de l’équation diffé-
rentielle

u′(t) = −2t+ u(t) + 1

t+ u(t) + 2

qui vérifie la condition initiale u(2) = −3.

12.6.8 Soit I un intervalle ouvert de R et f : R→ R une fonction différentiable.
Montrer que si une fonction v ∈ C2(I,R) est solution de l’équation de Clairaut

u(t) = tu′(t) + f(u′(t)) (12.27)

alors, pour tout t ∈ I, on a : v′′(t)(t+ f ′(v′(t))) = 0.
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12.6.9 En utilisant l’exercice précédent, trouver toutes les fonctions v ∈ C2(R,R)
qui sont solutions de l’équation de Clairaut

u(t) = tu′(t) + (u′(t))2.

12.6.10 Trouver une fonction v : ]0,+∞[ → [0,+∞[ qui est solution de l’équation
différentielle

u′(t) =
4u(t)

t
+ t
√
u(t)

et qui vérifie la condition initiale v(1) = 1.

12.6.11 Trouver une fonction v : ] 0,+∞[ → R qui est solution de l’équation
différentielle

u′(t) =
√
u(t) + sin t− cos t

et telle que lim
t→0+

υ(t) = 0.

12.6.12 Trouver la solution générale des équations différentielles linéaires sui-
vantes :

1) u′(t) + u(t) = e2t + et + 3 sin t, t ∈ R
2) tu′(t)− (1 + t)u(t) + et(1 + t2) = 0, t > 0
3) (t cos t)u′(t) + (cos t+ t sin t)u(t) = 1, t ∈ ]0, π/2[
4) (1− t2)u′(t)− 2t u(t) = t2, t ∈ ]−1, 1[.

12.6.13 Trouver la solution générale des équations différentielles linéaires sui-
vantes :

1) u′′(t)− 4u′(t) + 3u(t) = t2et + te2t cos t, t ∈ R
2) u′′(t)− 2u′(t) + u(t) = t et, t ∈ R
3) u′′(t)− 4u′(t) + 5u(t) = t2 + e2t sin t, t ∈ R.

12.6.14 Trouver la solution générale des équations différentielles linéaires sui-
vantes :

1) (t2 + 1)u′′(t)− 2t u′(t) + 2u(t) = 6(t2 + 1)2, t ∈ R
2) tu′′(t)− (1 + t)u′(t) + u(t) =

(
3

t2
− 1

t

)
et, t > 0

3) t2u′′(t)− 3t u′(t)− 5u(t) =
1

t2
, t > 0

4) (t2u′′(t) + 4t u′(t) + 2u(t))− t2 u(t) = t+ 1, t > 0.

12.6.15 Soit I un intervalle ouvert de R, p, q : I → R deux fonctions continues
et v1, v2 : I → R deux solutions de l’équation différentielle

u′′(t) + p(t)u′(t) + q(t)u(t) = 0.

Montrer que pour tout t ∈ I :

W [v1, v2](t) =W [v1, v2](t0)e
−
∫ t
t0

p(s)ds

où t0 est un élément quelconque de I.
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12.6.16 Soit I un intervalle ouvert de R, p, q : I → R deux fonctions conti-
nues et v1, v2 : I → R deux solutions linéairement indépendantes de l’équation
différentielle

u′′(t) + p(t)u′(t) + q(t)u(t) = 0.

1) Montrer que pour tout t ∈ I : v21(t) + v22(t) ̸= 0.

2) En supposant que t1 < t2 soient deux éléments de I pour lesquels la fonction
v1 s’annule, montrer que la fonction v2 s’annule au moins une fois dans
l’intervalle ouvert ]t1, t2[.

3) Dans le cas où E = {x ∈ I : v1(x) = 0} ̸= ∅, montrer qu’a chaque élément
x de E, on peut associer un nombre réel δ(x) > 0 de sorte que

]x− δ(x), x+ δ(x)[∩E = {x}.





Chapitre 13

Espace Rn

13.1 Norme euclidienne

13.1.1 Définition de Rn

On désigne parRn l’ensemble constitué de tous les n-tuples ordonnés (x1, . . . , xn)
de nombres réels. Par la suite, les éléments de Rn seront notés indifféremment
x ou (x1, . . . , xn). Parfois les éléments de Rn seront aussi notés à l’aide de
majuscules : P, A, B, C, etc.

On munit Rn des deux opérations suivantes : pour tout x = (x1, . . . , xn),
y = (y1, . . . , yn) et tout λ ∈ R, on pose

x + y = (x1 + y1, . . . , xn + yn)

et

λx = (λx1, . . . , λxn).

Avec ces deux opérations on vérifie immédiatement queRn est un espace vectoriel
sur R de dimension n (fig. 13.1 et 13.2).

n = 3

1

1

1

x3

x

 λx, λ > 1

µx, µ < 0

x2

x1

Fig. 13.1
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n = 3

1

1 1

x3

x2

x + yy

x

x1

Fig. 13.2

13.1.2 Définition de la norme euclidienne

Soit x = (x1, . . . , xn) un élément de Rn. Le nombre réel positif ou nul ||x ||
défini par

||x || =
(

n∑
i=1

x2i

)1/2

est appelé la norme euclidienne de x.

13.1.3 Propriétés de la norme euclidienne

• ||x || = 0 est équivalent à x = 0 = (0, . . . , 0);
• pour tout x ∈ Rn et tout λ ∈ R : ||λx || = |λ| · ||x ||;
• pour tout x ∈ Rn et tout y ∈ Rn :
||x + y || ⩽ ||x ||+ ||y || (inégalité triangulaire) ;

• pour tout x ∈ Rn et tout y ∈ Rn :
||x − y || ⩾

∣∣ ||x || − ||y ||
∣∣ (inégalité triangulaire inverse).

démonstration. Les deux premières propriétés découlent immédiatement de la
définition de la norme euclidienne. Montrons donc la troisième propriété. Comme

||x + y ||2 =

n∑
i=1

(xi + yi)
2
=

n∑
i=1

x2i + 2

n∑
i=1

xiyi +

n∑
i=1

y2i ,
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on obtient, en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz (§ 7.4.4) :

n∑
i=1

xiyi ⩽
n∑

i=1

(|xi| · |yi|) ⩽
(

n∑
i=1

x2i

)1/2( n∑
i=1

y2i

)1/2

,

que

||x + y ||2 ⩽

( n∑
i=1

x2i

)1/2

+

(
n∑

i=1

y2i

)1/2
2

= (||x ||+ ||y ||)2.

Par conséquent ||x + y || ⩽ ||x ||+ ||y || (fig. 13.3).

n = 2

x + y

x

y

0

||x + y||

||x||

||y||

Fig. 13.3

Montrons à présent la quatrième propriété. On déduit de l’inégalité

||x || = ||(x − y) + y || ⩽ ||x − y ||+ ||y ||

que ||x || − ||y || ⩽ ||x − y ||. De même,

||y || = ||(y − x ) + x || ⩽ ||x − y ||+ ||x ||

entrâıne que −||x − y || ⩽ ||x || − ||y ||. D’où −||x − y || ⩽ ||x || − ||y || ⩽ ||x − y ||
ou encore ||x − y || ⩾

∣∣ ||x || − ||y ||
∣∣. ■

13.2 Suites dans Rn

13.2.1 Définition d’une suite dans Rn

Une suite d’éléments de Rn est une application f de N dans Rn, qui, à tout
entier naturel k, fait correspondre l’élément f (k) de Rn.

L’élément f (k) de Rn est appelé le k-ième terme de la suite et on le désigne par
une lettre indexée en bas à droite par k, par exemple : xk = (x1,k, . . . , xn,k), la
suite elle-même étant alors désignée par (xk). Le sous-ensemble {xk : k ∈ N}
de Rn est appelé l’ensemble des éléments de la suite. Si {xk : k ∈ N} est inclus
dans un sous-ensemble E de Rn, on dit que (xk) est une suite d’éléments de E.
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13.2.2 Définition d’une suite bornée

Une suite (xk) est dite bornée s’il existe un nombre réelM ⩾ 0 tel que pour
tout k ∈ N : ||xk|| ⩽M .

13.2.3 Caractérisation d’une suite bornée

Une suite (xk = (x1,k, . . . , xn,k)) est bornée si et seulement si les n suites
numériques (x1,k), . . . , (xn,k) sont bornées.

démonstration. Supposons que la suite (xk) soit bornée. Alors, il existe un
nombre réel M ⩾ 0 tel que pour tout couple d’entiers 1 ⩽ j ⩽ n et k ⩾ 0 :

|xj,k| ⩽
(

n∑
i=1

x2i,k

)1/2

= ||xk|| ⩽M ;

ce qui entrâıne que les n suites numériques (x1,k), . . . , (xn,k) sont bornées.
Réciproquement, supposons que les n suites numériques (x1,k), . . . , (xn,k)

soient bornées. Alors, il existe n nombres réels positifs ou nuls M1, . . . ,Mn tels
que pour tout couple d’entiers 1 ⩽ j ⩽ n et k ⩾ 0 : |xj,k| ⩽Mj . Par conséquent,
pour tout k ∈ N :

||xk|| =
(

n∑
i=1

x2i,k

)1/2

⩽

(
n∑

i=1

M2
i

)1/2

;

ce qui revient à dire que la suite (xk) est bornée. ■

13.2.4 Définition d’une suite convergente

On dit qu’une suite (xk) d’éléments de Rn est convergente et admet pour
limite x ∈ Rn si, à tout nombre réel ϵ > 0, on peut associer un entier
naturel k0 tel que la relation k ⩾ k0 implique ||xk − x || ⩽ ϵ. On écrit alors
lim

k→+∞
xk = x , et on dit que la suite (xk) converge vers x .

D’une manière générale, l’entier naturel k0 dépend du nombre réel ϵ.

13.2.5 Définition d’une suite divergente

Une suite qui n’est pas convergente est dite divergente. On dit aussi d’une telle
suite qu’elle diverge.
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13.2.6 Caractérisation des suites convergentes

Une suite (xk = (x1,k, . . . , xn,k)) d’éléments de Rn converge vers x =
(x1, . . . , xn) si et seulement si, pour tout entier 1 ⩽ j ⩽ n, la suite nu-
mérique (xj,k) converge vers xj .

démonstration. Soit ϵ un nombre réel positif quelconque. Si la suite (xk)
converge vers x , il existe k0 ∈ N tel que pour tout k ⩾ k0 : ||xk − x || ⩽ ϵ.
Comme pour tout entier 1 ⩽ j ⩽ n

|xj,k − xj | ⩽
(

n∑
i=1

(xi,k − xi)
2

)1/2

= ||xk − x || ⩽ ϵ,

on peut conclure que lim
k→+∞

xj,k = xj .

Réciproquement, supposons que pour tout entier 1 ⩽ j ⩽ n : lim
k→+∞

xj,k = xj .

Alors, à chaque entier 1 ⩽ j ⩽ n, on peut associer un entier naturel kj tel que
pour tout k ⩾ kj : |xj,k − xj | ⩽ ϵ/

√
n. Ainsi, en posant k0 = max{k1, . . . , kn},

on obtient que la relation k ⩾ k0 implique

||xk − x || =
(

n∑
i=1

(xi,k − xi)
2

)1/2

⩽

(
n∑

i=1

ϵ2

n

)1/2

= ϵ.

D’où le résultat. ■

13.2.7 Unicité de la limite

La limite d’une suite d’éléments de Rn, si elle existe, est unique.

démonstration. Il suffit d’utiliser les résultats obtenus aux paragraphes 3.2.4
et 13.2.6. ■

13.2.8 Exemple d’une suite convergente

Le résultat du paragraphe 13.2.6 nous permet d’affirmer, sans autre, que la suite
(xk = (e−k, 1)) d’éléments de R2 converge vers x = (0, 1) (fig. 13.4).

13.2.9 Propriété des suites convergentes

Toute suite convergente est bornée.
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x3 x2 x1

x11

1
x0

x2

Fig. 13.4

démonstration. Soit (xk) une suite qui converge vers x . Alors, pour ϵ = 1, il
existe un entier naturel k0 ⩾ 1 tel que pour tout k ⩾ k0 : ||xk − x || ⩽ 1. Ainsi
on obtient que pour tout k ⩾ k0 :

||xk|| = ||(xk − x ) + x || ⩽ 1 + ||x ||.

Par conséquent, pour tout k ∈ N, on a :

||xk|| ⩽ max{||x 0||, . . . , ||xk0−1||, 1 + ||x ||};

ce qui revient à dire que la suite (xk) est bornée. ■

13.2.10 Propriété de la limite d’une suite convergente

Soit (xk) une suite qui converge vers x et supposons qu’il existe un nombre
réel M ⩾ 0 tel que pour k ∈ N : ||xk|| ⩽M . Alors, ||x || ⩽M .

démonstration. Soit ϵ un nombre réel positif quelconque. Alors, il existe
k0 ∈ N tel que pour tout k ⩾ k0 :

||x || − ||xk|| ⩽ ||x − xk|| ⩽ ϵ;

ce qui entrâıne que

||x || ⩽ ||xk||+ ϵ ⩽M + ϵ.

Cette dernière inégalité étant vérifiée quel que soit ϵ > 0, on peut conclure que
||x || ⩽M . ■
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13.2.11 Opérations algébriques sur les suites

Considérons deux suites (xk) et (yk). On peut par addition et multiplication
par un scalaire λ obtenir les nouvelles suites suivantes :

(uk = xk + yk) et (vk = λxk).

Supposons à présent que les deux suites (xk) et (yk) convergent respectivement
vers x et y . Alors,

• La suite (xk + yk) admet pour limite x + y .

démonstration. Soit ϵ un nombre réel positif quelconque. Étant donné
que la suite (xk) converge vers x , il existe un entier naturel k1 tel que pour
tout m ⩾ k1 : ||xm−x || ⩽ ϵ/2. De même, il existe k2 ∈ N tel que pour tout
p ⩾ k2 : ||yp − y || ⩽ ϵ/2. Ainsi, en posant k0 = max{k1, k2}, on obtient
que pour tout k ⩾ k0 :

||(xk + yk)− (x + y)|| ⩽ ||xk − x ||+ ||yk − y || ⩽ ϵ/2 + ϵ/2 = ϵ.

■
• La suite (λxk) admet pour limite λx .

démonstration. Soit ϵ un nombre réel positif quelconque et supposons
que λ ̸= 0 (dans le cas contraire, le résultat est évident). Puisque la suite
(xk) converge vers x , il existe un entier naturel k0 tel que pour
tout k ⩾ k0 : ||xk − x || ⩽ ϵ/|λ| ; ce qui entrâıne que ||λxk − λx || =
|λ| · ||x − xk|| ⩽ ϵ.

■

13.2.12 Définition d’une suite de Cauchy

On dit qu’une suite (xk) d’éléments de Rn est une suite de Cauchy, si à
tout nombre réel ϵ > 0, on peut associer un entier naturel k0 tel que les
relations k ⩾ k0 et l ⩾ k0 impliquent ||xk − x l|| ⩽ ϵ.

D’une manière générale, l’entier naturel k0 dépend du nombre réel ϵ.

13.2.13 Caractérisation d’une suite de Cauchy

Une suite (xk = (x1,k, . . . , xn,k)) est une suite de Cauchy si et seulement si
les n suites numériques (x1,k), . . . , (xn,k) sont des suites de Cauchy.

démonstration. Soit ϵ un nombre réel positif quelconque. Si la suite (xk)
est une suite de Cauchy, il existe un entier naturel k0 tel que pour tout couple
d’entiers k ⩾ k0 et l ⩾ k0 : ||xk − x l|| ⩽ ϵ. Comme pour tout entier 1 ⩽ j ⩽ n

|xj,k − xj,l| ⩽
(

n∑
i=1

(xi,k − xi,l)
2

)1/2

= ||xk − x l|| ⩽ ϵ,
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on peut conclure que les n suites numériques (x1,k), . . . , (xn,k) sont des suites de
Cauchy.

Réciproquement, supposons que les n suites numériques (x1,k), . . . , (xn,k)
soient des suites de Cauchy. Alors, à chaque entier 1 ⩽ j ⩽ n, on peut asso-
cier un entier naturel kj tel que pour tout couple d’entiers k ⩾ kj et l ⩾ kj :
|xj,k − xj,l| ⩽ ϵ/

√
n. Ainsi, en posant k0 = max{k1, . . . , kn}, on obtient que les

relations k ⩾ k0 et l ⩾ k0 impliquent

||xk − x l|| =

 n∑
j=1

(xj,k − xj,l)
2

1/2

⩽ ϵ.

D’où le résultat. ■

13.2.14 Propriété caractéristique des suites de Cauchy

Une suite (xk) est une suite de Cauchy si et seulement si elle est convergente.

démonstration. Si (xk = (x1,k, . . . , xn,k)) est une suite de Cauchy, les n
suites numériques (x1,k), . . . , (xn,k) sont des suites de Cauchy (§ 13.2.13), donc
convergentes (§ 3.7.4) ; ce qui implique (§ 13.2.6) que la suite (xk) converge.

Réciproquement, si (xk = (x1,k, . . . , xn,k)) est une suite convergente, les n
suites numériques (x1,k), . . . , (xn,k) sont convergentes (§ 13.2.6), donc de Cauchy
(§ 3.7.4) ; ce qui implique (§ 13.2.13) que la suite (xk) est une suite de Cauchy.

■

13.2.15 Définition d’une sous-suite

Une sous-suite d’une suite (xk) est une suite p 7→ xk(p), où k : N→ N est
une application strictement croissante. Une sous-suite d’une suite (xk) est
aussi appelée une suite partielle ou encore une suite extraite de (xk). Elle
est notée

(
xk(p)

)
ou
(
xkp

)
.

Remarque. Observons l’abus de notation : dans (xk), k ∈ N désigne une variable
entière, alors que dans

(
xk(p)

)
, k : N → N désigne une fonction strictement

croissante.

13.2.16 Théorème de Bolzano-Weierstrass

De toute suite bornée (xk) on peut extraire une sous-suite (xk(p)) qui
converge.

démonstration. Comme la suite (xk = (x1,k, . . . , xn,k)) est bornée et que
pour tout entier 1 ⩽ j ⩽ n :
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|xj,k| ⩽
(

n∑
i=1

x2i,k

)1/2

= ||xk||,

on peut affirmer que les n suites numériques (x1,k), . . . , (xn,k) sont bornées
(§ 13.2.3).

Ainsi, en utilisant le théorème 3.6.3, on sait que de la suite (x1,k) on peut
extraire une sous-suite (x1,k1(p)) qui converge, où k1 : N → N est une fonction
strictement croissante.

Comme la sous-suite (x2,k1(p)) de la suite (x2,k) est aussi bornée, le théorème
3.6.3 assure qu’il existe une fonction k2 : N→ N strictement croissante telle que
(x2,k1(k2(p))) converge.

En continuant ainsi, on obtient des fonctions strictement croissantes k1, . . . , kn :
N→ N telles que les sous-suites suivantes convergent :

(x1,k1(p)), (x2,k1(k2(p))), . . . , (xn,k1(k2(...kn(p)...))).

Puisque k2 : N → N est une fonction strictement croissante, (x1,k1(k2(p)))
est une sous-suite de la sous-suite convergente (x1,k1(p)), et elle est donc aussi
convergente. De même, (xj,k1(k2(...kn(p)...))) converge pour tout j ∈ {1, . . . , n} car
c’est une sous-suite de la suite convergente (xj,k1(k2(...kj(p)...))).

Par le paragraphe 13.2.6, la sous-suite

(xk1(k2(···kn(p)··· ))) = (x (k1◦···◦kn)(p))

converge. Observons que k1 ◦ . . . ◦ kn : N → N est bien une fonction stric-
tement croissante, car elle s’obtient par composition de fonctions strictement
croissantes. ■

13.3 Topologie de Rn

13.3.1 Définition d’une boule ouverte

Pour tout x ∈ Rn et tout nombre réel δ > 0, on pose B(x , δ) = {y ∈ Rn :
||y − x || < δ}. Par définition, B(x , δ) est appelée la boule ouverte de centre
x et de rayon δ (fig. 13.5).

13.3.2 Définition de l’intérieur d’un sous-ensemble de Rn

Soit E un sous-ensemble non vide de Rn. Un point x est dit intérieur à E
s’il existe un nombre réel δ > 0 tel que B(x , δ) ⊂ E.

L’ensemble des points intérieurs à E est appelé l’intérieur de E et est
noté E̊.
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Fig. 13.5

Remarque. L’intérieur de l’ensemble vide est usuellement considéré comme égal

à l’ensemble vide : ∅̊ = ∅. Néanmoins, sauf mention explicite du contraire, il sera
toujours sous-entendu dans ce livre que, lorsque l’intérieur d’un sous-ensemble
est considéré, ce sous-ensemble n’est pas vide.

13.3.3 Définition d’un sous-ensemble ouvert de Rn

On dit qu’un sous-ensemble E de Rn est ouvert s’il est vide ou s’il ne
contient que des points intérieurs.

13.3.4 Caractérisation d’un sous-ensemble ouvert de Rn

Un sous-ensemble non vide de Rn est ouvert si et seulement si E = E̊.

13.3.5 Propriétés des sous-ensembles ouverts de Rn

• Toute réunion quelconque de sous-ensembles ouverts de Rn est un
sous-ensemble ouvert de Rn.

• Toute intersection finie de sous-ensembles ouverts de Rn est un sous-
ensemble ouvert de Rn.

démonstration. Soit (Ai)i∈I une famille quelconque de sous-ensembles ouverts
de Rn. Montrons que

A =
⋃
i∈I

Ai

est ouvert. En effet, si x ∈ A, il existe au moins un j ∈ I tel que x ∈ Aj . Puisque
Aj est ouvert, il existe un nombre réel δ > 0 tel que B(x , δ) ⊂ Aj ⊂ A.
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Supposons à présent que (Bi)i∈{1, ...,m} soit une famille finie de sous-ensembles
ouverts de Rn et montrons que

B =

m⋂
i=1

Bi

est ouvert. En effet, si x ∈ B, alors x appartient à tous les Bi. Puisque tous
les Bi sont ouverts, il existe m nombres réels positifs δ1, . . . , δm tels que pour
tout entier 1 ⩽ j ⩽ m : B(x , δj) ⊂ Bj . Ainsi, en posant δ = min{δ1, . . . , δm},
on obtient que pour tout entier 1 ⩽ j ⩽ m : B(x , δ) ⊂ B(x , δj) ⊂ Bj ; ce qui
entrâıne que B(x , δ) ⊂ B. ■

13.3.6 Exemples de sous-ensembles ouverts de Rn

Pour tout x ∈ Rn et tout nombre réel δ > 0, la boule ouverte B(x , δ) est un
sous-ensemble ouvert de Rn. En effet, pour tout y ∈ B(x , δ), la boule ouverte
de centre y et de rayon r = δ − ||y − x || est incluse dans B(x , δ) (fig. 13.6).

x2

x1

n = 2

x

y
r

δ

1

1

Fig. 13.6

Pour tout sous-ensemble non vide E de Rn, E̊ est ouvert. C’est même le plus
grand sous-ensemble ouvert de Rn qui soit contenu dans E. Autrement dit, si A
est un sous-ensemble ouvert de Rn contenu dans E, alors A ⊂ E̊.

13.3.7 Remarque

En général, une intersection infinie de sous-ensembles ouverts de Rn n’est pas
un sous-ensemble ouvert de Rn. Par exemple, l’intersection de toutes les boules
ouvertes de la forme B(0 , 1/k) avec k ∈ N∗ est le sous-ensemble {0} de Rn

réduit au seul point 0 , et {0} n’est pas ouvert.

13.3.8 Définition d’un sous-ensemble fermé de Rn

On dit qu’un sous-ensemble E de Rn est fermé si son complémentaire

∁E = Rn\E = {x ∈ Rn : x /∈ E}

est un sous-ensemble ouvert de Rn (fig. 13.7).
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Fig. 13.7

13.3.9 Caractérisation d’un sous-ensemble fermé de Rn

Un sous-ensemble non vide E de Rn est fermé si et seulement si toute suite
d’éléments de E qui converge dans Rn converge vers un élément de E.

démonstration. Supposons que E soit fermé et que (xk) soit une suite d’élé-
ments de E qui converge vers x ∈ Rn. Montrons que x ∈ E. Pour cela, raison-
nons par l’absurde et supposons que x /∈ E. Alors, x ∈ ∁E. Comme ∁E est
ouvert, il existe un nombre réel δ > 0 tel que B(x , δ) ⊂ ∁E ; ce qui entrâıne que
{xk : k ∈ N} ∩ B(x , δ) = ∅. Ce résultat est impossible car x est la limite de la
suite (xk). D’où la contradiction. Par conséquent x ∈ E.

Réciproquement, supposons que E ne soit pas fermé. Alors ∁E n’est pas
ouvert ; ce qui implique l’existence d’un élément x de ∁E tel que pour tout
entier k > 0 : B(x , 1/k) ∩E ̸= ∅. Ainsi, à tout entier k > 0, on peut associer un
élément xk de E vérifiant l’inégalité ||xk − x || < 1/k. On a donc construit une
suite (xk) d’éléments de E qui converge vers x ∈ ∁E (l’élément x 0 pouvant être
choisi arbitrairement dans E). ■

13.3.10 Sous-ensembles ouverts et fermés de Rn

L’ensemble vide ∅ et Rn sont les deux seuls sous-ensembles de Rn qui soient
à la fois ouverts et fermés.

démonstration. Il résulte de la définition d’un ouvert que Rn et ∅ sont deux
ouverts. Puisque l’un est le complémentaire de l’autre, ils sont aussi fermés.
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Supposons à présent qu’il existe un autre sous-ensemble de Rn qui soit à la
fois ouvert et fermé. Désignons-le par E. Puisque E et ∁E ne sont pas vides, ils
contiennent chacun au moins un élément, à savoir a ∈ E et b ∈ ∁E. Posons

I = {λ ∈ [0, 1] : λb + (1− λ)a ∈ E}.
Comme I est borné et pas vide (car 0 ∈ I), le nombre réel β = sup I existe. De
la définition de β, on déduit l’existence d’une suite (λk) d’éléments de I telle
que lim

k→+∞
λk = β ; ce qui entrâıne, entre autres, que la suite

(xk = λkb + (1− λk)a)

d’éléments de E converge vers c = βb +(1−β)a . Étant donné que E est fermé,
on peut affirmer (§ 13.3.9) que c ∈ E.

Comme b /∈ E, on a aussi que 0 ⩽ β < 1. Ainsi, en posant αk = β + (1 −
β)/(k + 1), on obtient que

(yk = αkb + (1− αk)a)

est une suite d’éléments de ∁E (αk /∈ I car αk > β = sup I) qui converge vers
c. Puisque ∁E est fermé, on peut écrire que c ∈ ∁E.

Ainsi, c appartient à la fois à E et à ∁E ; ce qui est une absurdité. On peut
donc conclure qu’un tel sous-ensemble E de Rn n’existe pas. D’où le résultat. ■

13.3.11 Remarque

Un sous-ensemble de Rn peut très bien n’être ni ouvert ni fermé. C’est le cas de
l’ensemble {(x, y) ∈ R2 : x ∈ Q, y = 0}.

13.3.12 Propriétés des sous-ensembles fermés

• Toute intersection quelconque de sous-ensembles fermés de Rn est un
sous-ensemble fermé de Rn.

• Toute réunion finie de sous-ensembles fermés de Rn est un sous-
ensemble fermé de Rn.

démonstration. Soit (Ai)i∈I une famille quelconque de sous-ensembles fermés
de Rn. Montrons que

A =
⋂
i∈I

Ai

est fermé. En effet, puisque

∁A =
⋃
i∈I

∁Ai

et que tous les ∁Ai sont ouverts, on obtient (§ 13.3.5) que ∁A est ouvert.
Supposons à présent que (Bi)i∈{1, ...,m} soit une famille finie de sous-ensembles

fermés de Rn et montrons que

B =

m⋃
i=1

Bi
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est fermé. En effet, comme

∁B =

m⋂
i=1

∁Bi

et que tous les ∁Bi sont ouverts, on peut affirmer (§ 13.3.5) que ∁B est ouvert.
■

13.3.13 Définition de l’adhérence d’un sous-ensemble de Rn

Puisque tout sous-ensemble E de Rn est contenu dans Rn, qui est un fermé,
on peut poser la définition suivante : l’intersection de tous les fermés conte-
nant E est appelée l’adhérence de E et est notée E.

De cette définition, il résulte immédiatement (§ 13.3.12) que E est le plus petit
fermé qui contienne E et que ∅ = ∅. Comme l’intérieur de ∁E (noté (∁E)◦) est
le plus grand ouvert inclus dans ∁E, on en déduit

∁E = (∁E)◦.

En appliquant cette dernière relation au sous-ensemble ∁E plutôt qu’à E, on

obtient aussi ∁ ∁E = E̊ et donc

∁E = ∁ E̊

(ces égalités restant vraies si E ou ∁E est vide).
Comme ∁E = (∁E)◦ et (∁E)◦ est le sous-ensemble des x ∈ Rn tels qu’il

existe δ > 0 (qui peut dépendre de x ) vérifiant B(x , δ) ⊂ ∁E, on obtient que E
est le sous-ensemble des z ∈ Rn tels que

∀δ > 0 B(z , δ) ∩ E ̸= ∅.

13.3.14 Caractérisation d’un sous-ensemble fermé de Rn

Un sous-ensemble E de Rn est fermé si et seulement si E = E.

13.3.15 Caractérisation de l’adhérence d’un sous-ensemble de Rn

Soit E un sous-ensemble non vide de Rn. Pour que x ∈ E il faut et il suffit
que x soit la limite d’une suite d’éléments de E.

démonstration. Montrons que cette condition est nécessaire. Pour cela, raison-
nons par l’absurde et supposons que E possède un élément x qui ne soit la limite
d’aucune suite d’éléments de E. Alors, il existe un nombre réel δ > 0 tel que
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B(x , δ) ∩ E = ∅. Par conséquent, E ⊂ ∁B(x , δ). Comme ∁B(x , δ) est un fermé
contenant E, il contient aussi E. On a obtenu la contradiction x ∈ E ⊂ ∁B(x , δ).
On a ainsi démontré que la condition était nécessaire.

Reste à montrer qu’elle est suffisante. En effet, si x ∈ Rn est la limite d’une
suite d’éléments de E, x est aussi la limite d’une suite d’éléments de E. Comme
E est fermé, on peut conclure (§ 13.3.9) que x ∈ E. ■

13.3.16 Définition d’une boule fermée

Pour tout x ∈ Rn et tout nombre réel δ > 0, l’adhérence de la boule ouverte
de centre x et de rayon δ est égale à {y ∈ Rn : ||y − x || ⩽ δ}. Autrement dit,
B(x , δ) = {y ∈ Rn : ||y − x || ⩽ δ}.

Par définition, B(x , δ) est appelée la boule fermée de centre x et de rayon δ.

démonstration. Posons A = {y ∈ Rn : ||y−x || ⩽ δ}. Montrons que B(x , δ) ⊂
A. En effet, si z ∈ B(x , δ) il existe une suite (z k) d’éléments de B(x , δ) qui
converge vers z (§ 13.3.15) ; ce qui entrâıne que la suite (z k − x ) converge vers
z − x . Puisque pour tout k ∈ N : ||z k − x || < δ, on obtient (§ 13.2.10) que
||z − x || ⩽ δ ou encore z ∈ A.

Montrons à présent que A ⊂ B(x , δ). En effet, si v ∈ A, la suite (vk) définie
par

vk = x +

(
1− 1

k + 1

)
(v − x )

converge vers v . Comme de plus, pour tout k ∈ N : vk ∈ B(x , δ), on obtient
(§ 13.3.15) que v ∈ B(x , δ). ■

13.3.17 Définition de la frontière d’un sous-ensemble de Rn

Soit E un sous-ensemble non vide de Rn. Un point x est dit point frontière
de E si toute boule ouverte de centre x contient au moins un point de E et
au moins un point de ∁E.

L’ensemble des points frontières de E est appelé la frontière ou encore
le bord de E et est noté ∂E.

Il résulte immédiatement de cette définition que :

• ∂E = E ∩ ∁E ; ainsi x ∈ ∂E si et seulement si x est la limite d’une suite
d’éléments de E et d’une suite d’éléments de ∁E (§ 13.3.15) ;

• ∂E est un sous-ensemble fermé de Rn ;
• ∂E = E ∩ ∁E̊ = {x ∈ E : x /∈ E̊} ;
• E = E̊ ∪ ∂E et ∂E ∩ E̊ = ∅.

Remarque. La frontière de l’ensemble vide est usuellement considérée comme
égale à l’ensemble vide : ∂ ∅ = ∅. Néanmoins, sauf mention explicite du contraire,
il sera toujours sous-entendu dans ce livre que, lorsque la frontière d’un sous-
ensemble est considérée, ce sous-ensemble n’est pas vide.
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13.3.18 Propriété de la frontière

Pour tout sous-ensemble non vide E de Rn, on a : ∂E ⊂ ∂E.

démonstration. En effet ∂E = E\E̊ et, de même ∂E = E \ E̊. D’où

∂E = E \ E̊ ⊂ E\E̊ = ∂E

car E = E (E étant fermé) et E̊ ⊂ E̊ (puisque E ⊂ E). ■
Remarque. L’inclusion peut être stricte. Par exemple, dans R et pour E =
]0, 1[∪]1, 2[, on obtient ∂E = {0, 1, 2} et ∂E = {0, 2}.

13.3.19 Frontière de la boule ouverte et celle de la boule fermée

Pour tout x ∈ Rn et tout nombre réel δ > 0, la frontière de la boule ouverte
B(x , δ) est égale à {y ∈ Rn : ||y − x || = δ}. Autrement dit,

∂B(x , δ) = {y ∈ Rn : ||y − x || = δ}.

De même, ∂B(x , δ) = {y ∈ Rn : ||y − x || = δ}.
démonstration. Si ||z − x || < δ, alors

B
(
z , δ − ||z − x ||

)
⊂ B(x , δ) ⊂ B(x , δ)

et donc z n’appartient ni à la frontière de B(x , δ) ni à celle de B(x , δ).

Si ||z − x || > δ, alors

B
(
z , ||z − x || − δ

)
⊂ ∁B(x , δ) ⊂ ∁B(x , δ)

et donc z n’appartient ni à la frontière de B(x , δ) ni à celle de B(x , δ).

Si ||z − x || = δ, alors la suite(
z k = x +

(
1− 1

k + 1

)
(z − x )

)
converge vers z et est constituée d’éléments de B(x , δ) ⊂ B(x , δ). D’autre part
la suite (

yk = x +

(
1 +

1

k + 1

)
(z − x )

)
converge vers z et est constituée d’éléments de ∁B(x , δ) ⊂ ∁B(x , δ). Ainsi z
appartient à la frontière de B(x , δ) et à celle de B(x , δ). ■
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13.3.20 Remarque

On sait (§ 13.3.18) que pour tout sous-ensemble non vide E de Rn : ∂E ⊂ ∂E.
Mais contrairement à ce que pourrait laisser faire croire le résultat du paragraphe
13.3.19 où ∂B(x , δ) = ∂B(x , δ), la frontière de E n’est généralement pas incluse
dans celle de E. Par exemple, pour E = {(x, y) ∈ R2 : x ∈ Q}, on a : ∂E =
R2 = E, tandis que ∂E = ∅.

13.3.21 Définition d’un sous-ensemble borné de Rn

Un sous-ensemble non vide E de Rn est dit borné s’il existe un nombre réel
M ⩾ 0 tel que pour tout x ∈ E : ||x || ⩽M .

13.3.22 Définition d’un sous-ensemble compact de Rn

Un sous-ensemble non vide de Rn est dit compact s’il est à la fois fermé et
borné.

Remarque. L’ensemble vide est usuellement considéré comme compact. Néan-
moins, sauf mention explicite du contraire, il sera toujours sous-entendu dans
ce livre que, lorsque un sous-ensemble compact est considéré, ce sous-ensemble
n’est pas vide.

13.3.23 Adhérence d’un sous-ensemble borné de Rn

L’adhérence de tout sous-ensemble borné de Rn est compacte.

démonstration. Soit E un sous-ensemble borné de Rn et M un nombre réel
positif ou nul tel que la relation x ∈ E implique ||x || ⩽ M . Soit y ∈ E. Alors,
il existe une suite (yk) d’éléments de E qui converge vers y . Puisque pour tout
k ∈ N : ||yk|| ⩽ M , on obtient (§ 13.2.10) que ||y || ⩽ M . Par conséquent E est
un sous-ensemble borné de Rn. Comme de plus E est fermé, on peut affirmer
que E est compact. ■

13.3.24 Exemple d’un sous-ensemble compact de Rn

Pour tout x ∈ Rn et tout nombre réel δ > 0, la boule fermée B(x , δ) est
compacte.

13.3.25 Caractérisation d’un sous-ensemble compact de Rn

Un sous-ensemble non vide E de Rn est compact si et seulement si de toute
suite d’éléments de E on peut extraire une sous-suite qui converge vers un
élément de E.
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démonstration. Supposons que E soit compact et soit (xk) une suite d’élé-
ments de E. Puisque E est borné, on peut en extraire (§ 13.2.16) une sous-suite
(xk(p)) qui converge vers un élément x de Rn. Comme de plus E est fermé, on
sait (§ 13.3.9) que x ∈ E.

Réciproquement, supposons que de toute suite d’éléments de E, on peut
extraire une sous-suite qui converge vers un élément de E. Le résultat obtenu au
paragraphe 13.3.9 implique que E est fermé. Reste à démontrer que E est borné.
Pour cela, raisonnons par l’absurde et supposons qu’il ne le soit pas. Alors, à
chaque entier naturel k, on peut associer un élément yk de E tel que ∥yk∥ > k.
Par conséquent, si (yk(p)) est une sous-suite de (yk), on obtient que pour tout
p ∈ N : ∥yk(p)∥ > k(p) ⩾ p ; ce qui entrâıne que (yk(p)) n’est pas bornée,
donc pas convergente. Ainsi, de (yk) on ne peut extraire aucune sous-suite qui
converge ; ce qui contredit l’hypothèse faite sur la suite (yk). D’où E est borné.

■

13.3.26 Définition d’un chemin

Soit E un sous-ensemble non vide de Rn. On appelle chemin de E une
application γ = (γ1, . . . , γn) : [0, 1] → E dont les n fonctions

γ1, . . . , γn : [0, 1] → R

sont continues. Les points γ(0) et γ(1) sont appelés respectivement l’origine
et l’extrémité de ce chemin.

On dit que deux points a et b de E peuvent être joints par un chemin (de E)
s’il existe un chemin de E d’origine a et d’extrémité b (fig. 13.8).

x2

x1

n = 2

a

b

ϒ (t)

1

1

Fig. 13.8
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13.3.27 Définition d’un sous-ensemble connexe par arcs de Rn

Un sous-ensemble non vide E de Rn est dit connexe par arcs si deux points
quelconques de E peuvent être joints par un chemin de E.

13.3.28 Connexité par arcs de la boule ouverte

Pour tout x ∈ Rn et tout nombre réel δ > 0, la boule ouverte B(x , δ) est connexe
par arcs. De même, la boule fermée B(x , δ) est connexe par arcs.

démonstration. Soit a et b deux éléments quelconques de B(x , δ). Puisque
pour tout t ∈ [0, 1] : tb + (1 − t)a ∈ B(x , δ), l’application γ : [0, 1] → B(x , δ)
définie par γ(t) = tb+(1−t)a est un chemin de B(x , δ) d’origine a et d’extrémité
b. Ce résultat étant valable pour tout couple d’éléments a , b de B(x , δ), on peut
conclure que B(x , δ), est connexe par arcs.

De façon analogue, on démontre que B(x , δ) est aussi connexe par arcs. ■

13.3.29 Réunion d’une famille de sous-ensembles connexes par arcs de Rn

Soit (Ai)i∈I une famille de sous-ensembles connexes par arcs de Rn ayant une
intersection non vide. Alors,

A =
⋃
i∈I

Ai

est connexe par arcs.

démonstration. Comme ⋂
i∈I

Ai ̸= ∅,

cette intersection contient au moins un élément, à savoir x 0. Soit a et b une
paire d’éléments quelconques de A. Alors, il existe deux indices i1, i2 ∈ I tels
que a ∈ Ai1 et b ∈ Ai2 . Montrons que a et b peuvent être joints par un
chemin de A. Puisque Ai1 et Ai2 sont connexes par arcs, les points a et x 0

peuvent être joints par un chemin γ1 : [0, 1] → Ai1 , tandis que les points x 0

et b peuvent être joints par un chemin γ2 : [0, 1] → Ai2 . Par conséquent,
l’application γ : [0, 1] → A définie par

γ(t) =

{
γ1(2t) si t ∈ [0, 1/2]

γ2(2t− 1) si t ∈ ]1/2, 1]

est un chemin de A d’origine a et d’extrémité b. D’ou le résultat. ■

13.3.30 Remarque

D’une manière générale, si E1 et E2 sont deux ensembles connexes par arcs

disjoints, on ne peut rien dire a priori concernant la connexité par arcs de

leur réunion E1 ∪ E2. Par exemple, la réunion des deux connexes par arcs

A1 = {(x, y) ∈ R2 : y = x} et A2 = {(x, y) ∈ R2 : y = x + 2} n’est pas

connexe par arcs (fig. 13.9), tandis que la réunion des deux connexes par arcs

B1 = {(x, y) ∈ R2 : x ⩾ 0} et B2 = {(x, y) ∈ R2 : x < 0} est connexe par arcs.
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x2
A2 A1

x11

1

Fig. 13.9

13.3.31 Exemple d’un sous-ensemble connexe par arcs de R2

Le sous-ensemble E = {(x, y) ∈ R2 : x2 − y2 ⩾ 0} de R2 est connexe par arcs

(fig. 13.10).

x2

x1

EE

1

1

Fig. 13.10

13.3.32 Lemme

Soit E un sous-ensemble ouvert de Rn et a un élément de E. Alors,

E1 = {x ∈ E : il existe un chemin de E d’origine a et d’extrémité x}

et E2 = {x ∈ E : x /∈ E1} sont deux sous-ensembles ouverts de Rn.

démonstration. Soit x un élément quelconque de E1. Par hypothèse, il existe
un chemin γ1 : [0, 1] → E d’origine a et d’extrémité x . De plus, E étant ouvert,
il existe un nombre réel δ > 0 tel que B(x , δ) ⊂ E. Montrons que B(x , δ) ⊂ E1.
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En effet, si y ∈ B(x , δ) l’application γ : [0, 1] → E définie par

γ(t) =

{
γ1(2t) si t ∈ [0, 1/2]

x + (2t− 1)(y − x ) si t ∈ ]1/2, 1]

est un chemin de E d’origine a et d’extrémité y ; ce qui entrâıne que y ∈ E1.

Montrons à présent que E2 est aussi ouvert. Si E2 = ∅, il n’y a rien à

démontrer. Supposons donc que E2 ̸= ∅, et soit z un élément quelconque de

E2. Puisque E est ouvert, il existe un nombre réel β > 0 tel que B(z , β) ⊂ E.

Comme z /∈ E1 on peut affirmer que B(z , β) ∩ E1 = ∅ (car sinon on pourrait

relier a à z ) ; ce qui implique que B(z , β) ⊂ E2. ■

13.3.33 Caractérisation d’un sous-ensemble ouvert et connexe
par arcs de Rn

Soit E un sous-ensemble ouvert non vide de Rn. Pour que E soit connexe par

arcs il faut et il suffit qu’il ne soit pas la réunion de deux ouverts non vides

disjoints.

démonstration. Montrons que la condition est suffisante. Soit a ∈ E. On
sait, d’après le lemme 13.3.32, que

E1 = {x ∈ E : il existe un chemin de E d’origine a et d’extrémité x}

et E2 = {x ∈ E : x /∈ E1} sont deux sous-ensembles ouverts de Rn. Puisque
E = E1 ∪E2, E1 ∩E2 = ∅ et E1 ̸= ∅, il résulte de l’hypothèse que E2 = ∅. D’où
E1 = E. Comme par construction E1 est connexe par arcs, E l’est aussi.

Montrons à présent que la condition est nécessaire. Pour cela, raisonnons
par l’absurde et supposons qu’il existe deux ouverts non vides disjoints A1 et
A2 tels que E = A1 ∪A2. Soit a1 ∈ A1 et a2 ∈ A2. Puisque E est connexe par
arcs, il existe un chemin γ : [0, 1] → E d’origine a1 et d’extrémité a2. Posons
B = {t ∈ [0, 1] : γ(t) ∈ A1}.

Comme γ(0) ∈ A1 le nombre réel s = supB existe ; ce qui entrâıne l’exis-
tence d’une suite (tk) d’éléments de B qui converge vers s. D’autre part, en
constatant que s ∈ [0, 1] et que γ(1) /∈ A1, la suite (rk) définie par

rk = s+
1− s

1 + k

est une suite d’éléments de [0, 1] ∩ ∁B qui converge elle aussi vers s. Ainsi, la

définition d’un chemin nous permet d’affirmer que lim
k→+∞

γ(tk) = lim
k→+∞

γ(rk) =

γ(s) ; ce qui implique (§ 13.3.15) que γ(s) ∈ A1 ∩ A2. Comme de plus γ(s) ∈
E = A1∪A2 et A1∩A2 = ∅, on aboutit à l’alternative suivante : soit γ(s) ∈ A1

soit γ(s) ∈ A2. Supposons d’abord que γ(s) ∈ A1. Le sous-ensemble A1 de Rn

étant ouvert, il existe un nombre réel δ > 0 tel que B(γ(s), δ) ⊂ A1; ce qui

entrâıne, puisque A1 ∩ A2 = ∅, que B(γ(s), δ) ∩ A2 = ∅. Ce résultat contredit

le fait que γ(s) ∈ Ā2. D’où γ(s) /∈ A1. De manière analogue, on démontre que

γ(s) /∈ A2. On obtient ainsi une contradiction. Par conséquent, la condition est

nécessaire. ■
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13.3.34 Lemme

Soit E un sous-ensemble compact deRn et (Ai)i∈I une famille de sous-ensembles

ouverts de Rn constituant un recouvrement de E (c’est-à-dire tel que E ⊂⋃
i∈I

Ai). Alors, il existe un nombre réel δ > 0 tel que pour tout x ∈ E, la boule

ouverte B(x , δ) est contenue dans au moins un des Ai.

démonstration. Pour cela raisonnons par l’absurde et supposons qu’un tel
nombre δ n’existe pas. Alors, à chaque entier k > 0, on peut associer un élément
xk de E tel que la boule B(xk, 1/k) ne soit contenue dans aucun des Ai. De la
suite (xk), on peut extraire une sous-suite (xk(p)) qui converge vers un élément
x de E (§ 13.3.25). Puisque x appartient à un certain Aj et que Aj est ouvert,
il existe un nombre réel β > 0 tel que B(x , β) ⊂ Aj . D’autre part, comme
lim

p→+∞
xk(p) = x , il existe un entier p0 > 2/β tel que xk(p0) ∈ B(x , β/2). Ainsi,

en constatant que pour tout y ∈ B(xk(p0), 1/k(p0)) :

||y − x || ⩽ ||y − xk(p0)||+ ||xk(p0) − x || < 1

k(p0)
+

β

2
⩽

1

p0
+

β

2
< β,

on obtient que B(xk(p0), 1/k(p0)) ⊂ B(x , β) ⊂ Aj ; ce qui est absurde. D’où le

lemme. ■

13.3.35 Théorème de Heine–Borel–Lebesgue

Un sous-ensemble non vide E de Rn est compact si et seulement si de toute

famille de sous-ensembles ouverts de Rn constituant un recouvrement de E, on

peut extraire une famille finie qui est un recouvrement de E.

démonstration. Pour commencer, supposons que de toute famille de sous-
ensembles ouverts de Rn constituant un recouvrement de E, on peut extraire
une famille finie qui est un recouvrement de E, et soit (ak) une suite quelconque
d’éléments de E. Montrons que de (ak) on peut extraire une sous-suite qui
converge vers un élément de E. Pour cela, raisonnons par l’absurde et supposons
le contraire. Alors, à chaque élément x de E, on peut associer un nombre réel
δ(x ) > 0 tel que l’ensemble

F (x ) = {k ∈ N : ak ∈ B(x , δ(x ))}

ne contienne au plus qu’un nombre fini d’entiers naturels. Comme

E ⊂
⋃
x∈E

B(x , δ(x )),

on peut affirmer l’existence de p éléments x 1, . . . , xp de E tels que

E ⊂
p⋃

j=1

B(x j , δ(x j));

ce qui implique, entre autres, que

p⋃
j=1

F (x j) =
⋃
x∈E

F (x ) = N.
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Ce résultat est impossible car
⋃p

j=1 F (x j) ne contient au plus qu’un nombre fini
d’éléments. D’où la contradiction. Par conséquent, de la suite (ak) on peut ex-
traire une sous-suite qui converge vers un élément de E. Ainsi, la caractérisation
donnée au paragraphe 13.3.25 nous permet de conclure que E est compact.

Montrons à présent la réciproque. Pour cela, supposons que E soit compact,
et soit (Ai)i∈I une famille quelconque de sous-ensembles ouverts de Rn telle
que

E ⊂
⋃
i∈I

Ai.

Ainsi, grâce au lemme 13.3.34, on sait qu’il existe un nombre réel δ > 0 tel
que pour tout x ∈ E, la boule ouverte B(x , δ) est contenue dans au moins
un des Ai. Soit b1 ∈ E. Alors, il existe i1 ∈ I tel que B(b1, δ) ⊂ Ai1 . Si
Ai1 contient E, il n’y a rien à démontrer. Si Ai1 ne contient pas E, le sous-
ensemble {x ∈ E : x /∈ Ai1} contient au moins un élément, à savoir b2. De
plus, il existe i2 ∈ I tel que B(b2, δ) ⊂ Ai2 . Si Ai1 ∪Ai2 contient E, il n’y
a plus rien à démontrer. Sinon, on recommence en prenant un élément b3 de
{x ∈ E : x /∈ Ai1 ∪ Ai2} et ainsi de suite. . . Après un nombre fini de fois,
ce processus s’arrête, car sinon on obtiendrait une suite (bk) d’éléments de E
telle que pour tout couple d’entiers r ̸= s : ||br − bs|| > δ ; ce qui serait en
contradiction avec le fait que E est compact (§ 13.3.25). Par conséquent, il
existe un entier l > 0 tel que

E ⊂
l⋃

k=1

Aik .

Ainsi, s’achève la démonstration du théorème de Heine–Borel–Lebesgue. ■

13.4 Exercices

13.4.1 Montrer que

1) (A ∩B) ∪ C = (A ∪ C) ∩ (B ∪ C) ;
2) (A ∪B) ∩ C = (A ∩ C) ∪ (B ∩ C).

13.4.2 Soit A et B deux sous-ensembles de Rn. Montrer que A ∪B = A ∪B.

13.4.3 Soit A et B deux sous-ensembles de Rn.

1) Montrer que A ∩B ⊂ A ∩B.

2) Peut-on inverser l’inclusion ?

13.4.4 Montrer que l’adhérence de tout sous-ensemble borné de Rn est bornée.

13.4.5 Soit E un sous-ensemble non vide de Rn tel que E̊ = E. Montrer que
E = Rn.

13.4.6 Soit a < b deux nombres réels et f : [a, b] → R une fonction continue.
Démontrer que E = {(x, f(x)) : a ⩽ x ⩽ b} est un sous-ensemble fermé de R2.
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13.4.7 Soit E = {(x, y) ∈ R2 : x > 0, y = sin 1/x}. Montrer que

E = E ∪ {(x, y) ∈ R2 : x = 0, −1 ⩽ y ⩽ 1}.

13.4.8 Soit

E =

{(
m+

1

p
, n+

1

q

)
: m,n ∈ Z, p, q ∈ N\{0, 1}

}
.

1) E est-il un sous-ensemble ouvert de R2 ?

2) E est-il un sous-ensemble fermé de R2 ?

3) Calculer E et ∂E.

13.4.9 Soit E un sous-ensemble de Rn tel que E̊ ̸= ∅. Montrer que ∂E̊ ⊂ ∂E.

13.4.10 Soit E un sous-ensemble non vide strictement inclus dans Rn. Montrer
que ∂E = ∂

(
∁E
)
.

13.4.11 Soit E un sous-ensemble non vide de Rn tel que ∂E = ∅. Montrer que
E = Rn.

13.4.12 Soit E un sous-ensemble non vide de Rn. Montrer que x ∈ ∂E si et
seulement s’il existe une suite d’éléments de E et une suite d’éléments de ∁E
qui convergent vers x .

13.4.13 Soit A et B deux sous-ensembles non vides de Rn tels que A ∩ B = ∅.
Montrer que ∂(A ∪B) = ∂A ∪ ∂B.

13.4.14 Soit E un sous-ensemble de Rn. Un élément a de Rn est appelé un point
d’accumulation de E si pour tout nombre réel δ > 0, l’intersection E ∩ B(a , δ)
contient au moins un élément autre que a .

1) Montrer que tous les points d’accumulation d’un sous-ensemble de Rn ap-
partiennent à son adhérence. En donnant un contre-exemple, montrer que
la réciproque est fausse.

2) Démontrer que tout sous-ensemble de Rn qui admet un point d’accumula-
tion possède une infinité d’éléments.

3) Montrer que tout sous-ensemble borné de Rn qui n’admet pas de point
d’accumulation ne possède qu’un nombre fini d’éléments. Que devient ce
résultat si le sous-ensemble n’est pas borné ?

4) Démontrer qu’un sous-ensemble non vide de Rn est fermé si et seulement
s’il contient tous ses points d’accumulation.

13.4.15 Soit a1, . . . ,ap p éléments distincts de Rn. Montrer que l’ensemble E =
{a1, . . . ,ap} est compact.

13.4.16 Soit E un sous-ensemble compact de Rn. Montrer que l’adhérence de
tout sous-ensemble non vide de E est compacte.
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13.4.17 Soit E un sous-ensemble compact de Rn et soit (Fi)i∈I une famille de
sous-ensembles fermés de Rn inclus dans E telle que pour tout sous-ensemble
fini I0 de I : ∩

i∈I0
Fi ̸= ∅. Montrer que

∩
i∈I

Fi ̸= ∅.

13.4.18 Soit (xk) une suite d’éléments de Rn qui converge vers x . Montrer que
la suite numérique (||xk||) converge vers ||x ||.

13.4.19 Soit A un sous-ensemble compact de Rn et B un sous-ensemble non vide
et fermé de Rn. Montrer qu’il existe a ∈ A et b ∈ B tels que

||a − b|| = inf{||x − y || : x ∈ A,y ∈ B}.

13.4.20 Soit E un sous-ensemble de Rn et γ : [0, 1] → E un chemin de E.
Montrer que γ([0, 1]) = {γ(t) ∈ Rn : t ∈ [0, 1]} est connexe par arcs.

13.4.21 Soit A et B deux sous-ensembles fermés de Rn tels que l’union A∪B et
l’intersection A∩B sont connexes par arcs. En déduire que A et B sont connexes
par arcs.

13.4.22 Soit E = {(x, y) ∈ R2 : x > 0, y = sin 1/x}. Montrer que E est connexe
par arcs, tandis que E (exercice 13.4.7) ne l’est pas.

13.4.23 Soit f : Rn ×Rn → R la fonction définie par

f(x ,y) =
||x − y ||

1 + ||x − y || .

Montrer que pour tout triplet x ,y et z de Rn :

f(x , z ) ⩽ f(x ,y) + f(y , z ).

13.4.24 Soit p un nombre réel strictement supérieur à 1 et || · ||p : Rn → R la
fonction définie, pour tout x = (x1, . . . , xn), par

||x ||p =

(
n∑

i=1

|xi|p
)1/p

.

(Pour p = 2, on obtient la norme euclidienne définie au paragraphe 13.1.2.)
Montrer que pour tout x ∈ Rn et tout y ∈ Rn :

||x + y ||p ⩽ ||x ||p + ||y ||p.
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13.4.25 (Produit scalaire). Soit ⟨·, ·⟩ : Rn×Rn → R la fonction définie, pour tout
x = (x1, . . . , xn) et tout y = (y1, . . . , yn), par

⟨x ,y⟩ =
n∑

k=1

xk yk.

1) Montrer que pour tout triplet x ,y et z de Rn et tout couple de nombres
réels α et β :

⟨αx + βy , z ⟩ = α⟨x , z ⟩+ β⟨y , z ⟩.

2) En déduire que pour tout couple d’éléments x et y de Rn vérifiant la
relation ⟨x ,y⟩ = 0 :

∥x + y∥2 = ∥x∥2 + ∥y∥2 (égalité de Pythagore).

3) Montrer que pour tout x ∈ Rn et tout y ∈ Rn :

|⟨x ,y⟩| ⩽ ∥x∥ · ∥y∥ (inégalité de Cauchy-Schwarz (§ 7.4.4)).



Chapitre 14

Fonctions réelles de plusieurs

variables réelles

14.1 Définitions

14.1.1 Fonction réelle de plusieurs variables réelles

Soit E un sous-ensemble non vide de Rn et G une partie du produit cartésien
E × R telle que, pour tout élément x = (x1, . . . xn) de E, il existe un nombre
réel y et un seul tel que le couple (x , y) appartienne à G. Alors, le triplet

f = (G,E,R)

s’appelle fonction définie sur E à valeurs dans R ou encore application de E
dans R. Ici, les mots application et fonction seront toujours considérés comme
synonymes. On dit que G est le graphe de f et on le note par G(f), que E est
l’ensemble de départ ou le domaine de définition et on le désigne généralement
par D(f). L’unique nombre réel y correspondant à l’élément x de E par f s’ap-
pelle l’image de x par f et se note f(x ), tandis que x est appelé la variable
indépendante. Le sous-ensemble

{f(x ) : x ∈ E} = {y ∈ R : ∃x ∈ E tel que f(x ) = y}

de R est appelé l’image de E par f et est noté Imf . La notation f = (G,E,R)
n’est pas utilisée en pratique, on lui préfère les notations suivantes :

f : E → R et E
f→ R.

Pour montrer que f(x ) est le nombre réel associé à x , on emploie la notation

x 7→ f(x ).

14.1.2 Graphique d’une fonction de deux variables

Soit E un sous-ensemble non vide de R2 et f une fonction définie sur E à
valeurs dans R. Considérons à présent l’espace euclidien rapporté à trois axes
de coordonnées Ox,Oy et Oz définis par les trois vecteurs e1, e2 et e3. Alors,
à tout élément (x, y) de E, on fait correspondre le point P de l’espace dont les
coordonnées relativement aux trois axes Ox,Oy et Oz sont x, y et z = f(x, y).
L’ensemble de ces points est appelé le graphique de la fonction f relativement
aux trois axes Ox,Oy et Oz (fig. 14.1 et 14.2).
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z

P

x

y y
x

1

1

1

n = 2

z = f (x, y)

Fig. 14.1

z = f (x, y) = x2 + y2

x

y

1

1

1

Fig. 14.2

En général l’axe Ox est appelé l’axe des abscisses, Oy l’axe des ordonnées
et Oz l’axe des cotes. L’intersection de ces trois axes est appelée l’origine, notée
par la lettre majuscule O ou sous forme vectorielle 0 = (0, . . . , 0).

14.1.3 Fonction bornée

Soit E un sous-ensemble non vide de Rn. Une fonction f : E → R est dite
bornée s’il existe un nombre réel M ⩾ 0 tel que la relation x ∈ E implique
|f(x )| ⩽M .
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14.2 Limites

14.2.1 Fonction définie au voisinage d’un point

Nous dirons qu’une fonction f : E → R est définie au voisinage de x 0 si x 0

est un point intérieur à E ∪ {x 0}, c’est-à-dire, s’il existe un nombre réel
δ > 0 tel que B(x 0, δ) ⊂ E ∪ {x 0}.

14.2.2 Définition de la limite d’une fonction

Nous dirons qu’une fonction f : E → R définie au voisinage de x 0 admet
pour limite le nombre réel l lorsque x tend vers x 0 si à tout nombre réel
ϵ > 0, on peut associer un nombre réel δ > 0 tel que les relations x ∈ E et
0 < ∥x − x 0∥ ⩽ δ impliquent |f(x )− l | ⩽ ϵ. On écrit alors, lim

x→x0

f(x ) = l.

D’une manière générale, le nombre réel δ dépend de x 0 et de ϵ.

14.2.3 Caractérisation de la limite d’une fonction à partir des suites

Une fonction f : E → R définie au voisinage de x 0 admet pour limite le
nombre réel l lorsque x tend vers x 0 si et seulement si pour toute suite
(ak) d’éléments de {x ∈ E : x ̸= x 0} qui converge vers x 0 la suite (f(ak))
converge vers l.

démonstration. Supposons d’abord que lim
x→x0

f(x ) = l et que la suite (ak)

d’éléments de {x ∈ E : x ̸= x 0} converge vers x 0. Soit ϵ un nombre réel positif

quelconque. Étant donné que lim
x→x0

f(x ) = l, il existe un nombre δ > 0 tel que

les relations x ∈ E et 0 < ∥x − x 0∥ ⩽ δ impliquent |f(x )− l| ⩽ ϵ. D’autre part,
puisque lim

k→+∞
ak = x 0 et x 0 ̸∈ {ak : k ∈ N}, il existe un entier k0 > 0 tel que

pour tout k ⩾ k0 : 0 < ∥ak − x 0∥ ⩽ δ. Finalement, on peut écrire que pour tout
k ⩾ k0 : |f(ak)− l| ⩽ ϵ.

Réciproquement, supposons que pour toute suite (ak) d’éléments de {x ∈
E : x ̸= x 0} qui converge vers x 0, la suite (f(ak)) converge vers l. Montrons que
lim

x→x0

f(x ) = l. Pour cela, raisonnons par l’absurde et supposons que ce résultat

soit faux. Alors, il existe un nombre réel ϵ > 0 tel que pour tout entier k ⩾ 0,
l’ensemble

{x ∈ E : x ̸= x 0,x ∈ B(x 0, 1/(k + 1))}
contient au moins un élément bk pour lequel |f(bk)− l | > ϵ. Ainsi, par construc-
tion, (bk) est une suite d’éléments de {x ∈ E : x ̸= x 0} qui converge vers x 0 et
dont la suite des images (f(bk)) ne converge pas vers l. D’où la contradiction ;
ce qui nous permet d’affirmer que lim

x→x0

f(x ) = l. ■
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14.2.4 Unicité de la limite d’une fonction

Si l1 et l2 sont deux limites de la fonction f : E → R lorsque x tend vers x 0,
alors l1 = l2.

démonstration. Soit (ak) une suite d’éléments de {x ∈ E : x ̸= x 0} qui
converge vers x 0. Alors, l1 = lim

k→+∞
f(ak) et l2 = lim

k→+∞
f(ak) (§ 14.2.3). Par

conséquent l1 = l2 (§ 3.2.4). ■

14.2.5 Opérations algébriques sur les limites

Soit f et g deux fonctions deE dansR telles que lim
x→x0

f(x ) = l1 et lim
x→x0

g(x ) = l2.

Alors,

• pour tout couple de nombres réels α et β, la limite de la fonction αf + βg
lorsque x tend vers x 0 existe et est égale à αl1 + βl2 ;

• la limite de la fonction fg lorsque x tend vers x 0 existe et est égale à l1 l2 ;
• si l2 ̸= 0 et g ne s’annule pas sur E, la limite de la fonction f/g lorsque x
tend vers x 0 existe et est égale à l1/l2.

démonstration. Pour toute suite (ak) d’éléments de {x ∈ E : x ̸= x 0} qui
converge vers x 0, les trois suites

(αf(ak) + βg(ak)), (f(ak)g(ak)) et (f(ak)/g(ak))

convergent respectivement vers αl1 + βl2, l1 l2 et l1/l2 (§ 3.3.3). Pour conclure,
il suffit d’utiliser le résultat obtenu au paragraphe 14.2.3. ■

14.2.6 Limite d’une fonction composée

Soit a ∈ R, (b1, . . . , bn) ∈ Rn et f : Rn → R une fonction telle que

lim
(x1,...,xn)→(b1,...,bn)

f(x1, . . . , xn) = l

et soit g1, . . . , gn : R→ R n fonctions telles que

lim
t→a

g1(t) = b1, . . . , lim
t→a

gn(t) = bn.

Supposons de plus qu’il existe un nombre réel α > 0 tel que la relation
0 < |t− a| ⩽ α implique (g1(t), . . . , gn(t)) ̸= (b1, . . . bn). Alors,

lim
t→a

f(g1(t), . . . , gn(t)) = l.

démonstration. Soit ϵ un nombre réel positif quelconque. D’une part, puisque

lim
(x1,...,xn)→(b1,...,bn)

f(x1, . . . , xn) = l,
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il existe un nombre réel β > 0 tel que la relation 0 < (Σn
i=1(xi − bi)

2)1/2 ⩽ β
implique |f(x1, . . . , xn)− l| ⩽ ϵ. D’autre part, comme

lim
t→a

g1(t) = b1, . . . , lim
t→a

gn(t) = bn,

il existe n nombres réels positifs δ1, . . . , δn tels que pour tout entier 1 ⩽ j ⩽ n,
la relation 0 < |t− a| ⩽ δj implique |gj(t)− bj | ⩽ β/

√
n. Ainsi, en posant

δ = min{α, δ1, . . . , δn}, on obtient que pour tout 0 < |t− a| ⩽ δ :

0 <
(∑n

i=1
(gi(t)− bi)

2
)1/2

⩽ β ;

ce qui entrâıne que |f(g1(t), . . . , gn(t))− l | ⩽ ε. D’où le résultat. ■

14.2.7 Remarque

Si dans l’énoncé du paragraphe 14.2.6, on omet de faire l’hypothèse qu’il existe un
nombre réel α > 0 tel que la relation 0 < |t− a| ⩽ α implique (g1(t), . . . , gn(t)) ̸=
(b1, . . . , bn), alors le résultat peut très bien cesser d’être vrai. Par exemple,
si f : R2 → R est la fonction définie par

f(x, y) =

{
1 si (x, y) ̸= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0)

et si g1, g2 : R→ R sont les deux fonctions définies respectivement par

g1(t) =

t sin
1

t
si t ̸= 0

1 si t = 0
et g2(t) = 0,

on a lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 1 et lim
t→0

g1(t) = 0. Néanmoins, puisque

f(g1(t), g2(t)) =

{
0 si t ∈ {(kπ)−1 : k ∈ Z∗}
1 si t /∈ {(kπ)−1 : k ∈ Z∗},

on obtient que lim
t→0

f(g1(t), g2(t)) n’existe pas.

14.2.8 Exemple

Soit f : R2 → R la fonction définie par

f(x, y) =


x3 + y3

x2 + y2
si (x, y) ̸= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0).

Calculons sa limite lorsque (x, y) tend vers (0, 0). En utilisant le résultat obtenu
au paragraphe 14.2.6 (avec g1(t) = g2(t) = t, b = (0, 0) et a = 0), on sait que
si cette limite existe elle doit être égale à lim

t→0
f(t, t) = 0. Reste à démontrer que

zéro est bien la limite de f lorsque (x, y) tend vers (0, 0). En effet, en associant à
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tout nombre réel ϵ > 0 le nombre δ = ϵ/3, la relation 0 <
√
x2 + y2 ⩽ δ implique

bien

|f(x, y)| = |x+ y| |x2 − xy + y2|
x2 + y2

⩽ (|x|+ |y|)x
2 + |x||y|+ y2

x2 + y2

⩽ (|x|+ |y|)x
2 + |x||y|+ y2 + 1

2 (|x| − |y|)2
x2 + y2

= (|x|+ |y|)
3
2x

2 + 3
2y

2

x2 + y2

⩽ 2
√
x2 + y2

3
2x

2 + 3
2y

2

x2 + y2
= 3
√
x2 + y2 ⩽ ϵ.

14.2.9 Exemple

Soit f : R2 → R la fonction (fig. 14.3) définie par

f(x, y) =


xy

x2 + y2
si (x, y) ̸= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0).

En remarquant que lim
t→0

f(t, t) = 1/2 ̸= 0 = lim
t→0

f(t, 0), on peut affirmer (§ 14.2.6)
que la fonction f n’admet pas de limite lorsque (x, y) tend vers (0, 0).

Le graphique de f est représenté à la figure 14.3. Le graphe de f contient les
deux droites {(x, 0, 0) : x ∈ R} et {(0, y, 0) : y ∈ R}, et les demi-droites

{(t, t, 1/2) : t ∈ ]0,+∞[ }, {(t, t, 1/2) : t ∈ ]−∞, 0[ },

{(t,−t,−1/2) : t ∈ ]0,+∞[ }, {(t,−t,−1/2) : t ∈ ]−∞, 0[ }.

x

yz

Fig. 14.3
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14.2.10 Permutation des limites

Soit f : R2 → R une fonction telle que lim
(x,y)→(a,b)

f(x, y) = l. Supposons,

de plus, que pour tout x ∈ R : lim
y→b

f(x, y) existe et que pour tout y ∈
R : lim

x→a
f(x, y) existe. Alors,

lim
x→a

(lim
y→b

f(x, y)) = lim
y→b

( lim
x→a

f(x, y)) = l.

démonstration. Pour tout x ∈ R, posons g(x) = lim
y→b

f(x, y). De même,

pour tout y ∈ R, posons h(y) = lim
x→a

f(x, y). Soit ϵ un nombre réel positif

quelconque. Puisque lim
(x,y)→(a,b)

f(x, y) = l, il existe un nombre réel δ > 0 tel

que la relation 0 <

√
(x− a)

2
+ (y − b)

2 ⩽ δ implique |f(x, y) − l | ⩽ ϵ. Ainsi,

pour tout 0 < |x − a| ⩽ δ/2 : |g(x) − l | = lim
y→b

|f(x, y) − l | ⩽ ϵ et pour tout

0 < |y − b| ⩽ δ/2 : |h(x)− l | = lim
x→a

|f(x, y)− l | ⩽ ϵ.

Ces deux résultats étant vrais quel que soit le nombre réel ϵ > 0, on peut
conclure que lim

x→a
(lim
y→b

f(x, y)) = lim
x→a

g(x) = l et lim
y→b

( lim
x→a

f(x, y)) = lim
y→b

h(y) = l.

■

14.2.11 Remarques

D’une part, le fait que lim
(x,y)→(a,b)

f(x, y) existe n’entrâıne pas, en général, que

l’une ou l’autre des deux limites suivantes lim
y→b

f(x, y) ou lim
x→a

f(x, y) existe. Par

exemple, si f : R2 → R est la fonction définie par

f(x, y) = xh(y) + y h(x) avec h(t) =

{
1 si t ∈ Q
0 si t /∈ Q,

on a lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0. Par contre, pour tout x ∈ R∗ : lim
y→0

f(x, y) n’existe

pas et pour tout y ∈ R∗ : lim
x→0

f(x, y) n’existe pas.

D’autre part, le fait que lim
x→a

(lim
y→b

f(x, y)) = lim
y→b

( lim
x→a

f(x, y)) = l n’implique

pas a priori que lim
(x,y)→(a,b)

f(x, y) existe. Par exemple, pour la fonction f : R2 →
R définie par

f(x, y) =


xy

x2 + y2
si (x, y) ̸= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0),

on sait (§ 14.2.9) que lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) n’existe pas. Néanmoins, il est facile de

vérifier que lim
x→0

( lim
y→0

f(x, y)) = lim
y→0

( lim
x→0

f(x, y)) = 0.
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14.2.12 Théorème des deux gendarmes

Soit f , g et h trois fonctions de E dans R vérifiant les deux propriétés
suivantes :

• lim
x→x0

f(x ) = lim
x→x0

g(x ) = l ;

• il existe un nombre réel α > 0 tel que

f(x ) ⩽ h(x ) ⩽ g(x )

pour tout élément x de {x ∈ E : 0 < ∥x − x 0∥ ⩽ α}.
Alors, lim

x→x0

h(x ) = l.

démonstration. Soit (ak) une suite arbitraire d’éléments de

{x ∈ E : x ̸= x 0}

qui converge vers x 0. De la deuxième propriété, on déduit qu’il existe un entier
k0 > 0 tel que pour tout k ⩾ k0 : f(ak) ⩽ h(ak) ⩽ g(ak). Comme

lim
k→+∞

f(ak) = lim
k→+∞

g(ak) = l

(§ 14.2.3), on peut affirmer (§ 3.3.10) que lim
k→+∞

h(ak) = l. Ainsi, le résultat

démontré au paragraphe 14.2.3 nous permet de conclure que lim
x→x0

h(x ) = l. ■

14.2.13 Exemple

Montrons que la limite de la fonction f : R2 → R (fig. 14.4) définie par

f(x, y) =

{
xy ln(|x|+ |y|) si (x, y) ̸= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0)

vaut zéro lorsque (x, y) tend vers (0, 0). D’une part, pour tout élément (x, y) de

R2 vérifiant 0 <
√
x2 + y2 < 1 :

0 ⩽ |f(x, y)| = |xy ln(|x|+ |y|)| ⩽ |(|x|+ |y|) ln(|x|+ |y|)|.

D’autre part, puisque lim
t→0+

t ln t = 0 et lim
(x,y)→(0,0)

(|x|+ |y|) = 0, on a :

lim
(x,y)→(0,0)

|(|x|+ |y|) ln(|x|+ |y|)| = 0.

Ainsi, en utilisant le théorème des deux gendarmes, on obtient que

lim
(x,y)→(0,0)

|f(x, y)| = 0;

ce qui entrâıne que lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0.
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14.3 Fonctions continues

14.3.1 Définition d’une fonction continue en un point

Soit x 0 un point intérieur à E. Une fonction f : E → R est dite continue
en x 0 si lim

x→x0

f(x ) = f(x 0).

14.3.2 Première définition équivalente

Soit x 0 un point intérieur à E. Une fonction f : E → R est continue
en x 0 si et seulement si à tout nombre réel ϵ > 0, on peut associer un
nombre réel δ > 0 tel que les relations x ∈ E et ∥x − x 0∥ ⩽ δ impliquent
|f(x )− f(x 0)| ⩽ ϵ.

D’une manière générale, le nombre réel δ dépend de x 0 et de ϵ.

14.3.3 Deuxième définition équivalente

Soit x 0 un point intérieur à E. Une fonction f : E → R est continue en x 0

si et seulement si pour toute suite (ak) d’éléments de E qui converge vers
x 0, la suite (f(ak)) converge vers f(x 0).
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14.3.4 Remarque

Si une fonction f : E → R est continue au point a = (a1, . . . , an), alors, pour
chaque j ∈ {1, . . . , n}, la fonction d’une variable fj définie par

fj : {x ∈ R : (a1, . . . , aj−1, x, aj+1, . . . , an) ∈ E} → R

x 7→ fj(x) = f(a1, . . . , aj−1, x, aj+1, . . . , an)

est continue en aj ; autrement dit f est continue par rapport à chacune de ses
variables.

En général, la réciproque est fausse ; c’est-à-dire que la continuité des n fonc-
tions d’une variable f1, . . . , fn respectivement en a1, . . . , an n’entrâıne pas néces-
sairement la continuité de la fonction f au point a = (a1, . . . , an). Par exemple,
la fonction f : R2 → R définie par

f(x, y) =


xy

x2 + y2
si (x, y) ̸= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0)

n’est pas continue au point (0, 0) (§ 14.2.9). Par contre, les deux fonctions f1, f2 :
R → R définies respectivement par f1(x) = f(x, 0) et f2(y) = f(0, y) sont
continues en x = 0 et y = 0.

14.3.5 Remarque

Si f : R2 → R est une fonction telle que pour tout α ∈ R : lim
x→0

f(x, αx) =

f(0, 0), peut-on en conclure que f est continue au point (0, 0) ? La réponse à
cette question est non. En effet, la fonction f : R2 → R (fig. 14.5) définie par

f(x, y) =


2y4

x2 + y4
si (x, y) ̸= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0)

x

y

z

Fig. 14.5
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vérifie la propriété ci-dessus ; mais, comme lim
t→0

f(0, t) = 2 ̸= 0 = f(0, 0), elle

n’est pas continue au point (0, 0) (§ 14.2.6).

14.3.6 Opérations algébriques sur les fonctions continues

Soit f et g deux fonctions de E dans R continues en x 0. Alors,

• pour tout couple de nombres réels α et β, la fonction αf + βg est continue
en x 0 ;

• de même, les fonctions fg, f/g (avec g(x 0) ̸= 0 et g ne s’annulant pas sur E)
et |f | sont continues en x 0.

14.3.7 Continuité d’une fonction composée

D’une part, soit A un sous-ensemble de Rn et

g1, . . . , gp : A→ R

p ⩾ 1 fonctions continues au point a = (a1, . . . , an). D’autre part, soit B
un sous-ensemble de Rp contenant

{(g1(y), . . . , gp(y)) : y ∈ A}

et f : B → R une fonction continue au point b = (g1(a), . . . , gp(a)). Alors
la fonction F : A→ R définie par

F (y1, . . . , yn) = f (x1 = g1(y1, . . . , yn), . . . , xp = gp(y1, . . . , yn))

est continue au point a = (a1, . . . , an).

Remarque. Ce résultat est aussi valable pour n = 1.

démonstration. Soit (z k) une suite d’éléments de A qui converge vers a .
Alors, les p suites numériques

(g1(z k)), . . . , (gp(z k))

convergent respectivement vers g1(a), . . . , gp(a) ; ce qui implique (§ 13.2.6) que
la suite

(g1(z k), . . . , gp(z k))

converge vers b = (g1(a), . . . , gp(a)). Par conséquent, la continuité de la fonction
f au point b nous permet d’écrire que

lim
k→+∞

F (z k) = F (a).

D’où le résultat. ■
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14.3.8 Exemple

Montrons que la fonction F : R2 → R définie par F (x, y) = − sin(xy) est
continue au point (0, 0). Pour cela, considérons les deux fonctions auxiliaires
g : R2 → R et f : R→ R définies respectivement par

g(x, y) = xy et f(t) = − sin t.

Puisque g est continue en (0, 0) et que f est continue en g(0, 0), on peut conclure
(§ 14.3.7) que la fonction F est continue au point (0, 0) (fig. 14.6).

x

yz

Fig. 14.6

14.3.9 Exemple d’une fonction continue

Démontrons que la fonction f : R2 → R définie par

f(x, y) =


sin(xy)

x
si x ̸= 0

y si x = 0

est continue en tout point de R2 (fig. 14.7).
Définissons la fonction h : R→ R par

h(s) =


sin s

s
si s ̸= 0

1 si s = 0.

Elle est continue en tout s ̸= 0 et, comme

lim
s→0

h(s) = 1 = h(0),

elle est aussi continue en 0.
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D’autre part f(x, y) = h(xy)y pour tout (x, y) ∈ R2. Or les fonctions

(u, v) → a(u, v) = uv et (u, v) → b(u, v) = v

étant continues en tout point de R2, il résulte du paragraphe 14.3.7 et de la
relation

f(x, y) = h(xy)y = a(h(xy), y) = a(h(a(x, y)), b(x, y)) pour tout (x, y) ∈ R2

que f est continue en tout point de R2.

14.3.10 Fonction continue sur un sous-ensemble de Rn

Soit E un sous-ensemble non vide de Rn. Une fonction f : E → R est dite
continue sur E, ou tout simplement qu’elle est continue si à tout élément
(x 0, ϵ) ∈ E×R∗

+, on peut associer un nombre réel δ > 0 tel que les relations
x ∈ E et ∥x − x 0∥ ⩽ δ impliquent |f(x )− f(x 0)| ⩽ ϵ.

D’une manière générale, le nombre δ dépend de x 0 et de ϵ.
L’ensemble des fonctions continues de E dans R est noté C(E, R).

14.3.11 Propriété des fonctions continues sur un sous-ensemble de Rn

Une fonction f : E → R est continue sur E si et seulement si pour tout
x 0 ∈ E et toute suite (ak) d’éléments de E qui converge vers x 0 la suite
(f(ak)) converge vers f(x 0).
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14.3.12 Remarque

Pour n = 1, la définition du paragraphe 14.3.10 généralise à des sous-ensembles
quelconques de R la notion de continuité donnée pour les intervalles aux para-
graphes suivants : 5.3.16, 10.1.1 et 10.2.1

14.3.13 Généralisation de la définition de la continuité en un point

Soit E ⊂ Rn, une fonction f : E → R et x 0 ∈ E. Dans la définition équivalente
14.3.2 de la continuité de f en x 0, x 0 est supposé être un point intérieur à E.
Le paragraphe 14.3.2 permet de généraliser la notion de continuité en un point
de E\E̊ comme suit.

Soit x 0 ∈ E\E̊ (si un tel point existe). Une fonction f : E → R est dite
continue en x 0 si et seulement si à tout nombre réel ϵ > 0, on peut associer
un nombre réel δ > 0 tel que les relations x ∈ E et ∥x − x 0∥ ⩽ δ impliquent
|f(x )− f(x 0)| ⩽ ϵ.

Avec cette extension de la définition de la continuité en un point, on obtient
qu’une fonction f : E → R est continue sur E si et seulement si elle est continue
en tout point x 0 de E.

Néanmoins, sauf mention explicite du contraire, lorsque le concept de conti-
nuité en un point est utilisé, il sera toujours sous-entendu dans ce livre que le
point est un point intérieur du domaine de définition.

14.3.14 Définition de la continuité uniforme d’une fonction

Une fonction f : E → R est dite uniformément continue sur E si à tout
nombre réel ϵ > 0, on peut associer un nombre réel δ > 0 tel que pour
tout couple d’éléments x ,y de E vérifiant la relation ∥x − y∥ ⩽ δ, on ait :
|f(x )− f(y)| ⩽ ϵ.

D’une manière générale, le nombre réel δ dépend du nombre ϵ mais pas de x ou
de y .

14.3.15 Exemple

Il résulte de l’inégalité triangulaire inverse (§ 13.1.3) que pour tout sous-ensemble
non vide E de Rn, la fonction f : E → R définie par f(x ) = ∥x∥ est uniformé-
ment continue sur E (fig. 14.8).

14.3.16 Remarques

Dans la définition de la continuité uniforme, le nombre δ ne dépend que de ϵ,
alors que dans la définition de la continuité (§ 14.3.10) il dépend, en général,
aussi du point considéré x 0.

Une fonction f : E → R uniformément continue sur E est continue sur E. La
réciproque n’est pas toujours vraie. Par exemple, la fonction f : R2 → R définie
par f(x, y) = x2 + y est continue sur R2, mais n’est pas uniformément continue
sur R2 puisque pour tout nombre α > 0 donné, la différence

|f(x+ α, y)− f(x, y)| = α|2x+ α|
peut prendre des valeurs arbitrairement grandes.
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14.3.17 Maximum et minimum d’une fonction

Soit f une fonction de E dans R et M (resp. m) un nombre réel vérifiant
les deux propriétés suivantes :

• pour tout élément x de E : f(x ) ⩽M (resp. f(x ) ⩾ m) ;
• M (resp. m) appartient à l’ensemble Im f = {f(x ) : x ∈ E}.
Alors, le nombre réel M (resp. m) est appelé le maximum (resp. le mi-

nimum) de la fonction f sur E et est noté max
x∈E

f(x ) (resp. min
x∈E

f(x )).

D’autre part, si pour

x 0 ∈ E : f(x 0) = max
x∈E

f(x )(resp. f(x 0) = min
x∈E

f(x )),

nous dirons que la fonction f atteint son maximum (resp. minimum) au point
x 0.

14.3.18 Propriétés des fonctions continues sur un compact

Soit E un sous-ensemble compact deRn et f : E → R une fonction continue.
Alors,

• les deux nombres réels min
x∈E

f(x ) et max
x∈E

f(x ) existent ;

• la fonction f est uniformément continue sur E.
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démonstration. Montrons la première propriété. Mais d’abord, vérifions que
la fonction f est bornée sur E. Pour cela, raisonnons par l’absurde et supposons
que f ne soit pas bornée sur E. Alors, il existe une suite (xk) d’éléments de E
telle que pour tout entier k ⩾ 0 : |f(xk)| ⩾ k. De la suite (xk), on peut extraire
une sous-suite (xk(p)) qui converge vers un élément x de E ; ce qui implique, du
fait de la continuité de f sur E, que lim

p→+∞
f(xk(p)) = f(x ). Ce dernier résultat

est impossible car, par contruction, la suite (f(xk(p))) n’est pas bornée. D’où la
contradiction. Par conséquent, la fonction f est bornée sur E.

En notant

m = inf{f(x ) : x ∈ E} et M = sup{f(x ) : x ∈ E},

on sait qu’il existe deux suites (ak) et (bk) d’éléments de E telles que

lim
k→+∞

f(ak) = m et lim
k→+∞

f(bk) =M.

Des suites (ak) et (bk) on peut extraire deux sous-suites (ak(p)) et (bk(p)) qui
convergent respectivement vers les éléments a et b de E ; ce qui entrâıne, par la
continuité de f sur E que

m = lim
k→+∞

f(ak) = lim
p→+∞

f(ak(p)) = f(a)

et

M = lim
k→+∞

f(bk) = lim
p→+∞

f(bk(p)) = f(b).

D’où m = min
x∈E

f(x ) et M = max
x∈E

f(x ) .

Montrons maintenant que f est uniformément continue sur E. Pour cela, rai-
sonnons par l’absurde et supposons qu’elle ne le soit pas. Alors, il existe un
nombre réel ϵ > 0 et deux suites (xk) et (yk) d’éléments de E tels que pour
tout entier k > 0 :

∥xk − yk∥ ⩽ 1/k et |f(xk)− f(yk)| > ϵ.

De la suite (xk) on peut extraire une sous-suite (xk(p)) qui converge vers un
élément x de E (§ 13.3.25). Il en résulte que

||yk(p) − x || ⩽ ||yk(p) − xk(p)||+ ||xk(p) − x || ⩽ 1

k(p)
+ ||xk(p) − x ||

converge vers 0 quand p tend vers +∞, et donc la sous-suite (yk(p)) converge

aussi vers x . Par conséquent, comme f est une fonction continue sur E et que

pour tout entier p ⩾ 0 : |f(xk(p)) − f(yk(p))| > ϵ, on obtient, par passage

à la limite, la contradiction suivante : |f(x ) − f(x )| ⩾ ϵ > 0. D’où f est

uniformément continue sur E.

■
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14.3.19 Théorème de la valeur intermédiaire

Soit E un sous-ensemble compact et connexe par arcs de Rn et f : E →
R une fonction continue. Alors, f atteint sa borne supérieure, sa borne
inférieure et toute valeur comprise entre ces deux bornes. Autrement dit,

Im f = [min
x∈E

f(x ), max
x∈E

f(x )].

démonstration. Puisque f est continue sur un compact, nous savons (§ 14.3.18)
qu’il existe deux éléments a et b de E tels que f(a) = min

x∈E
f(x ) et f(b) =

max
x∈E

f(x ). De plus, comme E est connexe par arcs, il existe un chemin γ :

[0, 1] → E tel que γ(0) = a et γ(1) = b. Ainsi, grâce à la continuité de la
fonction f ◦ γ : [0, 1] → R, on obtient (§ 5.3.22) que

f ◦ γ ([0, 1]) = [ min
t∈[0,1]

f(γ(t)), max
t∈[0,1]

f(γ(t))] = [f(a), f(b)] ;

ce qui entrâıne que

Imf = [min
x∈E

f(x ), max
x∈E

f(x )].

■

14.3.20 Continuité d’une intégrale qui dépend d’un paramètre

Soit a < b deux nombres réels, I un intervalle et f : [a, b] × I → R une
fonction continue. Alors, la fonction g : I → R définie par

g(y) =

b∫
a

f(x, y) dx

est continue.

démonstration. Pour les besoins de la démonstration, nous supposerons que
I = [c, d] (les autres cas se déduisant facilement de ce cas particulier). Soit ϵ un
nombre réel positif et y0 un élément quelconque de [c, d]. Puisque [a, b] × [c, d]
est un sous-ensemble compact de R2, la fonction f est uniformément continue
sur [a, b]× [c, d]. Par conséquent, il existe un nombre réel δ > 0 tel que pour tout
y ∈ [c, d] vérifiant |y − y0| ⩽ δ, on ait :

|f(x, y)− f(x, y0)| ⩽
ϵ

b− a
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quel que soit x ∈ [a, b] ; ce qui entrâıne, entre autres, que

|g(y)− g(y0)| =

∣∣∣∣∣∣
b∫

a

(f(x, y)− f(x, y0)) dx

∣∣∣∣∣∣
⩽

b∫
a

|f(x, y)− f(x, y0)|dx ⩽ ϵ.

D’où le résultat. ■

14.3.21 Remarque

Soit f : [0,+∞[ × ]−∞,+∞[ → R la fonction continue définie par f(x, y) =

y2e−xy2

(fig. 14.9). Puisque l’intégrale généralisée

+∞∫
0

f(x, y) dx

converge quel que soit y ∈ R, on peut considérer la fonction g : R → R définie
par

g(y) =

+∞∫
0

f(x, y) dx.

x

y

z

Fig. 14.9
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Par suite, en constatant que

g(y) =

+∞∫
0

y2 e−xy2

dx =

{
1 si y ∈ R∗

0 si y = 0,

on obtient que la fonction g n’est pas continue au point y = 0.
Cet exemple nous montre que, en général, le résultat obtenu au paragraphe

14.3.20 n’est pas valable pour les intégrales généralisées. Néanmoins, sous cer-
taines hypothèses, il peut être valable (§ 14.3.22).

14.3.22 Continuité d’une intégrale généralisée dépendant d’un paramètre

Soit a ∈ R, I un intervalle et f : [a,+∞[× I → R une fonction continue telle
que pour tout y ∈ I, l’intégrale généralisée

+∞∫
a

f(x, y) dx

converge. De plus, on suppose qu’à tout nombre réel ϵ > 0, on peut associer un
nombre c > a (indépendant de y) tel que pour tout y ∈ I :∣∣∣∣∣∣

+∞∫
c

f(x, y) dx

∣∣∣∣∣∣ ⩽ ϵ.

Alors, la fonction g : I → R définie par

g(y) =

+∞∫
a

f(x, y) dx

est continue.

démonstration. Soit y0 ∈ I et ϵ un nombre réel positif quelconque. D’une
part, il existe un nombre c > a (indépendant de y) tel que pour tout y ∈ I :∣∣∣∣∣∣

+∞∫
c

f(x, y) dx

∣∣∣∣∣∣ ⩽ ϵ

3
.

D’autre part, puisque la fonction h : I → R définie par

h(y) =

c∫
a

f(x, y) dx

est continue (§ 14.3.20), il existe un nombre réel δ > 0 tel que les relations y ∈ I
et |y − y0| ⩽ δ impliquent∣∣∣∣∣∣

c∫
a

(f(x, y)− f(x, y0)) dx

∣∣∣∣∣∣ ⩽ ϵ

3
.
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Ainsi, pour tout y ∈ I vérifiant |y − y0| ⩽ δ, on a :

|g(y)− g(y0)| =

∣∣∣∣∣∣
c∫

a

(f(x, y)− f(x, y0)) dx+

+∞∫
c

f(x, y) dx−
+∞∫
c

f(x, y0) dx

∣∣∣∣∣∣
⩽

∣∣∣∣∣∣
c∫

a

(f(x, y)− f(x, y0)) dx

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
+∞∫
c

f(x, y) dx

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
+∞∫
c

f(x, y0) dx

∣∣∣∣∣∣
⩽

ϵ

3
+

ϵ

3
+

ϵ

3
= ϵ.

D’où le résultat. ■

14.3.23 Exemple

Soit h : [0,+∞[→ R la fonction continue définie par

h(x) =

{
sinx

x
si x > 0

1 si x = 0

et f : [0,+∞[× [ 0,+∞[→ R la fonction continue définie par f(x, y) = e−xy h(x)
(fig. 14.10).

x

y

z

Fig. 14.10

Soit ϵ un nombre réel positif quelconque. D’une part, si y > 0, on a que
pour tout x ⩾ 1 : |e−xyh(x)| ⩽ 1/(yx2) ; ce qui implique (§ 10.2.4 et 10.2.7) que
l’intégrale généralisée

+∞∫
0

f(x, y) dx
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converge. D’autre part, on sait (§ 10.2.8) que l’intégrale généralisée

+∞∫
0

f(x, 0) dx

converge. De plus, en intégrant par parties, on obtient que pour tout y ∈
[ 0,+∞[ :

+∞∫
2/ϵ

f(x, y) dx =

+∞∫
2/ϵ

e−xy sinx

x
dx

= −e−xy cosx

x

∣∣∣+∞

2/ϵ
−

+∞∫
2/ϵ

(1 + xy)e−xy

x2
cosxdx,

ce qui donne, puisque pour tout t ⩾ 0 : 1 + t ⩽ et, que∣∣∣∣∣∣∣
+∞∫
2/ϵ

f(x, y) dx

∣∣∣∣∣∣∣ ⩽
ϵ

2
+

+∞∫
2/ϵ

1

x2
dx = ϵ.

On a ainsi démontré que f vérifie les hypothèses du paragraphe 14.3.22 ; ce qui
nous permet de conclure que la fonction g : [ 0,+∞[→ R définie par

g(y) =

+∞∫
0

f(x, y) dx =

+∞∫
0

e−xy h(x) dx

est continue.

14.4 Théorème de prolongement

14.4.1 Prolongement des fonctions uniformément continues

Soit f : E → R une fonction uniformément continue sur E. Alors, il existe une

unique fonction continue g : Ē → R qui cöıncide avec f dans E. De plus, g est

uniformément continue sur Ē.

démonstration. Soit x ∈ Ē. Alors, il existe une suite (xk) d’éléments de E
(§ 13.3.15) qui converge vers x . Soit ϵ un nombre réel positif quelconque. D’une
part, la continuité uniforme de f sur E implique l’existence d’un nombre δ > 0
tel que pour tout couple d’éléments u et v de E vérifiant ||u−v || ⩽ δ : |f(u)−
f(v)| ⩽ ϵ. D’autre part, puisque lim

k→+∞
xk = x , il existe un entier k0 > 0 tel que

pour tout couple d’entiers k ⩾ k0 et l ⩾ k0 : ||xk − x l|| ⩽ δ. Par conséquent,
pour tout couple d’entiers k ⩾ k0 et l ⩾ k0, on a : |f(xk) − f(x l)| ⩽ ϵ. Ce
résultat étant valable quel que soit le nombre réel ϵ > 0, on peut affirmer que
(f(xk)) est une suite de Cauchy, donc convergente. Posons lim

k→+∞
f(xk) = g(x )

et montrons que cette limite est indépendante du choix de la suite (xk). En
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effet, soit (ak) et (bk) deux suites d’éléments de E qui convergent vers x , et
soit (ck) la suite définie par

ck =

{
ak si k est pair
bk si k est impair.

Par construction, (ck) est une suite d’éléments de E qui converge vers x . Ainsi,
d’après ce qui précède, les trois suites numériques (f(ak)), (f(bk)) et (f(ck))
sont convergentes ; ce qui nous permet d’écrire, entre autres, que

lim
k→+∞

f(ak) = lim
k→+∞

f(a2k) = lim
k→+∞

f(c2k) = lim
k→+∞

f(ck)

et
lim

k→+∞
f(bk) = lim

k→+∞
f(b2k+1) = lim

k→+∞
f(c2k+1) = lim

k→+∞
f(ck).

D’où
lim

k→+∞
f(ak) = lim

k→+∞
f(bk).

Montrons à présent que g est uniformément continue sur Ē. Pour cela, soit
ϵ un nombre réel positif quelconque. Puisque f est uniformément continue sur
E, on sait qu’il existe un nombre β > 0 tel que les relations u , v ∈ E et
||u − v || ⩽ β impliquent |f(u) − f(v)| ⩽ ϵ. Posons δ = β/3, et soit y , z deux
éléments quelconques de Ē vérifiant l’inégalité ||y − z || ⩽ δ. Alors, il existe
deux suites (yk) et (z k) d’éléments de E qui convergent respectivement vers y
et z ; ce qui entrâıne l’existence d’un entier k1 > 0 tel que pour tout k ⩾ k1 :

||yk − y || ⩽ δ et ||z k − z || ⩽ δ.

Ainsi, en constatant que pour tout entier k ⩾ k1 :

||yk − z k|| ⩽ ||yk − y || + ||y − z ||+ ||z − z k|| ⩽ β,

on peut écrire que pour tout k ⩾ k1 :

|f(yk)− f(z k)| ⩽ ϵ

ou encore, par passage à la limite, que

|g(y)− g(z )| ⩽ ϵ.

Pour finir, montrons l’unicité de la fonction g. Dans ce but, supposons que
h : Ē → R soit une fonction continue qui cöıncide avec f dans E, et soit x un
élément quelconque de Ē. Alors, il existe une suite (xk) d’éléments de E qui
converge vers x . Puisque pour tout k ∈ N : g(xk) = f(xk) = h(xk), on obtient,
grâce à la continuité des deux fonctions g et h sur Ē, que

g(x ) = lim
k→+∞

g(xk) = lim
k→+∞

f(xk) = lim
k→+∞

h(xk) = h(x ).

D’où l’unicité de la fonction g. ■

14.4.2 Distance d’un point à un sous-ensemble de Rn

Soit x ∈ Rn et E un sous-ensemble non vide de Rn. Alors, le nombre réel positif
ou nul d(x , E) défini par

d(x , E) = inf{||x − y || : y ∈ E}

est appelé la distance du point x au sous-ensemble E.
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14.4.3 Propriétés

Soit E un sous-ensemble non vide de Rn. Alors :
• d(x , E) = 0 si et seulement si x ∈ Ē ;
• la fonction d(·, E), qui, à tout élément x de Rn, fait correspondre le
nombre réel d(x , E) est uniformément continue sur Rn.

démonstration. Pour commencer, supposons que d(x , E) = 0. Alors, il existe
une suite (yk) d’éléments de E telle que lim

k→+∞
||x − yk|| = 0 ; ce qui im-

plique, entre autres, que la suite (yk) converge vers x . Par conséquent x ∈ Ē
(§ 13.3.15). Réciproquement, si x ∈ Ē, il existe une suite (xk) d’éléments de E
qui converge vers x ; ce qui entrâıne que lim

k→+∞
||x −xk|| = 0. De ce résultat on

déduit immédiatement que d(x , E) = 0.
Montrons à présent que la fonction d(·, E) : Rn → R est uniformément

continue surRn. En effet, soit x et y deux éléments quelconques deRn. Puisque,
pour tout z ∈ E :

d(x , E) ⩽ ||x − z || ⩽ ||x − y ||+ ||y − z ||,

on peut écrire que

d(x , E) ⩽ ||x − y ||+ d(y , E)

ou encore

d(x , E)− d(y , E) ⩽ ||x − y ||.
De même, on montre que

d(y , E)− d(x , E) ⩽ ||x − y ||.

D’où

|d(x , E)− d(y , E)| ⩽ ||x − y ||.

■

14.4.4 Théorème de Tietze-Urysohn

Soit E un sous-ensemble fermé de Rn et f : E → R une fonction continue

pour laquelle il existe deux nombres réels α et β tels que pour tout x ∈ E :

α ⩽ f(x ) ⩽ β. Alors, il existe une fonction continue g : Rn → R qui cöıncide

avec f dans E et telle que pour tout x ∈ Rn : α ⩽ g(x ) ⩽ β.

démonstration. Pour les besoins de la démonstration, faisons les hypothèses
supplémentaires que a < β et que E ̸= Rn (pour α = β ou pour E = Rn, le
théorème est évident), et soit f1 : E → R la fonction définie par

f1(x ) =
1

β − α
(f(x )− 2α+ β).

Cette fonction est continue et, de plus, pour tout x ∈ E : 1 ⩽ f1(x ) ⩽ 2.
Montrons à présent que la fonction g1 : Rn → R définie par

g1(x ) =


f1(x ) si x ∈ E

inf{f1(y) · ||x − y || : y ∈ E}
d(x , E)

si x ∈ ∁E
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est continue ; ce qui revient ici à démontrer que g1 est continue en chaque point
de Rn. Pour cela, soit x 0 ∈ Rn et ϵ un nombre réel positif quelconque. Si x 0 ∈
E̊, la continuité de la fonction f1 sur E entrâıne celle de la fonction g1 au point
x 0. Supposons maintenant que x 0 ∈ ∁E. Puisque la fonction d(·, E) : Rn → R

est continue et ne s’annule pas sur l’ouvert ∁E (§ 14.4.3), il nous suffit de vérifier
que la fonction h : ∁E → R définie par

h(x ) = inf{f1(y) · ||x − y || : y ∈ E}

est continue au point x 0. Pour ϵ > 0, soit en effet x un élément quelconque de
Rn vérifiant l’inégalité ||x − x 0|| ⩽ 1

2
min{d(x 0, E), ϵ}. Alors x ∈ ∁E et, pour

tout y ∈ E, on obtient que

h(x 0) ⩽ f1(y) · ∥x 0 − y∥ ⩽ f1(y) · (∥x 0 − x∥+ ∥x − y∥)
⩽ 2∥x 0 − x∥+ f1(y) · ∥x − y∥ ⩽ ϵ+ f1(y) · ∥x − y∥

et

h(x ) ⩽ f1(y) · ∥x − y∥ ⩽ f1(y) · (∥x − x 0∥+ ∥x 0 − y∥)
⩽ 2∥x − x 0∥+ f1(y) · ∥x 0 − y∥ ⩽ ϵ+ f1(y) · ∥x 0 − y∥ ;

ce qui entrâıne que

h(x 0) ⩽ ϵ+ h(x ) et h(x ) ⩽ ϵ+ h(x 0)

ou encore

|h(x )− h(x 0)| ⩽ ϵ.

Enfin, supposons que x 0 ∈ ∂E. Puisque f1 est une fonction continue sur E, il
existe un nombre réel δ > 0 tel que pour tout x ∈ E ∩B(x 0, δ) :

|g1(x )− g1(x 0)| = |f1(x )− f1(x 0)| ⩽ ϵ.

Posons E1 = E ∩B(x 0, δ) et E2 = E ∩ ∁E1, et soit z un élément quelconque de
∁E vérifiant l’inégalité ||z − x 0|| ⩽ δ/4. Alors, en constatant que pour y ∈ E2

(§ 13.1.3) :

||z − y || ⩾ ||y − x 0|| − ||x 0 − z || ⩾ 3δ

4
,

on obtient que

inf{f1(y) · ||z − y || : y ∈ E2} ⩾
3δ

4
;

ce qui implique, du fait que f1(x 0) · ||x 0 − z || ⩽ 2||x 0 − z || ⩽ δ/2, que

inf{f1(y) · ||z − y || : y ∈ E} = inf{f1(y) · ||z − y || : y ∈ E1}.

Par suite, puisque pour tout y ∈ E1 :

f1(x 0)− ϵ ⩽ f1(y) ⩽ f1(x 0) + ϵ

et

d(z , E) = d(z , E1),

on peut écrire que

(f1(x 0)− ϵ)d(z , E) ⩽ inf{f1(y) · ||z − y || : y ∈ E} ⩽ (f1(x 0) + ϵ)d(z , E)
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ou encore

|g1(z )− g1(x 0)| = |g1(z )− f1(x 0)| ⩽ ϵ.

Ainsi s’achève la démonstration de la continuité de la fonction g1 sur Rn.

Considérons à présent la fonction g : Rn → R définie par

g(x ) = (β − α)g1(x ) + 2α− β.

La continuité de la fonction g1 sur Rn et le fait que pour tout x ∈ Rn :

1 ⩽ g1(x ) ⩽ 2, nous permettent d’affirmer que g est une fonction qui vérifie les

conclusions du théorème de Tietze-Urysohn. ■

14.4.5 Corollaire

Soit A et B deux sous-ensembles fermés non vides et disjoints de Rn. Alors, il
existe une fonction continue g : Rn → R ayant les propriétés suivantes :

• pour tout x ∈ A : g(x ) = 0 ;
• pour tout x ∈ B : g(x ) = 1 ;
• pour tout x ∈ Rn : 0 ⩽ g(x ) ⩽ 1.

démonstration. Posons E = A ∪ B et soit f : E → R la fonction continue
définie par

f(x ) =

{
0 si x ∈ A
1 si x ∈ B.

Puisque E est un sous-ensemble fermé de Rn, le théorème de Tietze-Urysohn

nous assure l’existence d’une fonction continue g : Rn → R qui cöıncide avec f

dans E et telle que pour tout x ∈ Rn : 0 ⩽ g(x ) ⩽ 1. ■

14.5 Exercices

14.5.1 Soit f : R2 → R la fonction définie par

f(x, y) =


x2y2

x2y2 + (x− y)
2 si (x, y) ̸= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0).

1) Montrer que lim
x→0

( lim
y→0

f(x, y)) = lim
y→0

( lim
x→0

f(x, y)) = 0.

2) Peut-on déduire que lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0 ?

14.5.2 Soit f : R2 → R la fonction définie par

f(x, y) =

 (x+ y)
2
cos

1

x
cos

1

y
sixy ̸= 0

0 sixy = 0.

Montrer que lim
y→0

( lim
x→0

f(x, y)) et lim
x→0

( lim
y→0

f(x, y)) n’existent pas, mais que

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0.
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14.5.3 Soit g : R→ R une fonction continue. Montrer que la fonction f : Rn → R

définie par f(x1, . . . , xn) = g(x1) est continue.

14.5.4 Étudier la continuité de la fonction f : R2 → R définie par

f(x, y) =

 xy
x2 − y2

x2 + y2
si (x, y) ̸= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0).

14.5.5 Étudier la continuité de la fonction f : R2 → R définie par

f(x, y) =



π/3∫
π/6

2xy

x2sin2t+ y2cos2t
dt si (x, y) ̸= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0).

14.5.6 Comment faut-il choisir le nombre réel α pour que la fonction f : R2 → R

définie par

f(x, y) =

 1− cos
√
x2 + y2

x2 + y2
si (x, y) ̸= (0, 0)

α si (x, y) = (0, 0)

soit continue au point (0, 0) ?

14.5.7 Montrer qu’il n’existe aucun nombre réel α de sorte que la fonction f :
{(x, y) ∈ R2 : x > y ou x = y = 0} → R définie par

f(x, y) =


1√
x− y

e
− 1

x2+y2 six > y

α six = y = 0

soit continue.

14.5.8 Déterminer l’application g : ]0, 1] → R de sorte que la fonction f : ]0, 1]×
[−1, 1] → R définie par

f(x, y) =

{
y cot (y

√
x) si x ∈ ]0, 1] et y ∈ [−1, 0[ ∪ ]0, 1]

g(x) si x ∈ ]0, 1] et y = 0

soit continue.

14.5.9 Montrer que

lim
y→+∞

1∫
0

2xy e−x2ydx ̸=
1∫

0

(
lim

y→+∞
2xy e−x2y

)
dx.
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14.5.10 Soit f, g : Rn → R deux fonctions continues. Montrer que {x ∈ Rn :
f(x ) = g(x )} est un sous-ensemble fermé de Rn.

14.5.11 Soit f, g : Ē → R deux fonctions continues. Montrer que si elles cöın-
cident sur E, elles cöıncident sur Ē.

14.5.12 Soit f, g : Ē → R deux fonctions continues telles que pour tout x ∈ E :
f(x ) ⩽ g(x ). Montrer que cette inégalité reste vraie sur Ē.

14.5.13 Soit (Ai)i∈I une famille de sous-ensembles ouverts de Rn et

f :
⋃
i∈I

Ai → R

une fonction dont la restriction à chaque Ai est continue. Montrer que f est
continue.

14.5.14 Soit (Bi)i∈I une famille de sous-ensembles fermés de Rn et

f :
⋃
i∈I

Bi → R

une fonction dont la restriction à chaque Bi est continue. Peut-on conclure que
f est continue ?

14.5.15 Soit f : Rn → R une fonction continue et I un intervalle ouvert de R.
Montrer que {x ∈ Rn : f(x ) ∈ I} est un sous-ensemble ouvert de Rn.

14.5.16 Soit f : Rn → R une fonction continue et I un intervalle fermé de R.
Montrer que {x ∈ Rn : f(x ) ∈ I} est un sous-ensemble fermé de Rn.

14.5.17 Soit f : Rn → R une fonction telle que pour tout nombre réel α, les deux
sous-ensembles {x ∈ Rn : f(x ) < α} et {x ∈ Rn : f(x ) > α} sont des ouverts
de Rn. Montrer que f est continue.

14.5.18 Soit E un sous-ensemble compact de Rn et f : E → R une fonction
continue. Montrer que Imf est un sous-ensemble compact de R.

14.5.19 Soit E un sous-ensemble connexe par arcs de Rn et f : E → R une
fonction continue ne s’annulant pas. Montrer que pour tout couple d’éléments a
et b de E : f(a)f(b) > 0.

14.5.20 Soit E un sous-ensemble connexe par arcs de Rn et f : E → R une
fonction continue. Montrer que s’il existe deux éléments a et b de E pour lesquels
f(a)f(b) ⩽ 0, la fonction f s’annule au moins une fois dans E.

14.5.21 Soit f : Rn → R une fonction homogène de degré zéro (§ 15.1.21).
Montrer que si f est continue au point (0, . . . , 0) alors elle est constante.
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14.5.22 Soit A et B deux sous-ensembles fermés non vides et disjoints de Rn.
Trouver une fonction continue f : Rn → R qui vérifie les propriétés suivantes :
f(x ) = −1 si x ∈ A, f(x ) = 1 si x ∈ B et− 1 < f(x ) < 1 si x ∈ ∁A ∩ ∁B.



Chapitre 15

Dérivées partielles

15.1 Définitions et propriétés

15.1.1 Définition d’une dérivée partielle

Soit f : E → R une fonction, (x1, . . . , xn) un élément de E ⊂ Rn et
i ∈ {1, . . . , n}. Soit encore la fonction d’une variable

fi : {x ∈ R : (x1, . . . , xi−1, x, xi+1, . . . , xn) ∈ E} → R

définie par
fi(x) = f(x1, . . . , xi−1, x, xi+1, . . . , xn).

Si fi est définie au voisinage de xi et admet une dérivée en xi, on dit que la
fonction f admet une dérivée partielle par rapport à xi au point (x1, . . . , xn)
et on écrit

∂f

∂xi
(x1, . . . , xn) = f ′i(xi)

ou encore
f ′xi

(x1, . . . , xn) = f ′i(xi).

Ainsi, par définition,

∂f

∂xi
(x1, . . . , xn) = f ′xi

(x1, . . . , xn)

= lim
x→xi

f(x1, . . . , xi−1, x, xi+1, . . . , xn)− f(x1, . . . , xn)

x− xi
.

Voir la figure 15.1, où la notation (x1, x2) est remplacée par (x, y).

15.1.2 Remarque

Une dérivée partielle peut se calculer au moyen des techniques déjà vues à la
section 6.1 pour les dérivées des fonctions réelles d’une variable réelle ; pour cela,
il suffit de considérer comme constantes les variables autres que celle par rapport
à laquelle on dérive.
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z

x

y

Fig. 15.1

15.1.3 Exemple

Soit f : R2 → R la fonction définie par

f(x, y) =

{ xy

x2 + y2
si (x, y) ̸= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0).

Alors, pour tout élément (x, y) ̸= (0, 0) de R2, on a :

∂f

∂x
(x, y) =

y(y2 − x2)

(x2 + y2)
2 et

∂f

∂y
(x, y) =

x(x2 − y2)

(x2 + y2)
2 .

De plus,

∂f

∂x
(0, 0) = lim

x→0

f(x, 0)− f(0, 0)

x
= lim

x→0

0− 0

x
= 0

et
∂f

∂y
(0, 0) = lim

y→0

f(0, y)− f(0, 0)

y
= 0.

15.1.4 Remarque

Nous avons vu au paragraphe 14.2.9 que la fonction f : R2 → R définie par

f(x, y) =

{ xy

x2 + y2
si (x, y) ̸= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0)

n’est pas continue au point (0, 0). Cependant, elle admet des dérivées partielles
en ce point, à savoir ∂f/∂x (0, 0) = ∂f/∂y (0, 0) = 0. Cet exemple nous montre
qu’une fonction peut très bien posséder des dérivées partielles en un point, sans
pour autant être continue en ce point. Par contre, si une fonction a toutes ses déri-
vées partielles continues en un point, alors elle est continue en ce point (§ 15.1.6).
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15.1.5 Fonction dérivée partielle

Soit f : E → R une fonction telle que sa dérivée partielle par rapport à xi
existe en tout point de E. Alors, l’application de E dans R, qui à tout élément
x = (x1, . . . , xn) de E fait correspondre le nombre réel ∂f/∂xi (x1, . . . , xn), est
appelée la dérivée partielle de f par rapport à xi et se note ∂f/∂xi ou encore
f ′xi

.

15.1.6 Condition suffisante pour qu’une fonction soit continue en un point

Soit f : E → R une fonction telle que les n fonctions

∂f/∂x1, . . . , ∂f/∂xn : E → R

existent et soient continues au point a = (a1, . . . , an). Alors f est aussi
continue en ce point.

démonstration. D’après la remarque finale du paragraphe 14.3.13, le point a
est un point intérieur de E car les dérivées partielles sont supposées continues
en a . Puisque a est un point intérieur de E, il existe un nombre réel δ > 0 tel
que B(a , δ) ⊂ E. Ainsi, grâce au théorème des accroissements finis (§ 6.2.12), à
tout élément (x1, . . . , xn) de B(a , δ), on peut associer n éléments θ1, . . . , θn de
]0, 1[ tels que

f(x1, . . . , xn)

= f(a1, . . . , an) +

n∑
i=1

(
f(a1, . . . , ai−1, xi, . . . , xn)− f(a1, . . . , ai, xi+1, . . . , xn)

)
= f(a1, . . . , an) +

n∑
i=1

∂f

∂xi

(
a1, . . . , ai−1, ai + θi(xi − ai), xi+1, . . . , xn

)
· (xi − ai) ;

ce qui entrâıne, du fait de la continuité des n fonctions ∂f/∂x1, . . . , ∂f/∂xn
au point (a1, . . . , an), que lim

(x1,...,xn)→(a1,...,an).
f(x1, . . . , xn) = f(a1, . . . , an).

Autrement dit, la fonction f est continue au point (a1, . . . , an). ■

15.1.7 Fonction de classe C1

Soit E un sous-ensemble ouvert de Rn. Une fonction f : E → R est dite de
classe C1 si les n fonctions ∂f/∂x1, . . . , ∂f/∂xn : E → R existent et sont
continues.

Toute fonction de classe C1 est continue (§ 15.1.6).



388 Calcul différentiel et intégral

15.1.8 Dérivée d’une intégrale qui dépend d’un paramètre

Soit a < b deux nombres réels, I un intervalle ouvert et f : [a, b]×I → R une
fonction continue dont la dérivée partielle par rapport à la seconde variable
existe et est continue sur [a, b]× I. Alors, la fonction g : I → R définie par

g(y) =

b∫
a

f(x, y) dx

est continûment différentiable sur I et, de plus, pour tout y ∈ I, on a :

g′(y) =

b∫
a

∂f

∂y
(x, y) dx.

démonstration. Soit y0 ∈ I et ϵ un nombre réel positif quelconque. D’une
part, I étant un intervalle ouvert, il existe un nombre réel β > 0 tel que

[y0 − β, y0 + β] ⊂ I.

Puisque ∂f/∂y est uniformément continue sur [a, b]× [y0−β, y0+β] (§ 14.3.18),
il existe un nombre 0 < δ < β tel que pour tout (x, z) ∈ [a, b]× [y0 − δ, y0 + δ] :∣∣∣∣∂f∂y (x, z)− ∂f

∂y
(x, y0)

∣∣∣∣ ⩽ ϵ

b− a
.

D’autre part, d’après le théorème des accroissements finis (§ 6.2.12), on sait
qu’à tout élément (x, y) ∈ [a, b] × [y0 − δ, y0 + δ] on peut associer un nombre
θ ∈ ]0, 1[ tel que

f(x, y)− f(x, y0) =
∂f

∂y
(x, y0 + θ(y − y0)) · (y − y0).

Ainsi, pour tout y ∈ I vérifiant 0 < |y − y0| ⩽ δ :∣∣∣∣∣∣g(y)− g(y0)

y − y0
−

b∫
a

∂f

∂y
(x, y0) dx

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
b∫

a

(
∂f

∂y
(x, y0 + θ(y − y0))−

∂f

∂y
(x, y0)

)
dx

∣∣∣∣∣∣
⩽

b∫
a

∣∣∣∣∂f∂y (x, y0 + θ(y − y0))−
∂f

∂y
(x, y0)

∣∣∣∣dx ⩽ ϵ.
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Ce résultat étant valable pour tout y0 ∈ I et tout nombre réel ϵ > 0, il nous
permet de conclure que la fonction g : I → R est différentiable sur I et que pour
tout y ∈ I :

g′(y) =

b∫
a

∂f

∂y
(x, y) dx.

Pour finir, remarquons que la continuité de la fonction g′ : I → R découle de
celle de la fonction ∂f/∂y : [a, b]× I → R (§ 14.3.20). ■

15.1.9 Exemple

Soit f, g : R→ R les deux fonctions définies respectivement par

f(y) =

 y∫
0

e−x2

dx

2

et g(y) =

1∫
0

e−y2(x2+1)

x2 + 1
dx

(pour g, voir la figure 15.2).

y

z =
e–y 

2 (x2 + 1)

x2 + 1

x

1

1

Fig. 15.2

Puisque pour tout y ∈ R

f ′(y) = 2e−y2

y∫
0

e−x2

dx

et (§ 15.1.8)

g′(y) =

∫ 1

0

e−y2(x2+1)(−2y(x2 + 1))

x2 + 1
dx = −2e−y2

1∫
0

ye−(yx)2dx

= −2e−y2

y∫
0

e−z2

dz = −2e−y2

y∫
0

e−x2

dx,
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on obtient que
f ′(y) + g′(y) = 0

ou encore

f(y) + g(y) = f(0) + g(0) =

1∫
0

dx

x2 + 1
=
π

4
.

D’autre part, en constatant que pour tout y ∈ R

0 ⩽ g(y) = e−y2

1∫
0

e−(xy)2

x2 + 1
dx ⩽ e−y2

1∫
0

dx

x2 + 1
=
π

4
e−y2

,

on peut conclure, grâce au théorème des deux gendarmes, que lim
y→+∞

g(y) = 0 et

donc que lim
y→+∞

f(y) = π/4 ; ce qui entrâıne que

+∞∫
0

e−x2

dx =

√
π

2
.

15.1.10 Exemple

Soit g : ]0,+∞[ → R la fonction définie par

g(y) =

π/2∫
0

ln(y2cos2x+ sin2x) dx.

Par le paragraphe 15.1.8, g est continûment dérivable sur ]0,+∞[ et, pour
tout y ∈ ]0, 1[ ∪ ]1,+∞[,

g′(y) =

π/2∫
0

2y cos2x

y2cos2x+ sin2x
dx

z=tan x
=

+∞∫
0

2y

y2 + z2
1

1 + z2
dz

=

+∞∫
0

2y

1− y2

(
1

z2 + y2
− 1

z2 + 1

)
dz

=
2y

1− y2
lim

z→+∞

(
1

y
arctan(z/y)− arctan(z)

)
=

π

1 + y
.

La continuité de g′ en y = 1 assure que g′(1) = π/2. On obtient

g(y) = g(y)− g(1) =

y∫
1

π

1 + t
dt = πln

(
1 + y

2

)
,

ce qui entrâıne
lim

y→0+
g(y) = −πln 2.
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D’autre part, comme l’intégrale généralisée

π/2∫
0+

ln sin2xdx

converge et que pour tout y ∈ ]0,+∞[

0 ⩽ g(y)−
π/2∫
0+

ln sin2xdx =

π/2∫
0+

ln(1 + y2cot2x )dx

= y

+∞∫
0

ln(1 + z2)

y2 + z2
dz (avec z = y cotx)

⩽ y

1∫
0

z2

y2 + z2
dz + y

+∞∫
1

ln(2z2)

z2
dz

⩽ y

1∫
0

dz + y

+∞∫
1

ln(2) + 2 ln(z)

z2
dz

= y + y lim
w→+∞

(
− ln 2

z
− 2

ln(z) + 1

z

)∣∣∣∣w
1

= y + y(2 + ln 2),

on peut aussi écrire (§ 5.2.12) que

lim
y→0+

g(y) =

π/2∫
0+

ln sin2xdx.

D’où
π/2∫
0+

ln sinxdx = −π ln
√
2.

De ce résultat, on déduit immédiatement la valeur des deux intégrales sui-
vantes :

π/2−∫
0

ln cos xdx = −πln
√
2 et

π/2−∫
0+

ln tanxdx = 0.

15.1.11 Lemme
Soit a un nombre réel, I un intervalle ouvert et h : [a,+∞[×I → R une fonction
continue vérifiant les deux propriétés suivantes :

• pour tout y ∈ I, l’intégrale généralisée

+∞∫
a

h(x, y) dx

converge ;
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• à tout nombre réel ϵ > 0, on peut associer un nombre α > a (indépendant
de y) tel que les relations t ⩾ α et y ∈ I impliquent∣∣∣∣∣∣

+∞∫
t

h(x, y) dx

∣∣∣∣∣∣ ⩽ ϵ.

Alors, la fonction H : I → R définie par

H(y) =

+∞∫
a

h(x, y) dx

est continue et, de plus, pour tout couple d’éléments y1, y2 de I, on a :

lim
t→+∞

y2∫
y1

 t∫
a

h(x, y) dx

dy =

y2∫
y1

 +∞∫
a

h(x, y) dx

 dy.

démonstration. La continuité de la fonction H : I → R découle immédiate-
ment des propriétés de la fonction h (§ 14.3.22). Ce résultat nous permet, en
outre, de considérer l’intégrale

y2∫
y1

 +∞∫
a

h(x, y) dx

dy

où y1 et y2 sont deux éléments quelconques de I.
Pour démontrer que

lim
t→+∞

y2∫
y1

 t∫
a

h(x, y) dx

dy =

y2∫
y1

 +∞∫
a

h(x, y) dx

 dy,

il suffit de constater que pour tout t > a∣∣∣∣∣∣
y2∫

y1

 t∫
a

h(x, y) dx

dy −
y2∫

y1

 +∞∫
a

h(x, y) dx

dy

∣∣∣∣∣∣ ⩽
∣∣∣∣∣∣
y2∫

y1

∣∣∣∣∣∣
+∞∫
t

h(x, y) dx

∣∣∣∣∣∣ dy
∣∣∣∣∣∣

et d’utiliser la deuxième propriété que vérifie la fonction h. ■

15.1.12 Dérivée d’une intégrale généralisée qui dépend d’un paramètre

Soit a un nombre réel, I un intervalle ouvert et f : [a,+∞[×I → R une fonction
continue vérifiant les trois propriétés suivantes :

• f admet une dérivée partielle par rapport à y continue sur [a,+∞[×I ;
• pour tout y ∈ I, les deux intégrales généralisées

+∞∫
a

f(x, y) dx et

+∞∫
a

∂f

∂y
(x, y) dx

convergent ;
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• à tout nombre réel ϵ > 0, on peut associer un nombre α > a (indépendant
de y) tel que les relations t ⩾ α et y ∈ I impliquent∣∣∣∣∣∣

+∞∫
t

∂f

∂y
(x, y) dx

∣∣∣∣∣∣ ⩽ ϵ.

Alors, la fonction g : I → R définie par

g(y) =

+∞∫
a

f(x, y) dx

est continûment différentiable sur I et, de plus, pour tout y ∈ I, on a :

g′(y) =

+∞∫
a

∂f

∂y
(x, y) dx.

démonstration. Soit F : ]a,+∞[× I → R la fonction auxiliaire définie par

F (t, y) =

t∫
a

f(x, y) dx

et t0 un élément quelconque de ]a,+∞[. Ainsi, grâce à la première propriété
que vérifie f , on sait (§ 15.1.8) que pour tout y ∈ I :

∂F

∂y
(t0, y) =

t0∫
a

∂f

∂y
(x, y) dx.

Soit c ∈ I. Puisque la fonction ∂F/∂y (t0, ·) : I → R est continue (§ 14.3.20),
on déduit du théorème fondamental du calcul intégral (§ 9.1.15) que pour tout
y ∈ I :

F (t0, y)− F (t0, c) =

y∫
c

∂F

∂y
(t0, s) ds

ou encore

F (t0, y) =

t0∫
a

f(x, c) dx+

y∫
c

 t0∫
a

∂f

∂y
(x, s) dx

ds.

Ce résultat étant valable quel que soit t0 ∈ ]a,+∞[, on peut écrire que pour
tout (t, y) ∈ ]a,+∞[× I :

F (t, y) =

t∫
a

f(x, c) dx+

y∫
c

 t∫
a

∂f

∂y
(x, s)dx

ds.

Par suite, du fait que la fonction ∂f/∂y : [a,+∞[×I → R vérifie toutes les
hypothèses du lemme 15.1.11, on obtient que la fonction g̃ : I → R définie par

g̃(s) =

+∞∫
a

∂f

∂y
(x, s) dx
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est continue et que pour tout y ∈ I :

g(y) = lim
t→+∞

F (t, y) =

+∞∫
a

f(x, c) dx+

y∫
c

g̃(s) ds.

Par conséquent, pour tout y ∈ I : g′(y) = g̃(y). D’où le résultat. ■

15.1.13 Exemple

Soit h : [0,+∞[→ R la fonction continue définie par

h(x) =


sinx

x
si x > 0

1 si x = 0.

On sait (§ 14.3.23) que la fonction g : [0,+∞[→ R définie par

g(y) =

+∞∫
0

e−xyh(x) dx

est continue. De plus, en constatant que pour tout (x, y) ∈ [1,+∞[× ]0,+∞[

|e−xy sinx| ⩽ e−xy ⩽
2

x2y2
,

on obtient (voir § 10.2.4 et 10.2.7) que, quel que soit y ∈ ]0,+∞[ , l’intégrale
généralisée

+∞∫
0

−e−xy sinxdx

converge. Par suite, puisque pour tout nombre réel ϵ > 0 et tout w ∈ ]0,+∞[,
les relations t ⩾ 8/(ϵw2) et y > w/2 impliquent∣∣∣∣∣∣
+∞∫
t

−e−xy sinx dx

∣∣∣∣∣∣ ⩽
+∞∫
t

e−xy dx ⩽

+∞∫
t

2

x2y2
dx =

2

ty2
⩽ 2(ϵw2/8)(4/w2) = ϵ,

on peut affirmer (§ 15.1.12) que pour tout y ∈]0,+∞[

g′(y) =

+∞∫
0

−e−xy sinxdx =
−1

1 + y2

car la fonction

x → 1

1 + y2

(
e−xy cosx+ ye−xy sinx

)
est une primitive de la fonction x → −e−xy sinx.

Ainsi, grâce à la continuité de la fonction g sur [0,+∞[, on a que pour tout
y ∈ [0,+∞[ :

g(y) = c− arctan y

où c est une constante. Calculons à présent cette constante. D’une part,

lim
y→+∞

g(y) = lim
y→+∞

(c− arctan y) = c− π

2
.
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D’autre part, pour tout y ∈ ]0,+∞[

|g(y)| =

∣∣∣∣∣∣
+∞∫
0

e−xyh(x) dx

∣∣∣∣∣∣ ⩽
+∞∫
0

e−xy dx =
1

y
;

ce qui entrâıne que
lim

y→+∞
g(y) = 0.

De ces deux résultats, on déduit que c = π/2. Par conséquent

g(0) =

+∞∫
0

h(x)dx =
π

2
.

D’où
+∞∫
0+

sinx

x
dx =

π

2
.

15.1.14 Dérivées partielles d’une fonction composée

D’une part, soit A un sous-ensemble de Rn et

g1, . . . , gp : A→ R

p fonctions continues au point a = (a1, . . . , an) telles que pour tout entier 1 ⩽
i ⩽ n, les p fonctions

∂g1/∂yi, . . . , ∂gp/∂yi : A→ R

existent. D’autre part, soit B un sous-ensemble de Rp contenant{(
g1(y), . . . , gp(y)

)
: y ∈ A

}
et f : B → R une fonction admettant pour tout entier 1 ⩽ j ⩽ p une dérivée
partielle ∂f/∂xj : B → R qui soit continue au point b = (g1(a), . . . , gp(a)).
Alors, pour tout entier 1 ⩽ i ⩽ n, la fonction F : A→ R définie par

F (y1, . . . , yn) = f(x1 = g1(y1, . . . , yn), . . . , xp = gp(y1, . . . , yn))

possède une dérivée partielle par rapport à yi au point a = (a1, . . . , an) et, de
plus, on a :

∂F

∂yi
(a1, . . . , an)

=

p∑
j=1

(
∂f

∂xj

(
g1(a1, . . . , an), . . . , gp(a1, . . . , an)

)
· ∂gj
∂yi

(a1, . . . , an)

)
.

Remarque. Ce résultat reste valable pour p = 1 ou n = 1 pourvu que, là où c’est
nécessaire, les dérivées partielles soient remplacées par des dérivées de fonctions
d’une variable réelle. Voir en particulier le corollaire 15.1.15.
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démonstration. Comme a est un point intérieur à A et b un point intérieur
à B, on sait qu’il existe deux nombres réels positifs α et β tels que B(a , α) ⊂ A
et B(b, β) ⊂ B. Par suite, puisque les p fonctions g1, . . . gp sont toutes continues
au point a , il existe p éléments δ1, . . . , δp de ]0, α[ tels que pour tout entier
1 ⩽ k ⩽ p et tout z ∈ B(a , δk) : |gk(z ) − gk(a)| ⩽ β/(2

√
p). Ainsi, en posant

δ = min{δ1, . . . , δp}, on obtient que

{(g1(z ), . . . , gp(z )) : z ∈ B(a , δ)} ⊂ B(b, β).

À présent, fixons-nous arbitrairement un entier i compris entre 1 et p. Alors,
grâce au théorème des accroissements finis (§ 6.2.12), à tout y ∈]ai − δ, ai + δ[,
on peut associer p éléments θ1, . . . , θp de ]0, 1[ tels que, en utilisant la notation

ȳ = (a1, . . . ai−1, y, ai+1, . . . an),

on obtienne

F (ȳ)− F (a) = f
(
g1(ȳ), . . . gp(ȳ)

)
− f

(
g1(a), . . . , gp(a)

)
=

p∑
j=1

(
f
(
g1(a), . . . , gj−1(a), gj(ȳ), . . . , gp(ȳ)

)
− f

(
g1(a), . . . , gj(a), gj+1(ȳ), . . . , gp(ȳ)

))
=

p∑
j=1

( ∂f
∂xj

(
g1(a), . . . , gj−1(a), gj(a) + θj

(
gj(ȳ)− gj(a)

)
,

gj+1(ȳ), . . . , gp(ȳ)
)
·
(
gj(ȳ)− gj(a)

))
;

ce qui entrâıne, du fait de la continuité des fonctions g1, . . . , gp au point a et des
fonctions ∂f/∂x1, . . . , ∂f/∂xp au point b = (g1(a), . . . , gp(a)), que

∂F

∂yi
(a) = lim

y→ai

F (ȳ)− F (a)

y − ai

=

p∑
j=1

(
∂f

∂xj

(
g1(a), . . . , gp(a)

)
· ∂gj
∂yi

(a)

)
.

■

15.1.15 Corollaire

D’une part, soit I un intervalle ouvert et

g1, . . . , gp : I → R

p fonctions continûment différentiables sur I. D’autre part, soit E un sous-
ensemble ouvert de Rp contenant {(g1(t), . . . , gp(t)) : t ∈ I} et f : E → R

une fonction de classe C1. Alors, la fonction F : I → R définie par

F (t) = f(x1 = g1(t), . . . , xp = gp(t))
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est continûment différentiable sur I, de plus, pour tout t ∈ I, on a :

F ′(t) =

p∑
j=1

(
∂f

∂xj

(
g1(t), . . . , gp(t)

)
· g′j(t)

)
.

Voir la figure 15.3.

Notation. La dérivée g′j(t) est notée aussi

g′j(t) =
dgj
dt

(t).

y = f(x1, x2)

(x1 = g1(t), x2 = g2(t))

p = 2

F(t)

x2x1

Fig. 15.3

15.1.16 Remarque

Si dans l’énoncé du paragraphe 15.1.14, on ne suppose pas que les fonctions
∂f/∂x1, . . . , ∂f/∂xp sont toutes continues au point b = (g1(a), . . . , gp(a)), alors
le résultat peut très bien cesser d’être vrai. Par exemple, si f : R2 → R et
F : R→ R sont les deux fonctions continues définies respectivement par

f(x, y) =


x2y

x2 + y2
si (x, y) ̸= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0)

et

F (t) = f(x = t, y = t) =
t

2
,

on vérifie facilement, puisque pour tout (x, y) ∈ R2,

∂f

∂x
(x, y) =


2xy3

(x2 + y2)
2 si (x, y) ̸= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0)
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et

∂f

∂y
(x, y) =


x2(x2 − y2)

(x2 + y2)
2 si (x, y) ̸= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0),

que les deux fonctions ∂f/∂x et ∂f/∂y ne sont pas continues au point (0,0) et
que

F ′(0) =
1

2
̸= 0 =

∂f

∂x
(0, 0)

dx

dt
(0) +

∂f

∂y
(0, 0)

dy

dt
(0).

15.1.17 Exemple

On se propose de trouver toutes les fonctions

f : E = {(x, y) ∈ R2 : x > 0} → R

de classe C1 qui, sur E, vérifient l’équation aux dérivées partielles

x
∂f

∂y
(x, y)− y

∂f

∂x
(x, y) = kf(x, y)

où k est une constante. Pour cela, supposons que f soit une telle fonction et
considérons les deux fonctions auxiliaires g1, g2 : ]0,+∞[ × ]−π/2, π/2[ → R

définies respectivement par

g1(r, θ) = r cos θ et g2(r, θ) = r sin θ.

Alors, si F : ]0,+∞[× ]−π/2, π/2[ → R est la fonction définie par

F (r, θ) = f(x = g1(r, θ), y = g2(r, θ)),

on obtient (§ 15.1.14) que pour tout (r, θ) ∈ ]0,+∞[× ]−π/2, π/2[ :
∂F

∂θ
(r, θ) =

∂f

∂x
(g1(r, θ), g2(r, θ))

∂g1
∂θ

(r, θ)

+
∂f

∂y
(g1(r, θ), g2(r, θ))

∂g2
∂θ

(r, θ)

= − r sin θ
∂f

∂x
(r cos θ, r sin θ)

+ r cos θ
∂f

∂y
(r cos θ, r sin θ) = kF (r, θ) ;

ce qui donne, en intégrant par rapport à θ (§ 12.3.2), que

F (r, θ) = h(r)ekθ

où h : ]0,+∞[ → R est une fonction différentiable sur ]0,+∞[. De plus, la
continuité de la fonction ∂f/∂x entrâıne celle de la fonction h′ car pour tout
r ∈ ]0,+∞[ :

h′(r) =
∂F

∂r
(r, 0) =

∂f

∂x
(r, 0).

Par conséquent, toutes les fonctions f : E → R cherchées sont de la forme

f(x, y) = h(
√
x2 + y2)ek arctan (y/x) avec h ∈ C1(R∗

+,R).
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15.1.18 Lemme

Soit I1, I2 deux intervalles ouverts et h : I1 × I2 → R une fonction continue.
Alors, si a ∈ I1, la fonction g : I1 × I2 → R définie par

g(r, s) =

r∫
a

h(x, s) dx

est continue.

démonstration. Soit ϵ un nombre réel positif et (r0, s0) un élément quelconque
de I1 × I2. D’une part, I1 et I2 étant deux intervalles ouverts, il existe trois
nombres réels positifs α1, α2 et α3 tels que

a ∈ [r0 − α1, r0 + α2] ⊂ I1 et [s0 − α3, s0 + α3] ⊂ I2 ;

ce qui entrâıne, puisque (§ 14.3.18) la fonction h est uniformément continue sur
E = [r0 − α1, r0 − α2]× [s0 − α3, s0 − α3], l’existence d’un nombre 0 < δ1 < α3

tel que pour tout (x, s) ∈ [r0 − α1, r0 + α2]× [s0 − δ1, s0 + δ1] :

|h(x, s)− h(x, s0)| ⩽
ϵ

2(1 + |r0 − a|) .

D’autre part, comme h est bornée sur E (§ 14.3.18), il existe un nombre réel
M > 0 tel que pour tout (x, s) ∈ E :

|h(x, s)| ⩽M.

Ainsi, en posant

δ = min
{
α1, α2, δ1,

ϵ

2M

}
,

on obtient que pour tout (r, s) ∈ I1 × I2 vérifiant

√
(r − r0)

2
+ (s− s0)

2 ⩽ δ :

|g(r, s)− g(r0, s0)| = |(g(r, s)− g(r0, s)) + (g(r0, s)− g(r0, s0))|

⩽

∣∣∣∣∣∣
r∫

r0

h(x, s) dx

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
r0∫
a

(h(x, s)− h(x, s0)) dx

∣∣∣∣∣∣ ⩽ ϵ

2
+
ϵ

2
= ϵ.

D’ou le résultat. ■

15.1.19 Formule générale donnant la dérivée d’une intégrale qui dépend
d’un paramètre

D’une part, soit I1, I2 deux intervalles ouverts et f : I1 × I2 → R une
fonction continue admettant une dérivée partielle par rapport à y qui soit
continue. D’autre part, soit I un intervalle ouvert et g, h, k : I → R trois
fonctions continûment différentiables sur I telles que

{(g(t), h(t), k(t)) : t ∈ I} ⊂ I1 × I1 × I2.
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Alors, la fonction F : I → R définie par (fig. 15.4)

F (t) =

g(t)∫
h(t)

f(x, k(t)) dx

est continûment différentiable sur I et, de plus, pour tout t ∈ I, on a :

F ′(t) = f(g(t), k(t))g′(t)− f(h(t), k(t))h′(t) + k′(t)

g(t)∫
h(t)

∂f

∂y
(x, k(t)) dx.

z

I1

I2
y = k(t)

x = h(t)

x = g(t)x

y

Fig. 15.4

démonstration. Soit a ∈ I1 et G : I1 × I2 → R la fonction auxiliaire définie
par

G(r, s) =

r∫
a

f(x, s) dx.

Alors, pour tout t ∈ I :

F (t) = G(r = g(t), s = k(t))−G(r = h(t), s = k(t)).

De plus, puisque pour tout (r, s) ∈ I1 × I2 :

∂G

∂r
(r, s) = f(r, s) et

∂G

∂s
(r, s) =

r∫
a

∂f

∂y
(x, s) dx,
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les deux fonctions ∂G/∂r et ∂G/∂s sont continues (lemme 15.1.18). Ainsi, grâce
au corollaire 15.1.15, on sait que la fonction F est continûment différentiable sur
I et que pour tout t ∈ I :

F ′(t) =
∂G

∂r
(g(t), k(t))g′(t) +

∂G

∂s
(g(t), k(t))k′(t)− ∂G

∂r
(h(t), k(t))h′(t)

− ∂G

∂s
(h(t), k(t))k′(t)

= f(g(t), k(t))g′(t)− f(h(t), k(t))h′(t) + k′(t)

g(t)∫
h(t)

∂f

∂y
(x, k(t)) dx.

■

15.1.20 Exemple

Soit a ∈ R∗,W : R→ R une fonction continue et V0 : R→ R la fonction définie
par (fig. 15.5)

V0(t) =

t∫
0

W (x) sin
(
a(t− x)

)
dx.

Alors, en remarquant que pour tout t ∈ R

V ′
0(t) =W (t) sin a(t− t) + a

t∫
0

W (x) cos a(t− x) dx

= a

t∫
0

W (x) cos a(t− x) dx

et

V ′′
0 (t) = aW (t) cos a(t− t)− a2

t∫
0

W (x) sin a(t− x) dx

= aW (t)− a2V0(t),

on obtient que V0 est une solution particulière de l’équation différentielle linéaire
du second ordre

u′′ (t) + a2u(t) = aW (t).

La figure 15.5 donne le graphique de la fonction (x, t) → W (x) sin a(t − x)
pour 0 ⩽ t ⩽ x et W (x) = x.
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t

x x = t

W(x) = x

z = W(x) sina(t – x)

Fig. 15.5

15.1.21 Définition d’une fonction homogène

Une fonction f : E → R est dite homogène de degré α ∈ R si pour tout
(x1, . . . , xn) ∈ E et tout nombre réel t > 0 :

(tx1, . . . , txn) ∈ E et f(tx1, . . . , txn) = tαf (x1, . . . , xn) .

15.1.22 Propriété des fonctions homogènes

Soit f : E → R une fonction homogène de degré α admettant une dérivée
partielle par rapport à xi. Alors, la fonction ∂f/∂xi : E → R est homogène de
degré α− 1.

démonstration. Soit t un nombre réel positif quelconque. Puisque pour tout
(x1, . . . , xn) ∈ E

f(tx1, . . . , txn) = tαf(x1, . . . , xn),

on obtient que

t
∂f

∂xi
(tx1, . . . , txn) = tα

∂f

∂xi
(x1, . . . , xn)

ou encore
∂f

∂xi
(tx1, . . . , txn) = tα−1 ∂f

∂xi
(x1, . . . , xn) .

■
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15.1.23 Théorème d’Euler

Soit E un sous-ensemble non vide de Rn tel que les relations (x1, . . . , xn) ∈
E et t ∈] 0,+∞[ impliquent (tx1, . . . , txn) ∈ E. Alors une fonction f :
E → R de classe C1 est homogène de degré α si et seulement si pour tout
(x1, . . . , xn) ∈ E :

αf (x1, . . . , xn) =

n∑
i=1

(
xi
∂f

∂xi
(x1, . . . , xn)

)
.

Cette égalité est appelée la relation d’Euler.

démonstration. Supposons d’abord que f soit homogène de degré α et soit
(a1, . . . , an) un élément quelconque de E. Alors, en désignant par g :]0,+∞[→ R

la fonction définie par

g(t) = f(ta1, . . . , tan) = tαf (a1, . . . , an) ,

on obtient, grâce au corollaire 15.1.15, que pour tout nombre réel t > 0 :

g′(t) =

n∑
i=1

ai
∂f

∂xi
(ta1, . . . , tan)) = αtα−1f (a1, . . . , an) ;

ce qui donne, en posant t = 1, la relation d’Euler.

Réciproquement, supposons que pour tout (x1, . . . , xn) ∈ E

αf (x1, . . . , xn) =

n∑
i=1

(
xi
∂f

∂xi
(x1, . . . , xn)

)

et soit (b1, . . . , bn) un élément quelconque de E. Alors, si h :]0,+∞[→ R est la
fonction définie par

h(t) = f(tb1, . . . , tbn),

on peut écrire, en utilisant à nouveau le corollaire 15.1.15, que pour tout nombre
réel t > 0 :

th′(t) =

n∑
i=1

(
(tbi)

∂f

∂xi
(tb1, . . . , tbn)

)
= αh(t);

ce qui entrâıne (§ 12.3.2) que h(t) = tαh(1). Comme h(1) = f(b1, . . . , bn), on
obtient finalement que pour tout t ∈]0,+∞[ :

f(tb1, . . . , tbn) = tαf(b1, . . . , bn).

■
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15.1.24 Exemple

On se propose de trouver toutes les fonctions

f : E = {(x, y) ∈ R2 : x > 0} → R

qui sont homogènes de degré zéro et de classe C1. D’après le théorème d’Euler,
ce problème revient à déterminer toutes les fonctions f : E → R de classe C1

qui, sur E, vérifient l’équation aux dérivées partielles

x
∂f

∂x
(x, y) + y

∂f

∂y
(x, y) = 0.

Pour cela, supposons que f soit une telle fonction. Alors, si

F : ]0,+∞[× ]−π/2, π/2[ → R

est la fonction définie par

F (r, θ) = f (x = r cos θ, y = r sin θ) ,

on obtient (§ 15.1.14) que pour tout (r, θ) ∈ ]0,+∞[× ]−π/2, π/2[

r
∂F

∂r
(r, θ) = (r cos θ)

∂f

∂x
(r cos θ, r sin θ) + (r sin θ)

∂f

∂y
(r cos θ, r sin θ) = 0 ;

ce qui donne, en intégrant par rapport à r, que

F (r, θ) = h(θ)

où h : ]−π/2, π/2[ → R est une fonction différentiable sur ]−π/2, π/2[ . De
plus, le fait que f soit de classe C1 entrâıne que h′ est continue, car pour tout
θ ∈ ]−π/2, π/2[ :

h′(θ) =
∂F

∂θ
(1, θ) = − sin θ

∂f

∂x
(cos θ, sin θ) + cos θ

∂f

∂y
(cos θ, sin θ).

Par conséquent, toutes les fonctions f : E → R cherchées sont de la forme

f(x, y) = h
(
arctan

y

x

)
avec h ∈ C1 ( ]−π/2, π/2[ ,R) ,

ou plus simplement

f(x, y) = k
(y
x

)
avec k ∈ C1(R,R).
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15.2 Dérivées partielles d’ordres supérieurs

15.2.1 Définitions

Soit E un sous-ensemble de Rn et f : E → R une fonction admettant
une dérivée partielle par rapport à xi. Si la fonction ∂f/∂xi : E → R

admet à son tour une dérivée partielle par rapport à xj , on aura la fonction
∂/∂xj (∂f/∂xi) : E → R que nous noterons plus simplement

∂2f

∂xi∂xj
ou encore f ′′xixj

.

Les fonctions ∂2f/∂xi∂xj : E → R sont appelées les dérivées partielles
secondes (ou d’ordre 2) de la fonction f.

De proche en proche, on peut définir ainsi, lorsqu’elles existent, les dérivées
partielles d’ordre p de la fonction f. Par exemple, la dérivée partielle d’ordre p de
la fonction f par rapport aux variables xi1 , . . . , xip (prises dans cet ordre) sera
notée

∂pf

∂xi1 . . . ∂xip
ou encore f (p)xi1 ... xip

.

Remarque. Lorsqu’elles sont bien définies, les notations

∂2f

∂xi∂xj
= f ′′xixj

(15.1)

et
∂2f

∂xj∂xi
= f ′′xjxi

(15.2)

ont des significations différentes si i ̸= j. Dans les notations (15.1), on dérive
d’abord f par rapport à xi et ensuite la dérivée partielle obtenue est dérivée par
rapport à xj , alors que, dans les notations (15.2), on dérive d’abord f par rapport
à xj et ensuite la dérivée partielle obtenue est dérivée par rapport à xi. Au
paragraphe 15.2.5, nous verrons que l’ordre de dérivation peut être important et,
au paragraphe 15.2.6, nous donnerons une condition qui assure l’égalité f ′′xixj

=
f ′′xjxi

.

15.2.2 Fonctions de classe Cp

Soit E un sous-ensemble ouvert de Rn et p un entier positif. Une fonction
f : E → R est dite de classe Cp si toutes ses dérivées partielles d’ordre p
existent et sont continues.

Une fonction g : E → R est dite de classe C∞ si, pour tout entier p > 0,
elle est de classe Cp.
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15.2.3 Propriété des fonctions de classe Cp

Si f : E → R est une fonction de classe Cp, alors toutes ses dérivées partielles
d’ordre 1 à p existent et sont continues. Autrement dit, pour tout entier 0 < k ⩽
p, la fonction f est de classe Ck. De plus, la fonction f est continue.

démonstration. II suffit d’utiliser la condition suffisante démontrée au para-
graphe 15.1.6. ■

15.2.4 Exemple

Soit f : R2 → R la fonction définie par f(x, y) = x sin(xy) (fig. 15.6). Alors,
pour tout (x, y) ∈ R2, on a :

∂f

∂x
(x, y) = sinxy + xy cosxy

∂f

∂y
(x, y) = x2 cosxy

∂2f

∂x2
(x, y) = 2y cosxy − xy2 sinxy

∂2f

∂x ∂y
(x, y) = 2x cosxy − x2y sinxy

∂2f

∂y ∂x
(x, y) = 2x cosxy − x2y sinxy

∂2f

∂y2
(x, y) = −x3 sinxy.

z = f(x, y) = x sinxy

x
y

Fig. 15.6

15.2.5 Remarque

De l’exemple 15.2.4, il ne faudrait pas conclure trop hâtivement que l’éga-
lité ∂2f/∂x∂y (x, y) = ∂2f/∂y∂x (x, y) a toujours lieu. Ainsi, pour la fonction
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f : R2 → R définie par

f(x, y) =


xy3

x2 + y2
si (x, y) ̸= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0)

(fig. 15.7), on a ∂2f/∂x ∂y (0, 0) = 1 ̸= 0 = ∂2f/∂y ∂x (0, 0) . Néanmoins, si les
deux fonctions ∂2f/∂xi∂xj et ∂2f/∂xj∂xi sont continues en a = (a1, . . . , an),
alors elles sont égales en ce point. C’est le théorème de Schwarz.

x

z

y

Fig. 15.7

15.2.6 Théorème de Schwarz

Soit E un sous-ensemble de Rn, a = (a1, . . . , an) un élément de E et f :
E → R une fonction dont les deux dérivées partielles secondes ∂2f/∂xi∂xj
et ∂2f/∂xj∂xi existent et sont continues au point a . Alors on a l’égalité :

∂2f

∂xi∂xj
(a1, . . . , an) =

∂2f

∂xj∂xi
(a1, . . . , an) .

démonstration. D’après la remarque finale du paragraphe 14.3.13, le point a
est un point intérieur de E car les deux dérivées partielles secondes ∂2f/∂xi∂xj
et ∂2f/∂xj∂xi sont continues en a par hypothèse. Nous supposerons que i ̸= j
et nous commencerons par le cas n = 2, i = 1 et j = 2.

Puisque a est un point intérieur de E , il existe un nombre réel δ > 0 tel que
B (a , 2δ) ⊂ E et toutes les dérivées partielles de f existent jusqu’à l’ordre 2 sur
B (a , 2δ). Soit v ∈ ]0, δ[. Pour s ∈ [0, v], posons

g(s) = f(a1 + v, a2 + s)− f(a1, a2 + s),

ce qui donne

g(v)− g(0) = f(a1 + v, a2 + v)− f(a1, a2 + v)− f(a1 + v, a2) + f(a1, a2)
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et

g′(s) =
∂f

∂x2
(a1 + v, a2 + s)− ∂f

∂x2
(a1, a2 + s)

pour tout s ∈ ]0, v[.
Le théorème des accroissements finis (§ 6.2.12) appliqué à la fonction

t→ ∂f

∂x2
(a1 + t, a2 + s)

et à l’intervalle [0, v] assure qu’il existe θ1 ∈ ]0, v[ tel que

g′(s) =
∂f

∂x2
(a1 + v, a2 + s)− ∂f

∂x2
(a1, a2 + s) =

∂2f

∂x2∂x1
(a1 + θ1, a2 + s)v.

Le nombre θ1 = θ1(v, s) peut dépendre de v et s.
Le théorème des accroissements finis appliqué ensuite à la fonction g et à

l’intervalle [0, v] assure qu’il existe θ2 ∈ ]0, v[ tel que

g(v)− g(0) = g′(θ2)v =
∂2f

∂x2∂x1
(a1 + θ1, a2 + θ2)v

2,

où θ1 = θ1(v, θ2).
En inversant les rôles de la première et seconde composante, posons pour

s ∈ [0, v]
h(s) = f(a1 + s, a2 + v)− f(a1 + s, a2),

ce qui donne

h(v)− h(0) = f(a1 + v, a2 + v)− f(a1 + v, a2)− f(a1, a2 + v) + f(a1, a2).

On montre de même qu’il existe θ3 et θ4 dans ]0, v[ tels que

h(v)− h(0) =
∂2f

∂x1∂x2
(a1 + θ3, a2 + θ4)v

2.

Comme

g(v)−g(0) = f(a1+v, a2+v)−f(a1, a2+v)−f(a1+v, a2)+f(a1, a2) = h(v)−h(0),
on en déduit

∂2f

∂x2∂x1
(a1 + θ1, a2 + θ2)v

2 =
∂2f

∂x1∂x2
(a1 + θ3, a2 + θ4)v

2

et
∂2f

∂x2∂x1
(a1 + θ1, a2 + θ2) =

∂2f

∂x1∂x2
(a1 + θ3, a2 + θ4).

En considérant des valeurs de v arbitrairement proches de 0, la continuité des
deux dérivées partielles secondes ∂2f/∂x1∂x2 et ∂2f/∂x2∂x1 en (a1, a2) permet
de conclure que

∂2f

∂x2∂x1
(a1, a2) =

∂2f

∂x1∂x2
(a1, a2).

Si n ⩾ 3 et i ̸= j, on applique le même argument à la fonction (x, y) → F (x, y)
que l’on obtient de f en fixant les valeurs des variables xk à ak pour k ̸∈ {i, j}
et en posant xi = x et xj = y. ■
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15.2.7 Corollaire

Soit f : E → R une fonction de classe Cp et k un entier compris entre 1 et p. Si
deux k-tuples ordonnés (i1, · · · , ik) et (j1, · · · , jk) sont égaux à une permutation
près alors, pour tout élément a = (a1 . . . , an) de E, on peut écrire

∂kf

∂xi1 · · · ∂xik
(a1, · · · , an) =

∂kf

∂xj1 · · · ∂xjk
(a1, · · · , an).

15.2.8 Exemple : équation d’onde

On se propose de trouver toutes les fonctions f : R2 → R de classe C2 qui
vérifient l’équation aux dérivées partielles

∂2f

∂x2
(x, y)− a2

∂2f

∂y2
(x, y) = 0

où a est une constante positive. Pour cela, supposons que f soit une telle fonction
et considérons la fonction auxiliaire F : R2 → R définie par

F (u, v) = f

(
x =

u− v

2a
, y =

u+ v

2

)
.

Alors, pour tout (u, v) ∈ R2 :

∂F

∂u
(u, v) =

1

2a

∂f

∂x

(
u− v

2a
,
u+ v

2

)
+

1

2

∂f

∂y

(
u− v

2a
,
u+ v

2

)
et

∂2F

∂u∂v
(u, v) =

1

2a

(−1

2a
· ∂

2f

∂x2

(
u− v

2a
,
u+ v

2

)
+

1

2

∂2f

∂x∂y

(
u− v

2a
,
u+ v

2

))
+

1

2

(
− 1

2a

∂2f

∂y∂x

(
u− v

2a
,
u+ v

2

)
+

1

2

∂2f

∂y2

(
u− v

2a
,
u+ v

2

))
=
−1

4a2

(
∂2f

∂x2

(
u− v

2a
,
u+ v

2

)
− a2

∂2f

∂y2

(
u− v

2a
,
u+ v

2

))
= 0 ;

ce qui donne, en intégrant d’abord par rapport à v et ensuite par rapport à u,
que

F (u, v) = g(u) + h(v)

où g, h : R → R sont des fonctions deux fois continûment différentiables sur R.
Par conséquent, toutes les fonctions f : R2 → R cherchées sont de la forme

f(x, y) = g(ax+ y) + h(−ax+ y) avec g, h ∈ C2(R,R).

La figure 15.8 illustre le cas g = 0 et a = 1.
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x

y

z = h(– x + y)

a = 1

h(v) =
cosαv
0

−π/2 < ν < π/2, α > 2

|ν| π/2

Fig. 15.8

15.2.9 Fonctions de classe Cp sur un sous-ensemble

Soit A un sous-ensemble ouvert non vide de Rn inclus dans E. Une fonction
f : E → R est dite de classe Cp sur A si sa restriction à A est de classe Cp.

15.2.10 Fonctions de classe Cp au voisinage d’un point

Soit a = (a1, . . . , an) un point intérieur à E. Une fonction f : E → R est dite de
classe Cp au voisinage de a s’il existe un nombre réel δ > 0 tel que B(a , δ) ⊂ E
et f est de classe Cp sur B(a , δ).

15.2.11 Formule de Taylor

Soit f : E → R une fonction de classe Cp+1 au voisinage de a = (a1 . . . , an).
Alors, il existe un nombre réel δ > 0 tel que B(a , 2δ) ⊂ E et, à tout élément
x = (x1 . . . , xn) de B(a , δ), on peut associer un nombre 0 < θ < 1 de sorte
que l’on ait l’égalité suivante (dite formule de Taylor) :

f(x) = F (0) + F ′(0) + . . .+ F (p)(0)
1

p!
+ F (p+1)(θ)

1

(p+ 1)!

où F : ]−2, 2[ → R est la fonction définie par F (t) = f(a + t(x − a)).

En particulier pour n = 2 et p = 0, si ||(x, y)− (a, b)|| est suffisamment petit,
on obtient que
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f(x, y) = f(a, b) +
∂f

∂x
(a+ θ(x− a), b+ θ(y − b)) (x− a)

+
∂f

∂y
(a+ θ(x− a), b+ θ(y − b)) (y − b)

pour un certain θ ∈ ]0, 1[ qui peut dépendre de (x, y), où f : E → R est
une fonction de classe C1 au voisinage de (a, b) ∈ E ⊂ R2.

Observons que les dérivées partielles ∂f
∂x et ∂f

∂y de la fonction f sont évaluées ici

au point (a+ θ(x− a), b+ θ(y − b)).

De même dans le cas particulier n = 2 et p = 1, si ||(x, y) − (a, b)|| est
suffisamment petit, on obtient que

f(x, y) = f(a, b) +
∂f

∂x
(a, b) (x− a) +

∂f

∂y
(a, b) (y − b)

+
1

2

{
∂2f

∂x2
(
a+ θ(x− a), b+ θ(y − b)

)
(x− a)

2

+ 2
∂2f

∂x∂y

(
a+ θ(x− a), b+ θ(y − b)

)
(x− a)(y − b)

+
∂2f

∂y2
(
a+ θ(x− a), b+ θ(y − b)

)
(y − b)

2
}
,

pour un certain θ ∈ ]0, 1[ qui peut dépendre de (x, y), où f : E → R est
une fonction de classe C2 au voisinage de (a, b) ∈ E ⊂ R2.

Observons que les dérivées partielles d’ordre 2 ∂2f
∂x2 ,

∂2f
∂x∂y et ∂2f

∂y2 de la fonction

f sont évaluées ici au point (a+ θ(x− a), b+ θ(y − b)).

démonstration. Comme f est de classe Cp+1 au voisinage de a , il existe un
nombre réel δ1 > 0 tel que f soit de classe Cp+1 sur B(a , δ1). Posons δ = δ1/2 et
soit x ∈ B (a , δ). Puisque {a + t(x − a) : −2 < t < 2} est inclus dans B(a , δ1),
la fonction F : ]−2, 2[ → R est bien définie, et de plus elle est (p + 1) fois
continûment différentiable sur ]−2, 2[ (§ 15.1.15) ; ce qui entrâıne, entre autres,
que la formule de Taylor (§ 6.4.6) donnée dans le cadre d’une fonction d’une
variable réelle lui est applicable. Par conséquent, il existe un nombre réel 0 <
θ < 1 tel que

f(x) = F (1) = F (0) + F ′(0) + . . .+ F (p)(0)
1

p!
+ F (p+1)(θ)

1

(p+ 1)!
.
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Pour établir la formule de Taylor dans les deux cas particuliers où n = 2, il
suffit de constater que pour tout t ∈ ]−2, 2[ :

F ′(t) =
∂f

∂x

(
a+ t(x− a), b+ t(y − b)

)
(x− a)

+
∂f

∂y

(
a+ t(x− a), b+ t(y − b)

)
(y − b)

et

F ′′(t) =
∂2f

∂x2
(
a+ t(x− a), b+ t(y − b)

)
(x− a)2

+ 2
∂2f

∂x∂y

(
a+ t(x− a), b+ t(y − b)

)
(x− a) (y − b)

+
∂2f

∂y2
(
a+ t(x− a), b+ t(y − b)

)
(y − b)2,

et d’utiliser la formule obtenue ci-dessus. ■

15.3 Formes différentielles

15.3.1 Définitions

Soit a < b et c < d quatre éléments deR (§ 1.5.1) etM,N : ]a, b [×] c, d[ → R

deux fonctions continues. Alors, l’équation

M(x, y) +N(x, y)y′ = 0 (15.3)

est appelée une forme différentielle. De plus, lorsque les deux fonctions M
et N sont de classe C1 et que pour tout (x, y) ∈ ]a, b [×] c, d[ :

∂M

∂y
(x, y) =

∂N

∂x
(x, y), (15.4)

on dit que la forme différentielle (15.3) est exacte.

Une fonction y : I → ]c, d[ continûment différentiable sur l’intervalle ouvert
I ⊂ ]a, b[ est dite solution de la forme différentielle (15.3) si pour tout x ∈ I :

M(x, y(x)) +N(x, y(x))y′(x) = 0.
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15.3.2 Théorème

Soit a < b et c < d quatre éléments de R, (x0, y0) ∈ ]a, b [×] c, d[ et
M,N : ]a, b [×] c, d[ → R deux fonctions de classe C1 vérifiant, pour tout
(x, y) ∈ ]a, b [×] c, d[, l’égalité (15.4). D’autre part, soit χ : ]a, b [×] c, d[ → R

la fonction définie par

χ(x, y) =

x∫
x0

M(t, y) dt+

y∫
y0

N(x0, t) dt.

Alors, pour qu’une fonction y : I → ]c, d[ continûment différentiable sur
l’intervalle ouvert I ⊂ ]a, b[ soit solution de la forme différentielle exacte
(15.3) il faut et il suffit qu’il existe une constante α telle que pour tout
x ∈ I : χ (x, y(x)) = α.

Pourvu que (15.4) soit satisfaite, il existe d’autres manières de calculer χ
que d’utiliser sa définition. Par exemple

χ(x, y) =

x∫
x0

M(t, y0) dt+

y∫
y0

N(x, t) dt

ou encore

χ(x, y) =

1∫
0

{
(x− x0)M

(
x0 + s(x− x0), y0 + s(y − y0)

)
+ (y − y0)N

(
x0 + s(x− x0), y0 + s(y − y0)

)}
ds.

démonstration. Observons d’abord que ∂χ
∂x (x, y) =M(x, y) et (voir § 15.1.8)

∂χ

∂y
(x, y) =

∫ x

x0

∂M

∂y
(t, y)dt+N(x0, y)

=

∫ x

x0

∂N

∂x
(t, y)dt+N(x0, y) = N(x, y).

Définissons ensuite la fonction G : I → R par G(x) = χ(x, y (x)). Il suffit
maintenant de remarquer que si y : I → ]c, d[ est une fonction continûment
différentiable sur l’intervalle ouvert I ⊂ ]a, b[, alors pour tout x ∈ I :

G′(x) =
∂χ

∂x

(
x, y(x)

)
+
∂χ

∂y

(
x, y(x)

)
y′(x)

=M
(
x, y(x)

)
+N

(
x, y(x)

)
y′(x).
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Pour vérifier les formules alternatives pour χ, posons

χ1(x, y) =

x∫
x0

M(t, y0) dt+

y∫
y0

N(x, t) dt

et

χ2(x, y) =

1∫
0

{
(x− x0)M

(
x0 + s(x− x0), y0 + s(y − y0)

)
+ (y − y0)N

(
x0 + s(x− x0), y0 + s(y − y0)

)}
ds.

On obtient

χ1(x, y) =

x∫
x0

∂χ

∂x
(t, y0) dt+

y∫
y0

∂χ

∂y
(x, t) dt

= χ(x, y0)− χ(x0, y0) + χ(x, y)− χ(x, y0) = χ(x, y).

Comme

χ2(x, y) =

1∫
0

{
(x− x0)

∂χ

∂x

(
x0 + s(x− x0), y0 + s(y − y0)

)
+ (y − y0)

∂χ

∂y

(
x0 + s(x− x0), y0 + s(y − y0)

)}
ds

et l’intégrande

(x−x0)
∂χ

∂x
(x0+s(x−x0), y0+s(y−y0))+(y−y0)

∂χ

∂y
(x0+s(x−x0), y0+s(y−y0))

est, pour x et y fixés, la dérivée par rapport à s de χ(x0+s(x−x0), y0+s(y−y0)),
on obtient que

χ2(x, y) = χ(x0 + s(x− x0), y0 + s(y − y0))
∣∣∣s=1

s=0
= χ(x, y)− χ(x0, y0) = χ(x, y).

■

15.3.3 Remarque

Dans l’énoncé du théorème 15.3.2, le choix des deux nombres réels x0 ∈ ]a, b[ et
y0 ∈ ]c, d[ est totalement arbitraire. Dans la pratique, ce choix est fait de façon
à simplifier le plus possible les calculs.

15.3.4 Exemple

Résoudre la forme différentielle exacte

(x+ y) + (x− y)y′ = 0.
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D’une part, en prenant x0 = y0 = 0, on obtient que pour tout (x, y) ∈ R2 :

χ(x, y) =

x∫
0

(t+ y) dt+

y∫
0

−tdt = 1

2
x2 − 1

2
y2 + xy.

D’autre part, en utilisant le théorème 15.3.2, on sait que les solutions de la
forme différentielle exacte (x + y) + (x − y)y′ = 0 s’obtiennent en exprimant y
par rapport à x dans l’expression

1

2
x2 − 1

2
y2 + xy = α

où α est une constante. Par conséquent,
• si α < 0, il y a deux solutions (maximales, au sens expliqué dans l’introduc-
tion du chapitre 12), à savoir : les deux fonctions y1, y2 : R → R définies
respectivement par

y1(x) = x+
√

2(x2 − α) et y2(x) = x−
√
2(x2 − α);

• si α = 0, il y a aussi deux solutions, à savoir : les deux fonctions ȳ1, ȳ2 :
R→ R définies respectivement par

y1(x) = (1 +
√
2)x et y2(x) = (1−

√
2)x;

• si α > 0, il y a quatre solutions, à savoir : les quatre fonctions ỹ1, ỹ2 :
]−∞,−√

α[→ R et ỹ3, ỹ4 : ]
√
α,+∞[ → R définies par

ỹ1(x) = ỹ3(x) = x+
√

2(x2 − α) et ỹ2(x) = ỹ4(x) = x−
√
2(x2 − α).

La figure 15.9 représente l’ensemble
{
(x, y) ∈ R2 : 1

2x
2 − 1

2y
2 + xy = α

}
lorsque

α < 0, α = 0 et α > 0.

15.3.5 Facteur intégrant

Soit a < b et c < d quatre éléments de R et M,N : ]a, b[× ]c, d[ → R deux
fonctions de classe C1. Une fonction µ : ]a, b[× ]c, d[ → R de classe C1 qui
vérifie les deux propriétés suivantes :

• pour tout (x, y) ∈ ]a, b[× ]c, d[ : µ(x, y) ̸= 0,
• la forme différentielle

µ(x, y)M(x, y) + µ(x, y)N(x, y)y′ = 0 (15.5)

est exacte,
est appelée un facteur intégrant de la forme différentielle (15.3).

Lorsqu’une forme différentielle (15.3) possède un facteur intégrant, ses solu-
tions cöıncident avec celles de la forme différentielle exacte (15.5).

Pour finir, remarquons que même lorsqu’une forme différentielle possède un
facteur intégrant, il n’est généralement pas facile de le trouver. Cependant, il
existe des cas particuliers (§ 15.3.7 et 15.3.8) pour lesquels il est possible d’en
calculer au moins un.
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Fig. 15.9

15.3.6 Caractérisation d’un facteur intégrant

Soit a < b et c < d quatre éléments de R et M,N : ]a, b[ × ]c, d[ → R deux
fonctions de classe C1. Pour qu’une fonction µ : ]a, b[ × ]c, d[ → R de classe
C1 qui ne s’annule pas sur ]a, b[ × ]c, d[ soit un facteur intégrant de la forme
différentielle (15.3) il faut et il suffit que pour tout (x, y) ∈ ]a, b[× ]c, d[, on ait :

M(x, y)
∂ln|µ|
∂y

(x, y)−N(x, y)
∂ln|µ|
∂x

(x, y) =
∂N

∂x
(x, y)− ∂M

∂y
(x, y). (15.6)

démonstration. Pour que µ : ]a, b[× ]c, d[ → R soit un facteur intégrant de la
forme différentielle (15.3) il faut et il suffit que pour tout (x, y) ∈ ]a, b[× ]c, d[ :

∂(µM)

∂y
(x, y) =

∂(µN)

∂x
(x, y)

c’est-à-dire

M(x, y)
∂µ

∂y
(x, y)−N(x, y)

∂µ

∂x
(x, y) = µ(x, y)

(
∂N

∂x
(x, y)− ∂M

∂y
(x, y)

)
ou encore, en divisant les deux membres de cette égalité par µ(x, y), que

M(x, y)
∂ln|µ|
∂y

(x, y)−N(x, y)
∂ln|µ|
∂x

(x, y) =
∂N

∂x
(x, y)− ∂M

∂y
(x, y).

■
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15.3.7 Facteur intégrant ne dépendant que de x

Soit a < b et c < d quatre éléments de R et M,N : ]a, b[× ]c, d[ → R deux
fonctions de classe C1 vérifiant les deux propriétés suivantes :

• pour tout (x, y) ∈ ]a, b[× ]c, d[ : N(x, y) ̸= 0 ;
• pour tout (x, y) ∈ ]a, b[× ]c, d[ l’expression

∂N

∂x
(x, y)− ∂M

∂y
(x, y)

N(x, y)

ne dépend pas de y mais seulement de x.
Alors, en désignant par f : ]a, b[ → R la fonction définie par

f(x) =

∂N

∂x
(x, y)− ∂M

∂y
(x, y)

N(x, y)
,

on obtient que la fonction µ : ]a, b[× ]c, d[ → R définie par

µ(x, y) = e
−
∫ x
x0

f(t) dt
,

où x0 est un élément quelconque de ]a, b[, est un facteur intégrant de la
forme différentielle (15.3).

démonstration. Il suffit de remarquer que µ vérifie l’égalité (15.6) et d’utiliser
le résultat du paragraphe 15.3.6. ■

15.3.8 Facteur intégrant ne dépendant que de y

Soit a < b et c < d quatre éléments de R et M,N : ]a, b[× ]c, d[ → R deux
fonctions de classe C1 vérifiant les deux propriétés suivantes :

• pour tout (x, y) ∈ ]a, b[× ]c, d[ :M(x, y) ̸= 0 ;
• pour tout (x, y) ∈ ]a, b[× ]c, d[ l’expression

∂N

∂x
(x, y)− ∂M

∂y
(x, y)

M(x, y)

ne dépend pas de x mais seulement de y.
Alors, en désignant par g : ]c, d[ → R la fonction définie par

g(y) =

∂N

∂x
(x, y)− ∂M

∂y
(x, y)

M(x, y)
,
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on obtient que la fonction µ : ]a, b[× ]c, d[ → R défine par

µ(x, y) = e
∫ y
y0

g(t) dt
,

où y0 est un élément quelconque de ]c, d[, est un facteur intégrant de la
forme différentielle (15.3).

15.3.9 Exemple

Pour (x, y) ∈ ]−∞,+∞[× ]0,+∞[, résoudre la forme différentielle

(3x2 + y2)y + x(y2 − x2)y′ = 0. (15.7)

En constatant que pour tout (x, y) ∈ ]−∞,+∞[× ]0,+∞[ :

∂N

∂x
(x, y)− ∂M

∂y
(x, y)

M(x, y)
= −2

y
;

on sait (§ 15.3.8) que la fonction µ : ]−∞,+∞[× ]0,+∞[ → R définie par

µ(x, y) = e

y∫
1

−2
t dt

=
1

y2

est un facteur intégrant de la forme différentielle (15.7). Ainsi, en prenant x0 = 0,
on obtient que pour tout (x, y) ∈ ]−∞,+∞[× ]0,+∞[ :

χ(x, y) =

x∫
0

(
3t2

y
+ y

)
dt =

x3

y
+ xy ;

ce qui entrâıne, d’après le théorème 15.3.2, que les solutions de la forme diffé-
rentielle (15.7) s’obtiennent en exprimant y (avec y > 0) par rapport à x dans
l’expression

x3

y
+ xy = α

où α est une constante. Par conséquent :
• si α < 0, il y a deux solutions (maximales, au sens expliqué dans l’intro-
duction du chapitre 12), à savoir : les deux fonctions

y1, y2 :

]
−
√

−α
2 , 0

[
→ ]0,+∞[

définies respectivement par

y1(x) =
α+

√
α2 − 4x4

2x
et y2(x) =

α−
√
α2 − 4x4

2x
;

• si α = 0, il n’y a aucune solution ;
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• si α > 0, il y a de nouveau deux solutions, à savoir : les deux fonctions

ȳ1, ȳ2 :
]
0,
√

α
2

[
→ ]0,+∞[

définies respectivement par

ȳ1(x) =
α+

√
α2 − 4x4

2x
et ȳ2(x) =

α−
√
α2 − 4x4

2x
.

15.4 Extrema d’une fonction de plusieurs variables

15.4.1 Définition d’un point stationnaire

On dit que a = (a1, . . . , an) ∈ E est un point stationnaire de la fonction
f : E → R si les dérivées partielles suivantes sont bien définies en a et

∂f

∂x1
(a1, . . . , an) = . . . =

∂f

∂xn
(a1, . . . , an) = 0.

15.4.2 Maximum et minimum local d’une fonction

Soit a un élément de E. On dit que la fonction f : E → R admet un
maximum (resp. minimum) local au point a s’il existe un nombre réel δ > 0
tel que les relations x ∈ E et x ∈ B(a , δ) impliquent f(x ) ⩽ f(a) (resp.
f(x ) ⩾ f(a)).

D’autre part, nous dirons qu’une fonction admet un extremum local au point a
si cette fonction admet un maximum ou un minimum local en ce point.

15.4.3 Remarque

Soit f : R2 → R une fonction vérifiant la propriété suivante : la restriction
de f à toute droite passant par le point (a, b) possède un extremum local en
ce point. Peut-on déduire que f admet un extremum local au point (a, b) ? La
réponse à cette question est non. Par exemple, soit f : R2 → R la fonction
définie par f(x, y) = (y − x2)(y − 2x2). Il est facile de vérifier que la restriction
de f à toute droite passant par (0,0) possède un minimum local en ce point. Par
contre, puisque pour tout x ∈ R∗ :

f

(
x,

3x2

2

)
= −x

4

4
< f(0, 0) = 0 <

3x4

4
= f

(
x,
x2

2

)
,

la fonction f n’admet pas d’extremum local au point (0, 0).
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15.4.4 Condition nécessaire pour qu’une fonction possède un extremum
en un point

Soit f : E → R une fonction admettant un extremum local au point a =
(a1, . . . , an) et telle que pour chaque entier 1 ⩽ i ⩽ n, sa dérivée partielle
par rapport à xi au point a existe. Alors, a est un point stationnaire de f .
Autrement dit,

∂f

∂x1
(a1, . . . , an) = . . . =

∂f

∂xn
(a1, . . . , an) = 0.

démonstration. Soit i un entier quelconque compris entre 1 et n, et

fi : {x ∈ R : (a1, . . . , ai−1, x, ai+1, . . . , an) ∈ E} → R

la fonction définie par

fi(x) = f(a1, . . . , ai−1, x, ai+1, . . . , an).

Puisque fi est différentiable en ai et admet un extremum local en ce point, on
sait (§ 6.2.2) que f ′i(ai) = 0. D’où le résultat. ■

15.4.5 Remarque

La condition démontrée au paragraphe 15.4.4 n’est pas suffisante, car a =
(a1, . . . , an) peut très bien être un point stationnaire de la fonction f : E → R

sans pour autant que f possède un extremum local en ce point. Par exemple,
soit f : R2 → R la fonction définie par f(x, y) = xy. Puisque

∂f

∂x
(0, 0) =

∂f

∂y
(0, 0) = 0,

(0, 0) est un point stationnaire de f . Par contre, f n’admet pas d’extremum local
en ce point.

15.4.6 Recherche des points où une fonction atteint ses extrema

Il résulte immédiatement de la condition nécessaire démontrée au para-
graphe 15.4.4 que, si la fonction f : E → R admet un extremum local au
point a = (a1, . . . , an), alors a se trouve obligatoirement parmi les points
suivants :

• les points stationnaires de la fonction f ;
• les points de E où une au moins des dérivées partielles de f n’existe
pas.
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15.4.7 Exemple

Soit A = (7, 1), B = (x,−x), C = (y, y) et D = (8, 4) quatre points de R2.
Comment faut-il choisir x et y pour que la somme des distances de A à B, de B
à C et de C à D soit minimale ? Ce problème revient à trouver un point de R2

pour lequel la fonction f : R2 → R définie par

f(x, y) =
√
(x− 7)2 + (−x− 1)2 +

√
(x− y)2 + (−x− y)2

+
√

(y − 8)2 + (y − 4)2

=
√
2(
√
x2 − 6x+ 25 +

√
x2 + y2 +

√
y2 − 12y + 40)

atteint son minimum. Il nous faut d’abord démontrer qu’un tel point existe. Pour
cela, posons E = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ⩽ 103}. Puisque f est continue sur E et
que E est un sous-ensemble compact de R2, on sait (§ 14.3.18) qu’il existe un
élément (a, b) de E tel que

f(a, b) = min
(x,y)∈E

f(x, y).

Par suite, en constatant que pour tout (x, y) /∈ E :

f(x, y) ⩾
√
2
√
x2 + y2 >

√
2
√
1000 >

√
2(5 +

√
40) = f(0, 0) ⩾ f(a, b),

on peut écrire

f(a, b) = min
(x,y)∈R2

f(x, y).

Observons que

∂f

∂x
(x, y) =

√
2
(
(x2 − 6x+ 25)−1/2(x− 3) + (x2 + y2)−1/2x

)
et

∂f

∂y
(x, y) =

√
2
(
(x2 + y2)−1/2y + (y2 − 12y + 40)−1/2(y − 6)

)
pour (x, y) ̸= (0, 0). Puisque l’unique point stationnaire de f est (1, 2), on peut
affirmer que (a, b) = (1, 2) ou (a, b) = (0, 0) (voir le § 15.4.6). Or

f(1, 2) = 5
√
10 <

√
2(5 +

√
40) = f(0, 0)

et on peut donc affirmer que (a, b) = (1, 2). Par conséquent, les deux points de
R2 cherchés sont

B = (1,−1) et C = (2, 2).

La figure 15.10 donne la solution géométrique de ce problème.
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15.4.8 Condition nécessaire pour qu’une fonction possède un extremum
local en un point

Soit f : E → R une fonction de classe C2 au voisinage de (a, b). Pour
(w1, w2) ̸= (0, 0), la fonction

F : {τ ∈ R : (a+ w1τ, b+ w2τ) ∈ E} → R

définie par
F (τ) = f(a+ w1τ, b+ w2τ)

est deux fois continûment différentiable au voisinage de 0 et

F ′′(0) = rw2
1 + 2sw1w2 + tw2

2 ,

où

r =
∂2f

∂x2
(a, b), s =

∂2f

∂x∂y
(a, b) et t =

∂2f

∂y2
(a, b).
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Si de plus f admet en (a, b) un maximum (resp. un minimum) local, alors

rw2
1 + 2sw1w2 + tw2

2 ⩽ 0 (resp. ⩾ 0)

pour tout (w1, w2) ∈ R2, et

s2 − rt ⩽ 0.

démonstration. Puisque f est de classe C2 au voisinage de c = (a, b), il
existe un nombre réel β > 0 tel que f soit de classe C2 sur B(c, β). Pour
(w1, w2) ̸= (0, 0), la fonction F est de class C2 sur l’intervalle ouvert

]
−(w2

1 + w2
2)

−1/2β, (w2
1 + w2

2)
−1/2β

[
.

De plus

F ′′(τ) =
∂2f

∂x2
(a+ w1τ, b+ w2τ)w

2
1 + 2

∂2f

∂x∂y
(a+ w1τ, b+ w2τ)w1w2

+
∂2f

∂y2
(a+ w1τ, b+ w2τ)w

2
2

pour τ dans cet intervalle. D’où F ′′(0) = rw2
1 + 2sw1w2 + tw2

2 .

Si de plus f admet en (a, b) un maximum (resp. un minimum) local, alors F
admet un maximum (resp. minimum) local en 0 et donc F ′(0) = 0. On en déduit
que

F ′′(0) = rw2
1 + 2sw1w2 + tw2

2 ⩽ 0 (resp. ⩾ 0).

En effet, si F ′′(0) > 0 (resp. < 0), le paragraphe 6.5.2 assure que F , supposé
admettre un maximum (resp. minimun) local en 0, admettrait de plus un mi-
nimum (resp. maximum) local en 0. Ainsi F devrait être constante proche de
τ = 0 et on obtiendrait la contradiction F ′′(0) = 0.

Clairement, si (w1, w2) = (0, 0), alors rw2
1 + 2sw1w2 + tw2

2 = 0.

Finalement, si

rw2
1 + 2sw1w2 + tw2

2 ⩽ 0 (resp. ⩾ 0)

pour tout (w1, w2) ∈ R2, alors en particulier le polynôme en λ ∈ R

rλ2 + 2sλ+ t

ne change pas de signe. D’où s2 − rt ⩽ 0. ■
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15.4.9 Condition suffisante pour qu’une fonction possède un extremum
local en un point

Soit f : E → R une fonction de classe C2 au voisinage de (a, b), où (a, b)
est un point stationnaire de f , et posons

r =
∂2f

∂x2
(a, b), s =

∂2f

∂x∂y
(a, b) et t =

∂2f

∂y2
(a, b).

Alors :
• si s2−rt < 0 et r > 0, la fonction f admet un minimum local au point
(a, b) ;

• si s2 − rt < 0 et r < 0, la fonction f admet un maximum local au
point (a, b) ;

• si s2 − rt > 0, la fonction f n’admet pas d’extremum local au point
(a, b).

Remarques
• Si s2 − rt < 0, alors r et t ne sont pas nuls et ont le même signe.
• La condition

s2 − rt < 0 et r > 0

est équivalente à la condition que, pour tout (w1, w2) ̸= (0, 0),

rw2
1 + 2sw1w2 + tw2

2 > 0.

• La condition
s2 − rt < 0 et r < 0

est équivalente à la condition que, pour tout (w1, w2) ̸= (0, 0),

rw2
1 + 2sw1w2 + tw2

2 < 0.

• Pour la fonction f(x, y) = (y − x2)(y − 2x2) du paragraphe 15.4.3, un
calcul simple donne s2 − rt = 0 en (a, b) = (0, 0) et les critères du présent
paragraphe ne s’appliquent pas.

démonstration. Supposons d’abord que s2−rt < 0 et r > 0. Puisque f est de
classe C2 au voisinage de c = (a, b), il existe un nombre réel δ > 0 pour lequel la
formule de Taylor (§ 15.2.11) est valable et tel que pour tout (a1, b1) ∈ B(c, δ) :(

∂2f

∂x∂y
(a1, b1)

)2

− ∂2f

∂x2
(a1, b1) ·

∂2f

∂y2
(a1, b1) < 0 et

∂2f

∂x2
(a1, b1) > 0.

Soit (x, y) ̸= (a, b) un élément quelconque de B(c, δ). Alors, en utilisant la
formule de Taylor (§ 15.2.11), on sait qu’il existe un nombre θ ∈]0, 1[ dépendant
de (x, y) tel que

f(x, y)− f(a, b) =
1

2

(
∂2f

∂x2
(ā, b̄)(x− a)2 + 2

∂2f

∂x∂y
(ā, b̄)(x− a)(y − b)

+
∂2f

∂y2
(ā, b̄)(y − b)2

)
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où ā = a+ θ(x− a) et b̄ = b+ θ(y − b). Ainsi, en posant

r̄ =
∂2f

∂x2
(ā, b̄), s̄ =

∂2f

∂x∂y
(ā, b̄) et t̄ =

∂2f

∂y2
(ā, b̄),

on obtient que

f(x, y)− f(a, b) =
1

2r̄

(
r̄2(x− a)2 + 2r̄s̄(x− a)(y − b) + r̄t̄(y − b)2

)
=

1

2r̄

((
r̄(x− a) + s̄(y − b)

)2
+
(
r̄t̄− s̄2

)
(y − b)2

)
> 0.

D’où la première assertion.
Supposons à présent que s2 − rt < 0 et r < 0. Alors, la fonction −f vérifie

les hypothèses de la première assertion ; ce qui nous permet d’affirmer que −f
admet un minimum local au point (a, b). Par conséquent, f possède un maximum
local au point (a, b).

Supposons ensuite que s2 − rt > 0. Alors le paragraphe 15.4.8 assure que f
n’admet ni un maximum local ni un minimum local en (a, b).

Pour finir, justifions la seconde remarque. Si, pour tout (w1, w2) ̸= (0, 0),

rw2
1 + 2sw1w2 + tw2

2 > 0,

alors, en choisissant (w1, w2) = (1, 0), on en déduit que r > 0, que rλ2+2sλ+t >
0 pour tout λ ∈ R et que s2 − rt < 0. Réciproquement, si r > 0 et s2 − rt < 0,
alors rλ2 +2sλ+ t > 0 pour tout λ ∈ R et donc r(w1/w2)

2 +2s(w1/w2) + t > 0
dès que w2 ̸= 0. D’où rw2

1 +2sw2w1 + tw2
2 > 0 si w2 ̸= 0. Cette conclusion reste

valable si w2 = 0 et w1 ̸= 0. ■

15.4.10 Exemple

Les deux fonctions g, h : R2 → R définies respectivement par g(x, y) = x3+x2+
y3 et h(x, y) = x4 + y4 (fig. 15.11) admettent (0, 0) comme point stationnaire et
vérifient (

∂2g

∂x∂y
(0, 0)

)2

− ∂2g

∂x2
(0, 0) · ∂

2g

∂y2
(0, 0) = 0

et (
∂2h

∂x∂y
(0, 0)

)2

− ∂2h

∂x2
(0, 0) · ∂

2h

∂y2
(0, 0) = 0.

Puisque la fonction g ne possède pas d’extremum local au point (0,0), tandis
que la fonction h en admet un, il résulte de cet exemple, que pour une fonction
f : R2 → R de classe C2 au voisinage de (a, b) qui vérifie

∂f

∂x
(a, b) =

∂f

∂y
(a, b) = 0

et (
∂2f

∂x∂y
(a, b)

)2

− ∂2f

∂x2
(a, b) · ∂

2f

∂y2
(a, b) = 0,

il n’est généralement pas possible a priori de savoir si elle admet un extremum
local au point (a, b).
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15.4.11 Exemple

Soit f : R2 → R la fonction définie par f(x, y) = y3 + 3y2 − 4xy + x2. Puisque
pour tout (x, y) ∈ R2 :

∂f

∂x
(x, y) = −4y + 2x,

∂f

∂y
(x, y) = 3y2 + 6y − 4x

et

∂2f

∂x2
(x, y) = 2,

∂2f

∂x ∂y
(x, y) = −4,

∂2f

∂y2
(x, y) = 6(y + 1),

on obtient que les points stationnaires de la fonction f sont (0, 0) et (4/3, 2/3)
et qu’en ces points(

∂2f

∂x ∂y
(0, 0)

)2

− ∂2f

∂x2
(0, 0) · ∂

2f

∂y2
(0, 0) = 4 > 0

et (
∂2f

∂x ∂y
(4/3, 2/3)

)2

− ∂2f

∂x2
(4/3, 2/3) · ∂

2f

∂y2
(4/3, 2/3) = −4 < 0.

Par conséquent (§ 15.4.9), la fonction f admet un minimum local au point (4/3,
2/3), tandis qu’au point (0,0) elle ne possède pas d’extremum local.
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15.4.12 Définition d’une fonction harmonique

Soit a ∈ R2 et δ un nombre réel positif. Une fonction continue f : B(a , δ) →
R est dite harmonique si elle vérifie les deux propriétés suivantes :

• f est de classe C2 sur B(a , δ) ;
• pour tout x ∈ B(a , δ) :

∆f(x ) =
∂2f

∂x2
(x ) +

∂2f

∂y2
(x ) = 0. (15.8)

Par définition, le nombre réel ∆f(x ) est appelé le laplacien de la fonction
f au point x , et l’équation (15.8) l’équation de Laplace.

15.4.13 Principe du maximum et du minimum des fonctions harmoniques

Soit a ∈ R2, δ un nombre réel positif et f : B(a , δ) → R une fonction
harmonique. Alors, il existe deux éléments a1 et a2 de ∂B(a , δ) tels que

f(a1) = max
x∈B(a,δ)

f(x ) et f(a2) = min
x∈B(a,δ)

f(x ).

Voir la figure 15.12.

x

y

f(x, y) = m

f(x, y) = c

f(x, y) = 0

f(x, y) = 0

f(x, y) = M

1

f(x, y) = y +

√
3

3
x

Fig. 15.12
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démonstration. Puisque la fonction f est continue sur B(a , δ), les deux
nombres réels M = max

x∈B(a,δ)
f(x ) et M = max

x∈∂B(a,δ)
f(x ) existent. Montrons

que M = M . Pour cela, raisonnons par l’absurde et supposons que M −M > 0.
Alors, il existe c ∈ B(a , δ) tel que f(c) = M , et soit g : B(a , δ) → R la fonction
auxiliaire définie par

g(x ) = f(x ) +
M −M

4δ2
∥x − c∥2.

Du fait que cette fonction est continue sur B(a , δ), on sait qu’il existe c1 ∈
B(a , δ) tel que g(c1) = max

x∈B(a,δ)
g(x ). De plus, en constatant que

g(c1) ≥ g(c) = f(c) = M

et que pour tout x ∈ ∂B(a , δ) :

g(x ) = f(x ) +
M −M

4δ2
∥x − c∥2 ⩽ f(x ) +

M −M

4δ2
(∥x − a∥+ ∥a − c∥)2

< M + (M −M) = M,

on obtient que c1 ∈ B(a , δ). Par suite, comme la fonction g est de classe C2 sur
B(a , δ) et qu’elle admet un maximum local au point c1, la proposition 15.4.8
nous permet d’écrire que pour tout (w1, w2) ∈ R2 :

r w2
1 + 2sw1w2 + t w2

2 ⩽ 0

où

r =
∂2g

∂x2
(c1), s =

∂2g

∂x ∂y
(c1) et t =

∂2g

∂y2
(c1).

De cette inégalité, on déduit que r+2s+ t ⩽ 0 (w1 = w2 = 1) et r− 2s+ t ⩽ 0
(w1 = −w2 = 1) ; ce qui donne, en les additionnant, que r+ t ⩽ 0. Finalement,
puisque

r =
∂2f

∂x2
(c1) +

M −M

2δ2
et t =

∂2f

∂y2
(c1) +

M −M

2δ2
,

on obtient que

∂2f

∂x2
(c1) +

∂2f

∂y2
(c1) = (r + t) +

M −M

δ2
< 0.

Ce dernier résultat est impossible, car f est harmonique. D’où contradiction.
Par conséquent M = M ; ce qui revient à dire qu’il existe au moins un élément
a1 de ∂B(a , δ) tel que

f(a1) = max
x∈B(a,δ)

f(x ).

La fonction −f : B(a , δ) → R étant harmonique, on sait, d’après ce que l’on

vient de démontrer, qu’il existe a2 ∈ ∂B(a , δ) tel que −f(a2) = max
x∈B(a,δ)

−f(x) ;

ce qui entrâıne que f(a2) = min
x∈B(a,δ)

f(x ). ■
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15.4.14 Corollaire

Soit a ∈ R2, δ un nombre réel positif et f, g : B(a , δ) → R deux fonctions

harmoniques telles que pour tout x ∈ ∂B(a , δ) : f(x ) = g(x ). Alors, pour tout

x ∈ B(a , δ) : f(x ) = g(x ).

démonstration. Soit h : B(a , δ) → R la fonction harmonique définie par

h(x ) = f(x )−g(x ). D’où, en utilisant le principe du maximum et du minimum

des fonctions harmoniques démontré au paragraphe 15.4.13, on sait qu’il existe

deux éléments a1 et a2 de ∂B(a , δ) tels que pour tout x ∈ B(a , δ) : h(a1) ⩽
h(x ) ⩽ h(a2) ; ce qui implique, puisque h(a1) = h(a2) = 0, que pour tout

x ∈ B(a , δ) : h(x ) = f(x )− g(x ) = 0 ou encore f(x ) = g(x ). ■

15.5 Fonctions implicites — extrema liés

15.5.1 Théorème des fonctions implicites

Soit un entier n ⩾ 2, E un sous-ensemble de Rn et f : E → R une fonction
de classe C1 au voisinage de a = (a1, . . . , an) ∈ E, telle que

f(a) = 0 et
∂f

∂xn
(a) ̸= 0.

Alors, pour tout nombre réel α > 0 suffisamment petit, il existe un nombre
réel δ ∈ ]0, α[ et une application φ : B(a , δ) → R de classe C1, où

a = (a1, . . . , an−1),

vérifiant les propriétés suivantes :

• an = φ(a) ;

• E contient le sous-ensemble B(a , δ) × ]an − α, an + α[, sur lequel f est
de classe C1 ;

• pour tout x = (x1, . . . , xn−1) ∈ B(a , δ) :

|φ(x )− an| < α,

f(x , φ(x )) = 0

et
∂f

∂xn
(x , φ(x )) ̸= 0;

• les relations
(x , y) ∈ B(a , δ)× ]an − α, an + α[

et f(x , y) = 0 impliquent y = φ(x ).
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démonstration. Première partie : valeurs permises de α. Pour les besoins de
la démonstration, nous supposerons que ∂f/∂xn(a) > 0 (l’autre cas se traitant
de façon analogue). Puisque f est une fonction de classe C1 au voisinage de
a , on sait qu’il existe un nombre β > 0 tel que f soit de classe C1 sur le
sous-ensemble

]a1 − β, a1 + β[× . . .×]an − β, an + β[

et que, pour tout x dans ce sous-ensemble, ∂f/∂xn(x ) > 0. Fixons α ∈]0, β[.
Le sous-ensemble

A = [a1 − α, a1 + α]× . . .× [an − α, an + α]

de Rn est inclus dans E, f est continue en tout point de A et, pour tout x ∈ A,
∂f/∂xn(x ) > 0.

Deuxième partie : définition de δ > 0 et de φ. Considérons à présent la fonction
auxiliaire g : [an − α, an + α] → R définie par g(t) = f(a , t). Cette fonction est
continue et, du fait que pour tout t ∈]an − α, an + α[ :

g′(t) =
∂f

∂xn
(a , t) > 0,

elle est aussi strictement croissante sur [an−α, an+α] (§ 6.2.16) ; ce qui entrâıne,
puisque g(an) = f(a) = 0, que

f(a , an − α) = g(an − α) < 0

et
f(a , an + α) = g(an + α) > 0.

Par suite, la continuité de la fonction f sur A nous permet d’affirmer qu’il existe
un nombre δ ∈ ]0, α[ tel que pour tout x ∈ B(a , δ) :

f(x , an − α) < 0 et f(x , an + α) > 0.

Soit x un élément quelconque de B(a, δ) et soit h : [an − α, an + α] → R la
fonction définie par h(t) = f(x , t). Puisque cette fonction est continue et que
pour tout t ∈ ]an − α, an + α[ :

h′(t) =
∂f

∂xn
(x , t) > 0,

elle est aussi strictement croissante sur [an − α, an + α]. Comme de plus

h(an − α) = f(x , an − α) < 0

et
h(an + α) = f(x , an + α) > 0,

on peut conclure que la fonction h s’annule une et une seule fois sur l’intervalle
fermé [an − α, an + α]. De ce résultat et du choix arbitraire de l’élément x
de B(a , δ), on déduit l’existence d’une fonction φ : B(a , δ) → R vérifiant les
propriétés suivantes :

• pour tout x ∈ B(a , δ) : |φ(x )− an| < α et f(x , φ(x )) = 0 ;
• les relations

(x , y) ∈ B(a , δ)× ]an − α, an + α[ et f(x , y) = 0

impliquent y = φ(x ).
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En particulier an = φ(a).

Troisième partie : vérification de la continuité de φ. Montrons à présent la
continuité de la fonction φ en c = (c1, . . . , cn−1) ∈ B(a, δ). La fonction f :
E → R est de classe C1 au voisinage de c = (c, φ(c)) et de plus

f(c) = 0 et
∂f

∂xn
(c) > 0.

Par conséquent, en utilisant les résultats déjà démontrés appliqués au point c
plutôt qu’au point a et au sous-ensemble

B(a, δ)× ]an − α, an + α[

plutôt qu’à E, on sait que, pour tout nombre réel α2 > 0 suffisamment petit, il
existe un nombre réel δ2 ∈ ]0, α2[ et une application φ2 : B(c, δ2) → R tels que

B(c, δ2) ⊂ B(a, δ), ]cn − α2, cn + α2[ ⊂ ]an − α, an + α[

et, pour tout x ∈ B(c, δ2), on ait :

|φ2(x )− cn| < α2,

et
f(x , φ2(x )) = 0,

où cn = φ2(c). Par suite, en remarquant que pour tout x ∈ B(c, δ2) :

φ2(x ) ∈ ]cn − α2, cn + α2[ ⊂ ]an − α, an + α[ ,

on peut affirmer que φ2 n’est rien d’autre que la restriction de φ à B(c, δ2).
Ainsi, pour tout α2 > 0 suffisamment petit, il existe δ2 > 0 tel que B(c, δ2) ⊂
B(a , δ) et |φ(x )−φ(c)| < α2 pour tout x ∈ B(c, δ2). Ceci entrâıne la continuité
de la fonction φ au point c.

Dernière partie : vérification de la différentiabilité de φ. Pour finir, montrons
que φ est de classe C1. Pour cela, soit c un élément quelconque de B(a , δ) et p
un entier compris entre 1 et n− 1. Posons

D = {x ∈ R : (c1, . . . , cp−1, x, cp+1, . . . , cn−1) ∈ B(a , δ)}.

Dans la suite, pour simplifier l’écriture, nous utiliserons la notation

x = (c1, . . . , cp−1, x, cp+1, . . . , cn−1).

Pour x ∈ D, puisque la fonction

s → f
(
c + s(x − c) , φ(c) + s(φ(x )− φ(c))

)
est continue sur [0, 1] et dérivable sur ]0, 1[, on sait, d’après le théorème des
accroissements finis (§ 6.2.12, voir aussi § 15.1.14), qu’il existe un nombre θx ∈
]0, 1[ de sorte que l’on ait :

f(x , φ(x ))− f(c , φ(c)) =
∂f

∂xp

(
c + θx(x − c) , φ(c) + θx(φ(x )− φ(c))

)
(x− cp)

+
∂f

∂xn

(
c + θx(x − c) , φ(c) + θx(φ(x )− φ(c))

)
(φ(x )− φ(c)) .
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Comme f(x , φ(x ))− f(c, φ(c)) = 0 et

∂f

∂xn

(
c + θx(x − c), φ(c) + θx(φ(x )− φ(c))

)
> 0,

on obtient

φ(x )− φ(c)

x− cp
= −

∂f
∂xp

(
c + θx(x − c) , φ(c) + θx(φ(x )− φ(c))

)
∂f
∂xn

(
c + θx(x − c) , φ(c) + θx(φ(x )− φ(c))

) .
Comme f est de classe C1 sur B(a, δ) × ]an − α, an + α[ , φ continue au point
c et ∂f/∂xn(c, φ(c)) > 0, ceci entrâıne que

∂φ

∂xp
(c) = lim

x→cp

φ(x )− φ(c)

x− cp
= −

∂f

∂xp
(c, φ(c))

∂f

∂xn
(c, φ(c))

.

Ceci donne une expression pour
∂φ

∂xp
à l’aide des fonctions continues

∂f

∂xp
,
∂f

∂xn

et φ. La continuité de
∂φ

∂xp
en résulte.

Ainsi se termine la démonstration du théorème des fonctions implicites. ■

15.5.2 Remarque

Si dans l’énoncé du théorème des fonctions implicites, on ne suppose pas que
∂f/∂xn(a) ̸= 0, alors le résultat peut très bien cesser d’être vrai, même si
les autres hypothèses sont vérifiées. Par exemple, c’est le cas de la fonction
f : R2 → R définie par f(x, y) = x2 + y2 pour a = (0, 0).

15.5.3 Exemple

Soit f : R2 → R la fonction définie par f(x, y) = 1−y ex+x ey. Puisque f(0, 1) =
0 et ∂f/∂y (0, 1) = −1, on sait, grâce au théorème des fonctions implicites,
qu’il existe un nombre réel δ > 0 et une fonction continûment différentiable
φ : ]−δ, δ[ → R vérifiant les deux propriétés suivantes (voir fig. 15.13) :

• φ(0) = 1 ;
• pour tout x ∈ ]−δ, δ[ : f(x, φ(x)) = 0.

La dérivée de la fonction s → f(s, φ(s)) étant nulle, la formule donnée au
paragraphe 15.1.15 nous permet d’affirmer que

∂f

∂x
(0, 1) +

∂f

∂y
(0, 1)φ′(0) = 0

et donc

φ′(0) = −
∂f

∂x
(0, 1)

∂f

∂y
(0, 1)

= −1 + e.
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1

y

f (x, y) = 1 – yex + xey = 0

–1 x x
[]

y = ϕ(x)

−δ δ

Fig. 15.13

15.5.4 Extrema liés dans R2

Soit un sous-ensemble E ⊂ R2 et deux fonctions f, g : E → R de classe C1

au voisinage de (a1, a2). De plus, on suppose que

g(a1, a2) = 0 et

(
∂g

∂x1
(a1, a2)

)2

+

(
∂g

∂x2
(a1, a2)

)2

> 0,

et soit
E1 = {(x1, x2) ∈ E : g(x1, x2) = 0}.

Pour que la restriction à E1 de la fonction f atteigne un extremum local au
point (a1, a2), il faut qu’il existe λ ∈ R tel que

∂f

∂x1
(a1, a2) + λ

∂g

∂x1
(a1, a2) = 0 et

∂f

∂x2
(a1, a2) + λ

∂g

∂x2
(a1, a2) = 0.

Dans ce cas, λ est unique et il est appelé le multiplicateur de Lagrange.

démonstration. Par hypothèse ∂g
∂x1

(a1, a2) ̸= 0 ou ∂g
∂x2

(a1, a2) ̸= 0. Quitte à
échanger les rôles de la première et de la seconde variable, on peut supposer que
∂g
∂x2

(a1, a2) ̸= 0. D’après le théorème des fonctions implicites (§ 15.5.1) appliqué

à g, il existe α > 0, δ ∈ ]0, α[ et une application φ : ]a1 − δ, a1 + δ[ de classe C1

vérifiant les propriétés suivantes :
• a2 = φ(a1) ;
• E contient le sous-ensemble ]a1 − δ, a1 + δ[× ]a2 − α, a2 + α[, sur lequel g
et f sont de classe C1 (en prenant α suffisamment petit) ;
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• pour tout x1 ∈ ]a1 − δ, a1 + δ[ :

|φ(x1)− a2| < α, g(x1, φ(x1)) = 0 et
∂g

∂x2
(x1, φ(x1)) ̸= 0;

• les relations (x1, y) ∈ ]a1 − δ, a1 + δ[ × ]a2 − α, a2 + α[ et g(x1, y) = 0
impliquent y = φ(x1).

De plus, en considérant la fonction G : ]a1 − δ, a1 + δ[ → R définie par

G(x1) = g(x1, φ(x1)), x1 ∈ ]a1 − δ, a1 + δ[ ,

on a G = 0 sur ]a1 − δ, a1 + δ[,

0 = G′(x1) =
∂g

∂x1
(x1, φ(x1)) +

∂g

∂x2
(x1, φ(x1))φ

′(x1)

et donc

φ′(x1) = −
∂g
∂x1

(x1, φ(x1))
∂g
∂x2

(x1, φ(x1))
.

Définissons encore la fonction F : ]a1 − δ, a1 + δ[ → R par

F (x1) = f(x1, φ(x1)), x1 ∈ ]a1 − δ, a1 + δ[ ,

dont la dérivée est

F ′(x1) =
∂f

∂x1
(x1, φ(x1)) +

∂f

∂x2
(x1, φ(x1))φ

′(x1).

Si un λ ∈ R comme dans l’énoncé existe, nécessairement que

λ = −
∂f
∂x2

(a1, a2)
∂g
∂x2

(a1, a2)

et donc λ est unique (s’il existe). D’autre part les affirmations suivantes sont
équivalentes :

• il existe λ ∈ R tel que

∂f

∂x1
(a1, a2) + λ

∂g

∂x1
(a1, a2) = 0 et

∂f

∂x2
(a1, a2) + λ

∂g

∂x2
(a1, a2) = 0,

• ∂f

∂x1
(a1, a2)−

∂f
∂x2

(a1, a2)
∂g
∂x2

(a1, a2)

∂g

∂x1
(a1, a2) = 0,

• ∂f

∂x1
(a1, a2) +

∂f

∂x2
(a1, a2)φ

′(a1) = 0,

• la dérivée en a1 de la fonction F est nulle.

Nous sommes maintenant en mesure de prouver l’énoncé. Si la restriction de
f à E1 atteint un extremum local au point (a1, a2), alors la fonction F atteint
elle aussi un extremum local en a1. Puisque F est dérivable en a1, il est donc
nécessaire que sa dérivée en a1 soit nulle. Par les équivalences précédentes, il
existe ainsi nécessairement un multiplicateur de Lagrange λ ∈ R. ■
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15.5.5 Définition du jacobien

Pour des entiers naturels p ⩾ 0 et n ⩾ 1, soit E un sous-ensemble de Rp+n

et
f1, . . . , fn : E → R

n fonctions de classe C1 au voisinage de a = (a1, . . . , ap+n) ∈ E ⊂ Rp+n.
Alors, le déterminant∣∣∣∣∣∣∣∣

∂f1
∂xp+1

(a) . . . ∂f1
∂xp+n

(a)
...

...
∂fn

∂xp+1
(a) . . . ∂fn

∂xp+n
(a)

∣∣∣∣∣∣∣∣
est appelé le jacobien des n fonctions f1, . . . , fn au point a et est noté

D(f1, . . . , fn)

D(xp+1, . . . , xp+n)
(a) .

15.5.6 Généralisation du théorème des fonctions implicites

Soit p et n deux entiers positifs, E un sous-ensemble de Rp+n = Rp ×Rn et

f1, . . . , fn : E → R

n fonctions de classe C1 au voisinage de

a = (a1, . . . , ap, ap+1, . . . , ap+n) ∈ E,

telles que pour tout entier 1 ⩽ j ⩽ n : fj(a) = 0. De plus, on suppose que

D(f1, . . . , fn)

D(xp+1, . . . , xp+n)
(a) ̸= 0.

Alors, pour tout nombre réel ϵ > 0, il existe des nombres réels δ, α1, . . . , αn ∈
]0, ϵ[ et n applications

φ1, . . . , φn : B(a, δ) → R

de classe C1, où
a = (a1 . . . , ap),

vérifiant les propriétés suivantes :
• pour tout entier 1 ⩽ i ⩽ n : φi(a) = ap+i ;
• f1, . . . , fn sont de classe C1 sur

B(a, δ)× ]ap+1 − α1, ap+1 + α1[× · · · × ]ap+n − αn, ap+n + αn[ ,

qui de plus est un sous-ensemble de E ;
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• pour tout x = (x1, . . . , xp) ∈ B(a, δ) et tout entier 1 ⩽ i ⩽ n :

|φi(x)− ap+i| < αi

et
fi(x, φ1(x), . . . , φn(x)) = 0 ;

• les relations x ∈ B(a, δ), |yi − ap+i| < αi et

fi(x, y1, . . . , yn) = 0

pour tout i ∈ {1, . . . , n} impliquent yi = φi(x) pour tout i ∈ {1, . . . , n}.

démonstration. Pour établir ce théorème, nous allons raisonner par récur-
rence sur n (pour tous les p > 0 simultanément). Ce théorème ayant été dé-
montré pour n = 1 (§ 15.5.1), il nous suffit donc de montrer que s’il est vrai
pour n− 1 (avec n > 1), alors il est vrai pour n.

Considérons d’abord la matrice

B =


∂f1

∂xp+1
(a) . . . ∂f1

∂xp+n
(a)

...
...

∂fn
∂xp+1

(a) . . . ∂fn
∂xp+n

(a)


dont le déterminant est le jacobien de l’énoncé. Comme le jacobien n’est pas nul,
B admet une matrice inverse C = B−1. Nous écrirons aussi ces deux matrices
B = (bi,j) et C = (ci,j) pour i, j ∈ {1, . . . , n}. Pour i ∈ {1, . . . , n}, définissons
hi : E → R par

hi(x1, . . . , xp+n) =

n∑
j=1

ci,j fj(x1, . . . , xp+n)

et observons que

fk(x1, . . . , xp+n) =
n∑

i=1

bk,i hi(x1, . . . , xp+n)

pour tout k ∈ {1, . . . , n}. Il en résulte que, pour chaque x = (x1, . . . , xp+n) ∈ E,(
∀i ∈ {1, . . . , n} fi(x ) = 0

)
⇔
(
∀i ∈ {1, . . . , n} hi(x ) = 0

)
.

Dans la preuve, nous pouvons donc considérer les fonctions h1, . . . , hn plutôt que
les fonctions f1, . . . , fn, avec la propriété supplémentaire suivante à disposition :
la matrice

∂h1
∂xp+1

(a) . . . ∂h1
∂xp+n

(a)

...
...

∂hn
∂xp+1

(a) . . . ∂hn
∂xp+n

(a)

 = C


∂f1

∂xp+1
(a) . . . ∂f1

∂xp+n
(a)

...
...

∂fn
∂xp+1

(a) . . . ∂fn
∂xp+n

(a)

 = CB

est la matrice identité.
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Dans la suite, pour simplifier l’écriture, nous utiliserons les notations sui-
vantes :

x̄ = (x1, . . . , xp+n−1) et (x̄ , z) = (x1, . . . , xp+n−1, z).

Soit ϵ > 0. Comme hn(a) = 0 et ∂hn/∂xp+n(a) = 1 ̸= 0, on peut appliquer
le théorème 15.5.1 à l’équation

hn(x̄ , xp+n) = 0.

D’après le théorème 15.5.1, si αn ∈ ]0, ϵ[ est suffisamment petit, il existe un
nombre réel δ1 ∈ ]0, αn[ et une fonction φ : B(ā , δ1) → R de classe C1, dépen-
dant de x̄ et vérifiant les propriétés suivantes :

• ap+n = φ(ā) ;
• B(ā , δ1)× ]ap+n − αn, ap+n + αn[ ⊂ E et hn est de classe C1 sur

B(ā , δ1)× ]ap+n − αn, ap+n + αn[ ;

• pour tout x̄ ∈ B(ā , δ1) : |φ(x̄ )− ap+n| < αn et hn(x̄ , φ(x̄ )) = 0 ;
• les relations

(x̄ , y) ∈ B(ā , δ1)× ]an+p − αn, an+p + αn[

et hn(x̄ , y) = 0 impliquent y = φ(x̄ ).

Pour trouver des solutions au problème

hj(x ) = 0 pour j ∈ {1, . . . , n} et x ∈ B(ā , δ1)× ]ap+n − αn, ap+n + αn[ ,

il est nécessaire et suffisant de résoudre le problème

hj(x̄ , φ(x̄ )) = 0 pour j ∈ {1, . . . , n− 1} et x̄ ∈ B(ā , δ1)

(en effet, hn(x̄ , φ(x̄ )) = 0).

Considérons à présent les n − 1 fonctions g1, . . . , gn−1 : B(ā , δ1) → R

définies par gi(x̄ ) = hi(x̄ , φ(x̄ )), et observons que la matrice
∂g1

∂xp+1
(ā) . . . ∂g1

∂xp+n−1
(ā)

...
...

∂gn−1

∂xp+1
(ā) . . .

∂gn−1

∂xp+n−1
(ā)


est la matrice identité, et donc que son déterminant n’est pas nul :

D(g1, . . . , gn−1)

D(xp+1, . . . , xp+n−1)
(ā) ̸= 0. (15.9)

Ainsi, en utilisant (15.9) et l’hypothèse de récurrence, on peut affirmer qu’il
existe des nombres réels δ, α1, . . . , αn−1 ∈ ]0, ϵ[ et n−1 fonctions φ1, . . . , φn−1 :
B(a, δ) → R de classe C1 vérifiant les propriétés suivantes :

• pour tout entier 1 ⩽ i ⩽ n− 1 : ap+i = φi(a) ;
• g1, . . . , gn−1 sont de classe C1 sur

B(a, δ)× ]ap+1 − α1, ap+1 + α1[×· · ·× ]ap+n−1 − αn−1, ap+n−1 + αn−1[ ,

qui de plus est un sous-ensemble de B(ā , δ1) ;
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• pour tout x ∈ B(a, δ) et tout entier 1 ⩽ i ⩽ n− 1 :

|φi(x)− ap+i| < αi

et
gi(x, φ1(x), . . . , φn−1(x)) = 0 ;

• les relations x ∈ B(a, δ), |yi − ap+i| < αi et

gi(x, y1, . . . , yn−1) = 0

pour tout i ∈ {1, . . . , n − 1} impliquent yi = φi(x) pour tout i ∈
{1, . . . , n− 1}.

Par suite, en désignant par φn : B(a, δ) → R la fonction définie par

φn(x) = φ(x, φ1(x), . . . , φn−1(x)),

on obtient que les n applications φ1, . . . , φn : B(a, δ) → R sont de classe C1

et qu’elles possèdent les propriétés demandées. D’où le théorème. ■

15.5.7 Théorème de la fonction réciproque

Soit n un entier positif, E un sous-ensemble de Rn et

f1, . . . , fn : E → R

n fonctions de classe C1 au voisinage de

a = (a1, . . . , an) ∈ E,

telles que pour tout entier 1 ⩽ i ⩽ n : fi(a) = bi ∈ R. De plus, on suppose que

D(f1, . . . , fn)

D(x1, . . . , xn)
(a) ̸= 0.

Alors il existe deux nombres réels δ1, δ2 > 0 et une application

g = (g1, . . . , gn) : B(b, δ2) → Rn ,

où b = (b1, . . . , bn), vérifiant les propriétés suivantes :
• g(b) = a ;
• pour tout y = (y1, . . . , yn) ∈ B(b, δ2) :

g(y) ∈ E et f (g(y)) = y ,

où
f = (f1, . . . , fn) : E → Rn ;

• pour tout x = (x1, . . . , xn) ∈ B(a , δ1) :

x ∈ E, f (x ) ∈ B(b, δ2) et g(f (x )) = x ,

• les fonctions f1, . . . , fn : B(a , δ1) → R et g1, . . . , gn : B(b, δ2) → R

sont de classe C1.
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démonstration. Ceci est une conséquence du théorème des fonctions impli-
cites généralisé. Pour i ∈ {1, . . . , n}, considérons la fonction Fi : R

n × E → R

définie par

Fi(y1, . . . , yn, x ) = −yi + fi(x ),

qui est de classe C1 au voisinage de (b,a). De plus Fi(b,a) = 0 et

D(F1, . . . , Fn)

D(x1, . . . , xn)
(b,a) ̸= 0.

Par le théorème des fonctions implicites généralisé appliqué aux fonctions
Fi (§ 15.5.6), il existe des nombres réels δ2, α1, . . . , αn > 0 et une application
g = (g1, . . . , gn) : B(b, δ2) → Rn vérifiant les propriétés suivantes :

1) pour tout i ∈ {1, . . . , n}, ai = gi(b) et fi est de classe C1 sur

]a1 − α1, a1 + α1[× · · · × ]an − αn, an + αn[ ,

qui de plus est un sous-ensemble de E ;

2) pour tout y = (y1, . . . .yn) ∈ B(b, δ2) et tout i ∈ {1, . . . , n} :

|gi(y)− ai| < αi et − yi + fi(g(y)) = Fi(y , g(y)) = 0 ;

3) les relations

(y , x ) ∈ B(b, δ2)× ]a1 − α1, a1 + α1[× · · · × ]an − αn, an + αn[

et −yi + fi(x ) = 0 pour tout i ∈ {1, . . . , n} impliquent x = g(y).

La deuxième propriété a pour conséquence que f (g(y)) = y pour tout
y = (y1, . . . , yn) ∈ B(b, δ2). Il résulte de la continuité des fi en a qu’il est
possible de choisir δ1 > 0 suffisamment petit tel que, pour tout x ∈ B(a , δ1),

x ∈ ]a1 − α1, a1 + α1[× · · · × ]an − αn, an + αn[ ⊂ E

et f (x ) ∈ B(b, δ2). La troisième propriété assure finalement que, pour tout

x ∈ B(a , δ1), x = g(f (x )). ■

15.5.8 Extrema liés — Méthode des multiplicateurs de Lagrange : cas général

Soit p et n deux entiers positifs, E un sous-ensemble de Rp+n = Rp ×Rn et

f, g1, . . . , gn : E → R

n+ 1 fonctions de classe C1 au voisinage de

a = (a1, . . . , ap, ap+1, . . . , ap+n),

telles que pour tout entier 1 ⩽ j ⩽ n : gj(a) = 0. De plus, on suppose que

D(g1, . . . , gn)

D(xp+1, . . . , xp+n)
(a) ̸= 0,
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et soit

E1 =

n⋂
j=1

{x = (x1, . . . , xp+n) ∈ E : gj(x ) = 0}

= {x ∈ E : g1(x ) = . . . = gn(x ) = 0}.

Pour que la restriction de la fonction f à E1 atteigne un extremum local
au point a , il faut qu’il existe n nombres réels λ1, . . . , λn tels que pour tout
entier 1 ⩽ k ⩽ n+ p :

∂f

∂xk
(a) +

n∑
i=1

(
λi ·

∂gi
∂xk

(a)

)
= 0.

Par définition, les n nombres λ1, . . . , λn sont appelés les multiplicateurs
de Lagrange.

démonstration. Quitte à remplacer E par un ensemble plus petit, on peut
supposer que la restriction de f à E1 atteint son minimum ou son maximum au
point a . Soit la fonction

u = (u1, . . . , up+n) : E → Rn+p

définie par
u(x ) = (x1, . . . , xp, g1(x ), . . . , gn(x ))

et qui satisfait

D(u1, . . . , un+p)

D(x1, . . . , xp+n)
(a) =

D(g1, . . . , gn)

D(xp+1, . . . , xp+n)
(a) ̸= 0.

Posons
b = (b1, . . . , bp+n) = u(a) = (a1, . . . , ap, 0, . . . , 0).

D’après le théorème de la fonction réciproque, il existe deux nombres réels
δ1, δ2 > 0 et une application

v = (v1, . . . , vp+n) : B(b, δ2) → Rp+n

vérifiant les propriétés suivantes :
• v(b) = a ;
• pour tout y = (y1, . . . , yp+n) ∈ B(b, δ2) :

v(y) ∈ E et u(v(y)) = y

• pour tout x ∈ B(a , δ1) :

x ∈ E, u(x ) ∈ B(b, δ2) et v(u(x )) = x ,
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• les fonctions u1, . . . , up+n : B(a , δ1) → R et v1, . . . , vp+n : B(b, δ2) → R

sont de classe C1.

L’image de
{y ∈ B(b, δ2) : yp+1 = . . . = yp+n = 0}

par v est ainsi un sous-ensemble de E1 et, de plus, la fonction

y → h(y) = f(v(y))

est définie pour y ∈ B(b, δ2). Le fait que la fonction

(y1, . . . , yp) → h(y1, . . . , yp, 0, . . . , 0)

atteint son minimum ou son maximum en (b1, . . . , bp) entrâıne (§ 15.4.4) que

∂h

∂yi
(b) = 0 pour tout i ∈ {1, . . . , p}.

D’autre part f(x ) = h(u(x )) pour tout x ∈ B(a , δ1) et donc, pour tout k ∈
{1, . . . , p+ n},

∂f

∂xk
(a) =

n∑
i=1

(
∂h

∂yp+i
(b) · ∂up+i

∂xk
(a)

)
=

n∑
i=1

(
∂h

∂yp+i
(b) · ∂gi

∂xk
(a)

)
.

Ainsi l’énoncé est prouvé avec

λi = − ∂h

∂yp+i
(b)

pour i ∈ {1, . . . , n}. ■

15.5.9 Exemple

On propose de démontrer que pour tout m-tuple (α1, . . . , αm) de nombres réels
positifs

m
√
α1 . . . αm ⩽

α1 + . . . + αm

m

(m ⩾ 2). Autrement dit, que la moyenne géométrique d’un nombre fini d’élé-
ments de R∗

+ n’est jamais supérieure à la moyenne arithmétique de ces mêmes
nombres. En effet, soit

α = (α1, . . . , αm)

un m-tuple quelconque de nombres réels positifs et soit

f, g : E = {(x1, . . . , xm) ∈ Rm : x1 ⩾ 0, . . . , xm ⩾ 0} → R

les deux fonctions définies respectivement par

f(x1, . . . , xm) = m
√
x1, . . . xm

et
g(x1, . . . , xm) = x1 + . . . + xm − β, où β = α1 + . . .+ αm.
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Comme

E1 = {(x1, . . . , xm) ∈ E : g (x1, . . . , xm) = 0}

est un sous-ensemble compact de Rm et que f est continue, il existe au moins
un élément a = (a1, . . . , am) de E1 où la restriction de f à E1 atteint son
maximum (§ 14.3.18). La méthode des multiplicateurs de Lagrange assure que
ce maximum, dit lié, est atteint parmi les points a ∈ E1 vérifiant l’un des deux
cas suivants :

1) a1 · . . . · am = 0 ;

2) a1 · . . . · am > 0 et il existe un nombre réel λ tel que
∂f

∂x1
(a) + λ

∂g

∂x1
(a) = 0,

...
∂f

∂xm
(a) + λ

∂g

∂xm
(a) = 0.

Dans le premier cas, f(a) = 0. En constatant que (β/m, . . . , β/m) ∈ E1 et que
f(β/m, . . . , β/m) > 0, on peut affirmer que le premier cas ne se produit pas
pour un point a en lequel le maximum lié est atteint. Dans le second cas, f est
bien de classe C1 au voisinage de a et il existe un nombre réel λ tel que

1

m

m
√
a1 . . . am
a1

+ λ = 0,

...
1

m

m
√
a1 . . . am
am

+ λ = 0.

Ainsi, en résolvant ce système et en tenant compte de l’égalité a1+ . . .+ am = β,
on obtient immédiatement que

a1 = . . . = am =
β

m
,

et donc le maximum lié est atteint en a = (β/m, . . . , β/m) ∈ E1.

Finalement, puisque α = (α1, . . . , αm) ∈ E1, on peut écrire que

m
√
α1 . . . αm = f(α) ⩽ f(a) = m

√
a1 . . . am =

β

m
=
α1 + . . .+ αm

m
.

15.6 Exercices

15.6.1 Calculer

lim
x→0

x∫
0

(x− t)e−t2

sin2x
dt.
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15.6.2 Soit f : R→ R une fonction continue. Calculer

lim
x→0

x∫
0

(t− x)2f(t) dt

x3
.

15.6.3 Montrer que la fonction f : R2 → R définie par

f(x, y) =

{
xy ln (|x|+ |y|) si (x, y) ̸= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0)

est de classe C1.

15.6.4 Soit g, h : R → R et k : R2 → R trois fonctions de classe C2. Montrer
que la fonction f : R→ R définie par

f(x) =

g(x)∫
0

k(t, h(x)) dt

est de classe C2 en calculant f ′ et f ′′.

15.6.5 En effectuant le changement de variables u = x− y et υ = x+ y, trouver
toutes les fonctions f : R2 → R de classe C1 qui sont solutions de l’équation aux
dérivées partielles :

∂f

∂x
(x, y) =

∂f

∂y
(x, y).

15.6.6 En effectuant le changement de variables u = x, υ = y − x et w = z − x,
trouver toutes les fonctions f : R3 → R de classe C1 qui sont solutions de
l’équation aux dérivées partielles :

∂f

∂x
(x, y, z) +

∂f

∂y
(x, y, z) +

∂f

∂z
(x, y, z) = 0.

15.6.7 Soit E un sous-ensemble de R2 et f : E → R une fonction homogène de
degré α qui soit de classe C2. Montrer que pour tout (x, y) ∈ E :

α(α− 1)f(x, y) = x2
∂2f

∂x2
(x, y) + 2xy

∂2f

∂x ∂y
(x, y) + y2

∂2f

∂y2
(x, y).

15.6.8 En effectuant le changement de variables x = u et y = uυ, trouver toutes
les fonctions f : {(x, y) ∈ R2 : x > 0} → R de classe C2 qui sont solutions de
l’équation aux dérivées partielles :

x2
∂2f

∂x2
(x, y) + 2xy

∂2f

∂x ∂y
(x, y) + y2

∂2f

∂y2
(x, y) = 0.
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15.6.9 En utilisant les exercices 15.6.7 et 15.6.8, trouver toutes les fonctions
f : {(x, y) ∈ R2 : x > 0} → R qui sont homogènes de degré 1 et de classe
C2.

15.6.10 Soit a, b et c trois constantes vérifiant a ̸= 0 et b2 − ac > 0. En posant

α =
−b+

√
b2 − ac

a
et β =

−b−
√
b2 − ac

a

et en effectuant le changement de variables u = αx + y et υ = βx + y, trouver
toutes les fonctions f : R2 → R de classe C2 qui sont solutions de l’équation aux
dérivées partielles :

a
∂2f

∂x2
(x, y) + 2b

∂2f

∂x ∂y
(x, y) + c

∂2f

∂y2
(x, y) = 0.

15.6.11 (Laplacien en coordonnées polaires). Soit f : R2 → R une fonction de
classe C2 et g : R2 → R la fonction définie par

g(r, θ) = f(x = r cos θ, y = r sin θ).

Montrer que pour tout couple (r, θ) de R∗ ×R :

∆f(r cos θ, r sin θ) =
∂2f

∂x2
(r cos θ, r sin θ) +

∂2f

∂y2
(r cos θ, r sin θ)

=
∂2g

∂r2
(r, θ) +

1

r2
∂2g

∂θ2
(r, θ) +

1

r

∂g

∂r
(r, θ).

15.6.12 (Laplacien en coordonnées cylindriques). Soit f : R3 → R une fonction
de classe C2 et g : R3 → R la fonction définie par

g(r, θ, z) = f(x = r cos θ, y = r sin θ, z).

Montrer que pour tout (r, θ, z) ∈ R∗ ×R×R :

∆f(r cos θ, r sin θ, z) =
∂2f

∂x2
(r cos θ, r sin θ, z) +

∂2f

∂y2
(r cos θ, r sin θ, z)

+
∂2f

∂z2
(r cos θ, r sin θ, z)

=
∂2g

∂r2
(r, θ, z) +

1

r2
∂2g

∂θ2
(r, θ, z) +

1

r

∂g

∂r
(r, θ, z)

+
∂2g

∂z2
(r, θ, z).

15.6.13 (Laplacien en coordonnées sphériques). Soit f : R3 → R une fonction de
classe C2 et g : R3 → R la fonction définie par

g(r, β, θ) = f(x = r sinβ cos θ, y = r sinβ sin θ, z = r cosβ).
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Montrer que pour tout (r, β, θ) ∈ R∗ × {t ∈ R : t ̸= kπ, k ∈ Z} ×R :

∆f(r sinβ cos θ, r sinβ sin θ, r cosβ)

=
∂2f

∂x2
(r sinβ cos θ, r sinβ sin θ, r cosβ) +

∂2f

∂y2
(r sinβ cos θ, r sinβ sin θ, r cosβ)

+
∂2f

∂z2
(r sinβ cos θ, r sinβ sin θ, r cosβ)

=
∂2g

∂r2
(r, β, θ) +

1

r2
∂2g

∂β2
(r, β, θ) +

1

r2sin2β

∂2g

∂θ2
(r, β, θ) +

2

r

∂g

∂r
(r, β, θ)

+
cotβ

r2
∂g

∂β
(r, β, θ).

15.6.14 Écrire la formule de Taylor (§ 15.2.11) pour n = 3.

15.6.15 Soit a ∈ R2 et δ un nombre réel positif. Trouver toutes les fonctions
harmoniques f : B(a , δ) → R qui s’annulent sur le bord ∂B(a , δ).

15.6.16 Soit E un sous-ensemble de Rn et

f1, . . . , fn : E → R

n fonctions de classe C1 au voisinage de a = (a1, . . . , an), telles que

D(f1, . . . , fn)

D(x1, . . . , xn)
(a) ̸= 0.

Montrer qu’il existe un nombre réel δ > 0 et n applications

φ1, . . . , φn : B(b, δ) → R

de classe C1, où b = (f1(a1, . . . , an), . . . , fn(a1, . . . , an)), vérifiant les deux pro-
priétés suivantes :

• pour tout entier 1 ⩽ i ⩽ n : φi(b) = ai ;
• pour tout (y1, . . . , yn) ∈ B(b, δ) et tout entier 1 ⩽ j ⩽ n :

fj(x1 = φ1(y1, . . . , yn), . . . , xn = φn(y1, . . . , yn)) = yj .

15.6.17 Soit a < b et c < d quatre éléments de R et supposons que pour (x, y) ∈
]a, b[× ]c, d[, la forme différentielle M(x, y) +N(x, y)y′ = 0 soit exacte.

1) Montrer que pour tout (x, y) ∈ ]a, b[× ]c, d[ :

∂χ

∂x
(x, y) =M(x, y) et

∂χ

∂y
(x, y) = N(x, y)

où χ est la fonction définie au paragraphe 15.3.2.

2) En déduire qu’il existe deux fonctions continûment différentiables f : ]a, b[ →
R et g : ]c, d[ → R telles que pour tout (x, y) ∈ ]a, b[× ]c, d[ :

χ(x, y) =

x∫
x0

M(t, y) dt+ g(y) =

y∫
y0

N(x, t) dt+ f(x)

où (x0, y0) ∈ ]a, b[× ]c, d[.
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15.6.18 Résoudre les deux formes différentielles exactes suivantes :

1) 2x+ exy + (ex − 2y)y′ = 0 pour ]−∞,+∞ [×]−∞,+∞[

2) arctan (y/x) + ln
√
x2 + y2 y′ = 0 pour ]0,+∞ [×]−∞,+∞[

15.6.19 1) Trouver toutes les fonctions f : R → R de classe C1 de sorte que la
forme différentielle

(y2 + 1) sinx+ f(x)y y′ = 0

soit exacte.

2) Parmi toutes ces fonctions, déterminer celle qui satisfait la condition initiale
f(0) = 4.

3) Pour cette fonction particulière, résoudre la forme différentielle.

15.6.20 Pour (x, y) ∈ ]0,+∞[× ]−∞,+∞[, résoudre la forme différentielle

x2 − 3y2 + 2xy y′ = 0.

(Indication : faire le changement de variable u = y/x.)

15.6.21 Pour (x, y) ∈ ]−∞,+∞[× ]0,+∞[, résoudre la forme différentielle

−2xy + (y2 + x2 + 3)y′ = 0

sachant qu’il existe un facteur intégrant ne dépendant que de y.

15.6.22 Pour (x, y) ∈ ]0,+∞[× ]−∞,+∞[, résoudre la forme différentielle

(x4 + y2) + xy(x2 − 1)y′ = 0

sachant qu’il existe un facteur intégrant ne dépendant que de x.

15.6.23 Pour (x, y) ∈ ]−∞,+∞[× ]0,+∞[ résoudre la forme différentielle

x(2
√
x2 + y2 + 1) + y y′ = 0

au moyen d’un facteur intégrant fonction de x2 + y2.

15.6.24 Pour (x, y) ∈ ]0,+∞[× ]0,+∞[, résoudre la forme différentielle

(−y3 + xy2 + x2 y) + x(y2 + xy − x2)y′ = 0

au moyen d’un facteur intégrant fonction de xy.

15.6.25 Soit M,N : E = ]0,+∞[ × ]0,+∞[ → R deux fonctions homogènes de
degré α et de classe C1 telles que pour tout (x, y) ∈ E : xM(x, y)+ yN(x, y) ̸= 0.

1) En utilisant le théorème d’Euler (§ 15.1.23), montrer que la fonction µ : E →
R définie par

µ(x, y) =
1

xM(x, y) + yN(x, y)

est un facteur intégrant de la forme différentielle M(x, y) +N(x, y)y′ = 0.
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2) Pour (x, y) ∈ ]0,+∞[× ]0,+∞[, résoudre la forme différentielle

√
xy + xy′ = 0.

15.6.26 Soit p, f : R → R deux fonctions continûment différentiables et m un
entier strictement supérieur à 1.

1) Montrer qu’il existe une fonction h : R → R de sorte que l’application µ :
]−∞,+∞[ × ]0,+∞[ → R définie par µ(x, y) = y−mh (x) soit un facteur
intégrant de la forme différentielle

(p (x) y − f(x)ym) + y′ = 0.

2) Résoudre cette équation pour la condition initiale y(x0) = y0 > 0, et comparer
la solution avec celle obtenue au paragraphe 12.2.7.

3) En déduire la solution de l’équation de Bernoulli

y′ + y = x y3

pour la condition initiale y(0) =
√
2.

15.6.27 Trouver les extrema de la fonction

f : {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ⩽ 1} → R

définie par

f(x, y) =
x+ y

1 + x2 + y2
.

15.6.28 Trouver les extrema de la fonction

f : {(x, y) ∈ R2 : 1 ⩽ x2 + y2 ⩽ 4, 0 ⩽ y ⩽ x} → R

définie par

f(x, y) =
x2

x+ y
.

15.6.29 Déterminer les extrema de la fonction f : R2 → R définie par

f(x, y) = cosx+ cos y + sin (x+ y).

15.6.30 Soit f : R3 → R une fonction de classe C1 telle que pour tout (x, y, z) ∈
R3 :

∂f

∂x
(x, y, z) = 4,

∂f

∂y
(x, y, z) < 0 et

∂f

∂z
(z, y, z) = 1.

En quels points de E = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + z2 ⩽ 1, 0 ⩽ y ⩽ 3}, la fonction f
atteint-elle son maximum ou son minimum?

15.6.31 Trouver les points stationnaires de la fonction f : R2 → R définie par

f(x, y) = y3 + x2 − 4xy + 3y2

et étudier leur nature.
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15.6.32 Trouver les points stationnaires de la fonction f : R2 → R définie par

f(x, y) = y2 + y cosx− sinx− 2

et étudier leur nature.

15.6.33 Comment faut-il choisir le nombre réel α de sorte que la fonction f :
R2 → R définie par

f(x, y) = x2 + xy + y2 − 1

1 + α2x2 + y2

possède un minimum local au point (0,0) ?

15.6.34 Soit f : R2 → R la fonction définie par

f(x, y) = x2 + y2.

Trouver les extrema de f sous la condition 3x2 + 2xy + 5y2 − 72 = 0.

15.6.35 Soit f : R3 → R la fonction définie par

f(x, y, z) = x2 + y2 + z2.

Trouver les extrema de f sous la condition 5x2 + 9y2 + 6z2 − 4yz − 1 = 0.

15.6.36 Soit f : R3 → R la fonction définie par

f(x, y, z) = x2 + y2 + z2.

Déterminer le minimum de f sous les deux conditions

x+ y + z = 1 et xy = 1.

15.6.37 Soit f : R3 → R la fonction définie par

f(x, y, z) = xyz.

Trouver les extrema de f sous les deux conditions

x2 + y2 + z2 ⩽ 1 et 1− 2 sin(x2 + y2 + z2) = 0.

15.6.38 Minimiser la distance de P1 à P2 où P1 est un point de l’ellipsöıde d’équa-
tion

2x2 + y2 + 2z2 − 8 = 0

et P2 un point du plan d’équation

x+ y + z − 10 = 0.

15.6.39 Trouver les valeurs extrêmes de z sur la surface d’équation

2x2 + 3 y2 + z2 − 12xy + 4xz − 35 = 0.
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15.6.40 Déterminer les axes de l’ellipse d’équation 2x2 + xy + 2y2 − 1 = 0.

15.6.41 Trouver les axes de l’ellipse déterminée par l’intersection du cylindre
d’équation x2 + y2 − 4 = 0 et du plan d’équation x+ y + 2z − 2 = 0.

15.6.42 Déterminer parmi les triangles rectangles ayant la même aire, celui qui
a la plus petite hypoténuse.

15.6.43 Déterminer à l’intérieur d’un triangle dont l’aire est connue, le point dont
le produit des distances aux trois côtés est maximum.

15.6.44 Déterminer parmi les triangles ayant le même périmètre 2p, celui dont
l’aire est maximale.





Chapitre 16

Gradient, dérivées directionnelles,

différentielle, courbes paramétrées

16.1 Introduction

Dans la première partie du présent chapitre (sect. 16.2 - sect. 16.7), sauf mention
explicite du contraire, les fonctions seront définies sur des sous-ensembles ouverts
de Rn (n ⩾ 1). Ainsi, lorsque nous écrirons par exemple f : E → R ou f : E →
Rm (m ⩾ 1), il sera sous-entendu que E est ou sous-ensemble ouvert de Rn.

Il est usuel d’écrire les éléments de Rn sous la forme de n-uples :

x = x⃗ = x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn;

voir par exemple le chapitre 13. Dans ce chapitre, nous n’utiliserons la notation
(x1, . . . , xn) (ligne) que lorsque les composantes de x apparaissent dans l’argu-
ment d’une fonction f : E → R ou f : E → Rm. Ainsi nous écrirons par exemple
f(x1, . . . , xn) ∈ R. Dans les autres cas, sauf mention explicite du contraire, nous
utiliserons la notation sous forme de vecteur colonne :

x =

x1...
xn

 .

À l’aide de la transposée, ceci s’écrit aussi

x =
(
x1 · · · xn

)⊤
ou encore

x = (x1 , . . . , xn)
⊤ .

La somme de deux vecteurs dans Rn devient

x + y =

x1...
xn

+

y1...
yn

 =

x1 + y1
...

y1 + yn

 ,

le produit d’un nombre réel λ avec un vecteur x ∈ Rn devient

λx = λ

x1...
xn

 =

λx1...
λxn


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et le produit scalaire usuel dans Rn devient

⟨x ,y⟩ =
〈x1...

xn

 ,

y1...
yn

〉 =

n∑
j=1

xjyj .

Le j-ième vecteur de la base canonique de Rn

ej =



0
...
1
...
0


a toutes ses composantes nulles, sauf celle sur la j-ième ligne, qui vaut 1.

Pour des entiers n,m ⩾ 1, nous dirons qu’une application L : Rn → Rm est
linéaire si

L(αx + βy) = αL(x ) + βL(y)

pour tous α, β ∈ R et x ,y ∈ Rn. En choisissant α = β = 0 et x = y = 0, ceci
implique en particulier que l’image de 0 ∈ Rn par L est 0 ∈ Rm :

L(0) = 0.

L’espace vectoriel de toutes les applications linéaires L : Rn → Rm sera noté
par L(Rn,Rm).

16.2 Dérivées partielles, gradient

Soit un entier n ⩾ 1. Soit encore un sous-ensemble (ouvert) E ⊂ Rn et une
fonction f : E → R de la variable x = (x1, . . . , xn) ∈ E.

Pour a ∈ E et 1 ⩽ j ⩽ n fixés, on considère la fonction réelle g définie par

g(s) = f(a1, a2, . . . , aj−1, s, aj+1, . . . , an),

son domaine de définition étant le sous-ensemble ouvert de R donné par

D(g) =
{
s ∈ R : (a1, a2, . . . , aj−1, s, aj+1, . . . , an)

⊤ ∈ E
}
.

Rappel et notation. Si g est dérivable en aj , on dit que la j-ième dérivée
partielle de f existe en a et est égale à g′(aj). Elle est notée

∂f

∂xj
(a), f ′xj

(a) ou Djf(a).
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Comme

g′(aj) = lim
t→0

g(aj + t)− g(aj)

t
,

on voit que

∂f

∂xj
(a) = lim

t→0

f(a + tej)− f(a)

t
.

Si toutes les dérivées partielles
∂f

∂x1
(a), . . . ,

∂f

∂xn
(a) existent en a ∈ E, le

vecteur 
∂f

∂x1
(a)

...
∂f

∂xn
(a)


est appelé le gradient de f en a , que l’on note ∇f(a) ou grad f(a) :

∇f(a) = grad f(a) =


∂f

∂x1
(a)

...
∂f

∂xn
(a)

 =

D1f(a)
...

Dnf(a)

 .

16.3 Dérivées directionnelles

Soit E ⊂ Rn, f : E → R, a ∈ E et v ∈ Rn\{0}. La ligne droite passant par a
et admettant le vecteur directeur v est paramétrée comme suit :

{a + tv : t ∈ R}.

Soit la fonction réelle g définie par g(t) = f(a+tv), son domaine de définition
étant D(g) = {t ∈ R : a + tv ∈ E}. C’est un sous-ensemble ouvert de R qui
contient 0.

Si g est dérivable en t = 0, on dit que f est dérivable en a suivant le vecteur
v. De plus g′(0) est appelé la dérivée de f en a suivant v ou encore la
dérivée directionnelle de f en a suivant v, que l’on note

Df(a , v) ou
∂f

∂v
(a).

Ainsi

Df(a , v) =
∂f

∂v
(a) = lim

t→0

g(t)− g(0)

t
= lim

t→0

f(a + tv)− f(a)

t
.
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Si v = ej et f est dérivable en a suivant le vecteur ej , observons queDf(a , ej) =
∂f
∂xj

(a).

Ainsi, si f est dérivable en a suivant tous les vecteurs v ∈ Rn\{0}, alors
toutes les dérivées partielles ∂f

∂xj
(a), j = 1, . . . , n, sont bien définies.

La réciproque n’est pas vraie en général. Voir l’exemple du paragraphe 16.5.1.
Pour λ ∈ R\{0},

Df(a , λv) = lim
t→0

f(a + tλv)− f(a)

t
= lim

s→0

f(a + sv)− f(a)

s/λ

= λ lim
s→0

f(a + sv)− f(a)

s
= λDf(a , v),

où s = λt.
Ainsi, si v ∈ Rn\{0} et f est dérivable en a suivant v , f est aussi dérivable

en a suivant λv pour tout λ ∈ R\{0} et

Df(a , λv) = λDf(a , v).

Il suffit donc de considérer les dérivées suivant les vecteurs unitaires. Lorsque
||v || = 1, on dit aussi dérivée dans la direction v.

16.4 Fonction dérivable, différentielle

La définition 16.4.1 de différentielle est une extension de la notion de différentia-
bilité d’une fonction réelle d’une variable réelle (voir § 6.1.3). Rappelons qu’une
fonction f : E → R définie sur un sous-ensemble ouvert E ⊂ R est dite diffé-
rentiable en a ∈ E s’il existe ℓ ∈ R et une fonction r : E → R vérifiant les deux
propriétés suivantes :

∀x ∈ E f(x) = f(a) + ℓ(x− a) + r(x)

et

lim
x→a

r(x)

x− a
= 0.

Ceci est le cas exactement lorsque f est dérivable en a et

ℓ = f ′(a) = lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
∈ R

(§ 6.1.4). De plus, dans ce cas, le graphique de f admet une droite tangente
passant par (a, f(a)) d’équation cartésienne

y = f(a) + f ′(a)(x− a)
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(§ 6.1.7). La définition 16.4.1 de différentielle pour les fonctions f : E → R avec
E ⊂ Rn admet également une interprétation géométrique lorsque n = 2, qui est
expliquée au paragraphe 16.4.2. La droite tangente y est remplacée par un plan
tangent.

Il résulte du dernier résultat fondamental du paragraphe 16.4.3 une manière
simple de vérifier que f : E → R est différentiable en tout point de l’ensemble
(ouvert) E ⊂ Rn : il suffit que les n dérivées partielles de f existent en tout
point de E et que chacune soit continue sur E. Cette condition suffisante est
souvent utilisée dans la pratique.

16.4.1 Définition : différentielle

Soit E ⊂ Rn, f : E → R et a ∈ E.

On dit que f est dérivable au point a ou différentiable au point a s’il existe
une application linéaire La : Rn → R et une fonction r : E → R telles que

∀x ∈ E f(x ) = f(a) + La(x − a) + r(x )

et

lim
x→a

r(x )

||x − a || = 0,

où La(x − a) ∈ R est la valeur de l’application La évaluée en x − a .

Il y a au plus une application linéaire La : Rn → R vérifiant cette condition.
Lorsque f est différentiable en a , La est appelé la différentielle de f au point a .
On utilise la notation suivante pour La :

La = df(a) ∈ L(Rn,R),

où L(Rn,R) est l’espace vectoriel des applications linéaires de Rn dans R.

Remarques
• Soit une application linéaire L : Rn → R. Définissons

ℓ =

ℓ1...
ℓn

 ∈ Rn

par

ℓ =

L(e1)
...

L(en)

 .

Alors
∀v ∈ Rn L(v) = ⟨ℓ, v⟩,

où ⟨·, ·⟩ est le produit scalaire usuel dans Rn. En effet, pour tout v ∈ Rn,

L(v) = L

 n∑
j=1

vjej

 =

n∑
j=1

vjL(ej) =

n∑
j=1

vjℓj = ⟨ℓ, v⟩.
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• Lorsque n = 1, f admet une différentielle en a exactement lorsque la dérivée
f ′(a) ∈ R existe.

• Les adjectifs « différentiable » et « dérivable » seront toujours considérés
comme synonymes.

• Si f est dérivable en tout a ∈ E, alors df : E → L(Rn,R) est une fonction
à valeurs dans l’espace vectoriel L(Rn,R) des applications linéaires de Rn

dans R. Nous dirons que f est dérivable ou différentiable sur E et que
df : E → L(Rn,R) est la (fonction) différentielle de f .

16.4.2 Interprétation géométrique lorsque n = 2

Soit un sous-ensemble (ouvert) E ⊂ R2 et une fonction f : E → R dérivable en
a ∈ E de différentielle La = df(a) ∈ L(R2,R). Soit ℓ tel que

∀v ∈ R2 La(v) = ⟨ℓ, v⟩.

L’équation

x3 = f(a)+ ⟨ℓ,x − a⟩ = f(a1, a2)+ ℓ1(x1−a1)+ ℓ2(x2−a2), x =

(
x1
x2

)
∈ R2,

décrit un plan dans R3 passant par le point a1
a2

f(a1, a2)

 .

La direction normale à ce plan est donnée par le vecteur−ℓ1
−ℓ2
1


car

x3 = f(a) + ⟨ℓ,x − a⟩ ⇔
〈−ℓ1

−ℓ2
1

 ,

 x1 − a1
x2 − a2

x3 − f(a1, a2)

〉 = 0.

Si f est dérivable en a ∈ E ⊂ R2, La = df(a) et ℓ ∈ R2 est tel que

∀v ∈ R2 La(v) = ⟨ℓ, v⟩,

alors l’équation

x3 = f(a) + ⟨ℓ,x − a⟩ , x =

(
x1
x2

)
,

décrit le plan dans R3 tangent au graphique de f en a1
a2

f(a1, a2)

 ∈ R3.
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La normale au graphique de f en (a1, a2, f(a1, a2))
⊤ est la droite paramétrée

comme suit : 
 a1

a2
f(a1, a2)

+ t

−ℓ1
−ℓ2
1

 : t ∈ R

 .

16.4.3 Résultats fondamentaux

Théorème. Soient E ⊂ Rn, f : E → R et a ∈ E avec f dérivable en a de
différentielle La = df(a) ∈ L(Rn,R). Alors :

1) f est continue en a .

2) Pour tout v ∈ Rn\{0}, f est dérivable en a suivant le vecteur v et

Df(a , v) = La(v).

En particulier
∂f

∂xj
(a) = La(ej)

pour tout j ∈ {1, . . . , n}. Autrement dit, le gradient ∇f(a) existe et

∇f(a) = ℓ,

où ℓj = La(ej) pour tout j ∈ {1, . . . , n}.
3) Pour tout v ∈ Rn\{0},

Df(a , v) = La(v) = ⟨∇f(a), v⟩.

4) Pour tout v ∈ Rn tel que ||v || = 1,

Df(a , v) ⩽ ||∇f(a)||

et, si ∇f(a) ̸= 0,

Df

(
a ,

1

||∇f(a)||∇f(a)
)

= ||∇f(a)||.

Ainsi
1

||∇f(a)||∇f(a) ∈ R
n donne la direction de la plus grande pente

de f en a et ||∇f(a)|| est la valeur de la plus grande pente.

Remarques
• Il découle de la relation La(v) = Df(a , v) pour tout v ∈ Rn\{0} que la
différentielle La ∈ L(Rn,R) est unique si elle existe, comme ceci a déjà été
mentionné.
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• La seconde partie du théorème assure que si f est dérivable en a , alors f
est dérivable en a suivant tout vecteur v ∈ Rn\{0}. La réciproque n’est
pas vraie en général ; voir l’exemple du paragraphe 16.5.2.

démonstration.

1) Vérifions que lim
x→a

f(x ) = f(a). On a

∀x ∈ E f(x ) = f(a) + La(x − a) + r(x )

avec

lim
x→a

r(x )

||x − a || = 0.

Il en résulte lim
x→a

r(x ) = 0 et

lim
x→a

f(x ) = lim
x→a

(
f(a) + La(x − a) + r(x )

)
= f(a) + lim

x→a
La(x − a) + lim

x→a
r(x ) = f(a).

2) Fixons v ∈ Rn\{0} et posons g(t) = f(a + tv). Alors D(g) est un sous-
ensemble ouvert de R qui contient 0 et il faut démontrer que g est dérivable
en t = 0. Or en effet

g′(0) = lim
t→0

g(t)− g(0)

t
= lim

t→0

f(a + tv)− f(a)

t

= lim
t→0

f(a) + La(a + tv − a) + r(a + tv)− f(a)

t

= lim
t→0

La(tv) + r(a + tv)

t
= La(v) + lim

t→0

r(a + tv)

t

= La(v) + lim
t→0

r(a + tv)

||a + tv − a ||
||a + tv − a ||

t

= La(v) + lim
t→0

r(a + tv)

||a + tv − a ||
|t| ||v ||
t

= La(v),

ce qui montre que Df(a , v) = g′(0) = La(v).

En choisissant en particulier v = ej , on obtient

∂f

∂xj
(a) = Df(a , ej) = La(ej) = ℓj .

D’où

ℓ =

ℓ1...
ℓn

 =


∂f
∂x1

(a)
...

∂f
∂xn

(a)

 = ∇f(a).
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3) Pour tout v ∈ Rn,

La(v) = La

 n∑
j=1

vjej

 =

n∑
j=1

vjLa(ej) =

n∑
j=1

vjℓj

=

n∑
j=1

vj
∂f

∂xj
(a) = ⟨∇f(a), v⟩.

4) Pour tout v ∈ Rn tel que ||v || = 1,

D(a , v) = ⟨∇f(a), v⟩ ⩽ ||∇f(a)|| · ||v || = ||∇f(a)||

et, si ∇f(a) ̸= 0,

D

(
a ,

1

||∇f(a)||∇f(a)
)

=

〈
∇f(a), 1

||∇f(a)||∇f(a)
〉

= ||∇f(a)||.

■
Le théorème suivant donne une méthode pour vérifier qu’une fonction est

dérivable en un point.

Théorème Soit E ⊂ Rn, f : E → R et a ∈ E.

Supposons qu’il existe δ > 0 tel que B(a , δ) ⊂ E et, pour tout j ∈
{1, . . . , n}, la dérivée partielle ∂f

∂xj
existe sur B(a , δ) et est continue en a .

Alors f est dérivable en a .

Remarque. Ceci améliore la conclusion du paragraphe 15.1.6.

démonstration. Soit x ∈ Rn tel que ||x − a || < δ. Alors

f(x )− f(a) = f(x1, x2, . . . , xn)− f(a1, a2, . . . , an)

= f(x1, a2, . . . , an)− f(a1, a2, . . . , an)

+ f(x1, x2, a3, . . . , an)− f(x1, a2, . . . , an)

+ . . .

+ f(x1, . . . , xn)− f(x1, . . . , xn−1, an)

=
∂f

∂x1

(
a1 + θ1(x1 − a1), a2, . . . , an

)
(x1 − a1)

+
∂f

∂x2

(
x1, a2 + θ2(x2 − a2), a3, . . . , an

)
(x2 − a2)

+ . . .

+
∂f

∂xn

(
x1, x2, . . . , xn−1, an + θn(xn − an)

)
(xn − an),
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où θj ∈]0, 1[ pour j = 1, . . . , n est donné par la formule des accroissements finis
pour une fonction réelle d’une variable réelle. Ainsi

f(x )− f(a)− ⟨∇f(a),x − a⟩

=
∂f

∂x1

(
a1 + θ1(x1 − a1), a2, . . . , an

)
(x1 − a1)

− ∂f

∂x1
(a1, a2, . . . , an)(x1 − a1)

+
∂f

∂x2

(
x1, a2 + θ2(x2 − a2), a3, . . . , an

)
(x2 − a2)

− ∂f

∂x2
(a1, a2, a3, . . . , an)(x2 − a2)

+ . . .

+
∂f

∂xn

(
x1, x2, . . . , xn−1, an + θn(xn − an)

)
(xn − an)

− ∂f

∂xn
(a1, a2, . . . , an)(xn − an)

et donc

lim
x→a

f(x )− f(a)− ⟨∇f(a),x − a⟩
||x − a || = 0

grâce à la continuité des dérivées partielles en a . Ainsi f est dérivable en a et
df(a) ∈ L(Rn,R) est l’application linéaire

v → ⟨∇f(a), v⟩ .
■

16.5 Exemples

16.5.1

Soit la fonction f : R2 → R définie par

f(x1, x2) =

{
0 si x = 0,
x1x2
x21 + x22

si x ∈ R2\{0} .

Remarquons d’abord que f n’est pas continue en 0 car

lim
t→0

f(t, t) =
1

2
̸= 0 = f(0)

(voir le § 14.2.9 et la figure 14.3). Donc f n’est pas dérivable en 0. Son gradient
∇f(x1, x2) est bien défini en tout x ∈ R2\{0} et

∇f(x1, x2) =


x2(x

2
1 + x22)− x1x22x1
(x21 + x22)

2

x1(x
2
1 + x22)− x1x22x2
(x21 + x22)

2

 =


x2(−x21 + x22)

(x21 + x22)
2

x1(x
2
1 − x22)

(x21 + x22)
2

 .
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Puisque ∂f
∂x1

et ∂f
∂x2

sont continues en tout point de l’ouvert R2\{0}, f est déri-

vable sur R2\{0} et la dérivée directionnelle de f en a ∈ R2\{0} suivant v ̸= 0
peut se calculer à l’aide du gradient :

D(a , v) = ⟨∇f(a), v⟩.
La différentielle de f en a ∈ R2\{0} est l’application linéaire

v → ⟨∇f(a1, a2), v⟩ =
a2(−a21 + a22)v1

(a21 + a22)
2

+
a1(a

2
1 − a22)v2

(a21 + a22)
2

(v ∈ R2). En a = 0, les dérivées partielles existent :

∂f

∂x1
(0) = lim

t→0

f(t, 0)− f(0, 0)

t
= lim

t→0

1

t

(
t · 0

t2 + 02
− 0

)
= 0

et de même
∂f

∂x2
(0) = 0,

d’où ∇f(0) = 0. Par contre, nous observons que les limites lim
t→0

∂f

∂x1
(0, t)

et lim
t→0

∂f

∂x2
(t, 0) n’existent pas.

Finalement, pour v ∈ R2\{0},

D(0, v) = lim
t→0

f(tv1, tv2)− f(0)

t
= lim

t→0

v1v2
t(v21 + v22)

est bien défini dans R si et seulement si v1 = 0 ou v2 = 0.

Remarque. En plus des notations f(x1, x2),
∂f
∂x1

et ∂f
∂x2

, les notations f(x, y), ∂f
∂x

et ∂f
∂y sont souvent utilisées. Voir par exemple les paragraphes 15.1.3 et 15.1.4.

16.5.2

Soit la fonction f : R2 → R définie par (fig. 16.1)

f(x1, x2) =


0 si x = 0,
x1x

2
2

x21 + x42
si x ∈ R2\{0} .

Remarquons que f n’est pas continue en 0 car

lim
t→0

f(t2, t) = lim
t→0

t2 · t2
t4 + t4

=
1

2
̸= 0 = f(0).

Donc f n’est pas dérivable en 0. Son gradient ∇f(x1, x2) est bien défini en tout
x ∈ R2\{0} et

∇f(x1, x2) =


x22(x

2
1 + x42)− 2x21x

2
2

(x21 + x42)
2

2x1x2(x
2
1 + x42)− 4x1x

5
2

(x21 + x42)
2

 =


x22(−x21 + x42)

(x21 + x42)
2

2x1x2(x
2
1 − x42)

(x21 + x42)
2

 .
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Puisque ∂f
∂x1

et ∂f
∂x2

sont continues en tout point de l’ouvert R2\{0}, f est déri-

vable sur R2\{0}. En a = 0, les dérivées partielles existent :

∂f

∂x1
(0) = lim

t→0

f(t, 0)− f(0, 0)

t
= lim

t→0

1

t

(
t · 02
t2 + 04

− 0

)
= 0

et de même
∂f

∂x2
(0) = 0,

d’où ∇f(0) = 0. Par contre, nous observons que

lim
t→0

∂f

∂x1
(t, t) = lim

t→0

t2(−t2 + t4)

(t2 + t4)2
= −1 ̸= 0 =

∂f

∂x1
(0).

Plus généralement, pour tout v ∈ R2\{0}, la dérivée de f en 0 suivant v existe :

D(0, v) = lim
t→0

1

t

(
(tv1)(tv2)

2

(tv1)2 + (tv2)4
− 0

)
= lim

t→0

v1v
2
2

(v1)2 + t2v42
=
v22
v1

∈ R

si v1 ̸= 0 et, si v1 = 0,

D(0, v) = lim
t→0

1

t

(
(t · 0)(tv2)2

(t · 0)2 + (tv2)4
− 0

)
= 0.

0.5

x1

0

-0.5-0.5

0

x2

0.4

0.2

0

-0.2

-0.4

0.5

(x1x
2
2)/x2

1 + x4
2)

x1

x2

Fig. 16.1
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En posant D(0,0) = 0, l’application v → D(0, v) n’est clairement pas linéaire
en v ∈ R2 dans cet exemple. De plus, pour v ∈ R2\{0}, la relation D(0, v) =
⟨∇f(0), v⟩ n’est valable que si v1 = 0 ou v2 = 0.

Dans la figure 16.1, le graphique de f n’est pas dessiné pour les (x, y) proches
de (0, 0). En particulier, l’ensemble {(t2, t, 1/2) : t ∈ R∗} inclus dans le graphe
de f n’est pas entièrement représenté pour les t proches de 0.

16.6 Fonctions à valeurs dans Rm

Soit f : E → R avec E ⊂ Rn ouvert. Si le gradient de f est défini en tout a ∈ E,
la fonction gradient

a → ∇f(a)
est un exemple d’une fonction définie sur E et à valeurs dans Rn. En particulier,
dans le premier exemple ci-dessus, le gradient

∇f(x1, x2) =


(0, 0)⊤ si x = 0,(
x2(−x21 + x22)

(x21 + x22)
2
,
x1(x

2
1 − x22)

(x21 + x22)
2

)⊤
si x ∈ R2\{0} ,

est une fonction à valeurs dans R2.
Plus généralement, le but est maintenant d’étudier les fonctions à valeurs

dans Rm, où m ⩾ 1 est un entier quelconque, dans le même esprit que les
considérations précédentes sur les fonctions à valeurs dans R.

Soient des entiers m,n ⩾ 1, E ⊂ Rn (ouvert) et une fonction quelconque

f : E → Rm. Écrivons, pour tout x ∈ E,

f (x ) =

 f1(x )
...

fm(x )

 ∈ Rm ,

où fi : E → R pour i = 1, . . . ,m.

16.6.1 Définitions : dérivée partielle, dérivée suivant un vecteur

On dit que f admet une dérivée partielle au point a ∈ E si chacune des fonctions
fi admet une dérivée partielle au point a . Une dérivée partielle de f est notée
par un vecteur colonne :

∂f

∂xj
(a) =



∂f1
∂xj

(a)

∂f2
∂xj

(a)

...
∂fm
∂xj

(a)


.
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Pour un vecteur v ∈ Rn\{0}, la dérivée (directionnelle) de f en a suivant v est
le vecteur colonne noté par Df (a , v) ou ∂f

∂v (a) et défini par

Df (a , v) =
∂f

∂v
(a) =


Df1(a , v)
Df2(a , v)

...
Dfm(a , v)

 .

Lorsque ||v || = 1, on dit aussi dérivée dans la direction v.
Remarquons que

Df (a , v) =



n∑
j=1

∂f1
∂xj

(a)vj

...
n∑

j=1

∂fm
∂xj

(a)vj


=

n∑
j=1

vj
∂f

∂xj
(a)

pour tout v ∈ Rn\{0}.

16.6.2 Définition : différentielle

La notion de différentielle se généralise facilement. Soit E ⊂ Rn, f : E → Rm et
a ∈ E.

On dit que f est dérivable au point a ou différentiable au point a s’il existe
une application linéaire La : Rn → Rm et une fonction

r = (r1, . . . , rm)⊤ : E → Rm

telles que
∀x ∈ E f (x ) = f (a) + La(x − a) + r(x )

et

lim
x→a

1

||x − a ||r(x ) = 0,

c’est-à-dire,

lim
x→a

1

||x − a ||ri(x ) = 0

pour tout i ∈ {1, . . . ,m}, ou encore

lim
x→a

||r(x )||
||x − a || = 0.

Il y a au plus une application linéaire La : Rn → Rm vérifiant cette condition.
Lorsque f est différentiable en a , cette application linéaire La est appelée la
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différentielle de f au point a . On utilise les notations suivantes pour La :

La = df (a) ∈ L(Rn,Rm).

16.6.3 Proposition

Soit f : E → Rm et a ∈ E ⊂ Rn. Alors f est dérivable en a si et seulement si
fi est dérivable en a pour tout i ∈ {1, . . . ,m}. Dans ce cas, en notant

La = df (a) ∈ L(Rn,Rm) et Li,a = dfi(a) ∈ L(Rn,R)

pour i ∈ {1, . . . ,m}, on a

La(v) =

L1,a(v)
...

Lm,a(v)

 =

Df1(a , v)
...

Dfm(a , v)

 = Df (a , v)

pour tout v ∈ Rn\{0}.
Remarque. Il découle de cette proposition que la différentielle La ∈ L(Rn,Rm)
est unique si elle existe, comme ceci a déjà été mentionné.

16.6.4 Matrice et déterminant de Jacobi

Comme Rn et Rm sont munis des bases canoniques, à toute application linéaire
L : Rn → Rm est associée une matrice àm lignes et n colonnes. Plus précisément,
la j-ième colonne de cette matrice est constituée des m composantes du vecteur
L(ej) relativement à la base canonique de Rm.

En particulier, si f : E → Rm est dérivable en a ∈ E ⊂ Rn, on peut
considérer la matrice associée à La = df(a). Sa j-ième colonne est

La(ej) =

L1,a(ej)
...

Lm,a(ej)

 =


∂f1
∂xj

(a)

...
∂fm
∂xj

(a)

 ,

c’est-à-dire, la j-ième dérivée partielle de f en a .
Ceci conduit à la définition suivante. La matrice de Jacobi ou matrice jaco-

bienne de f (ou de f1, . . . , fm) au point a est la matrice notée

Df (a) ou Jf (a)

définie par

Df (a) = Jf (a) =



∂f1
∂x1

(a)
∂f1
∂x2

(a) . . .
∂f1
∂xn

(a)

∂f2
∂x1

(a)
∂f2
∂x2

(a) . . .
∂f2
∂xn

(a)

...
...

...
∂fm
∂x1

(a)
∂fm
∂x2

(a) . . .
∂fm
∂xn

(a)


.
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Elle a m lignes et n colonnes. Sa i-ième ligne est(
∂fi
∂x1

(a) . . .
∂fi
∂xn

(a)

)
,

qui est la transposée du vecteur colonne ∇fi(a) :(
∂fi
∂x1

(a) . . .
∂fi
∂xn

(a)

)
= ∇fi(a)⊤

(1 ⩽ i ⩽ m). Si f est dérivable en a , observons que, pour tout v ∈ Rn\{0},

Df (a , v) =


Df1(a , v)
Df2(a , v)

...
Dfm(a , v)

 =


⟨∇f1(a), v⟩
⟨∇f2(a), v⟩

...
⟨∇fm(a), v⟩

 = Df (a)


v1
v2
...
vn

 .

Lorsque m = n, le déterminant

det Df (a) = |Df (a)| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂f1
∂x1

(a)
∂f1
∂x2

(a) . . .
∂f1
∂xn

(a)

∂f2
∂x1

(a)
∂f2
∂x2

(a) . . .
∂f2
∂xn

(a)

...
...

...
∂fn
∂x1

(a)
∂fn
∂x2

(a) . . .
∂fn
∂xn

(a)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
est appelé le déterminant de Jacobi ou le jacobien de f (ou de f1, . . . , fn) au

point a . Il est noté aussi
D(f1, . . . , fn)

D(x1, . . . , xn)
(a) :

D(f1, . . . , fn)

D(x1, . . . , xn)
(a) = det Df (a) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂f1
∂x1

(a)
∂f1
∂x2

(a) . . .
∂f1
∂xn

(a)

∂f2
∂x1

(a)
∂f2
∂x2

(a) . . .
∂f2
∂xn

(a)

...
...

...
∂fn
∂x1

(a)
∂fn
∂x2

(a) . . .
∂fn
∂xn

(a)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

16.6.5 Fonction composée et matrices de Jacobi

On notera par Mm,n(R) les matrices à coefficients réels possédant m lignes et n
colonnes.

Énoncé. Soit un sous-ensemble ouvert A ⊂ Rn, une fonction g : A → Rp, un
sous-ensemble ouvert B ⊂ Rp tel que g(A) ⊂ B et une fonction f : B → Rq. La
fonction composée f ◦ g : A→ Rq est donc bien définie.
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Soit encore a ∈ A et b = g(a) ∈ B tels que g est dérivable en a et f est
dérivable en b.

Alors f ◦ g est dérivable en a ,

d(f ◦ g)(a) = df (b) ◦ dg(a), où b = g(a),

et la matrice de Jacobi D(f ◦ g)(a) ∈ Mq,n(R) est le produit matriciel des
matrices de Jacobi Df (b) ∈Mq,p(R) et Dg(a) ∈Mp,n(R) :

D(f ◦ g)(a) = Df (b) ·Dg(a), où b = g(a).

Si de plus n = p = q, alors on obtient la relation suivante pour les déterminants
de Jacobi :

|D(f ◦ g)(a)| = |Df (b)| · |Dg(a)| où b = g(a).

démonstration. Nous noterons par y l’argument variable de la fonction g et
par x celui de la fonction f . Écrivons La = dg(a) et Lb = df (b). Les applications
La : Rn → Rp et Lb : Rp → Rq étant linéaires, leur composée Lb ◦La : Rn → Rq

est aussi une application linéaire. Vérifions que

∀y ∈ A f (g(y)) = f (g(a)) + Lb(La(y − a)) + r(y)

et

lim
y→a

1

||y − a ||r(y) = 0

pour une certaine fonction r : A→ Rq.
Par hypothèse, il existe des fonctions rg : A→ Rp et rf : B → Rq telles que

∀y ∈ A g(y) = g(a) + La(y − a) + rg (y),

lim
y→a

1

||y − a ||rg (y) = 0

∀x ∈ B f (x ) = f (b) + Lb(x − b) + r f (x )

et

lim
x→b

1

||x − b||r f (x ) = 0.

On a pour tout y ∈ A

f (g(y)) = f
(
g(a) + La(y − a) + rg (y)

)
= f (b) + Lb

(
La(y − a) + rg (y)

)
+ r f (g(y))

= f (g(a)) + Lb(La(y − a)) + Lb(rg (y)) + r f (g(y)).
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En posant
r(y) = Lb(rg (y)) + r f (g(y)),

on obtient bien

lim
y→a

1

||y − a ||r(y) = 0.

En effet, pour tout y ∈ A\{a},

||La(y − a)|| =

∥∥∥∥∥∥∥
⟨∇g1(a),y − a⟩

...
⟨∇gp(a),y − a⟩


∥∥∥∥∥∥∥ =

(
p∑

i=1

(⟨∇gi(a),y − a⟩)2
)1/2

Cauchy-Schwarz

⩽

(
p∑

i=1

||∇gi(a)||2||y − a ||2
)1/2

=

(
p∑

i=1

||∇gi(a)||2
)1/2

||y − a ||,

||Lb(rg (y))||
||y − a || =

1

||y − a ||

∥∥∥∥∥∥∥
⟨∇f1(b), rg (y)⟩

...
⟨∇fq(b), rg (y)⟩


∥∥∥∥∥∥∥

⩽
1

||y − a ||

(
q∑

i=1

||∇fi(b)||2||rg (y)||2
)1/2

=

(
q∑

i=1

||∇fi(b)||2
)1/2

||rg (y)||
||y − a ||

et

||r f (g(y))||
||y − a || =


0 si g(y) = g(a) = b,

||r f (g(y))||
||g(y)− b||

||g(y)− g(a)||
||y − a || si g(y) ̸= b,

=


0 si g(y) = g(a) = b,

||r f (g(y))||
||g(y)− b||

||La(y − a) + rg (y)||
||y − a || si g(y) ̸= b,

⩽


0 si g(y) = g(a) = b,

||r f (g(y))||
||g(y)− b||

( p∑
i=1

||∇gi(a)||2
)1/2

+
||rg (y)||
||y − a ||

 si g(y) ̸= b.

Ceci prouve que f ◦ g est dérivable en a et d(f ◦ g)(a) = Lb ◦La . La théorie
générale des matrices et déterminants assure finalement que

D(f ◦ g)(a) = Df (b) ·Dg(a)

(produit matriciel) et, lorsque n = p = q,

|D(f ◦ g)(a)| = |Df (b)| · |Dg(a)|
(produit de deux déterminants).

■
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16.7 Calcul vectoriel

16.7.1 Définitions

Soit un ouvert non vide E ⊂ Rn :
• Une fonction f : E → Rm telle que m = n est appelée un champ de
vecteurs ou un champ vectoriel (sur E).

• Rappelons (§ 16.2) que le gradient d’une fonction f : E → R en a ∈ E est
défini par

∇f(a) = grad f(a) =

(
∂f

∂x1
(a), . . . ,

∂f

∂xn
(a)

)⊤

∈ Rn

si les n dérivées partielles de f existent en a . Si f est dérivable en tout
a ∈ E, on obtient une fonction ∇f : E → Rn.

D’une manière informelle, on écrit

∇ =



∂

∂x1
∂

∂x2
∂

∂x3

 et ∇f =



∂

∂x1
∂

∂x2
∂

∂x3

 f.

• La divergence d’un champ vectoriel f : E → Rn en a ∈ E est définie par

div f (a) =
n∑

j=1

∂fj
∂xj

(a) ∈ R

si ces dérivées partielles existent en a .
Si f est dérivable en tout a ∈ E, on obtient une fonction div f : E → R.
Si f est dérivable en tout a ∈ E et div f = 0 sur E, le champ de

vecteurs f est dit solénöıdal (sur E).

D’une manière informelle,

div f =
n∑

j=1

∂

∂xj
fj = ⟨∇, f ⟩.

• Lorsque n = 3, le rotationnel d’un champ vectoriel f : E → R3 en a ∈
E ⊂ R3 est défini par

rot f (a) = curl f (a) =



∂f3
∂x2

(a)− ∂f2
∂x3

(a)

∂f1
∂x3

(a)− ∂f3
∂x1

(a)

∂f2
∂x1

(a)− ∂f1
∂x2

(a)


si ces dérivées partielles existent en a . Si f est dérivable en tout a ∈ E,
on obtient une fonction rot f : E → R3.
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Si f est dérivable en tout a ∈ E et rot f = 0 sur E, le champ de
vecteurs f est dit irrotationnel (sur E).

D’une manière informelle,

rot f =



∂

∂x1
∂

∂x2
∂

∂x3

×

f1f2
f3

 = ∇× f .

• Pour n ∈ N, rappelons (§ 15.4.12) que le laplacien d’une fonction f : E → R

de classe C2 sur E est défini par

∆f(x ) =
n∑

j=1

∂2fj
∂x2j

(x ) ∈ R

pour x ∈ E. Ainsi
∆f = div(∇f)

sur E.
Si f est de classe C2 et ∆f = 0 sur E, rappelons aussi que la fonction

f est dite harmonique (sur E).

D’une manière informelle, ∆f = ⟨∇,∇f⟩.

16.7.2 Proposition

1) Soit une fonction f : E → R de classe C2 sur l’ouvert non vide E ⊂ R3.
Alors rot(∇f) = 0 sur E.

Ainsi ∇f est un champ vectoriel irrotationnel sur E.

2) Soit un champ vectoriel f : E → R3 de classe C2 sur l’ouvert non vide
E ⊂ R3. Alors div(rot f ) = 0 sur E.

Ainsi rot f est un champ vectoriel solénöıdal sur E.

D’une manière informelle, ces formules s’écrivent aussi

∇×∇f = 0 et ⟨∇,∇× f ⟩ = 0

sur E.

démonstration.

1) On a

rot(∇f) = rot



∂f

∂x1
∂f

∂x2
∂f

∂x3

 =



∂2f

∂x3∂x2
− ∂2f

∂x2∂x3
∂2f

∂x1∂x3
− ∂2f

∂x3∂x1
∂2f

∂x2∂x1
− ∂2f

∂x1∂x2

 = 0.
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2) On a

div(rot f ) =
∂

∂x1

(
∂f3
∂x2

− ∂f2
∂x3

)
+

∂

∂x2

(
∂f1
∂x3

− ∂f3
∂x1

)
+

∂

∂x3

(
∂f2
∂x1

− ∂f1
∂x2

)
=

∂2f3
∂x2∂x1

− ∂2f2
∂x3∂x1

+
∂2f1
∂x3∂x2

− ∂2f3
∂x1∂x2

+
∂2f2
∂x1∂x3

− ∂2f1
∂x2∂x3

= 0,

où
∂

∂xj
(. . .) est la j-ième dérivée partielle de la fonction entre parenthèses.

■

16.8 Courbes paramétrées

Nous nous intéressons maintenant au cas particulier important où l’ensemble
de définition d’une fonction est un intervalle de R et son image est incluse dans
Rn avec n ⩾ 2, pour lequel il existe des notions et une terminologie propres.

16.8.1 Notation

Pour n ⩾ 2, les points de Rn seront notés dans cette dernière partie du chapitre
sous forme de vecteurs colonnes ou comme transposés de vecteurs lignes :

x =

x1...
xn

 =
(
x1 . . . xn

)⊤
= (x1, . . . , xn)

⊤ ∈ Rn .

16.8.2 Définitions : courbe, paramètre et vecteur tangent

Soit un entier n ⩾ 1. Étant donné un intervalle ouvert non vide I ⊂ R, une
courbe (paramétrée) dans Rn est une fonction f : I → Rn qui à t ∈ I fait
correspondre

f (t) =

f1(t)...
fn(t)


et telle que fi est continue sur I pour i = 1, . . . , n. L’ intervalle I est appelé
l’intervalle de paramétrisation de la courbe. La variable t est le paramètre,
et l’image de f

Im f = f (I) = {f (t) : t ∈ I}
s’appelle aussi la trace de f . On dit parfois que f (I) admet la paramétrisa-
tion f . Comme paramètre, on peut choisir d’autres variables que t, qui ne
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représente pas nécessairement le temps.
On dit que la courbe f est dérivable ou différentiable en t0 ∈ I et que

son vecteur tangent ou vecteur vitesse en t0 vaut f ′(t0) ∈ Rn si

lim
t→t0

∥∥∥∥ f (t)− f (t0)

t− t0
− f ′(t0)

∥∥∥∥ = 0.

Autres notations :

f ′(t0) =
df

dt
(t0) = lim

t→t0

f (t)− f (t0)

t− t0
.

La vitesse en t0 est alors définie par

Vf (t0) = ||f ′(t0)||,

où || · || est la norme euclidienne.

Remarque. Certains auteurs définissent le vecteur tangent en t0 tel que f
′(t0) ̸= 0

par
1

||f ′(t0)||
f ′(t0),

de telle manière qu’il soit de norme 1. Voir par exemple le livre de M. Troyanov.
Défini comme dans le présent ouvrage, le vecteur tangent n’est pas nécessaire-
ment de norme 1 (il peut même être de norme nulle).

16.8.3 Lemme

Énoncé. La courbe f est dérivable en t0 ∈ I si et seulement si chaque fonction
fi : I → R est dérivable en t0 . Dans ce cas

f ′(t0) =

f
′
1(t0)
...

f ′n(t0)

 .

démonstration. Pour tout ℓ ∈ Rn, on a les équivalences

lim
t→t0

∥∥∥∥f (t)− f (t0)

t− t0
− ℓ

∥∥∥∥ = 0

⇔ lim
t→t0

(
n∑

i=1

(
fi(t)− fi(t0)

t− t0
− ℓi

)2
)1/2

= 0

⇔ ∀i ∈ {1, . . . , n} lim
t→t0

fi(t)− fi(t0)

t− t0
= ℓi .

Si f est dérivable en t0, il en découle en choisissant ℓ = f ′(t0) que

∀i ∈ {1, . . . , n} lim
t→t0

fi(t)− fi(t0)

t− t0
= ℓi ;
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d’où chaque fi est dérivable en t0 et ℓi = f ′i(t0).
Réciproquement, si chaque fi est dérivable en t0, il en découle en choisissant

ℓi = f ′i(t0) pour tout i ∈ {1, . . . , n} que

lim
t→t0

∥∥∥∥f (t)− f (t0)

t− t0
− ℓ

∥∥∥∥ = 0;

d’où f est dérivable en t0 et f ′(t0) = ℓ. ■

Remarque. Si f est dérivable en tout t ∈ I et chaque f ′i est continue sur I pour
i = 1, . . . , n, le vecteur tangent (comme fonction de t ∈ I)

f ′ : I → Rn

définit une courbe.

16.8.4 Définitions : courbes de classe Ck et courbes régulières

Soit une courbe f : I → Rn.

• Soit un entier k ⩾ 1. Si les dérivées f
(m)
j existent et sont continues

sur I pour tout 1 ⩽ m ⩽ k et tout 1 ⩽ j ⩽ n, la courbe f est dite de
classe Ck. Si f est de classe Ck pour tout k ⩾ 1, on dit qu’elle est de
classe C∞.

• Soit une courbe f de classe C1. On dit que x ∈ f (I) est singulier s’il
existe t0 ∈ I tel que f (t0) = x et f ′(t0) = 0, sinon x est dit régulier.
Si f ′(t) ̸= 0 pour tout t ∈ I, on dit que f est une courbe régulière.

• Un point x ∈ f (I) est dit simple si l’ensemble

{t ∈ I : f (t) = x}

est constitué d’un seul élément. Si f : I → Rn est injective, la courbe
est dite simple.

• Si f : I → Rn est de classe C1, t0 ∈ I et f (t0) est un point régulier et
simple, la droite tangente est la courbe définie par

s→ f (t0) + sf ′(t0), s ∈ R.

C’est une droite parcourue à vitesse constante.

16.8.5 Définition : arc de courbe

Soit une courbe f : I → Rn.
• Si J ⊂ I est un intervalle ni vide et ni réduit à un point, la restriction
de f à J s’appelle un arc de la courbe f . On le notera par

f : J → Rn .

• Un point x ∈ f (J) est dit être un point simple de l’arc de courbe
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f : J → Rn si l’ensemble

{t ∈ J : f (t) = x}

est constitué d’un seul élément. Si f : J → Rn est injective, l’arc de
courbe est dit simple.

16.8.6 Exemples

1) Dans R2, le cercle de centre c et de rayon r > 0 admet la paramétrisation

f (θ) =

(
c1 + r cos(aθ)
c2 + r sin(aθ)

)
= c + r

(
cos(aθ)
sin(aθ)

)
, θ ∈ R,

où a > 0 est une constante. La courbe f est de classe C∞, elle est régulière,
mais elle n’est pas simple puisque f (θ) = f (θ + 2π/a) pour tout θ ∈ R.
Pour θ ∈ R, le vecteur tangent vaut

f ′(θ) =

(
−ra sin(aθ)
ra cos(aθ)

)
et la vitesse est

||f ′(θ)|| =
√
(−ra sin(aθ))2 + (ra cos(aθ))2 = ra.

L’arc de courbe f : [0, 2π/a[→ R2 est simple et f ([0, 2π/a[) = f (R).

2) Étant donné une fonction continue g : I → R définie sur un intervalle
ouvert I ̸= ∅, la courbe f : I → R2 définie par

f (t) =

(
t
g(t)

)
s’appelle le graphe (paramétré) de g. Si g est continûment dérivable, alors
f est de classe C1, son vecteur tangent est donné par

f ′(t) =

(
1

g′(t)

)
, t ∈ I,

et sa vitesse est donnée par

||f ′(t)|| =
√
1 + (g′(t))2, t ∈ I.

La courbe f est régulière et simple.

3) Dans R2, la spirale logarithmique (fig. 16.2) admet la paramétrisation
f : R→ R2 donnée par

f (θ) =

(
eθ cos(θ)
eθ sin(θ)

)
.

La courbe f est de classe C∞, régulière et simple. Pour θ ∈ R, le vecteur
tangent vaut

f ′(θ) =

(
eθ cos(θ)− eθ sin(θ)
eθ sin(θ) + eθ cos(θ)

)
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Fig. 16.2 Un arc de la spirale logarithmique, −5π/4 ⩽ θ ⩽ π/4.

et la vitesse est

||f ′(θ)|| = eθ
√

(cos(θ)− sin(θ))2 + (sin(θ) + cos(θ))2 =
√
2eθ .

4) Dans R3, l’hélice circulaire (fig. 16.3) admet la paramétrisation

f (θ) =

a cos(θ)a sin(θ)
b θ

 , θ ∈ R,

où a > 0 et b ∈ R\{0} sont des constantes.
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Fig. 16.3 Un arc de l’hélice circulaire, a = 1, b = 2 et θ ∈ [0, 4π].

La courbe f est de classe C∞, régulière et simple. Pour θ ∈ R, le vecteur
tangent vaut

f ′(θ) =

−a sin(θ)
a cos(θ)

b

 , θ ∈ R,
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et la vitesse est

||f ′(θ)|| =
√
(−a sin(θ))2 + (a cos(θ))2 + b2 =

√
a2 + b2.

5) Dans R2, l’astroı̈de (fig. 16.4) admet la paramétrisation

f (θ) =

(
a cos3(θ)
a sin3(θ)

)
, θ ∈ R,

où a > 0 est une constante. La courbe f est de classe C∞, mais elle n’est
ni régulière ni simple. En effet f (θ) = f (θ + 2π) pour tout θ ∈ R et donc
elle n’est pas simple. De plus

f ′(θ) =

(
−3a cos2(θ) sin(θ)
3a sin2(θ) cos(θ)

)
, θ ∈ R,

et f ′(kπ/2) = 0 pour tout k ∈ Z. D’où f (0) = (a, 0)⊤, f (π/2) = (0, a)⊤,
f (π) = (−a, 0)⊤ et f (3π/2) = (0,−a)⊤ sont des points singuliers.

L’arc de courbe f : [0, 2π[→ R2 est simple et f ([0, 2π[) = f (R).

Fig. 16.4 Une astroı̈de, a = 1.

16.8.7 Définition : longueur d’un arc de courbe

Soit une courbe f : I → Rn de classe C1 et a < b dans I. La longueur de l’arc
de courbe f : [a, b] → Rn est définie par

b∫
a

||f ′(t)||dt.

L’intervalle [a, b] étant fermé borné, L(f ) < +∞.
Cette définition s’étend à des intervalles plus généraux, mais la longueur est

alors définie par une intégrale généralisée dont la convergence doit être discutée.
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16.8.8 Exemples

1) Dans R2, considérons le cercle de centre c et de rayon r > 0 paramétré par

f (θ) =

(
c1 + r cos(aθ)
c2 + r sin(aθ)

)
= c + r

(
cos(aθ)
sin(aθ)

)
, θ ∈ R,

où a > 0 est une constante. La longueur de l’arc de courbe f : [0, 2π/a] →
R2 vaut

2π/a∫
0

radθ = 2πr.

2) Étant donné une fonction continûment dérivable g : I → R, considérons
son graphe paramétré :

f (t) =

(
t
g(t)

)
, t ∈ I.

Pour a < b dans I, la longueur de l’arc de courbe f : [a, b] → R2 vaut

b∫
a

||f ′(t)|| dt =
b∫

a

√
1 + (g′(t))2 dt.

Remarque. Pour une autre motivation de cette formule, voir le paragraphe
9.2.4.

3) Dans R2, considérons la spirale logarithmique paramétrée par

f (θ) =

(
eθ cos(θ)
eθ sin(θ)

)
, θ ∈ R.

Pour a < b dans R, la longueur de l’arc de courbe f : [a, b] → R2 vaut

b∫
a

√
2eθ dθ =

√
2(eb − ea).

4) Dans R3, considérons l’hélice circulaire paramétrée par

f (θ) =

a cos(θ)a sin(θ)
b θ

 , θ ∈ R,

où a > 0 et b ∈ R\{0} sont des constantes. Pour α < β dans R, la longueur
de l’arc de courbe f : [α, β] → R3 vaut

β∫
α

√
a2 + b2 dθ =

√
a2 + b2 (β − α).





Chapitre 17

Intégrales multiples

17.1 Intégrabilité d’une fonction bornée sur un rectangle fermé

17.1.1 Sommes de Darboux inférieure et supérieure

Le but est d’étendre la théorie de l’intégrale de Riemann vue au chapitre 9 aux
fonctions réelles de deux variables réelles.

Soit a < b et c < d quatre nombres réels, le rectangle ferméD = [a, b]×[c, d] et
f : D → R une fonction bornée. Considérons une subdivision σ1 = {x0, . . . , xp}
de [a, b] et une subdivision σ2 = {y0, . . . , yq} de [b, c] :

a = x0 < x1 < . . . < xp = b et c = y0 < y1 < . . . < yq = b

avec p, q ∈ N∗. Posons

|D| = (b− a)(d− c),

Di,j = [xi−1, xi]× [yj−1, yj ] et |Di,j | = (xi − xi−1)(yj − yj−1)

pour 1 ⩽ i ⩽ p et 1 ⩽ j ⩽ q, et observons que D est la réunion des Di,j et que
l’aire |D| de D vaut la somme des aires |Di,j |.

Les sommes de Darboux inférieure et supérieure de f relativement à la paire
de subdivisions (σ1, σ2) sont définies par

S(σ1,σ2)(f) =

p∑
i=1

q∑
j=1

m(Di,j)|Di,j |

et

S(σ1,σ2)(f) =

p∑
i=1

q∑
j=1

M(Di,j)|Di,j |

où
m(Di,j) = inf{f(x, y) : (x, y) ∈ Di,j}

et
M(Di,j) = sup{f(x, y) : (x, y) ∈ Di,j}.

Voir les figures 17.1 et 17.2.
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Fig. 17.1 Somme de Darboux inférieure, [a, b] = [c, d] = [0.5 , 2.5]

Fig. 17.2 Somme de Darboux supérieure, [a, b] = [c, d] = [0.5 , 2.5]

On définit ensuite

S(f) = sup{S(σ1,σ2)
(f) : σ1 subdivision de [a, b], σ2 subdivision de [c, d]}

et

S(f) = inf{S(σ1,σ2)(f) : σ1 subdivision de [a, b], σ2 subdivision de [c, d]}
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Remarques

• La double somme
p∑

i=1

q∑
j=1

m(Di,j)|Di,j |

signifie

p∑
i=1

 q∑
j=1

m(Di,j)|Di,j |

, qui vaut aussi

q∑
j=1

(
p∑

i=1

m(Di,j)|Di,j |
)
.

• Soient deux subdivisions σ1 et σ̃1 de [a, b] et deux subdivisions σ2 et σ̃2 de
[c, d]. On définit les subdivisions τ1 et τ2 de [a, b] et [c, d] par

τ1 = σ1 ∪ σ̃1 et τ2 = σ2 ∪ σ̃2 .

On obtient

S(σ̃1,σ̃2)(f) ⩽ S(τ1,τ2)(f) ⩽ S(τ1,τ2)(f) ⩽ S(σ1,σ2)(f).

Ainsi S(σ̃1,σ̃2)
(f) ⩽ S(σ1,σ2)(f) pour toutes subdivisions σ1 et σ̃1 de [a, b],

et pour toutes subdivisions σ2 et σ̃2 de [c, d]. D’où

S(f) ⩽ S(f).

• Si f est continue sur D (voir la définition 14.3.10), alors

m(Di,j) = min{f(x, y) : (x, y) ∈ Di,j}

et

M(Di,j) = max{f(x, y) : (x, y) ∈ Di,j}.

17.1.2 Définition : fonction intégrable

Soit a < b et c < d quatre nombres réels et f : D = [a, b] × [c, d] → R une
fonction bornée.

La fonction f est dite intégrable (au sens de Riemann) sur D si

S(f) = S(f).

Dans ce cas, l’intégrale de f (sur D) est définie par S(f) = S(f) et elle est
notée

ID(f) =

∫∫
D

f(x, y)dxdy.

Puisque D est un sous-ensemble du plan, la terminologie suivante est aussi
utilisée : intégrale double de la fonction f sur le rectangle fermé D = [a, b]× [c, d].
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Remarque. Soit K ∈ [ 0,+∞[ . Si f est bornée et intégrable avec

∀(x, y) ∈ D |f(x, y)| ⩽ K,

alors

−K|D| ⩽ S(σ1,σ2)
(f) ⩽

∫∫
D

f(x, y)dxdy ⩽ S(σ̃1,σ̃2)(f) ⩽ K|D|

pour toute subdivisions σ1, σ̃1 de [a, b] et σ2, σ̃2 de [c, d].

Interprétation. Lorsque f > 0 sur D, ID(f) est le volume (au sens intuitif usuel)
de l’ensemble

{(x, y, z) ∈ R3 : (x, y) ∈ D, 0 ⩽ z ⩽ f(x, y)}.

17.1.3 Intégrabilité des fonctions continues

Soit a < b et c < d quatre nombres réels, D = [a, b] × [c, d] et f : D → R

continue sur D. Alors f est intégrable sur D.

démonstration. Fixons ϵ ∈ ]0,+∞[ . Puisque f : D → R est continue, elle est
uniformément continue surD (§ 14.3.14 et 14.3.18). Il existe donc une subdivision
σ1 = {x0, . . . , xp} de [a, b] et une subdivision σ2 = {y0, . . . , yq} de [c, d], telles
que

M(Di,j)−m(Di,j) ⩽ ϵ

pour tout i ∈ {1, . . . p} et j ∈ {1, . . . , q}. On obtient donc

p∑
i=1

q∑
j=1

M(Di,j)|Di,j | −
p∑

i=1

q∑
j=1

m(Di,j)|Di,j |

=

p∑
i=1

q∑
j=1

(
M(Di,j)−m(Di,j)

)
|Di,j | ⩽ ϵ

p∑
i=1

q∑
j=1

|Di,j | = ϵ|D|.

D’où

0 ⩽ S(f)− S(f) ⩽ S(σ1,σ2)(f)− S(σ1,σ2)
(f) ⩽ ϵ|D|.

Ceci étant valable pour tout ϵ > 0, il en résulte que

S(f) = S(f)

et ainsi f est intégrable sur D. ■
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17.1.4 Théorème de Fubini pour une fonction continue sur un rectangle fermé

Ce théorème affirme que l’intégrale d’une fonction continue sur un rectangle
fermé se calcule à l’aide d’intégrations itérées. Commençons par des remarques
préliminaires.

Soit a < b et c < d quatre nombres réels et f : D = [a, b] × [c, d] → R une
fonction continue. Alors les deux fonctions g : [c, d] → R et h : [a, b] → R définies
respectivement par

g(y) =

b∫
a

f(x, y) dx et h(x) =

d∫
c

f(x, y) dy

sont continues (§ 14.3.20). Ainsi, les deux nombres

d∫
c

g(y) dy =

d∫
c

 b∫
a

f(x, y) dx

 dy

et
b∫

a

h(x) dx =

b∫
a

 d∫
c

f(x, y) dy

 dx

sont bien définis. Montrons à présent qu’ils sont égaux et valent ID(f) (§ 17.1.2
et 17.1.3).

Énoncé. Soit a < b et c < d quatre nombres réels et f : [a, b] × [c, d] → R

une fonction continue. Alors

ID(f) =

d∫
c

 b∫
a

f(x, y) dx

dy =

b∫
a

 d∫
c

f(x, y) dy

 dx.

démonstration. Prouvons que

ID(f) =

d∫
c

 b∫
a

f(x, y) dx

 dy.

Soit ϵ un nombre réel positif quelconque et considérons les subdivisions σ1 =
{x0, . . . , xp} et σ2 = {y0, . . . , yq} introduites dans la preuve du paragraphe 17.1.3.
On peut écrire

d∫
c

 b∫
a

f(x, y) dx

 dy =

d∫
c

g(y)dy =

q∑
j=1

yj∫
yj−1

g(y)dy

=

q∑
j=1

yj∫
yj−1

 p∑
i=1

xi∫
xi−1

f(x, y)dx

dy
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et

q∑
j=1

yj∫
yj−1

(
p∑

i=1

m(Di,j)(xi − xi−1)

)
dy ⩽

q∑
j=1

yj∫
yj−1

 p∑
i=1

xi∫
xi−1

f(x, y)dx

 dy

⩽
q∑

j=1

yj∫
yj−1

(
p∑

i=1

M(Di,j)(xi − xi−1)

)
dy.

D’où

p∑
i=1

q∑
j=1

m(Dij) (xi − xi−1) (yj − yj−1) ⩽

d∫
c

 b∫
a

f(x, y) dx

 dy

⩽
p∑

i=1

q∑
j=1

M(Dij)(xi − xi−1) (yj − yj−1)

et donc

S(σ1,σ2)(f) ⩽

d∫
c

 b∫
a

f(x, y) dx

 dy ⩽ S(σ1,σ2)(f).

D’autre part
S(σ1,σ2)(f) ⩽ ID(f) ⩽ S(σ1,σ2)(f)

(par définition de ID(f)) et

0 ⩽ S(σ1,σ2)(f)− S(σ1,σ2)
(f) ⩽ ϵ|D|

(comme vu dans la preuve du paragraphe 17.1.3). Par conséquent∣∣∣∣∣∣
d∫

c

 b∫
a

f(x, y) dx

 dy − ID(f)

∣∣∣∣∣∣ ⩽ ϵ|D|.

Ceci étant valable pour tout ϵ > 0, il en résulte l’égalité voulue. La preuve de
l’égalité

ID(f) =

b∫
a

 d∫
c

f(x, y) dy

 dx

est similaire. ■

Remarque. Par convention, on écrira aussi :

d∫
c

dy

b∫
a

f(x, y) dx =

d∫
c

 b∫
a

f(x, y) dx

 dy

et
b∫

a

dx

d∫
c

f(x, y) dy =

b∫
a

 d∫
c

f(x, y) dy

 dx.
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17.1.5 Exemple

Soit D = [0, π] × [0, 1] et f : D → R la fonction continue définie par f(x, y) =
x sin(xy). Alors

ID(f) =

π∫
0

 1∫
0

x sin(xy) dy

dx =

π∫
0

− cos(xy)
∣∣∣y=1

y=0
dx

=

π∫
0

(1− cosx) dx = (x− sinx)

∣∣∣∣π
0

= π.

17.1.6 Aire d’un rectangle fermé

Soit a < b et c < d quatre nombres réels et D le rectangle fermé [a, b]× [c, d].
Puisque ∫∫

D

1 dxdy =

b∫
a

dx

d∫
c

dy = (b− a) (d− c),

on peut écrire, on utilisant les notations

Aire(D) = |D| = (b− a)(d− c),

que

Aire (D) =

∫∫
D

dxdy.

17.1.7 Linéarité de l’intégrale double pour les fonctions continues

Soit a < b et c < d quatre nombres réels et f, g : D = [a, b] × [c, d] → R deux
fonctions continues. Alors, pour tout couple de nombres réels α et β, on a :∫∫

D

(αf + βg) (x, y) dx dy = α

∫∫
D

f(x, y) dx dy + β

∫∫
D

g(x, y) dx dy.

démonstration. La linéarité de l’intégrale simple (§ 9.1.18) nous permet
d’écrire que pour tout y ∈ [c, d] :

b∫
a

(αf + βg) (x, y) dx = α

b∫
a

f(x, y) dx+ β

b∫
a

g(x, y) dx

et que

d∫
c

dy

b∫
a

(αf + βg) (x, y) dx =

d∫
c

α b∫
a

f(x, y) dx+ β

b∫
a

g(x, y) dx

dy

= α

d∫
c

dy

b∫
a

f(x, y) dx+ β

d∫
c

dy

b∫
a

g(x, y) dx.

■
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17.1.8 Intégrale double de la valeur absolue d’une fonction continue

Soit a < b et c < d quatre nombres réels et f : D = [a, b] × [c, d] → R une
fonction continue. Alors∣∣∣∣∣∣

∫∫
D

f(x, y) dxdy

∣∣∣∣∣∣ ⩽
∫∫
D

|f(x, y)|dxdy.

démonstration. En effet, ce résultat étant vrai pour les intégrales simples
(voir § 9.1.21), on peut écrire∣∣∣∣∣∣

∫∫
D

f(x, y) dx dy

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
d∫

c

 b∫
a

f(x, y) dx

 dy

∣∣∣∣∣∣
⩽

d∫
c

∣∣∣∣∣∣
b∫

a

f(x, y) dx

∣∣∣∣∣∣ dy
⩽

d∫
c

 b∫
a

|f(x, y)| dx

 dy =

∫∫
D

|f(x, y)|dxdy.

■

17.1.9 Propriétés de l’intégrale double d’une fonction
continue positive ou nulle

Soit a < b et c < d quatre nombres réels et f : D = [a, b] × [c, d] → R une
fonction continue telle que pour tout élément (x, y) de D, on ait : f(x, y) ⩾ 0.
Alors

•

∫∫
D

f(x, y) dxdy ⩾ 0 ;

•

∫∫
D

f(x, y) dxdy = 0 si et seulement si f = 0 sur D.

démonstration. Les propriétés de l’intégrale simple d’une fonction positive
ou nulle (§ 9.1.19) nous autorisent à écrire que pour tout y ∈ [c, d] :

b∫
a

f(x, y) dx ⩾ 0

et que ∫∫
D

f(x, y) dxdy =

d∫
c

 b∫
a

f(x, y) dx

 dy ⩾ 0.



Intégrales multiples 487

Supposons à présent que ∫∫
D

f(x, y) dxdy = 0 ;

ce qui entrâıne (§ 9.1.19) que pour tout y ∈ [c, d] :

b∫
a

f(x, y) dx = 0.

Il s’ensuit que pour tout (x, y) ∈ D : f(x, y) = 0. La réciproque est évidente. ■

17.1.10 Corollaire

Soit a < b et c < d quatre nombres réels et f, g : D = [a, b] × [c, d] → R deux
fonctions continues telles que pour tout élément (x, y) de D, on ait : f(x, y) ⩽
g(x, y). Alors : ∫∫

D

f(x, y) dx dy ⩽
∫∫
D

g(x, y) dxdy.

démonstration. Considérons la fonction auxiliaire h : D → R définie par
h (x, y) = g(x, y) − f(x, y). Ainsi, en constatant que pour tout (x, y) ∈ D :
h (x, y) ⩾ 0, on obtient (§ 17.1.7 et 17.1.9) que

0 ⩽
∫∫
D

h (x, y) dxdy =

∫∫
D

(g − f) (x, y) dxdy

=

∫∫
D

g (x, y) dxdy −
∫∫
D

f(x, y) dx dy

ou encore ∫∫
D

f (x, y) dx dy ⩽
∫∫
D

g (x, y) dxdy.

■

17.1.11 Théorème de la moyenne

Soit a < b et c < d quatre nombres réels et f : D = [a, b] × [c, d] → R une
fonction continue. Alors il existe un élément (x0, y0) de D tel que∫∫

D

f (x, y) dx dy = f (x0, y0) ·Aire (D).
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démonstration. D’une part, puisque la fonction f est continue et que D
est compact, les deux nombres réels m = min

(x,y)∈D
f(x, y) etM = max

(x,y)∈D
f(x, y)

existent (§ 14.3.18) ; ce qui entrâıne (corollaire 17.1.10) que

m · Aire (D) ⩽
∫∫
D

f(x, y) dxdy ⩽M · Aire (D)

ou encore

m ⩽

∫∫
D

f(x, y) dx dy

Aire (D)
⩽M.

D’autre part, comme D est aussi connexe par arcs, la fonction f atteint toute
valeur comprise entre m et M (§ 14.3.19). Par conséquent, il existe un élément
(x0, y0) de D pour lequel ∫∫

D

f(x, y) dx dy

Aire (D)
= f(x0, y0).

D’où le théorème de la moyenne. ■

17.2 Intégrabilité d’une fonction bornée sur
un sous-ensemble borné de R2

17.2.1 Introduction

Dans cette section, nous généralisons la définition de l’intégrale de Riemann
d’une fonction bornée sur un rectangle fermé à une fonction bornée sur un sous-
ensemble borné de R2.

17.2.2 Ensemble de mesure nulle au sens de Jordan

Un sous-ensemble N de R2 est dit de mesure nulle au sens de Jordan (dans R2)
si

pour tout ϵ > 0 il existe k ∈ N∗ est des rectangles fermés D1, . . . , Dk ⊂ R2

tels que

N ⊂
k⋃

j=1

Dj et

k∑
j=1

|Dj | ⩽ ϵ.

Dans ce cas, nous noterons |N |
J
= 0.
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17.2.3 Proposition sur les ensembles de mesure nulle

• Si A est un sous-ensemble de R2 contenant un nombre fini d’éléments (ou
vide), alors |A|

J
= 0.

• Toute réunion finie d’ensembles de mesure nulle au sens de Jordan est de
mesure nulle au sens de Jordan.

• Si a < b dans R et φ : [ a, b ] → R est bornée et intégrable sur [ a, b ]
(voir chap. 9), alors le graphe

G(φ) = {(x, φ(x)) : a ⩽ x ⩽ b} ⊂ R2

satisfait |G(φ)|
J
= 0 dans R2.

17.2.4 Définition : fonction intégrable sur un sous-ensemble borné de R2

Soit un sous-ensemble borné E ⊂ R2, une fonction f : E → R bornée sur E et
un rectangle fermé D ⊂ R2 qui contient E. Posons

f̂(x, y) =

{
f(x, y) si (x, y) ∈ E,
0 si (x, y) ∈ D\E.

La fonction f est dite intégrable (au sens de Riemann) sur E si f̂ est intégrable
au sens de Riemann sur D. Dans ce cas, l’intégrale de f sur E est définie par

IE(f) = ID(f̂).

Elle se note aussi

IE(f) =

∫∫
E

f(x, y)dxdy.

Puisque E est un sous-ensemble de R2, on utilise aussi la terminologie intégrale
double de f sur E.

Remarques
• Cette définition ne dépend pas du choix du rectangle fermé D.
• Si N ⊂ R2 satisfait |N |

J
= 0, alors N est borné. Si de plus la fonction

f : N → R est bornée sur N , alors f est intégrable sur N et IN (f) = 0.

17.2.5 Invariance de l’intégrale par permutation des variables

Soient un sous-ensemble borné E ⊂ R2 et une fonction f : E → R bornée et
intégrable sur E. La fonction définie par

fπ(x, y) = f(y, x)

sur le sous-ensemble borné

Eπ = {(x, y) : (y, x) ∈ E}
est bornée et intégrable sur Eπ, et

IEπ
(fπ) = IE(f).
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17.2.6 Théorème : condition suffisante d’intégrabilité

Soit un sous-ensemble borné E ⊂ R2, une fonction f : E → R bornée sur E et
un sous-ensemble fermé N ⊂ R2. Le bord ∂E et l’intérieur E̊ ont été définis aux
paragraphes 13.3.17 et 13.3.2.

Si le bord ∂E et N satisfont

|∂E|
J
= |N |

J
= 0 dans R2,

et si f est continue en tout point de l’ouvert E̊\N , alors f est intégrable au
sens de Riemann sur E.

Si de plus f(x, y) = 0 pour tout (x, y) ∈ E̊\N , alors IE(f) = 0.

Remarque. Le cas N = ∅ est permis, de même le cas N ̸⊂ E̊. Rappelons que
E̊\N = {x ∈ E̊ : x ̸∈ N}.

17.2.7 Théorème : division du domaine d’intégration

Soit un sous-ensemble borné E ⊂ R2, une fonction f : E → R bornée sur E,
k ∈ N∗ et des sous-ensembles E1, . . . , Ek ⊂ E tels que E = ∪k

j=1Ej .

Si
|Ej ∩ Eℓ|J = 0 dans R2 pour tout 1 ⩽ j < ℓ ⩽ k

et si f est intégrable au sens de Riemann sur Ej pour tout j ∈ {1, . . . , k},
alors f est intégrable au sens de Riemann sur E et

IE(f) =

k∑
j=1

IEj (f).

Remarque. La restriction f |Ej
: Ej → R de f à Ej est souvent notée (comme

ici) plus simplement par f . En général ceci ne crée pas d’ambigüıtés.

17.2.8 Définition de l’aire d’un sous-ensemble borné de R2 dont le bord
est de mesure de Jordan nulle

Soit E un sous-ensemble borné non vide de R2 tel que |∂E|
J
= 0. Alors le

nombre réel IE(1) ⩾ 0 est appelé l’aire de E et est noté Aire(E). Autrement
dit,

Aire (E) =

∫∫
E

dx dy.

Cette définition n’a de sens que si elle généralise la notion d’aire d’une sur-
face plane donnée aux paragraphes 9.2.1 et 9.2.3 ; ce que nous pourrons vérifier
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grâce au corollaire 17.3.2. Observons que la fonction constante égale à 1 est inté-
grable sur E car la condition suffisante d’intégrabilité du paragraphe 17.2.6 est
satisfaite.

17.2.9 Linéarité de l’intégrale double

Soit D un sous-ensemble borné de R2 et f, g : D → R deux fonctions bornées et
intégrables. Alors, pour tout couple de nombres réels α et β, la fonction αf +βg
est bornée et intégrable sur D et

∫∫
D

(αf + βg)(x, y)dx dy = α

∫∫
D

f(x, y)dx dy + β

∫∫
D

g(x, y)dxdy.

Remarque. Ceci généralise le résultat du paragraphe 17.1.7.

17.2.10 Monotonicité de l’intégrable double

Soit D un sous-ensemble borné de R2 et f, g : D → R deux fonctions bornées et
intégrables telles que pour tout (x, y) ∈ D on ait : f(x, y) ⩽ g(x, y). Alors,

∫∫
D

f(x, y)dxdy ⩽
∫∫
D

g(x, y)dx dy.

Remarques
• Ceci généralise le résultat du paragraphe 17.1.10.
• Si en plus de l’hypothèse f(x, y) ⩽ g(x, y) sur D, on suppose aussi l’égalité∫∫

D

f(x, y)dxdy =

∫∫
D

g(x, y)dxdy,

on ne peut pas déduire en général que f = g sur D. Dans la seconde
affirmation du paragraphe 17.1.9, la continuité de f est importante.

17.2.11 Bornes de l’intégrale double

Soit D un sous-ensemble borné de R2 tel que |∂D|
J
= 0, et f : D → R une

fonction bornée et intégrable. Alors

m ·Aire (D) ⩽
∫∫
D

f(x, y) dx dy ⩽M ·Aire (D)

où m = inf{f(x, y) : (x, y) ∈ D} et M = sup{f(x, y) : (x, y) ∈ D}.

17.2.12 Remarque importante sur le théorème de la moyenne

L’énoncé du théorème de la moyenne au paragraphe 17.1.11 n’ai plus vrai en gé-
néral si l’hypothèse de continuité sur la fonction f est remplacée par l’hypothèse
que f est bornée et intégrable.
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17.2.13 Intégrale double sur un sous-ensemble

Si f : D → [0,+∞[ est bornée et intégrable sur le sous-ensemble borné D ⊂ R2

et si f : D′ → [0,+∞[ est intégrable sur D′ ⊂ D, alors

0 ⩽ ID′(f) ⩽ ID(f).

démonstration. Soit un rectangle fermé P contenant D et g : P → [0,+∞[
définie par g = f sur D et g = 0 sur P\D. Soit encore h : P → [0,+∞[ définie
par h = f sur D′ et h = 0 sur P\D′. Par définition (§ 17.2.4), ID(f) = IP (g) et
ID′(f) = IP (h). Comme 0 ⩽ h ⩽ g sur P , on en déduit (§ 17.2.10) que

0 ⩽ ID′(f) = IP (h) ⩽ IP (g) = ID(f).

■

17.2.14 Convention

Soit p un nombre réel positif. Par convention, on pose 0p = 0. Ainsi, grâce à
cette convention, la fonction φ : [0,+∞[→ R définie par

φ(x) =

{
xp si x ∈ ]0,+∞[

0 si x = 0

est continue (§ 7.4.1).

17.2.15 Lemme

Soit a, b deux nombres réels positifs ou nuls. Alors, pour tout couple de nombres
réels p > 1 et q > 1 vérifiant

1

p
+

1

q
= 1,

on a l’inégalité suivante :

ab ⩽
ap

p
+

bq

q
.

démonstration. Si a = 0 ou si b = 0, c’est évident. Supposons donc a > 0 et
b > 0. La fonction − ln : ]0,+∞[ → R est convexe sur ]0,+∞[ (voir le §6.6.1).
D’où

− ln

(
1

p
ap +

1

q
bq
)

⩽
1

p
(− ln(ap)) +

1

q
(− ln(bq)) ,

ln

(
1

p
ap +

1

q
bq
)

⩾ ln (ab)

et donc
1

p
ap +

1

q
bq ⩾ ab

car ln : ]0,+∞[ → R est croissante sur ]0,+∞[. ■
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17.2.16 Inégalité de Hölder

Soit D un sous-ensemble ouvert borné de R2 tel que |∂D|J = 0, et f, g : D → R

deux fonctions continues et bornées. Alors, pour tout couple de nombres réels
p > 1 et q > 1 vérifiant

1

p
+

1

q
= 1,

on a :∫∫
D

|fg|(x, y)dx dy ⩽

∫∫
D

|f |p(x, y)dx dy

1/p

·

∫∫
D

|g|q(x, y)dxdy

1/q

.

Cette relation est appelée l’inégalité de Hölder. Lorsque p = q = 2, il est

d’usage de l’appeler l’inégalité de Cauchy-Schwarz.

démonstration. Faisons l’hypothèse supplémentaire que ni f ni g ne soit
la fonction identiquement nulle sur D (dans le cas contraire, le résultat est
évident). Soit un rectangle fermé A contenu dans D tel que f ne s’annule pas
sur A. Puisque (§ 17.1.9) ∫∫

A

|f |p(x, y)dxdy > 0,

on a aussi (§ 17.2.13) ∫∫
D

|f |p(x, y)dx dy > 0

et, de même, ∫∫
D

|g|q(x, y)dx dy > 0.

On peut donc considérer les deux fonctions auxiliaires f1, g1 : D → R définies
respectivement par :

f1(x, y) =
|f(x, y)|∫∫

D

|f |p(x, y)dxdy

1/p

et

g1(x, y) =
|g(x, y)|∫∫

D

|g|q(x, y)dx dy

1/q
.

Ainsi, en utilisant le lemme 17.2.15, on obtient que pour tout (x, y) ∈ D :

(f1 · g1)(x, y) ⩽
fp
1 (x, y)

p
+

gq1(x, y)

q
;

ce qui donne en intégrant (corollaire 17.2.10) que∫∫
D

(f1 · g1)(x, y) dxdy ⩽
1

p
+

1

q
= 1.

D’ou l’inégalité de Hölder. ■
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17.2.17 Inégalité de Minkowski

Soit D un sous-ensemble ouvert borné de R2 tel que |∂D|J = 0, et f, g : D → R

deux fonctions continues et bornées. Alors, pour tout nombre réel p ⩾ 1, on a :∫∫
D

|f + g|p(x, y) dxdy

1/p

⩽

∫∫
D

|f |p(x, y) dxdy

1/p

+

∫∫
D

|g|p(x, y) dxdy

1/p

.

Cette relation est appelée l’inégalité de Minkowski.

démonstration. Pour commencer, supposons que p = 1. Alors, pour tout
(x, y) ∈ D :

|f + g|(x, y) ⩽ |f(x, y)|+ |g(x, y)| ;

ce qui entrâıne (§ 17.2.9 et 17.2.10) que∫∫
D

|f + g|(x, y) dxdy ⩽
∫∫
D

(|f |+ |g|)(x, y) dxdy

=

∫∫
D

|f(x, y) dx dy +

∫∫
D

|g(x, y)|dxdy.

Supposons à présent que p > 1 et faisons l’hypothèse supplémentaire que∫∫
D

|f + g|p(x, y) dxdy ̸= 0

(dans le cas contraire, le résultat est évident). Alors, puisque pour tout (x, y) ∈
D :

|f + g|p(x, y) ≤ (|f | · |f + g|p−1)(x, y) + (|g| · |f + g|p−1)(x, y);

on peut écrire, en posant q = p/(p − 1) dans l’inégalité de Hölder (§ 17.2.16),
que

∫∫
D

|f + g|p(x, y) dxdy ≤

∫∫
D

|f |p(x, y) dxdy

1/p∫∫
D

|f + g|p(x, y) dx dy

(p−1)/p

+

∫∫
D

|g|p(x, y) dxdy

1/p(∫∫
|f + g|p(x, y) dx dy

)(p−1)/p

.

Ainsi, pour obtenir l’inégalité de Minkowski, il suffit de diviser les deux membres
de cette inégalité par le nombre positif∫∫

D

|f + g|p(x, y)dxdy

(p−1)/p

.

■
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17.3 Calcul des intégrales doubles

17.3.1 Théorème

Soit a et b deux nombres réels, φ1, φ2 : [a, b] → R deux fonctions continues telles
que pour tout x ∈ ]a, b[ : φ1(x) < φ2(x) et D le sous-ensemble ouvert borné de
R2 défini par (fig. 17.3) :

D = {(x, y) ∈ R2 : a < x < b, φ1(x) < y < φ2(x)}.

y

D

a x xb

y = ϕ2(x)

y = ϕ1(x)

Fig. 17.3

Alors, pour toute fonction continue

f : D̄ = {(x, y) ∈ R2 : a ⩽ x ⩽ b, φ1(x) ⩽ y ⩽ φ2(x)} → R,

on a :

∫∫
D̄

f(x, y) dx dy =

∫∫
D

f(x, y) dx dy =

b∫
a

 φ2(x)∫
φ1(x)

f(x, y) dy

dx.

démonstration. Le paragraphe 17.2.6 assure que f est intégrable sur D̄ et
sur D. Par le paragraphe 17.2.3, |∂D|J = 0 et, par la seconde remarque du
paragraphe 17.2.4, f est intégrable sur ∂D et I∂D(f) = 0. D’où

ID̄(f) = ID(f) + I∂D(f) = ID(f) + 0 = ID(f)

(voir le § 17.2.7).
Considérons le rectangle fermé

P = [a, b]× [m,M ],
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où

m = −1 + min
x∈[a,b]

φ1(x) et M = 1 + max
x∈[a,b]

φ2(x),

et définissons f̂ : P → R par

f̂(x, y) =

{
f(x, y) si (x, y) ∈ D̄,
0 si (x, y) ∈ P\D̄.

Par définition de ID̄(f) (§ 17.2.4), on a ID̄(f) = IP (f̂).

Première partie. Faisons d’abord l’hypothèse supplémentaire que f ⩾ 0 et soit
ϵ ∈]0, 1/3].

Définissons la fonction continue f̃ : P → R par
• f̃(x, y) = f(x, y) si (x, y) ∈ D̄,
• f̃(x, y) = f(φ1(x), y) si y ⩽ φ1(x),
• f̃(x, y) = f(φ2(x), y) si y ⩾ φ2(x).

Pour ϵ ∈]0, 1/3], définissons encore la fonction continue gϵ : P → [0, 1] par
• gϵ(x, y) = 0 si y ⩽ φ1(x) ou y ⩾ φ2(x) ou x = a ou x = b,
• gϵ(x, y) = 1 si a+ ϵ(b− a) ⩽ x ⩽ b− ϵ(b− a) et

φ1(x) + ϵ(φ2(x)− φ1(x)) ⩽ y ⩽ φ2(x)− ϵ(φ2(x)− φ1(x)),

• ailleurs dans P , gϵ(x, y) vaut le produit

min

{
x− a

ϵ(b− a)
,

b− x

ϵ(b− a)
, 1

}
·min

{
y − φ1(x)

ϵ(φ2(x)− φ1(x))
,

φ2(x)− y

ϵ(φ2(x)− φ1(x))
, 1

}
,

assurant ainsi que gϵ est bien continue et à valeurs dans [0, 1].

Finalement, pour ϵ ∈]0, 1/3], définissons la fonction continue hϵ : P → [0, 1] par
• hϵ(x, y) = 0 si y ⩽ φ1(x)− ϵ ou si y ⩾ φ2(x) + ϵ,
• hϵ(x, y) = 1 si φ1(x) ⩽ y ⩽ φ2(x),

• hϵ(x, y) =
y − φ1(x) + ϵ

ϵ
si φ1(x)− ϵ ⩽ y ⩽ φ1(x),

• hϵ(x, y) =
φ2(x) + ϵ− y

ϵ
si φ2(x) ⩽ y ⩽ φ2(x) + ϵ.

Comme gϵf̃ ⩽ f̂ ⩽ hϵf̃ sur P , le paragraphe 17.2.10 donne

IP (gϵf̃) ⩽ IP (f̂) = ID̄(f) ⩽ IP (hϵf̃).

D’autre part, par le paragraphe 17.1.4,

IP (gϵf̃) =

b∫
a

 M∫
m

gϵ(x, y)f̃(x, y) dy

dx

⩾

b−ϵ(b−a)∫
a+ϵ(b−a)

 φ2(x)−ϵ(φ2(x)−φ1(x))∫
φ1(x)+ϵ(φ2(x)−φ1(x))

f(x, y) dy

dx

⩾

b∫
a

 φ2(x)∫
φ1(x)

f(x, y) dy

dx− 4ϵ(b− a) max
t∈[a,b]

(φ2(t)− φ1(t)) max
(u,v)∈D̄

f(u, v)
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et

IP (hϵf̃) =

b∫
a

 M∫
m

hϵ(x, y)f̃(x, y) dy

dx.

⩽

b∫
a

 φ2(x)+ϵ∫
φ1(x)−ϵ

f̃(x, y) dy

 dx

⩽

b∫
a

 φ2(x)∫
φ1(x)

f(x, y) dy

 dx+ 2ϵ(b− a) max
(u,v)∈D̄

f(u, v).

Ceci étant valable pour ϵ ∈]0, 1/3] arbitrairement petit, on en déduit la formule
de l’énoncé.

Deuxième partie. Ce résultat s’étend à une fonction f ne satisfaisant pas né-
cessairement la condition supplémentaire f ⩾ 0. En effet, en écrivant f sous la
forme f = (f +B)−B où B = max{|f(x, y)| : (x, y) ∈ D̄} ⩾ 0, on obtient que
f +B ⩾ 0 et

ID(f) = ID(f +B)− ID(B)

=

b∫
a

 φ2(x)∫
φ1(x)

(f +B)(x, y) dy

 dx−
b∫

a

 φ2(x)∫
φ1(x)

B dy

 dx

=

b∫
a

 φ2(x)∫
φ1(x)

f(x, y) dy

 dx.

■

17.3.2 Corollaire

Soit a < b deux nombres réels, φ1, φ2 : [a, b] → R deux fonctions continues telles
que pour tout x ∈]a, b[ : φ1(x) < φ2(x) et D le sous-ensemble ouvert borné de
R2 défini par

D = {(x, y) ∈ R2 : a < x < b, φ1(x) < y < φ2(x)}.

Alors

Aire(D̄) = Aire(D) =

b∫
a

(φ2(x)− φ1(x)) dx.

(Voir la remarque faite au paragraphe 17.2.8.)

17.3.3 Exemple

Soit D = {(x, y) ∈ R2 : 0 < x < 1, 0 < y < 1 − x} (fig. 17.4) et f : D̄ → R la
fonction continue définie par f(x, y) = 6x 2y.
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1

1

x

y

y

y = 1 – x

D

x

Fig. 17.4

Alors,

∫∫
D

f(x, y) dx dy =

1∫
0

6x

 1−x∫
0

2y dy

 dx

=

∫ 1

0

exln6
(∫ 1−x

0

eyln2dy

)
dx

=

∫ 1

0

exln6
1

ln2

(
e(1−x)ln2 − 1

)
dx

=
1

ln2

∫ 1

0

(
ex(ln2+ln3)−xln2+ln2 − exln6

)
dx

=
1

ln2

1∫
0

(2exln3 − ex ln6) dx =
1

ln2

(
4

ln3
− 5

ln6

)
.

17.3.4 Exemple

Soit D = {(x, y) ∈ R2 : 0 < x < y < 2x, x2 + y2 > 4, xy < 4} (fig. 17.5) et
f : D̄ → R la fonction continue définie par f(x, y) = xy.

Alors, en désignant par φ1, φ2 : [2/
√
5, 2] → R les deux fonctions continues

définies respectivement par

φ1(x) =

{√
4− x2 si x ∈ [2/

√
5,
√
2]

x si x ∈ [
√
2, 2]

et

φ2(x) =

{
2x si x ∈ [2/

√
5,
√
2]

4/x si x ∈ [
√
2, 2]

on obtient que D = {(x, y) ∈ R2 : 2/
√
5 < x < 2, φ1(x) < y < φ2(x)}.
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2

2

y

y = 2x

xy = 4

y = x

D

x

y = ϕ2(x)

y = ϕ2(x)

y = ϕ1(x)

y = ϕ1(x)

Fig. 17.5

Par conséquent

∫∫
D

f(x, y) dx dy =

2∫
2/

√
5

 φ2(x)∫
φ1(x)

xy dy

 dx

=

√
2∫

2/
√
5

 φ2(x)∫
φ1(x)

xy dy

 dx+

2∫
√
2

 φ2(x)∫
φ1(x)

xy dy

 dx

=

√
2∫

2/
√
5

x

 2x∫
√
4−x2

y dy

 dx+

2∫
√
2

x

 4/x∫
x

y dy

 dx

=
1

2

√
2∫

2/
√
5

(5x3 − 4x) dx+
1

2

2∫
√
2

(
16

x
− x3

)
dx

=
1

2

(
5

4
x4 − 2x2

)∣∣∣∣
√
2

2/
√
5

+
1

2

(
16 ln x− 1

4
x4
)∣∣∣∣2√

2

= −3

5
+ 4 ln2.
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17.3.5 Théorème

Soit c < d deux nombres réels, Ψ1, Ψ2 : [c, d] → R deux fonctions continues telles
que pour tout y ∈ ]c, d[ : Ψ1(y) < Ψ2(y) et D le sous-ensemble ouvert borné de
R2 défini par (fig. 17.6)

D = {(x, y) ∈ R2 : Ψ1(y) < x < Ψ2(y), c < y < d}.

y

y

x

x = Ψ2(y)
x = Ψ1(y)

c

d

D

Fig. 17.6

Alors, pour toute fonction continue

f : D̄ = {(x, y) ∈ R2 : Ψ1(y) ⩽ x ⩽ Ψ2(y), c ⩽ y ⩽ d} → R,

on a :

∫∫
D̄

f(x, y) dx dy =

∫∫
D

f(x, y) dx dy =

d∫
c

 Ψ2(y)∫
Ψ1(y)

f(x, y) dx

 dy.

démonstration. Il suffit de recopier la démonstration du théorème 17.3.1 en
remplaçant x par y et y par x. ■

17.3.6 Exemple

Soit a < b deux nombres réels et f : [a, b] → R une fonction continue. Montrons
que

b∫
a

(x− a)f(x) dx =

b∫
a

 b∫
y

f(x) dx

 dy.

Pour cela, considérons le sous-ensemble ouvert borné de R2 défini par (fig. 17.7)

D = {(x, y) ∈ R2 : a < x < b, a < y < x}.
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y

y

b

a

a x
x

b

D

Fig. 17.7

Ainsi, en utilisant les théorèmes 17.3.1 et 17.3.5, on peut écrire successive-
ment :

b∫
a

 b∫
y

f(x) dx

dy =

∫∫
D

f(x) dx dy =

b∫
a

 x∫
a

f(x) dy

 dx =

b∫
a

(x− a)f(x) dx.

17.4 Changement de variables dans une intégrale double

17.4.1 Théorème

Soit D et E deux sous-ensembles ouverts bornés de R2 tels que |∂D|
J
= 0

et |∂E|
J
= 0.

Soit encore (φ,Ψ) une bijection de E dans D.
De plus, on suppose que les deux fonctions φ, Ψ : E → R sont de

classe C1 et telles que leur jacobien (ou déterminant de Jacobi, voir les
paragraphes 15.5.5 et 16.6.4) est borné sur E et vérifie

D(φ,Ψ)

D(u, υ)
(u, υ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂φ

∂u
(u, υ)

∂φ

∂υ
(u, υ)

∂Ψ

∂u
(u, υ)

∂Ψ

∂υ
(u, υ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ̸= 0

pour tout (u, υ) ∈ E.
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Alors, pour toute fonction f : D → R continue et bornée, on a :∫∫
D

f(x, y) dx dy =

∫∫
E

f(x = φ(u, υ), y = Ψ(u, υ))

∣∣∣∣D(φ,Ψ)

D(u, υ)
(u, υ)

∣∣∣∣du dυ,

où la valeur absolue du jacobien apparâıt dans l’intégrale.

démonstration. Il n’est pas possible, dans le cadre de ce livre, de donner une
démonstration de ce théorème. ■

17.4.2 Exemple

On se propose de calculer l’intégrale double suivante :∫∫
D

ex
2+xy+y2

dx dy

où D = {(x, y) ∈ R2 : x2 + xy+ y2 < 1, y > 0}. Puisque pour tout (x, y) ∈ R2 :

x2 + xy + y2 =

(
x+

1

2
y

)2

+
3

4
y2,

on est conduit à poser u = x+ 1
2y et υ = (

√
3/2)y, c’est-à-dire, x = u− 1√

3
υ et

y = (2/
√
3)υ.

E

υ
υ = 1

1 1–1 –1

D

u

u = 0 u = 1

y

3

3

3

32
,–( )

Fig. 17.8
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On obtient que l’application (φ,Ψ) : E = {(u, υ) ∈ B(0, 1) : υ > 0} → D définie
par

φ(u, υ) = u− 1√
3
υ

et

Ψ(u, υ) =
2√
3
υ

est une bijection de E dans D. Ainsi, du fait que pour tout (u, υ) ∈ E :

D(φ,Ψ)

D(u, υ)
(u, υ) =

∣∣∣∣∣∣
1 − 1√

3

0 2√
3

∣∣∣∣∣∣ = 2√
3
> 0,

on obtient, grâce au théorème 17.4.1, que∫∫
D

ex
2+xy+y2

dx dy =
2√
3

∫∫
E

eu
2+v2

du dυ.

D’autre part, comme l’application

(φ1,Ψ1) : F = {(ρ, θ) ∈ R2 : 0 < ρ < 1, 0 < θ < π} → E

définie par φ1(ρ, θ) = ρ cos θ et Ψ1(ρ, θ) = ρ sin θ (coordonnées polaires) est une
bijection de F dans E et que pour tout (ρ, θ) ∈ F :

D(φ1,Ψ1)

D(ρ, θ)
(ρ, θ) =

∣∣∣∣cos θ −ρ sin θ
sin θ ρ cos θ

∣∣∣∣ = ρ > 0,

on peut écrire, en utilisant les théorèmes 17.3.5 et 17.4.1, que

∫∫
E

eu
2+v2

du dυ =

∫∫
F

eρ
2

ρdρ dθ =

π∫
0

 1∫
0

ρeρ
2

dρ

 dθ =
π

2
(e− 1).

D’où ∫∫
D

ex
2+xy+y2

dx dy =
π√
3
(e− 1).

17.4.3 Exemple

Soit r un nombre réel positif quelconque et Es, Ds(s = r ou 2r) et Fr les trois
sous-ensembles ouverts bornés de R2 définis respectivement par (fig. 17.9)

Es = {(ρ, θ) ∈ R2 : 0 < ρ < s, 0 < θ < π/2},
Ds = {(x, y) ∈ B(0, s) : x > 0, y > 0}

et

Fr = {(x, y) ∈ R2 : 0 < x < r, 0 < y < r}
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π
2

ρ ρ

ρ

s s

y

y

x x

Es

Ds

0

0

θ

Fig. 17.9

et soit (φ,Ψ) la bijection de Es dans Ds définie par φ(ρ, θ) = ρ cos θ et Ψ(ρ, θ) =
ρ sin θ (coordonnées polaires). D’une part, puisque pour tout (ρ, θ) ∈ Es :

D(φ,Ψ)

D(ρ, θ)
(ρ, θ) =

∣∣∣∣cos θ −ρ sin θ
sin θ ρ cos θ

∣∣∣∣ = ρ > 0,

on peut écrire, grâce aux théorèmes 17.3.5 et 17.4.1, que

∫∫
Ds

e−x2−y2

dx dy =

∫∫
Es

e−ρ2

ρ dρ dθ =

π/2∫
0

 s∫
0

ρ e−ρ2

dρ

 dθ =
π

4
(1− e−s2).

D’autre part, en utilisant le théorème 17.3.1, on constate que

∫∫
Fr

e−x2−y2

dx dy =

 r∫
0

e−t2dt

2

Finalement, comme Dr ⊂ Fr ⊂ D2r, on obtient (§ 17.2.13) que

π

4
(1− e−r2) ⩽

 r∫
0

e−t2dt

2

⩽
π

4

(
1− e−4r2

)
.

Ce résultat étant valable quel que soit le nombre réel r > 0, on peut donc
affirmer, grâce au théorème des deux gendarmes (§ 5.2.12 et la dernière remarque
du § 5.2.18), que +∞∫

0

e−t2dt

2

= lim
r→+∞

 r∫
0

e−t2dt

2

=
π

4
.
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D’où
+∞∫
0

e−t2dt =

√
π

2
.

17.4.4 Intégrale double d’une fonction continue sur une boule fermée

Soit c = (a, b) un élément de R2, r un nombre réel positif et f : B(c, r) → R

une fonction continue. Alors,∫∫
B(c,r)

f(x, y) dx dy =

∫∫
B(c,r)

f(x, y) dx dy

=

2π∫
0

 r∫
0

f (a+ ρ cos θ, b+ ρ sin θ) ρ dρ

 dθ

=

r∫
0

 2π∫
0

f (a+ ρ cos θ, b+ ρ sin θ) ρ dθ

 dρ.

démonstration. Le paragraphe 17.2.6 assure que f est intégrable sur B(c, r)
et B(c, r). Par la seconde remarque du paragraphe 17.2.4 et le paragraphe 17.2.7,

I
B(c,r) (f) = IB(c,r)(f).

Soit D et E les deux sous-ensembles ouverts bornés de R2 définis respective-
ment par

D = B(c, r)\{(a+ δ, b) : 0 ⩽ δ < r}

et

E = {(ρ, θ) ∈ R2 : 0 < ρ < r, 0 < θ < 2π},

et (φ,ψ) la bijection de E dans D définie par φ(ρ, θ) = α+ ρ cos θ et ψ(ρ, θ) =
b+ ρ sin θ. Observons qu’en fait φ et ψ sont même définies et continues sur Ē.

En raisonnant comme au début de la preuve, on obtient

I
B(c,r) (f) = ID(f).

Puisque pour tout (ρ, θ) ∈ E :

D(φ,Ψ)

D(ρ, θ)
(ρ, θ) =

∣∣∣∣cos θ −ρ sin θ
sin θ ρ cos θ

∣∣∣∣ = ρ > 0,
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on peut écrire (§ 17.4.1 et 17.1.4)∫∫
B(c,r)

f(x, y)dx dy =

∫∫
E

f(a+ ρ cos θ, b+ ρ sin θ)ρ dρ dθ

=

∫∫
Ē

f(a+ ρ cos θ, b+ ρ sin θ)ρ dρ dθ

=

2π∫
0

 r∫
0

f(a+ ρ cos θ, b+ ρ sin θ)ρ dρ

 dθ

=

r∫
0

 2π∫
0

f(a+ ρ cos θ, b+ ρ sin θ)ρ dθ

 dρ.

■

17.4.5 Aire d’une boule

Pour tout c ∈ R2 et tout nombre réel r > 0 :

Aire(B(c, r)) =

∫∫
B(c,r)

dx dy =

2π∫
0

 r∫
0

ρ dρ

 dθ = πr2.

17.4.6 Intégrale double d’une fonction continue sur une couronne fermée

Soit c = (a, b) un élément de R2, r1 < r2 deux nombres réels positifs et E le
sous-ensemble ouvert borné de R2 défini par

E = {(x, y) ∈ R2 : x = a+ p cos θ, y = b+ ρ sin θ, r1 < ρ < r2, 0 < θ < 2π}.

Alors, pour toute fonction f : Ē → R continue, on a :∫∫
Ē

f(x, y) dx dy =

∫∫
E

f(x, y) dx dy

=

2π∫
0

 r2∫
r1

f(a+ ρ cos θ, b+ ρ sin θ)ρ dρ

 dθ

=

r2∫
r1

 2π∫
0

f(a+ ρ cos θ, b+ ρ sin θ)ρ dθ

 dρ.

démonstration. Démonstration analogue à celle donnée au paragraphe 17.4.4.
■
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17.5 Intégrale double d’une fonction continue sur R2

17.5.1 Définition d’un recouvrement régulier de R2

Une famille (Dk)k∈N de sous-ensembles ouverts bornés de R2 est appelée un
recouvrement régulier de R2 si les trois propriétés suivantes sont vérifiées :

• |∂Dk|J = 0 dans R2 (§ 17.2.2) pour tout k ∈ N ;
• D0 ⊂ D1 ⊂ . . . ⊂ Dk−1 ⊂ Dk ⊂ Dk+1 ⊂ . . . ;
• à tout nombre réel r > 0, on peut associer un entier k(r) ⩾ 0 tel que
{(x, y) ∈ R2 : |x| ⩽ r, |y| ⩽ r} ⊂ Dk(r).

Remarque. Par le paragraphe 17.2.6, toute fonction continue f : R2 → R est
intégrable sur tout ouvert d’un recouvrement régulier.

17.5.2 Lemme

Soit (Dk)k∈N et (D′
p)p∈N deux recouvrements réguliers de R2. Alors, à chaque

entier p ⩾ 0, on peut associer un entier k(p) ⩾ 0 tel que

D′
p ⊂ Dk(p).

démonstration. D’une part, puisque D′
p est borné, il existe un nombre réel

rp > 0 tel que

D′
p ⊂ Ep = {(x, y) ∈ R2 : |x| ⩽ rp, |y| ⩽ rp}.

D’autre part, le fait que (Dk)k∈N soit un recouvrement régulier de R2 entrâıne
l’existence d’un entier k(p) ⩾ tel que

Ep ⊂ Dk(p).

D’où le lemme. ■

17.5.3 Théorème

Soit f : R2 → R une fonction continue telle que pour tout (x, y) ∈ R2 :
f(x, y) ⩾ 0 et soit (Dk)k∈N et (D′

p)p∈N deux recouvrements réguliers de R2.
Alors, soit les deux suites numériques (dk) et (d′p) définies respectivement
par

dk =

∫∫
Dk

f(x, y)dx dy

et
d′p =

∫∫
D′

p

f(x, y)dxdy

convergent vers la même limite soit elles divergent.
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démonstration. Pour établir ce théorème, il suffit de démontrer que si la suite
(dk) converge vers d alors, la suite (d′p) converge vers d′ et que d′ ⩽ d. En effet,
puisqu’à tout p ∈ N, on peut associer un entier k(p) ⩾ 0 (lemme 17.5.2) tel que

D′
p ⊂ Dk(p),

on obtient, du fait que f ⩾ 0, que

d′p =

∫∫
D′

p

f(x, y)dxdy ⩽
∫∫

Dk(p)

f(x, y)dx dy = dk(p) ⩽ d.

Comme de plus (d′p) est une suite croissante, on peut affirmer que (d′p) converge
et que sa limite est inférieure ou égale à d. ■

17.5.4 Définition de l’intégrale double d’une fonction continue et
positive sur R2

Soit f : R2 → R une fonction continue telle que pour tout (x, y) ∈ R2 :
f(x, y) ⩾ 0 et soit (Dk)k∈N un recouvrement régulier de R2. Si la suite
numérique (dk) définie par

dk =

∫∫
Dk

f(x, y)dx dy

converge, sa limite est appelée l’intégrale double de f sur R2 et on écrit∫∫
R2

f(x, y)dxdy = lim
k→+∞

dk = lim
k→+∞

∫∫
Dk

f(x, y)dxdy.

Cette définition a bien un sens, car cette limite est independante du choix
du recouvrement régulier de R2 considéré (théorème 17.5.3). Nous dirons que
l’intégrable double

∫∫
R2

f(x, y)dxdy converge.

17.5.5 Exemple

Calculons ∫∫
R2

dx dy

(1 + x2)(1 + y2)
.

Pour cela, considérons le recouvrement régulier (Dk)k∈N de R2 défini par

Dk = {(x, y) ∈ R2 : |x| < k, |y| < k} et D0 = D1.

Alors, en constatant que pour tout entier k > 0 :

∫∫
Dk

dxdy

(1 + x2)(1 + y2)
=

 k∫
−k

dt

(1 + t2)

2

= 4(arctan k)2,
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on obtient, par passage à la limite, que∫∫
R2

dx dy

(1 + x2)(1 + y2)
= π2.

17.5.6 Critère de comparaison

Soit f, g : R2 → R deux fonctions continues telles que pour tout (x, y) ∈ R2, on
ait : 0 ⩽ f(x, y) ⩽ g(x, y). Alors, si l’intégrale double∫∫

R2

g(x, y)dxdy

converge, l’intégrale double ∫∫
R2

f(x, y)dx dy

converge également et∫∫
R2

f(x, y)dxdy ⩽
∫∫
R2

g(x, y)dxdy.

démonstration. Soit (Dk)k∈N recouvrement régulier de R2. Puisque pour tout
entier k ⩾ 0 :

dk =

∫∫
Dk

f(x, y)dxdy ⩽
∫∫
Dk

g(x, y)dxdy ⩽
∫∫
R2

g(x, y)dxdy,

la suite (dk) est bornée supérieurement. Comme de plus elle est croissante (§ 17.2.13),
elle converge ; ce qui implique que l’intégrale double∫∫

R2

f(x, y)dx dy

converge. D’autre part, le fait que la suite (dk) soit bornée supérieurement par∫∫
R2

g(x, y)dx dy,

nous permet aussi d’écrire que∫∫
R2

f(x, y)dxdy ⩽
∫∫
R2

g(x, y)dx dy.

■
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17.5.7 Remarque

Pour une fonction continue f : R2 → R quelconque, la convergence de la suite
(dk) peut très bien dépendre du choix du recouvrement régulier (Dk)k∈N de R2

considéré. En effet, soit (Dk)k∈N et (D′
k)k∈N les deux recouvrements réguliers

de R2 définis respectivement par

Dk = {(x, y) ∈ R2 : |x| < k, |y| < k} et D0 = D1

et
D′

k = {(x, y) ∈ R2 : |x| < 2k, |y| < k} et D′
0 = D′

1

et soit f la fonction continue, qui, à tout élément (x, y) de R2, fait correspondre
le nombre réel x2 − y2. Alors, puisque pour tout entier k > 0 :

dk =

∫∫
Dk

f(x, y)dx dy = 0

et

d′k =

∫∫
D′

k

f(x, y)dxdy

= 2k

2k∫
−2k

x2dx− 4k

k∫
−k

y2dy = 2k(16/3)k3 − 4k(2/3)k3

= 8k4,

on voit que la suite (dk) converge vers zéro, tandis que la suite (d′k) diverge.
Néanmoins, si on fait l’hypothèse supplémentaire que l’intégrale double∫∫

R2

|f(x, y)|dxdy

converge, la suite (dk) converge et sa limite est indépendante du choix du recou-
vrement régulier (Dk)k∈N de R2 considéré. C’est ce que nous allons démontrer
à présent grâce au théorème 17.5.8.

17.5.8 Théorème

Soit f : R2 → R une fonction continue telle que l’intégrale double∫∫
R2

|f(x, y)|dxdy

converge. Alors, la suite (dk) définie par

dk =

∫∫
Dk

f(x, y) dxdy
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converge et sa limite est indépendante du choix du recouvrement régulier (Dk)k∈N
de R2 considéré.

démonstration. Soit g, h : R2 → R les deux fonctions auxiliaires définies
respectivement par

g(x, y) = |f(x, y)|+ f(x, y)

et
h(x, y) = |f(x, y)| − f(x, y)

et soit (d′k) la suite numérique définie par

d′k =

∫∫
Dk

|f(x, y)|dx dy.

Alors, en constatant que pour tout (x, y) ∈ R2 : g(x, y) ⩾ 0 et h(x, y) ⩾ 0, on
obtient que pour tout couple d’entiers naturels m > n (§ 17.2.13) :

d′n + dn =

∫∫
Dn

g(x, y) dx dy ⩽
∫∫
Dm

g(x, y) dxdy = d′m + dm

et

d′n − dn =

∫∫
Dn

h(x, y) dx dy ⩽
∫∫
Dm

h(x, y) dx dy = d′m − dm

ou encore
|dm − dn| ⩽ d′m − d′n = |d′m − d′n| ;

ce qui entrâıne, puisque la suite (d′k) est de Cauchy, que la suite (dk) est aussi
de Cauchy et donc convergente.

Reste à démontrer que la limite de la suite (dk) est indépendante du recouvre-
ment régulier deR2 choisi. En effet, soit (Ak)k∈N et (Bk)k∈N deux recouvrements
réguliers quelconques de R2. D’une part, d’après ce qui vient d’être démontré,
on sait que les deux suites (ak) et (bk) définies respectivement par

ak =

∫∫
Ak

f(x, y) dx dy

et

bk =

∫∫
Bk

f(x, y) dxdy

sont convergentes ; posons

a = lim
k→+∞

ak et b = lim
k→+∞

bk.

D’autre part, en utilisant le lemme 17.5.2, il est possible d’obtenir par récurrence
une suite strictement croissante (kq) d’éléments de N telle que, en posant k0 = 0,

Ak0 ⊂ Bk1 ⊂ Ak2 ⊂ . . . ⊂ Ak
2p

⊂ Bk
2p+1

⊂ Ak
2p+2

⊂ . . . .
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Ainsi, en posant

Dq =

{
Akq

si q est pair
Bkq

si q est impair

on obtient un recouvrement régulier (Dq)q∈N de R2. De plus, du fait que la suite
(dq) définie par

dq =

∫∫
Dq

f(x, y) dxdy

converge, on a aussi

a = lim
p→+∞

ak2p
= lim

p→+∞
d2p = lim

p→+∞
d2p+1 = lim

p→+∞
bk

2p+1
= b.

D’où le théorème. ■

17.5.9 Définition de l’intégrale double d’une fonction continue sur R2

Soit f : R2 → R une fonction continue telle que l’intégrale double∫∫
R2

|f(x, y)|dxdy

converge. Alors, la limite de la suite numérique (dk) définie par

dk =

∫∫
Dk

f(x, y)dxdy

où (Dk)k∈N est un recouvrement régulier de R2 est appelée l’intégrale double de
f sur R2 et on écrit :∫∫

R2

f(x, y)dxdy = lim
k→+∞

dk = lim
k→+∞

∫∫
Dk

f(x, y) dxdy ∈ R.

Cette définition a bien un sens, car cette limite existe et ne dépend pas du
choix du recouvrement régulier de R2 considéré (théorème 17.5.8).

17.5.10 Exemple

Soit f : R2 → R la fonction continue définie par f(x, y) = e−(x2+y2) cos(x2+y2).
D’une part, puisque pour tout entier k ⩾ 0 (§ 17.2.10 et 17.4.4) :

dk =

∫∫
B(0,k+1)

|f(x, y)|dxdy

⩽
∫∫

B(0,k+1)

e−(x2+y2)dxdy =

2π∫
0

 k+1∫
0

e−ρ2

ρdρ

dθ ⩽ π,
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la suite (dk) est bornée supérieurement par π. Comme de plus elle est croissante
(§ 17.2.13), elle converge ; ce qui implique que l’intégrale double∫∫

R2

|f(x, y)|dxdy

converge (§ 17.5.4). D’autre part, du fait que pour tout entier k ⩾ 0 :∫∫
B(0,k+1)

f(x, y) dxdy =

∫∫
B(0,k+1)

e−(x2+y2) cos(x2 + y2)dx dy

=

2π∫
0

 k+1∫
0

ρe−ρ2

cos ρ2dρ

 dθ

= π

(k+1)2∫
0

e−t cos tdt = −π
2
e−t(cos t− sin t)

∣∣∣∣∣∣∣
(k+1)2

0

=
π

2

(
1− e−(k+1)2

(
cos((k + 1)2)− sin((k + 1)2)

))
,

on obtient

lim
k→+∞

∫∫
B(0,k+1)

f(x, y)dxdy =
π

2
.

Par conséquent (§ 17.5.9), on a :∫∫
R2

f(x, y)dxdy =

∫∫
R2

e−(x2+y2) cos(x2 + y2)dx dy =
π

2
.

17.5.11 Linéarité d’une intégrale double définie sur R2

Soit f, g : R2 → R deux fonctions continues telles que les intégrales doubles∫∫
R2

|f(x, y)|dx dy

et ∫∫
R2

|g(x, y)|dx dy

convergent. Alors, pour tout couple de nombres réels α et β on a :∫∫
R2

(αf + βg)(x, y)dx dy = α

∫∫
R2

f(x, y)dxdy + β

∫∫
R2

g(x, y)dxdy.

démonstration. Soit (Dk)k∈N un recouvrement régulier de R2. Puisque pour
tout (x, y) ∈ D :

|αf(x, y) + βg(x, y)| ⩽ |α||f(x, y)|+ |β||g(x, y)|,
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on peut écrire (corollaire 17.2.10) que pour tout entier k ⩾ 0 :

dk =

∫∫
Dk

|αf + βg|(x, y)dx dy

⩽ |α|
∫∫
Dk

|f(x, y)|dx dy + |β|
∫∫
Dk

|g(x, y)|dx dy

⩽ |α|
∫∫
R2

|f(x, y)|dx dy + |β|
∫∫
R2

|g(x, y)|dx dy ;

ce qui revient à dire que la suite (dk) est bornée supérieurement. Comme de plus
elle est croissante (§ 17.2.13), elle converge. Par conséquent, l’intégrale double∫∫

R2

|αf + βg|(x, y)dx dy

converge. Ainsi, en constatant que pour tout entier k ⩾ 0 :∫∫
Dk

(αf + βg) (x, y) dx dy = α

∫∫
Dk

f(x, y)dx dy + β

∫∫
Dk

g(x, y)dx dy,

on obtient (§ 17.5.9) que∫∫
R2

(αf + βg) (x, y) dx dy = α

∫∫
R2

f(x, y)dx dy + β

∫∫
R2

g(x, y)dx dy.

■

17.5.12 Lemme

Soit f : R2 → R une fonction continue telle qu’à tout nombre réel α > 0, on
puisse associer une fonction continue Fα : R→ R vérifiant les deux propriétés
suivantes :

• pour tout |y| ⩽ α et tout x ∈ R : |f(x, y)| ⩽ Fα(x) ;

• l’intégrale généralisée
+∞∫
−∞

Fα(x) dx converge.

Alors, pour tout y ∈ R, l’intégrale généralisée

+∞∫
−∞

f(x, y)dx

est absolument convergente. De plus, la fonction g : R→ R définie par

g(y) =

+∞∫
−∞

f(x, y)dx

est continue.



Intégrales multiples 515

démonstration. Soit y0 ∈ R et posons α0 = |y0|+1. Alors, puisque pour tout
nombre réel z > 0 :

0∫
−z

|f(x, y0)|dx ⩽

0∫
−z

Fα0(x)dx ⩽

+∞∫
−∞

Fα0(x)dx

et
z∫

0

|f(x, y0)|dx ⩽

z∫
0

Fα0(x)dx ⩽

+∞∫
−∞

Fα0(x)dx,

on peut affirmer (§ 10.2.10) que les deux intégrales généralisées

0∫
−∞

|f(x, y0)|dx et

+∞∫
0

|f(x, y0)|dx

convergent ; ce qui nous permet de conclure que l’intégrale généralisée

+∞∫
−∞

f(x, y0)dx

est absolument convergente, donc convergente. Ce résultat étant valable quel
que soit y0 ∈ R, on peut donc considérer la fonction g : R→ R définie par

g(y) =

+∞∫
−∞

f(x, y) dx.

Montrons à présent qu’elle est continue. En effet, soit b ∈ R et ϵ un nombre
réel positif quelconque. Posons α1 = |b|+ 1. Puisque l’intégrale généralisée

+∞∫
−∞

Fα1(x) dx

converge, il existe un nombre c > 0 tel que

−c∫
−∞

Fα1(x) dx ⩽
ϵ

6
et

+∞∫
c

Fα1(x) dx ⩽
ϵ

6
.

Considérons à présent la fonction auxiliaire gc : R→ R définie par

gc(y) =

c∫
−c

f(x, y) dx.
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D’une part, pour tout r ∈ R vérifiant |r − b| ⩽ 1, on a :

|g(r)− gc(r)| =

∣∣∣∣∣∣
−c∫

−∞

f(x, r)dx+

+∞∫
c

f(x, r) dx

∣∣∣∣∣∣
⩽

−c∫
−∞

|f(x, r)|dx+

+∞∫
c

|f(x, r)|dx

⩽

−c∫
−∞

Fα1 (x)dx+

+∞∫
c

Fα1(x)dx ⩽
ϵ

3
.

D’autre part, la fonction gc étant continue (§ 14.3.20), il existe un nombre réel
δ1 > 0 tel que pour tout s ∈ R vérifiant |s− b| ⩽ δ1 :

|gc (s)− gc (b)| ⩽
ϵ

3
.

Ainsi, en posant δ = min {1, δ1}, on obtient que pour tout y ∈ R vérifiant
|y − b| ⩽ δ :

|g(y)− g(b)| = |(g(y)− gc(y)) + (gc(y)− gc(b)) + (gc(b)− g(b))|
⩽ |g(y)− gc(y)|+ |gc(y)− gc(b)|+ |gc(b)− g(b)| ⩽ ϵ.

D’où le lemme. ■

17.5.13 Théorème des intégrations successives

Soit f : R2 → R une fonction continue telle qu’à tout nombre réel α > 0, on
puisse associer une fonction continue Fα : R→ R vérifiant les deux propriétés
suivantes :

• pour tout |y| ⩽ α et tout x ∈ R : |f(x, y)| ⩽ Fα(x) ;

• l’intégrale généralisée

+∞∫
−∞

Fα(x) dx converge.

De plus, on suppose que l’intégrale double∫∫
R2

|f(x, y)| dx dy

converge. Alors,

∫∫
R2

f(x, y) dxdy =

+∞∫
−∞

 +∞∫
−∞

f(x, y) dx

dy.

démonstration. Pour commencer, faisons l’hypothèse supplémentaire que
f ⩾ 0. Soit ϵ un nombre réel positif quelconque et fixons-nous un nombre t > 0.
Alors, il existe une fonction continue Ft : R→ R telle que pour tout |y| ⩽ t et
tout x ∈ R : 0 ⩽ f(x, y) ⩽ Ft(x) et dont l’intégrale généralisée

+∞∫
−∞

Ft(x) dx
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converge ; ce qui entrâıne, entre autres, l’existence d’un nombre réel a > 0 tel
que

−a∫
−∞

Ft(x) dx ⩽
ϵ

4t
et

+∞∫
a

Ft(x) dx ⩽
ϵ

4t
.

Considérons à présent la fonction continue (lemme 17.5.12) g : R → R définie
par

g(y) =

+∞∫
−∞

f(x, y) dx.

Ainsi, en constatant que pour tout |y| ⩽ t :

0 ⩽ g(y)−
a∫

−a

f(x, y) dx =

+a∫
−∞

f(x, y) dx+

+∞∫
a

f(x, y) dx

⩽

−a∫
−∞

Ft(x) dx+

+∞∫
a

Ft(x) dx ⩽
ϵ

2t
,

on obtient que

t∫
−t

g(y) dy ⩽

t∫
−t

 a∫
−a

f(x, y) dx

 dy + ϵ ⩽
∫∫
R2

f(x, y) dxdy + ϵ.

Ce résultat étant valable quel que soit le nombre réel ϵ > 0, on a donc démontré
que pour tout nombre t > 0 :

t∫
−t

g(y) dy ⩽
∫∫
R2

f(x, y) dxdy.

De cette inégalité et du fait que g ⩾ 0, on peut déduire que l’intégrale généralisée

+∞∫
−∞

g(y) dy

converge (§ 10.2.10) et que

+∞∫
−∞

g(y) dy ⩽
∫∫
R2

f(x, y) dxdy.

Montrons à présent que l’on a aussi l’inégalité inverse. En effet, soit (Dk)k∈N le
recouvrement régulier de R2 défini par

Dk = {(x, y) ∈ R2 : |x| < k, |y| < k} et D0 = D1.

Puisque pour tout entier k > 0 :

k∫
−k

f(x, y) dx ⩽ g(y),
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on peut écrire

dk =

∫∫
Dk

f(x, y) dxdy ⩽

k∫
−k

g(y) dy ⩽

+∞∫
−∞

g(y) dy ;

ce qui implique que la suite (dk) est bornée supérieurement. Comme de plus
elle est croissante, elle converge et l’on a :∫∫

R2

f(x, y) dx dy = lim
k→+∞

dk

= lim
k→+∞

∫∫
Dk

f(x, y) dxdy ⩽

+∞∫
−∞

g(y) dy.

On a ainsi démontré le théorème pour f ⩾ 0, à savoir :

∫∫
R2

f(x, y) dxdy =

+∞∫
−∞

 +∞∫
−∞

f(x, y) dx

dy.

Ce résultat s’étend à une fonction ne satisfaisant pas nécessairement la condition
supplémentaire f ⩾ 0. En effet, en écrivant f sous la forme f = f+ − f− où
f+, f− : R2 → R sont les deux fonctions continues définies respectivement par

f+(x, y) = max{f(x, y), 0}

et
f−(x, y) = −min{f(x, y), 0}

et en constatant que f+ ⩾ 0 et f− ⩾ 0 et qu’elles vérifient les hypothèses du
théorème, on peut écrire, grâce à la linéarité des intégrales, que∫∫
R2

f(x, y) dx dy =

∫∫
R2

f+(x, y) dx dy −
∫∫
R2

f−(x, y) dxdy

=

+∞∫
−∞

 +∞∫
−∞

f+(x, y) dx

 dy −
+∞∫

−∞

 +∞∫
−∞

f−(x, y) dx

dy

=

+∞∫
−∞

 +∞∫
−∞

f+(x, y) dx−
+∞∫

−∞

f−(x, y) dx

 dy

=

+∞∫
−∞

 +∞∫
−∞

(f+ − f−) (x, y) dx

 dy =

+∞∫
−∞

 +∞∫
−∞

f(x, y) dx

 dy.

■

17.5.14 Exemple

Soit f : R2 → R la fonction continue définie par

f(x, y) =
1 + y2

(1 + y4)
(
1 + (1 + y2)2x2

) .
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D’une part, à tout nombre réel α > 0 associons la fonction continue Fα : R→ R

définie par

Fα(x) =
1 + α2

1 + x2
.

Alors, pour tout |y| ⩽ α et tout x ∈ R : |f(x, y)| ⩽ Fα(x) et l’intégrale
généralisée

+∞∫
−∞

Fα(x) dx = π (1 + α2)

converge. D’autre part, soit (Dk)k∈N le recouvrement régulier de R2 défini par

Dk = {(x, y) ∈ R2 : |x| < k, |y| < k} et D0 = D1.

Puisque, pour tout entier k > 0 :

dk =

∫∫
Dk

|f(x, y)| dx dy =

k∫
−k

 k∫
−k

1 + y2

(1 + y4) (1 + (1 + y2)2x2)
dx

 dy

= 2

k∫
−k

arctan (k(1 + y2))

1 + y4
dy

⩽ π

k∫
−k

dy

1 + y4
⩽ π

+∞∫
−∞

dy

1 + y4
,

la suite (dk) est bornée supérieurement. Comme de plus elle est croissante, elle
converge ; ce qui entrâıne (§ 17.5.4) que l’intégrale double∫∫

R2

|f(x, y)| dx dy

converge. On a ainsi démontré que la fonction f vérifie les hypothèses du théo-
rème 17.5.13. Par conséquent∫∫

R2

f(x, y) dxdy =

+∞∫
−∞

 +∞∫
−∞

f(x, y) dx

 dy

=

+∞∫
−∞

 +∞∫
−∞

1 + y2

(1 + y4)
(
1 + (1 + y2)2x2

) dx
dy

= π

+∞∫
−∞

dy

1 + y4
=

π2

√
2

en utilisant

1

1 + y4
=

1

2
√
2

(
y + (

√
2/2)

y2 +
√
2y + 1

− y − (
√
2/2)

y2 −
√
2y + 1

)
+

1

4

(
1

y2 +
√
2y + 1

+
1

y2 −
√
2y + 1

)
et la section 9.3.
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17.5.15 Exemple

Soit f : R2 → R la fonction continue définie par f(x, y) = e−(x2+y2) et F : R→
R la fonction continue définie par F (x) = e−x2

. Pour tout nombre réel α > 0,
posons Fα = F . Alors, pour tout |y| ⩽ α et tout x ∈ R, on a |f(x, y)| ⩽ Fα(x)
et l’intégrale généralisée

+∞∫
−∞

Fα(x) dx

converge. D’autre part, puisque pour tout entier k > 0 (§ 17.4.4) :

dk =

∫∫
B(0,k)

|f(x, y)| dxdy =

2π∫
0

 k∫
0

ρ e−ρ2d ρ

 dθ = π (1− e−k2

) ⩽ π,

la suite (dk) est bornée supérieurement. Comme de plus elle est croissante, elle
converge ; ce qui entrâıne (§ 17.5.4) que l’intégrale double∫∫

R2

|f(x, y)| dx dy

converge. On a ainsi démontré que la fonction f vérifie les hypothèses du théo-
reme 17.5.13. Par conséquent∫∫

R2

f(x, y) dxdy =

+∞∫
−∞

 +∞∫
−∞

e−(x2+y2)dx

 dy

=

+∞∫
−∞

e−x2

dx

+∞∫
−∞

e−y2

dy =

 +∞∫
−∞

e−t2dt

2

.

Ainsi, puisque∫∫
R2

f(x, y) dx dy = lim
k→+∞

dk = lim
k→+∞

π(1− e−k2

) = π,

on obtient que  +∞∫
−∞

e−t2dt

2

= π

ou encore
+∞∫

−∞

e−t2dt =
√
π

De ce résultat et du fait que

+∞∫
−∞

e−t2dt = 2

+∞∫
0

e−t2dt,

on déduit immédiatement que

+∞∫
0

e−t2dt =

√
π

2
.

Voir aussi les paragraphes 15.1.9 et 17.4.3.
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17.6 Intégrales multiples

17.6.1 Avertissement

Dans cette section, nous supposerons toujours que n ⩾ 1. Pour n ⩾ 2, les
résultats seront donnés sans démonstration, car il suffit très souvent de recopier
la démonstration qui a été donnée dans le cadre des intégrales doubles. Le cas
n = 1 a été essentiellement déjà vu au chapitre 9, et donc nous n’insisterons pas
sur ce cas.

17.6.2 Définitions préliminaires

Pavé fermé P . Soit n ∈ N∗. Un pavé fermé est un sous-ensemble P ⊂ Rn qui
est le produit cartésien de n intervalles fermés bornés [ aj , bj ] :

P = [ a1, b1 ]× . . .× [ an, bn ]

avec aj < bj dans R (j = 1, . . . , n). Son volume |P | est défini par

|P | = (b1 − a1) · . . . · (bn − an).

Si n = 2, P = [ a1, b1 ]× [ a2, b2 ] est un rectangle fermé et le volume |P | défini
ci-dessus est en fait son aire.

Si n = 3, P = [ a1, b1 ] × [ a2, b2 ] × [ a3, b3 ] est un cube fermé et |P | est son
volume au sens usuel.

L’intérieur

P̊ = ]a1, b1[ × . . .× ]an, bn[

de P est appelé un pavé ouvert. Pour la définition de l’intérieur P̊ , voir le para-
graphe 13.3.2.

Subdivision σ de P . Soit, pour chaque j ∈ {1, . . . , n}, une subdivision σj de
[ aj , bj ] :

σj = {aj = xj0 < . . . < xjnj
= bj}, nj ∈ N∗,

où les indices supérieurs servent à distinguer la subdivision σj dont il est question.
Alors le n-uple σ = (σ1, . . . , σn) est appelé une subdivision de P . L’ensemble de
toutes les subdivisions σ de P est noté S(P ).
Exemple : n = 2, [a1, b1] = [10, 12], [a2, b2] = [1, 3],

σ1 = {10, 11, 12}, n1 = 2, σ2 = {1, 1.5, 2.5, 3}, n2 = 3,

σ =
(
{10, 11, 12}, {1, 1.5, 2.5, 3}

)
.

Décomposition D(σ) de P engendrée par σ. On note par D(σ) l’ensemble des
pavés fermés de la forme [x1j1−1, x

1
j1
]× . . .× [xnjn−1, x

n
jn

], où j1 ̸= 0, . . . , jn ̸= 0 :

D(σ) =
{
[x1j1−1, x

1
j1 ]× . . .× [xnjn−1, x

n
jn ] : 0 < j1 ⩽ n1, . . . , 0 < jn ⩽ nn

}
.
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Observons que si Q1 ̸= Q2 sont dans D(σ), alors Q̊1 et Q̊2 sont disjoints :
Q̊1 ∩ Q̊2 = ∅, et que

P = ∪Q∈D(σ)Q et |P | =
∑

Q∈D(σ)

|Q|.

Dans l’exemple ci-dessus,

D(σ) =
{
[ 10, 11 ]× [ 1, 1.5 ], [ 10, 11 ]× [ 1.5, 2.5 ], [ 10, 11 ]× [ 2.5, 3 ],

[ 11, 12 ]× [ 1, 1.5 ], [ 11, 12 ]× [ 1.5, 2.5 ], [ 11, 12 ]× [ 2.5, 3 ]
}
.

Sommes de Darboux inférieure et supérieure. Pour une fonction f : P → R

bornée sur P , elles sont définies par

S σ(f) =
∑

Q∈D(σ)

m(Q)|Q| et Sσ(f) =
∑

Q∈D(σ)

M(Q)|Q|,

où
m(Q) = inf{f(x ) : x ∈ Q}, M(Q) = sup{f(x ) : x ∈ Q}

et |Q| est le volume du pavé fermé Q.

On définit ensuite

S(f) = sup{S σ(f) : σ ∈ S(P )} et S(f) = inf{Sσ(f) : σ ∈ S(P )}.

Remarques
• Soit deux subdivisions σ et σ̃ de P . On définit la subdivision τ de P par
τj = σj ∪ σ̃j pour j ∈ {1, . . . , n} et on obtient

S σ̃(f) ⩽ Sτ (f) ⩽ Sτ (f) ⩽ Sσ(f).

Ainsi S σ̃(f) ⩽ Sσ(f) pour toutes subdivisions σ et σ̃ de P , d’où

S(f) ⩽ S(f).

• Si f est continue sur P (voir la définition 14.3.10), alors

m(Q) = min{f(x ) : x ∈ Q} et M(Q) = max{f(x ) : x ∈ Q}.

17.6.3 Définition : fonction intégrable

Soit un pavé fermé P ⊂ Rn et une fonction f : P → R bornée sur P .

La fonction f est dite intégrable (au sens de Riemann) sur P si

S(f) = S(f).

Dans ce cas, l’intégrale de f (sur P ) est définie par S(f) = S(f) et elle est
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notée

IP (f) =

∫
P

f(x )dx =

∫
· · ·
∫

P

f(x1, . . . , xn)dx1 · · · dxn.

On utilise aussi la terminologie intégrale multiple (si n = 2, on parle d’intégrale
double et si n = 3 d’intégrale triple).

Remarque. Soit K ∈ [ 0,+∞[ . Si f est bornée et intégrable avec

∀x ∈ P |f(x )| ⩽ K,

alors

−K|P | ⩽ S σ(f) ⩽
∫
P

f(x )dx ⩽ Sσ(f) ⩽ K|P |

pour toute subdivision σ de P .

Convention. Nous écrirons

IP (f),

∫
P

f(x )dx et

∫
· · ·
∫

P

f(x1, . . . , xn)dx1 · · · dxn

dans ce livre sans systématiquement préciser au préalable que f est bornée et
intégrable sur le pavé fermé P .

17.6.4 Invariance de l’intégrale par permutations des variables

Soit un pavé fermé P ⊂ Rn et une fonction f : P → R bornée et intégrable sur
P . Soit encore une bijection π : {1, . . . , n} → {1, . . . , n} (on dit que π est une
permutation de n éléments). Alors la fonction définie par

fπ(x1, . . . , xn) = f(xπ(1), . . . , xπ(n))

sur le pavé fermé

Pπ = {(x1, . . . , xn) : (xπ(1), . . . , xπ(n)) ∈ P}

est bornée et intégrable sur Pπ, et

∫
Pπ

fπ(x )dx =

∫
· · ·
∫

Pπ

f(xπ(1), . . . , xπ(n))dx1 · · · dxn =

∫
P

f(x )dx .

17.6.5 Intégrabilité des fonctions continues

Soit un pavé fermé

P = [ a1, b1 ]× . . .× [ an, bn ]
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et une fonction f : P → R continue sur P . Alors f est intégrable sur P et, si
de plus n ⩾ 2, l’intégrale se calcule à l’aide d’intégrations itérées (théorème de
Fubini) :

∫
P

f(x )dx =

bn∫
an

 bn−1∫
an−1

. . .

 b1∫
a1

f(x1, . . . , xn)dx1

 . . . dxn−1

dxn .

Remarque. En utilisant l’invariance de l’intégrale par permutations, on obtient
immédiatement l’égalité de l’intégrale avec des intégrales à une variable itérées
dans n’importe quel ordre. Par exemple

∫
P

f(x )dx =

b1∫
a1

 b2∫
a2

. . .

 bn∫
an

f(x1, . . . , xn)dxn

 . . . dx2

 dx1 .

17.6.6 Ensemble de mesure nulle au sens de Jordan

Un sous-ensemble N de Rn est dit de mesure nulle au sens de Jordan (dans Rn)
si

pour tout ϵ > 0 il existe k ∈ N∗ est des pavés fermés Q1, . . . , Qk ⊂ Rn tels
que

N ⊂
k⋃

j=1

Qj et

k∑
j=1

|Qj | ⩽ ϵ.

Dans ce cas, nous noterons |N |
J
= 0.

17.6.7 Proposition sur les ensembles de mesure nulle

• Si A est un sous-ensemble de Rn contenant un nombre fini d’éléments (ou
vide), alors |A|

J
= 0.

• Toute réunion finie d’ensembles de mesure nulle au sens de Jordan est de
mesure nulle au sens de Jordan.

17.6.8 Définition : fonction intégrable

Soit un sous-ensemble borné E ⊂ Rn, une fonction f : E → R bornée sur E et
un pavé fermé P ⊂ Rn qui contient E. Posons

f̂(x ) =

{
f(x ) si x ∈ E,
0 si x ∈ P\E.
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La fonction f est dite intégrable (au sens de Riemann) sur E si f̂ est
intégrable au sens de Riemann sur P . Dans ce cas, l’intégrale de f sur E
est définie par ∫

E

f(x )dx =

∫
P

f̂(x )dx .

Remarques

1) Cette définition ne dépend pas du choix du pavé fermé P .

2) Comme ci-dessus, l’intégrale de Riemann est invariante par permutations
des variables.

3) Si N ⊂ Rn satisfait |N |
J
= 0, alors N est borné. De plus, si la fonction

f : N → R est bornée sur N , alors f est intégrable sur N et IN (f) = 0.

4) Si E est borné, nous écrirons
∫
E

f(x )dx dans ce livre sans systématiquement

préciser au préalable que f est bornée et intégrable sur E.

17.6.9 Proposition sur les ensembles de mesure nulle (suite)

Si B est un sous-ensemble borné de R2 et si φ : B → R est bornée et
intégrable au sens de Riemann sur B, alors le graphe

G(φ) = {(x , φ(x )) : x ∈ B} ⊂ R3

satisfait |G(φ)|
J
= 0 dans R3.

Ceci reste valable lorsque R2 est remplacé par Rn−1 et R3 par Rn (n ⩾ 2).

17.6.10 Théorème : condition suffisante d’intégrabilité

Soit un sous-ensemble borné E ⊂ Rn, une fonction f : E → R bornée sur E et
un sous-ensemble fermé N ⊂ Rn.

Si le bord ∂E de E et N satisfont

|∂E|
J
= |N |

J
= 0 dans Rn,

et si f est continue en tout point de l’ouvert E̊\N , alors f est intégrable au
sens de Riemann sur E.

Si de plus f(x ) = 0 pour tout x ∈ E̊\N , alors

∫
E

f(x )dx = 0.
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En particulier, soit E un sous-ensemble borné non vide de Rn tel que |∂E|
J
=

0 dans Rn. Alors, le nombre réel IE(1) ⩾ 0 est appelé le volume de E et est noté
Vol(E). Autrement dit,

Vol (E) = IE(1) =

∫
E

dx .

Lorsque n = 3, ceci correspond bien à la notion intuitive de volume.

17.6.11 Théorème de Fubini dans l’espace : trois intégrales itérées

Soit a < b dans R, φ1, φ2 ∈ C([ a, b ],R), φ1 < φ2 sur ]a, b[ ,

D = {x = (x, y) ∈ R2 : a < x < b, φ1(x) < y < φ2(x)}
et

D = {x = (x, y) ∈ R2 : a ⩽ x ⩽ b, φ1(x) ⩽ y ⩽ φ2(x)}.
Soit encore G,H ∈ C(D,R), G < H sur D,

E = {x = (x, y, z) ∈ R3 : (x, y) ∈ D, G(x, y) < z < H(x, y)}
et f ∈ C(E,R), où

E = {x = (x, y, z) ∈ R3 : (x, y) ∈ D, G(x, y) ⩽ z ⩽ H(x, y)}.
Alors f est intégrable au sens de Riemann sur E et sur E, et

∫
E

f(x )dx =

∫
E

f(x )dx =

b∫
a

 φ2(x)∫
φ1(x)

 H(x,y)∫
G(x,y)

f(x, y, z)dz

 dy

 dx.

Remarque. Dans la pratique, il peut être avantageux d’appliquer le théorème
après avoir changé l’ordre des variables x, y et z.

17.6.12 Exemple

Soit E = {x = (x, y, z) ∈ R3 : 0 < z < y < x < 1} et la fonction f ∈ C(E,R)

définie par f(x, y, z) = ex
3

= exp(x3).
L’ensemble E s’écrit aussi

E = {x = (x, y, z) ∈ R3 : 0 < x < 1, 0 < y < x, 0 < z < y}.
Par ce qui précède, on obtient∫

E

f(x )dx =

1∫
0

 x∫
0

 y∫
0

ex
3

dz

dy

 dx

=

1∫
0

 x∫
0

yex
3

dy

 dx =

1∫
0

x2

2
ex

3

dx =
1

6
(e− 1).
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En considérant les variables dans l’ordre x, z et y, on obtient

E = {x = (x, y, z) ∈ R3 : 0 < x < 1, 0 < z < x, z < y < x}

et ∫
E

f(x )dx =

1∫
0

 x∫
0

 x∫
z

ex
3

dy

dz

 dx

=

1∫
0

 x∫
0

(x− z)ex
3

dz

dx =

1∫
0

x2

2
ex

3

dx =
1

6
(e− 1).

Essayer d’autres permutations des variables x, y et z.

17.6.13 Théorème : division du domaine d’intégration

Soit un sous-ensemble borné E ⊂ Rn, une fonction f : E → R bornée sur E, k ∈
N∗ = {1, 2, 3, . . .} et des sous-ensembles E1, . . . , Ek ⊂ E tels que E = ∪k

j=1Ej .

Si
|Ej ∩ Eℓ|J = 0 dans Rn pour tout 1 ⩽ j < ℓ ⩽ k

et si f est intégrable au sens de Riemann sur Ej pour tout j ∈ {1, . . . , k},
alors f est intégrable au sens de Riemann sur E et∫

E

f(x )dx =

k∑
j=1

∫
Ej

f(x )dx .

Remarque. Dans la pratique, lorsque n ∈ {2, 3}, les Ej sont choisis de telle
manière que, pour calculer ∫

Ej

f(x )dx ,

on puisse appliquer une des formules de Fubini d’intégrations itérées.

17.6.14 Théorème : changement de variables

Soit D et E deux sous-ensembles ouverts bornés de Rn tels que |∂D|
J
= 0

et |∂E|
J
= 0 dans Rn. Soit encore Ψ une bijection de E dans D de classe

C1 et telle que son jacobien (ou déterminant de Jacobi, voir § 15.5.5 et
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§ 16.6.4)

D(Ψ1, . . . ,Ψn)

D(u1, . . . , un)
(u) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂Ψ1

∂u1
(u)

∂Ψ1

∂u2
(u) . . .

∂Ψ1

∂un
(u)

∂Ψ2

∂u1
(u)

∂Ψ2

∂u2
(u) . . .

∂Ψ2

∂un
(u)

...
...

...

∂Ψn

∂u1
(u)

∂Ψn

∂u2
(u) . . .

∂Ψn

∂un
(u)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
est borné sur E et ne s’annule en aucun point u ∈ E.

Alors, pour toute fonction f : D → R continue et bornée, on a :∫
D

f(x ) dx =

∫
E

f
(
x = Ψ(u)

) ∣∣∣∣D(Ψ1, . . . ,Ψn)

D(u1, . . . , un)
(u)

∣∣∣∣du ,
où la valeur absolue du jacobien apparâıt dans l’intégrale.

Exemple. Dans R3, soit le parallélépipède ouvert

A =

{
(x, y, z) ∈ R3 : 0 < y < 3, −y < x < 2− y, −2x+ y

3
< z <

4− (2x+ y)

3

}
.

Par le théorème de Fubini dans l’espace (§ 17.6.11), son volume vaut

Vol (A) =

∫
A

dxdy dz =

∫ 3

0

(∫ 2−y

−y

(∫ (4−(2x+y))/3

−(2x+y)/3

dz

)
dx

)
dy

=

∫ 3

0

(∫ 2−y

−y

4

3
dx

)
dy =

∫ 3

0

8

3
dy = 8.

Il est également facile d’effectuer un changement de variables. Pour ce faire,
définissons

u = H1(x, y, z) = y, υ = H2(x, y, z) = x+ y, w = H3(x, y, z) = 2x+ y + 3z,

pour (x, y, z) ∈ A. Alors H = (H1, H2, H3) est une bijection de A dans le sous-
ensemble ouvert

B =
{
(u, υ, w) ∈ R3 : 0 < u < 3, 0 < υ < 2, 0 < w < 4

}
.

Le jacobien de H est

D(H1, H2, H3)

D(x, y, z)
(x, y, z) =

∣∣∣∣∣∣
0 1 0
1 1 0
2 1 3

∣∣∣∣∣∣ = −3,
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qui est une constante non nulle. Soit Ψ : B → A la fonction réciproque. Son
jacobien vaut 1/(−3) car Ψ ◦ H est l’application identique sur A et donc le
produit des jacobiens constants de Ψ et H vaut 1 (le jacobien de l’application
identique, voir § 16.6.5 en annexe). Le théorème du changement de variables
donne

Vol (A) =

∫
B

| − 1/3|dudυ dw =
1

3

∫
B

dudυ dw =
1

3
Vol (B) =

24

3
= 8.

17.6.15 Intégration sur tout Rn d’une fonction continue

Supposons que (Dk)k∈N soit un recouvrement régulier de Rn, c’est-à-dire :
• chaque Dk est un sous-ensemble ouvert et borné de Rn ;
• |∂Dk|J = 0 dans Rn pour tout k ∈ N ;
• D0 ⊂ D1 ⊂ . . . ⊂ Dk−1 ⊂ Dk ⊂ Dk+1 ⊂ . . . ;
• à tout nombre réel r > 0, on peut associer un entier k(r) ⩾ 0 tel que

{(x1, . . . , xn) ∈ Rn : |x1| ⩽ r, . . . , |xn| ⩽ r} ⊂ Dk(r).

Supposons aussi que f : Rn → R soit une fonction continue. Alors, si la suite
(IDk

(|f |)) converge, la suite (IDk
(f)) converge aussi et sa limite ne dépend pas

du choix du recouvrement régulier de Rn considéré (comme au théorème 17.5.8).
Par définition, cette limite est appelée l’intégrale multiple (si n = 2, on parle
d’intégrale double et si n = 3 d’intégrale triple) de f sur Rn et on écrit

I
Rn (f) =

∫
Rn

f(x )dx =

∫
· · ·
∫

Rn

f(x1, . . . , xn)dx1 · · · dxn = lim
k→+∞

IDk
(f).

17.6.16 Remarque

Notons que tous les résultats donnés dans ce livre concernant les intégrales
doubles restent valables pour les intégrales multiples.

17.6.17 Coordonnées cylindriques

Soit r ∈ ]0,+∞[, h1 < h2 deux nombres réels et D le cylindre défini par

D = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 < r2, h1 < z < h2}.

Alors, pour toute fonction f : D̄ → R continue, on a :

∫∫∫
D

f(x, y, z)dxdy dz =

h2∫
h1

 2π∫
0

 r∫
0

f(ρ cos θ, ρ sin θ, z)ρdρ

dθ

 dz

(17.1)
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(Cette égalité reste valable si on permute l’ordre des intégrations.) En particulier,

V (D) =

∫∫∫
D

dxdy dz =

h2∫
h1

 2π∫
0

 r∫
0

ρdρ

dθ

dz = πr2(h2 − h1).

Pour prouver (17.1), on considère la bijection Ψ = (Ψ1,Ψ2,Ψ3) : E → F
définie par

E = {(ρ, θ, z) ∈ R3 : 0 < ρ < r, θ ∈ ]0, 2π[ , h1 < z < h2},

F = D \ {(x, 0, z) ∈ R3 : x ⩾ 0}
et

Ψ1(ρ, θ, z) = ρ cos θ, Ψ2(ρ, θ, z) = ρ sin θ, Ψ3(ρ, θ, z) = z.

Voir la figure 17.10.
On a

D(Ψ1,Ψ2,Ψ3)

D(ρ, θ, z)
(ρ, θ, z) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂Ψ1

∂ρ
(ρ, θ, z)

∂Ψ1

∂θ
(ρ, θ, z)

∂Ψ1

∂z
(ρ, θ, z)

∂Ψ2

∂ρ
(ρ, θ, z)

∂Ψ2

∂θ
(ρ, θ, z)

∂Ψ2

∂z
(ρ, θ, z)

∂Ψ3

∂ρ
(ρ, θ, z)

∂Ψ3

∂θ
(ρ, θ, z)

∂Ψ3

∂z
(ρ, θ, z)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
cos θ −ρ sin θ 0

sin θ ρ cos θ 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= ρ > 0

et ainsi∫∫∫
D

f(x, y, z)dxdy dz
§ 17.6.13

=

∫∫∫
F

f(x, y, z)dxdy dz

§ 17.6.14
=

∫∫∫
E

f(ρ cos θ, ρ sin θ, z)ρ dρ dθ dz

§ 17.6.13
=

∫∫∫
Ē

f(ρ cos θ, ρ sin θ, z)ρ dρ dθ dz

§ 17.6.5
=

h2∫
h1

 2π∫
0

 r∫
0

f(ρ cos θ, ρ sin θ, z)ρ dρ

 dθ

 dz.
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ρ

z

z

y

y

x

x

r

h2

h1

θ

Fig. 17.10

17.6.18 Coordonnées sphériques

Soit r un nombre réel positif et f : B(0, r) → R une fonction continue.
Alors,∫∫∫

B(0,r)

f(x, y, z) dxdy dz

=

2π∫
0

 π∫
0

 r∫
0

f(ρ sinβ cos θ, ρ sinβ sin θ, ρ cosβ)ρ2 sinβ dρ

dβ

dθ

(17.2)

(Cette égalité reste valable si on permute l’ordre des intégrations.) En particulier,

V (B(0, r)) =

∫∫∫
B(0,r)

dxdy dz =

2π∫
0

 π∫
0

 r∫
0

ρ2 sinβdρ

 dβ

dθ

=
4πr3

3
.
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Pour prouver (17.2), on considère la bijection Ψ = (Ψ1,Ψ2,Ψ3) : E → D
définie par

E = {(ρ, β, θ) ∈ R3 : 0 < ρ < r, β ∈ ]0, π[ , θ ∈ ]0, 2π[},

D = B(0, r) \ {(x, 0, z) ∈ R3 : x ⩾ 0}
et

Ψ1(ρ, β, θ) = ρ sinβ cos θ, Ψ2(ρ, β, θ) = ρ sinβ sin θ, Ψ3(ρ, β, θ) = ρ cosβ.

Voir la figure 17.11

ρ
β

z

z

y

y

x

x

r

θ

Fig. 17.11

On a

D(Ψ1,Ψ2,Ψ3)

D(ρ, β, θ)
(ρ, β, θ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂Ψ1

∂ρ
(ρ, β, θ)

∂Ψ1

∂β
(ρ, β, θ)

∂Ψ1

∂θ
(ρ, β, θ)

∂Ψ2

∂ρ
(ρ, β, θ)

∂Ψ2

∂β
(ρ, β, θ)

∂Ψ2

∂θ
(ρ, β, θ)

∂Ψ3

∂ρ
(ρ, β, θ)

∂Ψ3

∂β
(ρ, β, θ)

∂Ψ3

∂θ
(ρ, β, θ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
sinβ cos θ ρ cosβ cos θ −ρ sinβ sin θ

sinβ sin θ ρ cosβ sin θ ρ sinβ cos θ

cosβ −ρ sinβ 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= ρ2 sinβ > 0
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et ainsi∫∫∫
B(0,r)

f(x, y, z)dxdy dz
§ 17.6.13

=

∫∫∫
D

f(x, y, z)dx dy dz

§ 17.6.14
=

∫∫∫
E

f(ρ sinβ cos θ, ρ sinβ sin θ, ρ cosβ)ρ2 sinβ dρdθ dβ

§ 17.6.13
=

∫∫∫
Ē

f(ρ sinβ cos θ, ρ sinβ sin θ, ρ cosβ)ρ2 sinβ dρ dθ dβ

§ 17.6.5
=

2π∫
0

 π∫
0

 r∫
0

f(ρ sinβ cos θ, ρ sinβ sin θ, ρ cosβ)ρ2 sinβ dρ

 dβ

 dθ.

17.6.19 Volume d’un ellipsöıde

Soit a, b, c trois nombres réels positifs et D l’ellipsöıde défini par (fig. 17.12)

D =

{
(x, y, z) ∈ R3 :

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
< 1

}
.

Alors,

V (D) =

∫∫∫
D

dxdy dz =

a∫
−a


b
√

1− x2

a2∫
−b
√

1− x2

a2


c
√

1− x2

a2 − y2

b2∫
−c
√

1− x2

a2 − y2

b2

dz

dy

dx

=

a∫
−a


b
√

1− x2

a2∫
−b
√

1− x2

a2

2c

√
1− x2

a2
− y2

b2
dy

dx

=

a∫
−a

 π/2∫
−π/2

2bc

(
1− x2

a2

)
cos2θ dθ

dx

avec y = b
√
1− x2

a2 sin θ, et on a

V (D) = 2bc

 a∫
−a

(
1− x2

a2

)
dx


 π/2∫
−π/2

cos2θ dθ

 =
4πabc

3
.

17.6.20 Volume de la boule dans Rn

Soit r un nombre réel positif et désignons par Vn(r) le volume de la boule
Bn(0, r) = {(x1, . . . , xn} ∈ Rn :

√
x21 + . . .+ x2n < r}. Puisque V2(r) = πr2

(§ 17.4.5) et V3(r) = (4π/3)r3 (§ 17.6.18), il semblerait que Vn(r) = αn r
n avec
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z

y

x

a

b

c

Fig. 17.12

αn ∈]0,+∞[. En effet, supposons le résultat vrai pour un entier n ⩾ 2. Alors,

Vn+1(r) =

∫
. . .

∫
Bn+1(0,r)

dx1 . . . dxn+1

=

r∫
−r

 ∫
. . .

∫
Bn(0,

√
r2−x2

n+1 )

dx1 . . . dxn

dxn+1

=

r∫
−r

αn(r
2 − x2n+1)

n/2
dxn+1

=

π/2∫
−π/2

αnr
n+1cosn+1θdθ (avec xn+1 = r sin θ)

=

 π/2∫
−π/2

αncos
n+1θ dθ

 · rn+1 = αn+1r
n+1.

Puisque le résultat est vrai pour n = 2, on a ainsi démontré, par récurrence, qu’à
tout entier n ⩾ 2, on peut associer un nombre réel αn > 0 tel que Vn(r) = αnr

n.
De plus, pour tout n ⩾ 3, on a :

αn = αn−1 ·
π/2∫

−π/2

cosnθ dθ.
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On se propose à présent de calculer les αn. Pour cela, considérons la suite (βn)
définie par

βn =

π/2∫
−π/2

cosnθ dθ = 2

π/2∫
0

cosnθ dθ.

On sait, d’après l’exercice 9.6.4, que pour tout entier n ⩾ 2 :

βn =
n− 1

n
βn−2;

ce qui implique, du fait que β0 = π et β1 = 2, que pour tout n ∈ N∗,

βnβn−1 =
2π

n
.

De ce résultat, on déduit que pour tout entier n ⩾ 4 :

αn =
2π

n
αn−2.

Finalement, puisque α2 = π et α3 = 4π/3, on obtient que pour tout entier
n ⩾ 2 :

αn =


2π

n
· 2π

n− 2
· . . . · 2π

2
si n est pair

2π

n
· 2π

n− 2
· . . . · 2π

3
· 2 si n est impair.

17.7 Exercices

17.7.1 Calculer

1)

∫∫
D

x2y dx dy où D = {(x, y) ∈ R2 : 0 < x < y < 2x, x2 + y2 > 4, xy < 4}

2)

∫∫
D

xy dx dy où

D = {(x, y) ∈ R2 : y > 1, x− y > 0, 4(x− 1)2 + 9(y − 1)2 < 36}

3)

∫∫
D

dx dy√
xy

où D = {(x, y) ∈ R2 : 1 < x < 2, 4 < xy < 8, 4x− y − 4 < 0}

4)

∫∫
D

(x3 + y3) dxdy où D = {(x, y) ∈ R2 : 1 < xy < 2, x2 < y < 2x2}

5)

∫∫
D

dxdy

(x+ y)
3 où D = {(x, y) ∈ R2 : x > 1, y > 1, (x+ y) < 3}
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6)

∫∫
D

cos (x2 + y2 − 4x+ 4) dxdy où

D = {(x, y) ∈ R2 : y > 0, 1 < (x− 2)2 + y2 < 4}

7)

∫∫
D

|(x− y)(x+ y− 2)|dxdy où D = {(x, y) ∈ R2 : 0 < y < x, x+ y− 2 < 0}

8)

∫∫
D

sin(x2 + y2)

2 + cos(x2 + y2)
dxdy où D = {(x, y) ∈ R2 : 1 < x2 + y2 < 4}.

9)

∫∫
D

dxdy

( 13 + x2 + y2)
3/2

où D =
{
(x, y) ∈ R2 : 0 < x <

√
2, 0 < y <

√
2
3

}
.

17.7.2 Calculer

1)

6∫
4

 x/2∫
1

dy√
(8− x)(x− y)

 dx

2)

1/
√
2∫

0


√

1−y2∫
y

ln(1 + x2 + y2) dx

dy.

17.7.3 Calculer

1)

∫∫∫
D

dx dy dz√
x2 + y2 + z2

où D = {(x, y, z) ∈ R3 : 1 < x2 + y2 + z2 < 4}

2)

∫∫∫
D

dxdy dz

(x+ y + z + 1)
2 où

D = {(x, y, z) ∈ R3 : x > 0, y > 0, z > 0, z > 0, x+ y + z < 1}

3)

∫∫∫
D

dxdy dz où D = {(x, y, z) ∈ R3 : 0 < z < 4− x2 − y2}

4)

∫∫∫
D

dxdy dz√
(x− 2)

2
+ y2 + z2

où D = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 < 4}

5)

∫∫∫
D

z(x2 + y2)dxdy dz où D = {(x, y, z) ∈ R3 : 0 < z < 3, x2 + y2 < z2}

6)

∫∫∫
D

z dxdy dz où D = {(x, y, z) ∈ R3 : z > 0, x2+y2 < 1, x2+y2+z2 < 4}.
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7)

∫∫∫
D

(x+ y + z)2 dx dy dz où

D{(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 < 2z, x2 + y2 + z2 < 3}

8)

∫∫∫
D

ex dxdy dz où D = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 < 4, x2 + z2 < 4}.

17.7.4 En effectuant le changement de variables x = u2 et y = v/u, calculer∫∫
D

dx dy

(1 + x)(1 + xy2)
où D = {(x, y)} ∈ R2 : 0 < x < 1, 0 < y < 1}.

17.7.5 En effectuant le changement de variables u = x+ y et v = x− y calculer∫∫
D

e(x−y/x+y)dxdy où D = {(x, y)} ∈ R2 : x > 0, y > 0,
1

2
< x+ y < 1}.

17.7.6 En effectuant le changement de variables x = u et y = u tanθ, calculer

lim
t→0+

1∫
t

 1∫
0

x2 − y2

(x2 + y2)
2 dy

 dx.

17.7.7 Trouver l’aire du domaine délimité par la cardiöıde φ(θ) = a(1 + cos θ),
a > 0.

17.7.8 Calculer l’aire du domaine délimité par la lemniscate φ2(θ) = a2 cos 2θ,
a > 0.

17.7.9 Soit D un sous-ensemble ouvert borné de R2 et f, g : D → R deux
fonctions continues et bornées. Montrer que

∫∫
D

fg(x, y) dxdy =

∫∫
D

f2(x, y) dxdy

1/2

·

∫∫
D

g2(x, y) dx dy

1/2

si et seulement si f et g sont linéairement dépendantes (§ 12.4.3).

17.7.10 Soit f : R→ R une fonction continue telle que pour tout x ∈ R : f(x) >
0. Calculer∫∫

D

2f(x) + 5f(y)

f(x) + f(y)
dx dy où D = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 < 4}.
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17.7.11 Soit f : [−2, 2] → R une fonction continue et paire (c’est-à-dire telle que
f(−t) = f(t)). Montrer que

∫∫
D

f(x− y) dx dy = 2

2∫
0

(2− t)f(t)dt où D = {(x, y) ∈ R2 : |x| < 1, |y| < 1}.

17.7.12 Soit f : [0,+∞ [× [0,+∞ [→ R une fonction continue et F : ]0,+∞ [× ]0,+∞[→
R la fonction définie par

F (x, y) =

x∫
0

 y∫
0

f(r, s)ds

 dr.

Calculer
∂2F

∂x∂y
(x, y) et

∂2F

∂y∂x
(x, y).

17.7.13 Calculer

1)

∫∫
R2

e−
(x2+y2)

sin(x2 + y2)dxdy

2)

∫∫
R2

dx dy

(1 + x4)(1 + y4)

3)

∫∫
R2

e−x2

1 + y2
dxdy

4)

∫∫
R2

ln(1 + x2 + y2)

(1 + x2 + y2)
2 dxdy.

17.7.14 Calculer le volume de la boule Bn(0, r) pour n = 4 et n = 5.
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[1] J. Bass, Cours de mathématiques, tome 2, Masson, Paris 1971.
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[4] B. Calvo, J. Doyen, A. Calvo, F. Boschet, Cours d’analyse, tomes 1 à
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(intégrale –), 265, 273, 275, 278,
284

(série –), 71
Accroissements finis (théorème des
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à droite (fonction –), 103
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240
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Différentielle, 454, 455, 465

(forme –), 412
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Équation différentielle, 297
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d’un chemin, 348
Extremum local, 86
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Intégration par parties, 230
Intégrations successives (théorème

des –), 516
Intérieur

(l’–), 339
(point –), 339

Intermédiaire (théorème de la
valeur –), 106, 373

Intervalle
borné, 6
d’intégration, 215
de convergence, 201
de paramétrisation, 471
fermé, 6, 15
maximal, 298
non borné, 15
ouvert, 6, 15
semi-ouvert, 6

Irrationnel (nombre –), 6
Irrotationnel (champ de vecteurs –),

470

Jacobi
(déterminant de –), 466
(matrice de –), 465

Jacobien, 435, 466
Jordan (mesure nulle au sens de –),

488, 524

Lagrange (multiplicateurs de –),
433, 440

Laplacien, 427, 470
en coordonnées cylindriques,

444
en coordonnées sphériques, 444

Leibniz (formule de –), 172
Limite

d’une fonction, 90, 359
d’une suite, 40, 334
inférieure, 57
infinie, 97
simple, 116
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supérieure, 56
supérieure (critère de la –), 75
uniforme, 116

Linéaire (application –), 452
Linéairement

dépendantes (fonctions –), 311
indépendantes (fonctions –),

311
Lipschitzienne (fonction –), 114
Logarithme

(fonction –), 178
(fonction complexe), 35
de base a (fonction –), 180

Longueur d’un arc, 235
de courbe, 476

MacLaurin
(formule de –), 150
(polynôme de –), 151
(série de –), 205

Majorant, 7, 37
Majoré (ensemble –), 7
Majorée

(fonction –), 85
(suite –), 37

Matrice
de Jacobi, 465
jacobienne, 465

Maximum, 87, 371
d’un ensemble, 7
local, 86, 419

Mesure nulle au sens de Jordan, 488,
524

Méthode de la variation
de la constante, 307, 313
des constantes, 316

Méthode des coefficients indétermi-
nés, 323

Minimum, 87, 371
d’un ensemble, 7
local, 86, 419

Minkowski (inégalité de –), 187, 494
Minorant, 7, 37
Minoré (ensemble –), 7
Minorée

(fonction –), 85
(suite –), 37

Module, 19, 23
Moivre (formule de –), 27
Monotone

(fonction –), 88
(fonction strictement –), 88
(suite –), 38
(suite strictement –), 38
(théorème de la convergence –),

228
Moyenne (théorème de la –), 219,

487
Multiplicateurs de Lagrange, 433,

440

Nombre
complexe, 17
irrationnel, 6
purement imaginaire, 18
rationnel, 1
réel, 4
réel négatif, 6
réel positif, 6

Norme euclidienne, 332

Ordonné (corps –), 5
Ordonnées (axes des –), 81, 358
Origine, 81, 358

d’un chemin, 348
Ouvert

(ensemble –), 340
(intervalle –), 6, 15

Ouverte (boule –), 339

Paire (fonction –), 88
Parabolique (branche –), 169
Paramètre, 471
Partie

entière, 11
imaginaire, 18
négative, 89
positive, 89
principale, 148
rélle, 18

Pas, 213
Pavé

fermé, 521
ouvert, 521

Pente, 129



Index 547

Période, 88
(la –), 89, 114

Périodique (fonction –), 88
Permutation, 523
Phase, 23
Plan

complexe, 20
tangent, 456

Point
(distance d’un –), 378
(voisinage d’un –), 89
d’accumulation, 354
d’inflexion, 158
de discontinuité, 101
fixe, 107
frontière, 345
intérieur, 339
régulier, 473
simple, 473
singulier, 473
stationnaire, 137, 419

Polaire (forme –), 22
Polynôme

de MacLaurin, 151
de Taylor, 151, 205

Primitive, 220
Principale (partie –), 148
Principe du maximum et du mini-

mum, 427
Produit scalaire, 356
Prolongement, 89

par continuité, 103
Pythagore (égalité de –), 356

Racine d’un nombre complexe, 28
Raisonnement

par induction, 1
Rationnel (nombre –), 1
Rayon

d’une boule ouverte, 6
de convergence, 201

Réciproque
(application –), 83
(image –), 84
(théorème de la fonction –), 438

Recouvrement régulier, 507, 529
Rectangle fermé, 481

Réel (nombre –), 4
Réelle (partie –), 18
Règle de Bernoulli-L’Hospital, 145
Régulier (point –), 473
Régulière (courbe –), 473
Reste, 148, 205
Restriction, 89
Riccati (équation de –), 326
Rolle (théorème de –), 139
Rotationnel, 469

Schwarz (théorème de –), 407
Semi-ouvert (intervalle –), 6
Séparées (équation différentielle à

variables –), 298, 299
Série, 71, 199

absolument convergente, 71
convergente, 71
de MacLaurin, 205
de puissances, 199
de Taylor, 205
divergente, 71
entière, 199
géométrique, 200
harmonique, 72
harmonique alternée, 74

Simple
(courbe –), 473
(point –), 473

Singulier (point –), 473
Sinus hyperbolique (fonction –), 188
Solénöıdal (champ de vecteurs –),

469
Solution, 297, 299, 306, 311, 321

générale, 298, 307, 308, 316,
318, 323

maximale, 298, 304
particulière, 298, 308, 317

Somme, 71
inférieure de Darboux, 214,

479, 522
partielle, 71
supérieure de Darboux, 214,

479, 522
Sous-suite, 58, 338
Spirale logarithmique, 475
Stationnaire (point –), 137, 419
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Strictement croissante
(fonction –), 88
(suite –), 37

Strictement décroissante
(fonction –), 88
(suite –), 37

Subdivision, 213, 521
régulière, 213

Suite, 37, 333
bornée, 37, 334
convergente, 40, 334
croissante, 37
de Cauchy, 62, 337
de fonctions, 116
décroissante, 37
divergente, 40, 334
extraite, 59, 338
majorée, 37
minorée, 37
monotone, 38
partielle, 59, 338

Supérieure
(borne –), 7
(limite –), 56

Supremum, 7, 85
Surjection, 83
Surjective (application –), 83
Symétrie (centre de –), 88

Tangent
(plan–), 456
(vecteur –), 472

Tangente, 129
(droite –), 473
hyperbolique (fonction –), 189

Taylor
(formule de –), 150, 410
(polynôme de –), 151, 205
(série de –), 205

Théorème
d’Euler, 403
de Bolzano-Weierstrass, 59, 338
de Dini, 119
de Fubini, 483
de Heine–Borel–Lebesgue, 9,

352
de la convergence

monotone, 228
uniforme, 227

de la fonction réciproque, 438
de la moyenne, 219, 487
de la valeur intermédiaire, 106,

373
de Rolle, 139
de Schwarz, 407
de Tietze-Urysohn, 379
des accroissements finis, 141
généralisés, 144

des deux gendarmes
pour les fonctions, 94, 364
pour les suites, 48

des fonctions implicites, 429,
435

des intégrations successives,
516

du point fixe de Banach, 114
fondamental de l’algèbre, 33
fondamental du calcul intégral,

221, 223
Tietze-Urysohn (théorème de –),

379
Trace, 471

Unicité de la limite
d’une fonction, 91
d’une suite, 40

Uniforme
(continuité –), 104
(convergence –), 116
(limite –), 116
(théorème de la convergence –),

227
Unité imaginaire, 17

Valeur absolue, 13, 48, 85
Variable

(changement de –), 501, 527
d’intégration, 215
indépendante, 81, 357

Variation de la constante (méthode
de la –), 307, 313

Variation des constantes (méthode
de la –), 316

Vecteur
tangent, 472
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vitesse, 472
Vectoriel (espace –), 331
Vide (ensemble –), 6
Vitesse, 472

(vecteur –), 472
Voisinage

d’un point, 89, 359
de l’infini, 96

Volume, 526
d’un corps de révolution, 240

Wronskien, 314
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