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Avant-propos

Ce texte est issu d’un enseignement donné depuis plusieurs années a I’Ecole
polytechnique fédérale de Lausanne aux étudiants de la section de physique
pendant le troisiéme semestre. Le but est de présenter les bases et les outils
principaux du calcul des probabilités de maniére a faciliter par la suite la lec-
ture et la consultation de textes plus avancés. Ce texte convient aussi & un
enseignement pour des étudiants de mathématiques.

Le texte est divisé en trois parties. Dans la premiére partie, constituée des
chapitres 1 & 8, les notions et les outils de base sont exposés. La notion d’es-
pérance d’une variable aléatoire (v.a.) est traitée de fagon approfondie. Dans
la deuxiéme partie, constituée par les chapitres 9 a 12, les notions et les outils
introduits sont utilisés pour construire des modéles importants et pour discuter
en détail deux théorémes fondamentaux. Cette partie commence par un cha-
pitre qui donne une bréve introduction aux chaines de Markov. Le chapitre 10
expose le théoréme de la loi des grands nombres et ses conséquences. Le cha-
pitre 11 est consacré aux marches aléatoires et le chapitre 12 au théoréme de
la limite centrale. Dans ces deux parties, le modéle d’Ising (dans la version de
Curie-Weiss) est introduit pour illustrer des concepts de la théorie. Ceci per-
met aussi de faire le lien avec la mécanique statistique. Enfin, dans les chapitres
13 a 16, la théorie est appliquée a quelques situations classiques de statistique
mathématique, estimations ponctuelles, populations normalement distribuées,
méthode des moindres carrés, estimations par intervalle et notion de test.

Tout au long du texte des exercices sont proposés afin de mieux maitriser le
contenu des chapitres. Lorsque la matiére d’un chapitre est assimilée, la plupart
des exercices ne présentent pas de difficultés majeures. Il est bon cependant de
rappeler que pour n’importe quel sujet mathématique, les exercices les plus
utiles sont les questions qu’on se pose et résout soi-méme. A la fin du livre les
solutions de certains exercices sont données.

Les prérequis sont peu nombreux. Les notions du calcul différentiel et inté-
gral et de ’algébre linéaire qui sont utilisées font ’objet de rappels qui suivent
cet avant-propos. Il est utile de prendre connaissance de ces rappels car cer-
taines conventions et notations y sont définies.

La bibliographie correspond aux sources principales utilisées, en particulier
louvrage classique [Fel] pour le chapitre 11. Les références [Ch|, [MiUp] et [Si]
développent la théorie de points de vue assez différents. Les références [Bi], [Br|,
[Fe2], [Ar] et [Pe] sont de niveau plus avancé, mais devraient étre abordables,
au moins en partie, une fois que I'étudiant a assimilé le contenu de ce texte.
Le petit traité de combinatoire [Be| est utile. Il existe de nombreux autres
ouvrages d’introduction & la théorie des probabilités et & la statistique, qui
sont excellents et qui sont écrits avec des points de vue différents.
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Conventions et rappels de
mathématiques

Le signe O est utilisé pour indiquer la fin d’une preuve et si nécessaire la fin
d’une remarque ou d’'un exemple.

I.1 Rappel sur les ensembles

La notion d’ensemble est fondamentale pour la théorie des probabilités. On
utilise le terme « ensemble » seulement dans les situations suivantes :
a) Il s’agit d’une collection d’objets qu’'on peut énumeérer sans ambiguiteé.
Par exemple

E=1{1,2,3} A={a,b,c,d} V ={a,e,io,u}.

Les énumeérations se référent & un contexte qui est précisé ou qui est
évident pour le lecteur.

b) Il s’agit d’une collection d’objets définie par un critére permettant de dire
sans ambiguité si un objet appartient ou non au dit ensemble. L’assertion
« cet objet appartient a ’ensemble » est alors, pour un objet donné, une
proposition décidable qui est vraie ou fausse.
L’expression x € A signifie que = est un élément de A. Dans ce livre les mots
famille, collection, espace sont des synonymes du mot ensemble. Soit A et B
deux ensembles; la notation A C B signifie que A est un sous-ensemble de B
on peut avoir A = B. Si A C Q, I'ensemble complémentaire de A par rapport a
Q est A°:= Q\ A. Plus généralement, si A C Q et B CQ,

AB:={reA:x¢B}=ANDB°.
Les opérations d’union et d’intersection sont distributives,
AN(CUD)=(ANC)U(AND)

et
AU(CND)=(AuC)Nn(AuD).

Soit © un ensemble et Ay, t € I, une famille de sous-ensembles de 2, indexée
par les éléments d’un ensemble quelconque I ; I'identité suivante est appelée
formule de De Morgan (1806-1871)

(UAt)C:ﬂAf.

tel tel



xii Rappel d’analyse

En effet .
fUE(UAt) = s AVt < ze)Af.
tel tel

Le produit cartésien de deux ensembles A et B est 'ensemble
Ax B:={(z,y): v € Aety € B}.
Le produit cartésien de n copies d’un ensemble A est I’ensemble
A" =Ax - x A:={(x1,...,xp): x; €A, Vi=1,...,n}.

Les éléments de A™ correspondent aux applications définies sur {1,...,n} et a
valeur dans A. Un élément de A™ est aussi appelé n-uple.

N:={1,2,...} est ensemble des nombres naturels;

Z:={...,—1,01,...} est ensemble des entiers relatifs;

R est ’ensemble des nombres réels;

RF est le produit cartésien de k copies de R. Les éléments de RF sont
notés par (z1,...,T;) ou par X.
La cardinalité d’un ensemble fini E est le nombre d’éléments de cet ensemble;

elle est notée |E|, ou cardE. Un ensemble E est dénombrable si E posséde une
infinité d’éléments et s’il existe une bijection

p:N—=E, nw—p(n)

qui donne une énumération des éléments de E : E = {ej1,eq,e3,...} avec e, =
©(n). L’ensemble Z est dénombrable, mais non l’ensemble R.

Proposition 1.1 a) Soit A un ensemble dénombrable et B C A. Si B a une
infinité d’éléments, alors B est dénombrable.

b) Soit A, n > 1, une collection dénombrable d’ensembles. Si chaque A,, est
fini ou dénombrable, et si lunion |J,~, An a une infinité d’éléments, alors
U,,>1 An est dénombrable. B

1.2 Rappel d’analyse

Un intervalle est un sous-ensemble de R qui est borné et connexe; il peut étre
ouvert, fermé, ouvert a gauche et fermé a droite ou ouvert & droite et fermé a
gauche. Ces différents cas sont notés respectivement,

(a,b) :={z €eR:a <z <b} [a,b] :={z eR:a <z < b}

et
(a,0) :={z €eR:a<x <} [a,0) :={z eR:a <z <b}.
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Si la suite n’est pas bornée supérieurement, on pose limsup,, ,, = o0 ; si pour
tout M € R il existe n tel que sup,,~,, T,m < M, alors on pose limsup,, r, =
—o00. Des conventions similaires sont faites pour liminf,, z,, qui vérifie I'identité

limsup(—x,) = —liminf x,, .
n—o0o n—o0

Une suite est convergente, et sa limite est a € R, si et seulement si

limsupx, = liminfz,, =a.
n—00 n—00

L’expression f: (a,b) — R désigne une fonction f définie sur 'intervalle ouvert
(a,b) a valeur réelle. Lorsque le domaine de définition de f est évident par
le contexte, on désigne une fonction par x — f(x) ou simplement par f. La
fonction f est continue en c € (a,b) si et seulement si

(Van € (a,b), lim @, =c) = lim f(z,) = f(c).

n— oo

Lemme 1.1 Soit a,, n > 1, une suite convergente de limite a € R. Alors

tim (1+%2)" = e,
n

n—oo

Preuve Soit a = lim, a,, ; pour tout b € R,

b:hmM: lim nln(lJré): lim ln(1+é)n.
n

x—0 €T n— oo n n—o00

Pour tout € > 0, si n est suffisamment grand, a—¢ < a,, < a+¢. Par conséquent
pour tout € > 0

a—agliminfln(l—&—a—n) Slimsupln(l—&—a—n) <a-+e.
n n

n—oo n—00

Comme la fonction exponentielle est continue, on en déduit
A\ ™ an\™
lim ln(l—l——n> =a et lim (1—}——”) =e”.
n— 00 n n—00 n
(]

Une fonction f est de classe C! si elle est dérivable et si sa dérivée est
continue sur (a,b). Une fonction continue f: (a,b) — R est conveze sur (a,b)
si pour tout 0 < A <1 et pour tout z1,zs € (a,b),

fOzr + (1= Nag) < Af(z1) + (1= A)f(z2) .

Géométriquement, une fonction convexe est caractérisée par le fait que pour
tout ¢ € (a,b) il existe a € R (pas nécessairement unique) tel que

fle+t) > fle)+ta Vit, c+te(a,b).
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Par exemple, x — e est une fonction convexe sur R et
)
e >1—x Vzx.

Si la dérivée seconde f”(z) > 0 pour tout = € (a,b), alors f est convexe sur
(a,b). Une fonction f est concave si et seulement si —f est convexe.

On rappelle quelques résultats importants concernant Uintégrale de
Riemann (1826-1866) et la convergence des séries.

Proposition 1.2 Si f est une fonction non négative, monotone décroissante,
définie sur un intervalle [a,b], alors f est Riemann intégrable.

yA

]y

0 Ty T Z3 Ty Ts Tg Ty xg

Figure 1 La différence entre la somme de Riemann supérieure et la somme de Rie-
mann inférieure est égale a ’aire de la premiere colonne a gauche.

Preuve L’idée de la démonstration est due & Newton (1642-1727). On considere
une subdivision de [a,b] en n parties égales, a = 21 < -+ < z,41 = b. Les
sommes de Riemann inférieures, respectivement supérieures, de f pour cette
partition vérifient

b—a
—

n h— . n
Sy i= Y flaim) = < 5= Y f()
1=1 =1

Par définiton de S,, et S,, (voir figure 1)

A partir de ce résultat on déduit aisément ’existence de I'intégrale de Riemann
de f sur [a,b] lorsque n — oo. O

Proposition 1.3 Soit a,, > 0, n > 1, une suite décroissante et une fonction f
décroissante définie sur [0,00) telle que a,, = f(n). Alors

n+1 n

f(t)dtggak s/o f(t)dt.
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Des résultats analogues sont vrais dans le cas monotone croissant avec des
inégalités inversées.

Preuve La somme en question est interprétée soit comme une somme de
Riemann inférieure, soit comme une somme de Riemann supérieure (le pas
des subdivisions est de longueur 1; voir figure 1). a

Proposition 1.4 Soit g, une suite de fonctions non négatives, monotones dé-
croissantes, définies sur Uintervalle borné [0, N| et telles que

gn(t) < gny1(t) YVt et limgy(0) = g(0) < oo.

Alors la fonction g, g(t) := lim, o gn(t), est Riemann intégrable et
N N
lim gn(t)dt = / g(t)dt.
0

n—00 0

Preuve Sans restreindre la généralité on suppose que N € N. La condition
lim,, g,,(0) = g(0) < oo implique que g(t) est finie pour tout ¢ € [0, N] puisque
g est non croissante. La suite g,,, m > 1, étant monotone,

N N
/ g(t)dt > lim gm(t)dt.
0

m—00 0

On minore l'intégrale de droite en minorant les sommes de Riemann inférieures
pour [g,, par une somme de Riemann inférieure de [g de la fagon suivante.
L’intervalle [0, N] est subdivisé en N2" sous-intervalles de longueur 2~". Pour
tout n € N et pour tout 6 > 0 il existe ms,, tel que si m > ms,

gm(k27") > g(k27") -6 Vk,1<k<N2",
car le nombre de points de la subdivision est fini. Pour m > ms ,,

N 2™

N
/ gm(t)dt > 27"g(k27") — 27" SN2".
0 k=1

On prend successivement les limites m — 0o, § — 0 puis n — 0o ; on obtient
N N
lim gm (t) dt > / g(t)dt.
0

m—0oQ0 0

Proposition 1.5 Soit ay,as,... une suite de nombres réels et p : N — N une
bijection. On pose by, = ay(n). Si a; > 0 pour tout i, alors

Z ay, = Z b, <00 ou Z a, et Z b, divergent.

n>1 n>1 n>1 n>1

Si la série Y, |a;| < oo, alors il existe a = Z an = Z by,

n>1 n>1



xvi Rappel d’algebre linéaire

Preuve Pour tout n il existe N, tel que ¢(m) < N,, si m < n. Si a; > 0,

n Ny, [eS) 9] Ny, n
meS akgzak et mezzbmzzak-
m=1 k=1 k=1 m=1 m=1 k=1

Dans le deuxiéme cas, pour tout € > 0 il existe n. tel que >, [a;| <. La
suite des sommes partielles ZZ=1 ak, n > 1, est une suite de Cauchy (1789-
1857) qui converge vers a = Zk>1 ag. Sin>n. et m> N,

‘iakfa’gs et ’ibj*iaklézmﬂgg'
k=1 J=1 k=1

Jj2ne

La série harmonique est la série dont le terme général est 1/n. Soit
1
k=1

Cette série diverge et (utiliser la proposition 1.3)

. H7l
lim
n—oo Inn

=1.

On ale résultat plus fort lim (H,—Inn) =, oty = 0,5772- - est la constante
n—roo
d’Euler (1707-1783).

1.3 Rappel d’algebre linéaire

Le produit scalaire sur R¥ est noté (x|y) = Zle z;y;. La norme d’'un vecteur
est ||x|| = v/ (x|x). Deux vecteurs x et y sont orthogonauz si et seulement si
(xly) =0.

Une matrice carrée U est orthogonale si et seulement si UTU = I ot1 1
est la matrice identité et UT la matrice transposée de U. Une matrice U est
orthogonale si et seulement si ses vecteurs colonnes sont orthogonaux et de
norme 1. Une matrice U est orthogonale si et seulement si ses vecteurs lignes
sont orthogonaux et de norme 1. Si U est orthogonale, |detU| = 1.

Une matrice A de type k X k est définie positive si et seulement si
(x|]Ax) >0 Vx#0.

Soit A une matrice réelle de type k x k, symétrique et définie positive; cette
matrice est diagonalisable, plus précisément, il existe une matrice orthogonale
U telle que

A=U'DU
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avec D diagonale. Tous les éléments de D sont strictement positifs et coincident
avec les valeurs propres de A. Leur produit est égal au déterminant detA > 0;
detA~1 = (detA)~L.

Soit A une matrice de type k X k; les mineurs principaur de A sont les
déterminants des matrices de type m x m, m = 1,...,k, dont les éléments sont
A;; 1 <1i,j <m. La proposition suivante est due & Sylvester (1814-1897) (voir
par exemple Matriz Analysis, R. A. Horn, C. R. Johnson, Cambridge University
Press (2006), théoréme 7.2.5.)

Proposition 1.6 Une matrice réelle symétrique est définie positive si et seule-
ment si ses mineurs principaus sont positifs.






CHAPITRE 1

Introduction

La théorie des probabilités a des applications dans pratiquement tous les
domaines, sciences sociales, assurances, finance, linguistique, génétique, télé-
communications, physique, etc. Cette théorie traite de phénomenes aléatoires,
terme qui apparait en droit & la fin du XVI® siécle pour qualifier un contrat qui
prévoit des conditions liées a la chance. Un tel phénomene peut se manifester
de plusieurs manieres possibles, sans qu’on puisse prévoir de quelle maniere il
se manifestera. Deux mots-clés caractérisent les phénomenes aléatoires : im-
prédictibilité et incertitude. Les raisons a l'origine de I'imprédictibilité ou de
I'incertitude sont tres diverses. Dans certaines situations le mécanisme qui en
est la cause est connu, comme pour le tirage des numéros gagnants d’une loterie
ou dans un algorithme aléatoire ou le caractére aléatoire est introduit artificiel-
lement. Dans d’autres situations, comme dans le cas de transactions boursieres,
c’est Iignorance de certains parametres qui en est la cause au moins partielle-
ment. Dans le cas du chaos déterministe, la sensibilité aux conditions initiales
et 'impossibilité de controler celles-ci font que des techniques probabilistes sont
adéquates pour étudier ces systemes dynamiques. En raison des multiples ap-
plications de la théorie des probabilités & des domaines si variés, il n’est pas
étonnant que le contenu sémantique du terme probabilité ait recu des interpré-
tations différentes. L’aspect sémantique de ce terme joue un roéle en statistique
dont le but est de récolter et d’analyser des données empiriques. Le sujet de
ce livre est I’exposition des bases mathématiques du calcul des probabilités. Le
terme probabilité a une définition mathématique précise et ce calcul est le méme
quelle que soit son interprétation dans un domaine d’application particulier.

La théorie des jeux de hasard et les problemes de tirage d’urne ont eu une
place prépondérante au début de la théorie des probabilités que 1’on situe géné-
ralement au XVII® siecle avec la correspondance entre Pierre de Fermat (1608-
1665) et Blaise Pascal (1623-1662). Parmi les oeuvres majeures on peut citer
celle de Jacob Bernoulli (1654-1705), Ars Conjectandi (1713), et celle de Abra-
ham De Moivre (1667-1754), The Doctrine of Chances : or, A Method of Calcu-
lating the Probabilities of Events in Play (1718). Un ouvrage important qui clot
cette premiere phase de développement est le traité de Pierre-Simon de Laplace
(1749-1827), Théorie analytique des probabilités. Au début du livre II, « Théo-
rie générale des probabilités », il énonce un principe de déterminisme absolu et
en conséquence en déduit que le mot hasard n’est au fond que 'expression de



notre ignorance. La probabilité est relative, en partie, & cette ignorance, et en
partie, & nos connaissances. Laplace donne ensuite la définition suivante?! :

« La théorie des probabilités consiste a réduire tous les événements qui
peuvent avoir lieu dans une circonstance donnée, a un certain nombre de cas
également possibles, c’est-a-dire tels que nous soyons également indécis sur leur
existence, et a déterminer parmi ces cas, le nombre de ceux favorables a I’évé-
nement dont on cherche la probabilité. Le rapport de ce nombre a celui de tous
les cas possibles, est la mesure de cette probabilité qui n’est donc qu’une fraction
dont le dénominateur est celui de tous les cas possibles. »

A la suite de cette définition Laplace considére 'exemple suivant. On a
trois urnes A, B et C dont une ne renferme que des boules noires, tandis que
les autres ne contiennent que des boules blanches. On tire une boule de I'urne
C. Quelle est la probabilité que cette boule soit noire ? Si 'on ignore laquelle
de ces urnes contient les boules noires, il n’y a pas de motifs de croire que c’est
plutét 'urne C que 'urne B ou A. La probabilité d’extraire une boule noire
est donc 1/3. Si par contre on sait que 'urne A ne contient que des boules
blanches, I'indécision ne porte que sur les urnes B et C. Sachant que I'urne A
ne contient que des boules blanches, la probabilité de tirer une boule noire est
1/2.

La monographie de A. N. Kolmogorov (1903-1987), Grundbegriffe der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung parue en 1933, marque un tournant décisif dans la théo-
rie des probabilités. Dans cette monographie Kolmogorov aborde la théorie des
probabilités d’un point de vue nouveau. Il définit mathématiquement un espace
de probabilité, sans faire référence au champ sémantique du mot probabilité, en
donnant une définition axiomatique des notions d’événement et de probabilité
d’un événement. La théorie des espaces de probabilité ainsi formulée est une
branche des mathématiques au méme titre que la théorie des espaces vectoriels
ou la théorie des groupes. Elle est le cadre mathématique de la théorie moderne
des probabilités. Néanmoins, la définition donnée par Laplace reste valable dans
le cadre ot elle a été formalisée. Ce cadre est principalement restreint a des pro-
blemes de nature combinatoire ou l'incertitude porte sur un nombre fini de cas
et lorsque chaque cas est également possible. Cette définition a le mérite de
mettre en évidence de fagon simple et naturelle les propriétés mathématiques
élémentaires du terme probabilité.

La théorie mathématique des probabilités s’est toujours développée en rela-
tion étroite avec ses applications, ce qui confére a cette branche des mathéma-
tiques un caractere spécial. Dans toute démarche scientifique pour étudier un
phénomene on est conduit a faire des idéalisations, des simplifications et des
hypotheses, afin de construire un modele adéquat. Dans le cas du lancer d’une
piece de monnaie on n’hésite pas & attribuer la probabilité 1/2 & chacun des
deux résultats possibles, Pile et Face. Méme si des études statistiques poussées
dans des cas réels ont toujours montré que les deux résultats ne sont pas éga-
lement probables, ce modele de la piece idéale reste un modele important, non

1. Théorie Analytique des Probabilités; par M. le Comte Laplace, M™¢ V¢ Courcier
(Paris 1812), p. 178.
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seulement a cause de sa simplicité logique, mais parce qu’il permet d’analyser
un grand nombre de situations concretes avec précision et exactitude. De plus,
les résultats mathématiques sur ce modele permettent de tester dans quelle
mesure ’hypothese « chacun des deux résultats est également probable » est
vérifiée. Un des roles de la théorie mathématique est précisément de proposer
des modeles comme le « dé équilibré a six faces », le « générateur de nombre
aléatoire », « la marche aléatoire sur un graphe », le « mouvement Brownien », la
« chaine de Markov » etc. Ces modeles se sont révélés tres efficaces dans de tres
nombreuses situations. Un autre but de la théorie est d’introduire des concepts
comme ceux « d’indépendance », « d’espérance » et d’énoncer des théoremes,
comme celui de la « loi des grands nombres » ou le « théoréeme de la limite
centrale ».

Il y a un point important qu’on ne souligne souvent pas assez : une fois un
modele posé pour I'étude d’un phénomene aléatoire, ’analyse mathématique
porte sur ce modele et les conclusions concernent ce modéle. 11 faut toujours
avoir cela a I'esprit lorsqu’on applique la théorie des probabilités a des situa-
tions concretes. La vérification de 'adéquation des modeles utilisés dans un
domaine spécifique se base sur des méthodes qui relevent principalement de la
statistique ou du domaine lui-méme. La justification d’un modele pour décrire
un phénomene aléatoire concret dépend en grande partie de son succes a rendre
compte de ce phénomene.






CHAPITRE 2

Axiomes de Kolmogorov

L’analyse d’un phénomene aléatoire est faite en utilisant deux notions. La no-
tion d’événement, qui est une propriété décidable du phénomene, et la no-
tion de probabilité d’un événement, qui est une pondération sur I’ensemble des
événements. Ceci est formalisé mathématiquement par la notion d’espace de
probabilité, définition 2.1.

Dans son ouvrage Théorie analytique des Probabilités Laplace définit la
probabilité d’un événement par le rapport

nombre de cas favorables a la réalisation de I’événement 9.1
nombre total des résultats possibles ' (2.1)
Pour appliquer cette définition il faut d’une part donner la liste de tous les ré-
sultats possibles du phénomene aléatoire qu’on étudie, et d’autre part donner
la définition d’un événement. Un évenement est une affirmation sur le phéno-
mene, telle qu'on peut décider si elle est vraie sur la base de I'observation du
phénomene si et seulement si on connait le résultat de ’observation. Lorsque
I’on a observé le phénomeéne, on peut donc dire pour tout événement s’il est vrai
ou non. Les cas favorables sont les cas pour lesquels 'événement est vrai. La
probabilité d’'un événement est un nombre compris entre 0 et 1 qui exprime un
degré de vraisemblance de I’événement ; si cette probabilité est trés proche de 1,
mais non égale a 1, il est treés vraisemblable, mais pas certain, que la propriété
décrite par I’événement soit vraie lors de ’observation du phénomene.

2.1 Expérience aléatoire

Pour formaliser la théorie il est commode d’introduire la notion d’expérience
aléatoire qui peut étre réelle ou virtuelle (expérience de pensée). Ces expériences
ont en commun avec celles de physique le point 1) ci-dessous. Une expérience
aléatoire a les caractéristiques suivantes.

1) Il'y a un protocole qui fixe entre autres les hypotheéses qu’on fait, les buts
et la maniere de faire 'expérience, de sorte que les résultats possibles
de celle-ci sont identifiables et peuvent étre formulés sans ambiguité.
L’ensemble des résultats possibles est appelé espace fondamental et noté
souvent par (2.
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2) Les résultats d’une expérience aléatoires sont imprédictibles, mais une
fois I’expérience faite le résultat est connu sans ambiguité. On peut ré-
péter une expérience aléatoire. Si 'on répete 'expérience, le résultat
observé est en général différent.

Lors de la modélisation d’un phénomene aléatoire le choix de I’espace fonda-
mental 2 est une étape essentielle. Il faut par exemple décider si I'on veut faire
I'expérience en fixant certains parametres on non. On a une certaine liberté
dans le choix de 2, mais les événements qu’on peut définir pour une expérience
aléatoire dépendent de ce choix. Le point principal & retenir est que chaque ré-
sultat est codé sans ambiguité par un et un seul w € . En allemand I’ensemble
Q est appelé Ergebnissraum (espace des résultats).

Exemple 2.1 Marche aléatoire a une dimension. Toutes les 7 secondes un mar-
cheur fait un pas sur la droite R de la maniere suivante :

— la position du marcheur au temps ¢ = 0 est £y :=0;

— au temps ¢t = 7 on lance une piéce de monnaie. Si c’est Pile le marcheur fait
un pas de longueur h & droite et sa nouvelle position est ¢1 = ¢y + h. Si c’est
Face il fait un pas de longueur h a gauche et sa nouvelle position est {1 = {y—h ;
— on recommence cette opération n fois.

L’espace fondamental est ’ensemble de toutes les marches possibles compa-
tibles avec le protocole de I'expérience. Il y a 2™ marches différentes. La position
du marcheur au temps ¢t = n7 est donnée par £,,. a

Exemple 2.2 Mesure d’une quantité scalaire m,. On fait n fois la mesure de cette
quantité sous les mémes conditions; les résultats sont donnés par n nombres
réels x1,...,x, qui sont en général différents. Ces différences sont attribuées
entre autres a des causes aléatoires qui résultent du fait que ’on ne peut pas
reproduire exactement des conditions identiques lors de la répétition d’une me-
sure; on a donc une expérience aléatoire et l'on écrit x; := m. + z;, ou z;
représente I'incertitude due & ces causes aléatoires lors de la 71®™¢ mesure. L’es-
pace fondamental est 2 = R"™.

Exemple 2.3 On lance successivement dix fois une piece de monnaie. Un résultat
possible est Pile Face Face Face Pile Pile Face Face Pile Face. On pose

W; =

1 sile i**™¢ lancer donne Pile,
0 sile #*°™¢€ lancer donne Face.

On code le résultat de l'expérience par w = (wy,...,w1g); pour le résultat
ci-dessus le code est (1,0,0,0,1,1,0,0,1,0) et espace fondamental est

Q:={w=(w1,...,w10): Vi, w; € {0,1}} = {0,1}".
2.2 Espace de probabilité

Un événement £ est une propriété décidable d’'une expérience aléatoire. Cela
signifie qu'un événement possede la caractéristique suivante : lorsque w € € est
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connu, un et un seul des énoncés ci-dessous est correct.

a) & est vral pour w (€ est réalisé, w est une réalisation de &)

b) & est faux pour w (€ n’est pas réalisé).

Lorsque le résultat de I'expérience est connu il n’y a aucune ambiguité sur la
réalisation ou non de n’importe quel événement £. Une conséquence immédiate
de ce fait est qu’on peut identifier un événement & avec le sous-ensemble E C €2
défini par

E :={w e Q: & est réalisé pour w}.

Désormais on fait cette identification ; un événement est un sous-ensemble de
Q. Dans l'exemple 2.1, 'affirmation « la position du marcheur au temps ¢t = n1
est £, = 0 » est un événement important qui correspond au retour a 'origine
du marcheur en ¢t = nr. Il suffit de connaitre ¢,, pour savoir s’il est réalisé ou
non. Dans I'exemple 2.3, affirmation « le résultat de I’expérience contient au
plus cing Piles » est un événement qui est identifié au sous-ensemble

10

E::{weﬂ: ij§5}.

j=1

L’événement {w} est réalisé si et seulement si le résultat de Uexpérience aléatoire
est w. Cet événement est appelé événement élémentaire. On ne peut pas le
décomposer en d’autres événements.

On exige que la collection F des événements relatifs & une expérience aléa-
toire possede la structure d'une algébre de Boole (1815-1864), ce qui signifie

1) QeF, beF;

2)siAe F= A =0\AecF;

3) siA,BeF=AUBeFet ANBEF.
Un exemple d’algebre de Boole est la collection de tous les sous-ensembles de
Q. Cette algebre est notée P(2). Si Q est fini, on choisit pour F en général
cette algebre de Boole.

Le fait que F est une algebre de Boole signifie que les opérations élémentaires
de la logique, la négation, la conjonction et la disjonction, sont définies sur la
famille des événements :

1) si A € F, la négation de A est 'événement A° = Q\A € F, qui est vrai

si et seulement si A est faux;

2) si A, B € F, la conjonction de A et B est 'événement AN B € F, qui

est vrai si et seulement si A et B sont vrais;

3) si A,B € F, la disjonction de A et B est 'événement AUB € F, qui est

vrai si et seulement si I'un des deux événements A, B est vrai. C'est le
« ou » non exclusif, qu’il faut distinguer du ou ezclusif (XOR eXclusive
OR) de A et B, qui est I’événement A ® B := (AU B)\(AN B) € F.
A @ B est vrai si et seulement si un et un seul des événements A, B est
vrai. L’ensemble A® B est appelé somme booléenne de A et B. On utilise
également la notation AAB a la place de A® B, ainsi que la terminologie
différence symétrique de A et B pour l'ensemble AAB.
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Q est interprété comme ’événement certain puisque w € ) pour tout w; il est
toujours réalisé. L’événement () est interprété comme 1’événement impossible
puisque w & @ pour tout w. Deux événements A et B sont disjoints ou incom-
patibles ou mutuellement exclusifs si et seulement si AN B = (). On utilise aussi
la notation A- B, ou méme AB, a la place de AN B. Par récurrence on montre
facilement

P p
Ay, Ay, Ay e F = |JAieF et [JAieF.

=1 =1

Si la collection F est infinie, on exige encore la propriété supplémentaire
suivante pour les familles dénombrables d’événements :

Ay Ay, € F = (JAieF et ((AerF. (2.2)

i=1 i=1

Une algebre de Boole qui posséde la propriété (2.2) est une o-algébre de Boole.
Cette propriété est primordiale pour la théorie des probabilités, comme on peut
le voir ci-dessous dans la formulation de la proposition 2.1 et la remarque 2.1.

Pour compléter la description mathématique d’une expérience aléatoire on
définit une pondération sur la collection F des événements. Cette pondération
est une application P: F — [0,1]; la probabilité de l’événement E est P(E).
Une propriété fondamentale de la définition de Laplace est celle d’additivité de
cette pondération :

si AN B =1, alors P(AUB) = P(A) + P(B).

La propriété d’additivité s’étend immédiatement aux familles finies d’événe-
ments disjoints. Lorsque la collection F contient une infinité d’événements on
ajoute une condition supplémentaire, la o-additivité. P est o-additive si et
seulement si P est additive, et si A1, As,... € F est une famille dénombrable
d’événements disjoints deux & deux (A; N A; = ) pour tout i # j), alors

P(UAi):ZP(Ai)'

i>1 i>1

Toute application P: F — [0, 1], qui est o-additive et telle que P(Q2) = 1, est
une mesure de probabilité sur F. La propriété de o-additivité a des conséquences
essentielles (voir par exemple remarques 2.1 et 7.1).

Définition 2.1 (Axiomes de Kolmogorov) Un espace de probabilité est un tri-
plet (2, F, P) vérifiant les propriétés suivantes.
P1. Q est un ensemble qui est l’espace fondamental.

P2. F est une collection de sous-ensembles de Q qui est la collection des
événements; F possede la structure d’une o-algébre de Boole.

P3. P:F —[0,1] est une mesure de probabilité sur F.
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En résumé, une expérience aléatoire est décrite mathématiquement par un
espace de probabilité.

On déduit quelques conséquences élémentaires des axiomes de Kolmogorov.
On a toujours P(0)) = 0, mais il est possible d’avoir P(E) =0 et E # 0.

Lemme 2.1
1) P(A°)=1—-P(A); P(h) =

2) SiACB= P(A) < P(B)
3) P(A)+ P(B)=P(AUB)+ P(AN B).
Preuve
P(Q)=P(A)+ P(A°) = P(A°)=1-P(4).
Si A C B,

P(B) = P(4) + P(B\4) > P(4),

car P(B\A) > 0. Finalement, on écrit
A=(ANB)U(ANB®) e B=(BNAU(BNAY).
Par conséquent

P(A)+ P(B) = P(ANB) + [P(ANB®) + P(BN A) + P(B N A°)]
=P(ANB)+ P(AUB).

O

Une mesure de probabilité a des propriétés de continuité monotone séquen-
tielle qui sont tres utiles pour le calcul de P(A). Une famille dénombrable A,,,
n > 1, est une suite monotone décroissante vers A, ce qui est noté A,, | A, si
et seulement si

Une famille dénombrable A,,, n > 1, est une suite monotone croissante vers A,
ce qui est noté A,, T A, si et seulement si

Ap CApret A={JA,.

Noter que dans ces définitions le sous-ensemble A est un événement parce que
la famille des événements est une o-algebre.

Proposition 2.1
1) Si A, | A, alors lim,, P(A,) = P(A).
2) Si A, 1 A, alors lim,, P(A,) = P(A).
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3) Pour toute famille finie ou dénombrable d’ensembles B,
P(UBn) <3 P(B,).

Preuve 1) Soit A, | A; A, est écrit comme une réunion d’ensembles disjoints,

A =AU [ (An\Ami1).

m>n

En effet, les ensembles A;\A;+1 et A;\A;4+1 sont disjoints si ¢ # j, et chacun
est disjoint de A. Si w € A, ou bien w € A ou bien il existe un plus petit entier
m > n tel que w & A,,, et dans ce cas w € A,,—1\An. Ceci prouve 'identité.
La o-additivité permet d’écrire

P(A,) = P(A) + > P(Ap\Am1).

Comme
P(A)) =P(A)+ Y P(An\Api1) <1,

m>1
la série Z P(A,,\A+1) est convergente et donc
m>1
lim Z; P(Ap\Apmi1) =0.
2) On utilise la formule de De Morgan
( U At> =N 4.
tel tel

Par conséquent A,, T A si et seulement si A% | A et

lim P(A5) = 1 — lim P(A,) = P(A) = 1 — P(4).

3) Comme 'union des B,, est égale & I'union disjointe des By\ Uf;ll Bj, k>1,

k—1
P(J Ba) = ZP(Bk\ U Bj) <3 P(B.).
j=1

n>1 k>1 n>1

O

Remarque 2.1 Lorsque A, | 0 la propriété lim,, P(A4,) = 0 est intuitivement
naturelle. Si F est une o-algebre et si P: F — [0, 1] est une application additive,
alors cette propriété (A, | § = lim, P(A,) = 0) implique la o-additivité de
P. Par conséquent, pour une g-algebre la propriété de o-additivité de P et les
propriétés de continuité monotone de P de la proposition 2.1 sont équivalentes.
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En effet, de la propriété (4,, | § = lim,, P(A4,) = 0) on obtient

Ayt A = lim P(A,) = P(A)

n—oo
car
AT A <= A=(A\A4,)UA, et A\A,]D.
Si Ap, Ao, ... est une famille dénombrable d’événements deux a deux disjoints,
B.,=J4atB=J4,
i=1 i>1
et donc
) = i P+ i, 3P = 3 P,

Ceci établit la o-additivité de la mesure de probabilité P. a

De l'identité de base
P(A1UAy) =P(Ay) + P(Ay) — P(A1 N Ag)
on déduit aisément l'identité

P(A1 U A, UAd) = P(Al) + P(AQ) + P(Ag)
— P(A1 N As) — P(A; 1 Ag) — P(As N Ag)
b P(A) N Ay Ay)

en écrivant P(A; U Ay U A3) = P(A; U (A3 U Aj3)). Par récurrence, pour

k événements, on obtient des identités analogues qui sont appelées formules
d’inclusion-exclusion.

Proposition 2.2 Soit Ay,..., A, n événements. Alors (formules d’inclusion-
exclusion)

P(UAi) = z":(—n’““ > P([)4))-

k=1 JC{1,...,n}: |J|=k JjeJ

P(ﬂAj) = Zn:(—nk“ Z P( U Aj).

j k=1 JC{1,..n}: |J|=k  j€J

Une démonstration qui utilise la notion d’espérance est donnée a la fin du
chapitre 7.
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2.3 Espace de probabilité discret

Les espaces de probabilité les plus simples sont ceux ou 2 est un ensemble fini ou
dénombrable. On peut écrire Q@ = {w1,...,w,} 81 | =n et Q@ = {wi,wa,...}
s’il est dénombrable. (£, F, P) est un espace de probabilité discret si :

Q est fini ou dénombrable et F := P(Q).

Une description complete de tous les espaces de probabilité discrets est donnée
ci-dessous. 11 suffit de spécifier P({w}) pour tout w € .

Dans un espace de probabilité les événements élémentaires distincts sont
toujours disjoints. Pour simplifier les notations on écrit P(w) & la place de
P({w}). Si l'espace de probabilité est discret, la o-additivité de la mesure de
probabilité P permet d’écrire

P(E)= Y Pw)=)Y_ Pw) YECQ.
i w;€EE weFk

La somme ne dépend pas du choix de I’énumération des éléments de ’espace
fondamental (voir proposition 1.5). Inversement, si ¢: £ — R est n’importe
quelle application telle que g(w) >0et 0 <)’ . q(w) < oo, alors

M avec J = Z Q(W)

weN

E— P(E):=

définit une mesure de probabilité sur P(Q2). En posant ¢'(w) = ¢(w)/Z, il suffit
de considérer le cas Z = 1. L’additivité est facile a vérifier et P est une mesure
de probabilité si 2 est fini. Lorsque €2 est dénombrable il faut encore montrer
la o-additivité.

Lemme 2.2 Sous les hypotheses ci-dessus, si £ est dénombrable, l'application
P est o-additive.

Preuve Soit Q = {w;,ws,...}. Par hypothese, pour tout e > 0 il existe N, tel

que
Z q (wn) <e.
n>Ne

Soit Ay, As, ... une famille dénombrable d’événements deux & deux disjoints.

Il y a au plus un nombre fini de A; tels que
A {wr, .. wn £ D
par conséquent il existe m. tel que m > m. implique
Ap N {w1,...,wn.} =0.
Pour tout m > m. on pose

Bm = 6141 et Cm = UAZ
i=1

i>m
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Comme C,, N{wr,...,wn.} =0,

Si A=, An, alors
P<A) = P(BmUCm> :P(Bm) +P<Cm) = ZP(AZ) +P(Cm);

on en déduit
m

0<P(A) =) P(A)<e.
i=1

On obtient la o-additivité puisque ¢ est arbitraire. a

Exemple 2.4 Soit 2 'ensemble des états possibles d’un systéme physique. On
suppose que € est dénombrable et que H (w) est I’énergie du systeme dans 1’état
w. Soit B := (kpT)~* ou kp est la constante de Boltzmann (1844-1906) et T
la température absolue du systeme. La fonction

B Z(8) =3 e

weN

est appelée fonction de partition du systeme. Si Z () < oo, on définit en méca-
nique statistique la mesure de probabilité de Gibbs (1839-1903) par la formule

o~ BH(w)

P(E) := ZW

weE
Cette mesure de probabilité décrit les propriétés du systeme a 1’équilibre et a
la température absolue 7T

Un modele important, en mécanique statistique, mais également en théorie
moderne des probabilités, est celui du modéle d’Ising (1900-1998) qui a été
proposé initialement comme un modele de ferro-aimant.

On donne ici la version en champ moyen appelée aussi modele de Curie-
Weiss (Curie (1859-1906) et Weiss (1865-1940)). Le modele consiste en n sys-
temes élémentaires, appelés « spins », qui peuvent se trouver dans deux états
notés +1. L’espace des configurations est isomorphe a l’espace fondamental
utilisé pour n lancers d’une piece de monnaie,

Qp ={w=(w1,...,wn): w; = £1,Vi}.

L’énergie d’une configuration est donnée par

H,(w):= —% ZZwiwj - thwZ (2.3)

i=1 j=1
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Le parametre h est réel et en physique il représente un champ magnétique
externe. Il est commode de définir des applications X;, 7 =1,...,n, sur I’espace
des configurations {2 par

Xi(w) :=w; (X; donne I’état du systéme indexé par i). (2.4)

On étudie entre autres 'aimantation par spin,

1 n
My (w) == — ZXi(w) = sz ) (2.5)
i=1 =1

pour les différentes valeurs de 8 > 0 et h € R, ainsi que de n. La limite, lorsque
n tend vers l'infini, correspond en physique a la limite thermodynamique. On
est intéressé au comportement asymptotique de M,, dans cette limite.

A partir de la fonction de partition on obtient, dans la limite thermodyna-
mique, I’énergie libre du systeme par spin

1
o— 3 _ -— 7ﬁHn(w)
f(h,B) =~ lim_ B nZ,, Z,:= Z e ) (2.6)
weR,
Suite a ’exemple 6.4 section 6.1. a

Exemple 2.5 On considere des polyndémes P et @ de méme degré n de la variable
réelle z et on aimerait savoir si P = Q. Dans ce but on utilise 1’algorithme
aléatoire suivant.

1) L’algorithme choisit de maniére équiprobable un nombre entier positif &
inférieur ou égal a 100n.

2) L’algorithme calcule P(k) et Q(k); il indique que P # Q si P(k) # Q(k)
et que P = Q si P(k) = Q(k).

Quelle est la probabilité que 'algorithme donne une fausse réponse ? Pour dé-
crire la premiere opération de l'algorithme, on introduit 1’espace de probabi-
lité discret 2 := {1,2,...,100n} muni de la mesure de probabilité uniforme,
i.e. telle que P(j) = (100n)~!. L’algorithme donne une réponse fausse si et
seulement si P # Q et P(k) = Q(k). Cela signifie que k est une racine de
P(z) — Q(x) = 0. Comme le degré de P — @ est au plus n, il y a au plus n
valeurs de j € 2 qui peuvent conduire a ce résultat. Par conséquent la proba-
bilité d’obtenir une réponse fausse est inférieure ou égale a 1,/100. a

2.4 Exercices

Exercice 2.1 Soit A,,, n > 1, une collection dénombrable d’événements tels que
P(A,) =1 pour tout n > 1. Montrer que

P(ﬂAn>:1.

n>1
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Exercice 2.2 Soit A,, n > 1, une collection d’événements. Vérifier que I'événe-
ment
E := {une infinité des événements A,, sont réalisés}

E= ) U A

n>1m>n

s’écrit

Exercice 2.3 Vérifier qu'une algebre de Boole A est une o-algebre si et seule-
ment si pour chaque suite monotone croissante ou décroissante d’événements

Ape A, n>1,1J,A, € Aou(), An € A

Exercice 2.4 Soit  := {1,2,3,4,5,6}; on considere (2, F, P) avec F = P(1Q)
et P une mesure de probabilité telle que

P({1,2,3}) = 0,60 P({4})=0,15 P({5,6}) =0,25.

a) Quels sont les événements dont on peut calculer les probabilités avec I'infor-
mation ci-dessus.

b) Définir explicitement toutes les mesures de probabilité P’ qui coincident avec
P sur les événements {1,2,3}, {4} et {5,6}, i.e. telles que

P({1,2,3}) = P'({1,2,3}) P({4}) =P'({4}) P({56})=P'({5,6}).
Indication : la famille des mesures de probabilité P’ dépend de trois parametres.

Exercice 2.5 Soit B C Q et A,, n > 1, une collection de sous-ensembles de €.
Vérifier les identités

B\(J 4= () B\A4) . B\( () 4= U B\4).

n: n>1 n: n>1 n: n>1 n: n>1

Exercice 2.6 Sur P(2) on définit les opérations suivantes. La somme booléenne
(A,B)—» A®B:= (AUB)\(ANB).

Le produit
(A, By— A-B:=ANB.
Vérifier
(AeB)-C=A-Co®B-C.

Exprimer a 'aide de ces deux opérations les opérations AU B et A°.
Vérifier que le produit

1) est associatif : (A-B)-C =

2) est commutatif : A-B = B-

3) est idempotent : A- A= A;

4) posséde un élément neutre : A-Q=Q- A= A;
) A-0=0-A=0.

A-(B-C);
A

)

(4
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Vérifier que la somme booléenne

1) est associative : (A@B)®C =A® (BaC);

2) est commutatitive : AG B=B® A;

3) possede un élément neutre : AGP =0 A= A;

4) chaque élément a un inverse qui est lui-méme, A & A = ().
Indication : pour chaque sous-ensemble A on définit 'indicatrice de A : I4(w) :=
1siwe Aet Ia(w) :=0siw¢ A; vérifier les identités

Iyp(w) =Is(w)Ip(w) et Iagp(w)=Is(w)+ Ip(w)—2l4pw).

Exercice 2.7 Vérifier par induction la premiére affirmation de la proposition
2.2.

Exercice 2.8 Soit AAB la différence symétrique de A et B. Montrer que I'ap-
plication
(A,B) — d(A,B) := P(AAB)

a les propriétés suivantes : d(A, A) =0, d(4, B) = d(B, A) et

d(A,C) < d(A,B)+d(B,C) (inégalité triangulaire) .

Exercice 2.9 Si A; D B; pour tout i = 1,...,n, vérifier les formules

(Uan(UB)c Uz,

n>1 n>1 n>1

(N4aN(NB) c UAaBy.

n>1 n>1 n>1

Exercice 2.10 On lance trois dés, un jaune, un rouge et un noir et on suppose
que chaque résultat est également probable. On somme les résultats de ces trois
dés. Les totaux 9 et 10 peuvent étre obtenus de 6 manieres différentes :

9=1+2+6=14+3+5=1+4+4
=2424+5=24+3+4=3+3+3

et

10=14+34+6=1+4+5=2+2+6
=2+34+5=2+44+4=3+3+4.

Pourquoi le résultat 10 est-il plus probable que le résultat 97



CHAPITRE 3

Des boules et des boites

Parmi les modéles classiques d’expériences aléatoires figurent ceux concernant
des rangements de boules dans des boites ou de fagon équivalente des tirages
de jetons d’une urne. Les rangements peuvent étre effectués de différentes ma-
niéres, et pour chaque type de rangement on définit un espace fondamental
approprié. On considére le cas des rangements et on énonce le probléme équi-
valent en termes de tirages. Si chaque type de rangement (tirage) est fait au
hasard, expression qui signifie simplement que chaque rangement (tirage) est
également probable, alors la mesure de probabilité est définie sur I'algébre de
Boole de tous les sous-ensembles de €2 et son expression est celle donnée par la
formule (2.1). Par conséquent il est essentiel de connaitre la cardinalité de .

Dans toute cette section on considére M boites désignées par ai,...,a;
les boites sont toujours distinctes. On pose

A:={ay,...,am}.

On place n boules dans les boites de différentes maniéres. Alternativement, on
considére une urne contenant M jetons qui sont désignés par ay,...,ap et on
tire n jetons. Dans ce chapitre on choisit d’étudier le modéle abstrait des boules
dans des boites, car la situation de la section 3.4 n’a pas d’équivalent dans le
cas des tirages de jetons. L’importance de ce modéle est qu’il posséde de trés
nombreuses interprétations.

1) Placer n particules dans M niveaux d’énergie distincts.
2) Classer n accidents selon les jours de la semaine (M = 7).

3) Les résultats d’un lancer de n dés (a six faces) correspondent aux ran-
gements de n boules dans six boites. Les six faces correspondent aux six
boites. Si les dés sont distinguables les boules sont numérotées, sinon elles
ne le sont pas.

4) Les distributions possibles de n erreurs typographiques dans un texte de
M symboles (M > n).

5) Définir une fonction f: {1,...,n} — {1,..., M} est équivalent & placer
n boules (numérotées) dans M boites.
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3.1 Ranger n boules distinguables dans M boites

Les rangements de n boules distinguables (numérotées) dans M boites sont
codés univoquement en donnant pour chaque boule le symbole de la boite ot
elle est rangée. L’espace fondamental est

Qp ={w=(w1,...,wn): Vi, w; €A} =A"; |Qq| =M".

En physique classique, lorsqu’on place des particules dans des niveaux d’énergie
distincts, c’est cette situation qu’il faut considérer, car on admet qu’on peut en
principe distinguer les particules. Les éléments de 2, codent aussi les tirages
ordonnés avec remise de n jetons, i.e. on enregistre 'ordre dans lequel les jetons
sont tirés et le jeton tiré est remis dans 'urne.

3.2 Ranger n boules distinguables, au plus une boule par boite

On suppose que M > n. Chaque rangement est codé comme précédemment
avec la condition supplémentaire w; # w; si ¢ # j puisqu’il y a au plus une
boule par boite. L’espace fondamental est

O ={w=(w1,...,wy): Vi, w; €A et w; # w; Vi#j}.

On utilise aussi €2, pour coder les tirages ordonnés sans remise de n jetons,
i.e. on enregistre I'ordre dans lequel les jetons sont tirés mais on ne remet pas
dans I'urne un jeton qui a été tiré. Pour calculer la cardinalité de €2 on utilise
le principe de base suivant :

Si une opération globale peut se décomposer en k opérations successives,
la premiére pouvant s’effectuer de ny maniéres différentes, la deuxiéme de ng
maniéres différentes, quelle que soit la maniére dont la premiére opération a
été effectuée, la troisieme de ng maniéres différentes, quelle que soit la maniére
dont la premiére et la deuzieme opération ont été effectuées etc, alors l'opération
globale peut se faire de ny -ng - ng--- - ni maniéres différentes.

Dans notre cas la premiére boule peut étre mise dans M boites, la seconde
dans M — 1 boites quel que soit le choix de la boite pour la premiére boule etc,

de sorte que
Q| =MM-1)--- (M -—n+1)=[M],.

Les éléments de 2, correspondent aussi aux applications injectives de
{1,...,n} dans A. Une telle application correspond & un choix ordonné de
n objets parmi M objets distincts. Un tel choix est aussi appelé arrangement
sans répétition (de n objets choisis parmi A). Dans le cas particulier oa M =n
on parle de permutation de n objets. Les permutations de n objets corres-
pondent aux bijections de {1,...,n} sur {1,...,n}. Il y a donc n! (n factoriel)
permutations, ou

ol nn—1)Mn-2)---2-1 sin>1
R si n=0.
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M!
(M —n)!’
Exemple 3.1 On range au hasard n boules distinguables dans M boites,
M > n. Quelle est la probabilité que chaque boite contienne au plus une boule 7
L’espace fondamental est €2, car on autorise que les boites contiennent plus
d’une boule. Par le principe ci-dessus le nombre des cas favorables est [M],, et
la probabilité vaut

Avec cette notation || =

M), MM=1)---(M—n+1) _’i-f(l k)
M Mn B M)

k=1
Pour estimer cette probabilité on utilise 'inégalité e=* > 1 — x (voir chap.
« Conventions et rappels de mathématiques » ). On en déduit la borne supérieure

k=1 k=1
:eXp(_%) MXP(‘STW)'

La probabilité cherchée est approximativement égale & 1/2 lorsque

2

In2 = 2% ie.n=+v2Mn2.

Cette approximation est bonne si M est grand par rapport a n, car dans ce cas
k/M reste petit et (1 —k/M) ~ e /M,

Par exemple on choisit au hasard un élément dans un ensemble de cardi-
nalité 100. Si on répéte 12 fois cette opération, la probabilité de choisir 12
¢éléments différents est environ 1/2. o

3.3 Ranger n boules indistinguables, au plus
une boule par boite

On suppose que M > n. Pour coder ces rangements il suffit de donner le sous-
ensemble w de A formé par les boites occupées. L’espace fondamental est

Qo :={w:wCA, cardw=n}.

De la méme facon on code les tirages non ordonnés sans remise de n jetons,
i.e. on n’enregistre pas l'ordre dans lequel les jetons sont tirés. Pour calculer
la cardinalité de €2, on utilise la méthode suivante. On suppose que les boules
sont numérotées. Dans ce cas I'espace fondamental est 2. Sur €2 on introduit
une relation d’équivalence : w ~ ' si et seulement si w’ s’obtient & partir de
w par une permutation des coordonnées. Par exemple si M = 7 et n = 4,
(a1, a4,0a6,a2) ~ (aq,a1,as2,a6) mais (a,aq,ap,a2) # (ar,as,as,as). Chaque



20 Ranger n boules indistinguables, au plus une boule par boite

rangement des n boules indistinguables est codé univoquement par une classe
d’équivalence puisque les classes d’équivalence sont entiérement spécifiées par
les sous-ensembles des boites occupées. Comme chaque classe d’équivalence a
le méme nombre d’éléments n!,

ol m
ol (M —n)! T \n)’

Le nombre (]X[ ) est appelé coefficient binomial car le binéme de Newton s’écrit

(1+x)"=zn:(z>x’“.

k=0

Le nombre de sous-ensembles & n éléments d’un ensemble & M éléments vaut
(Af) Un élément de Q. est aussi appelé combinaison sans répétition (de n
objets choisis parmi A).

Ce cas correspond en physique & distribuer n fermions dans M niveaux
d’énergie distincts.
Exemple 3.2 Combien de mots de n lettres peuvent étre écrits avec deux
lettres a et b si chaque mot contient p fois la lettre a et ¢ fois la lettre b,
p+q =n? Clest équivalent a ranger p boules noires indistinguables et ¢ boules
blanches indistinguables dans M = p + ¢ boites, au plus une boule par boite.
Si ’on distingue les boules en numérotant les boules noires par 1,...,p et les
blanches par p+1,...,p + ¢, on a la situation de la section 3.2 avec n = M,
soit (p + q)! cas différents. Les boules noires, respectivement blanches, étant
indistinguables, le nombre de mots différents est

P+a)! _ <p+q> _ <p+q>
plq! p q
Plus directement, le nombre de mots différents est obtenu en choisissant les p
places ou 'on écrit la lettre a parmi les p 4+ g places disponibles.

Proposition 3.1 Soit n; > 0,...,n, > 0 tels que ny + --- +n, = n. Le

nombre de rangements de n boules distinguables dans p boites a,...,a,, avec
ay contenant ny boules, az contenant ng boules, ..., ap contenant n, boules est
n! _ ( n )
nilng! - ny! ni,MN2, Ny

Ce nombre est appelé coefficient multinomial.

Dans cette proposition les boites sont distinctes. Par exemple, si 'on a
quatre boules numérotées et deux boites ai, ao, il y a 6 rangements distincts
tels que n; = ng = 2. Les rangements des boules 1 et 4 dans a; et des boules
2 et 3 dans a9, respectivement des boules 2 et 3 dans a; et des boules 1 et 4
dans as, sont considérés comme différents.
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Preuve En appliquant le principe de la section 3.2 on choisit n; boules qu’on
met dans la boite ay, puis no boules parmi les boules restantes qu’on met dans
la boite as etc. Le nombre cherché est donc

(n)(n—nl)(n—nl—m) (n—nl—...—np2> n!
ny o ns Np—1 nylng! - ny!

a

Exemple 3.3 Soit 2n objets distinguables. Un appariement de 2n objets est
une partition de ces objets en n paires (non ordonnées), chaque objet figurant
dans une et une seule paire.

(2n)!
2m

# (appariements de 2n objets) = =1-3-5---(2n—-1). (3.1)

Former un appariement de 2n objets distincts est équivalent a ranger 2n boules
distinguables dans n boites indistinguables, avec deux boules par boite. Le
nombre de rangements de 2n boules numérotées dans n boites distinctes, cha-
cune contenant 2 boules, est d’aprés la proposition 3.1

(2n)! (2n)!

20...21  2n

Le nombre d’appariements de 2n objets est donné par (3.1) puisque les boites
sont indistinguables.

Exemple 3.4 Un texte de M symboles contenant n < M erreurs typogra-
phiques correspond & placer n boules dans M boites, au plus une boule par
boite. Si ’on ne distingue pas les erreurs typographiques et si celles-ci arrivent
au hasard, on se trouve dans le cas de cette section.

3.4 Ranger n boules distinguables dans M boites ordonnées

Le type de rangement dans cette section différe de celui de la section 3.1 ou
de la proposition 3.1 par le genre des boites. Par définition une boite ordonnée
est une boite oit 'on tient compte de la maniére dont les boules sont rangées
a lintérieur de la boite : on distingue les rangements (3,2,7) et (7,2,3) des
boules 2, 3, 7 dans la méme boite. Pour coder ces rangements, on écrit dans
I’ordre, de gauche & droite, les numéros des boules dans la boite a1, puis les
numéros des boules dans la boite as etc. On utilise le signe | pour indiquer
qu’on passe a la boite suivante. Par exemple, si M = 5 et n = 7 on a besoin de
M — 1 =4 signes |. Le codage

7.1 14,2,3]6,5]

correspond au rangement ordonné des boules 7 et 1 dans la boite aq, 4, 2, 3
dans ag et 6, 5 dans ay4 ; les boites as et as sont vides. Pour calculer le nombre
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de rangements possibles on procéde comme dans la section 3.3. Artificiellement
on suppose que les signes | sont coloriés de fagon différente de sorte qu’ils sont
distinguables. Chaque codage colorié contient (n+ M —1) symboles différents et
toutes les permutations de ces symboles correspondent & (n 4+ M — 1)! codages
coloriés distincts. On introduit une relation d’équivalence entre les codages
coloriés : deux codages coloriés sont dans la méme classe d’équivalence si et
seulement si ces codages se distinguent uniquement par la couleur des signes | .
Chaque classe d’équivalence a (M —1)! éléments et correspond & un rangement
des boules dans les boites ordonnées ; par conséquent

(n+M —1)!

B =MM+1)-(M+n—1)=[M]".

#rangements =

3.5 Ranger n boules indistinguables dans M boites

Ce cas est équivalent & effectuer des tirages non ordonnés avec remise de n
jetons d’une urne contenant M jetons. Pour coder les rangements de n boules
indistinguables dans M boites, il suffit de donner le nombre de boules que
contient chaque boite puisqu’on ne distingue pas les boules.

M
Q= {w = (w1,...,wnm): w; = #boules dans la boite a;, Zwi = n}

i=1

Pour calculer la cardinalité de €2, on utilise la méthode de la section 3.3. On
considére des boules distinguables dans des boites ordonnées et on introduit la
relation d’équivalence : deux rangements sont équivalents si et seulement s’ils
se distinguent uniquement par une permutation des n boules. Comme les boites
sont ordonnées, chaque classe d’équivalence a n! éléments et donc

En physique ce cas correspond a distribuer n bosons dans M niveaux d’éner-
gie distints. Le nombre wy, est le nombre d’occupation du niveau d’énergie ay,.

Exemple 3.5 On a trois piéces de monnaie identiques (indistinguables), et tous
les lancers de ces trois piéces sont également probables. Quelle est la probabilité
d’obtenir deux Faces et un Pile?

Lancer trois piéces est équivalent & ranger trois boules dans deux boites
indexées par 0 et 1. Les placements de trois objets indistinguables dans deux
boites sont codés par les nombres de boules wy et w; dans les boites 0 et 1.
L’espace fondamental est

Q= {(370)7 (27 1),(1,2), (073)} :
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L’événement « deux Faces et un Pile » est ’événement élémentaire E = {(2,1)}.
Empiriquement on constate que les événements élémentaires ne sont pas éga-
lement probables et que P(E) # 1/4 . Le bon modele est celui de espace de
probabilité de la section 3.1 pour trois boules distinguables ou

Q' ={w=(w1,ws,w3): w; €{0,1}, i =1,2,3}

et ol chaque événement élémentaire de ' est également probable. Comme
ici les boules sont indistinguables, ’algeébre de Boole naturelle pour cette ex-
périence n’est pas la collection de tous les événements de ', mais c’est I'al-
gebre F formée par les événements 0, Fy = {(1,1,1)}, F» = {(0,0,0)}, F3 =
{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}, Fy = {(0,1,1),(1,0,1),(1,1,0)}, ainsi que les unions
de ces événements. La probabilité d’obtenir deux Faces et un Pile est P(F3) =
3/8. 11 est possible de choisir {2 comme espace fondamental, mais dans ce cas
la mesure de probabilité est définie par

1

P({(3,0)}) = P({(0,3)}) = ¢ et P({(2,1)}) = P({(1,2)}) = %

Remarque 3.1 Le cas de tirages non ordonnés avec remise de n jetons (toujours
distinguables) est similaire a ’exemple 3.5. L’espace fondamental est celui de
la section 3.1 pour les tirages ordonnés avec remise de n jetons, et ce sont ces
tirages qui sont considérés comme également probables, car on peut toujours
donner 'ordre avec lequel les jetons sont tirés si on le désire. Lorsque les tirages
sont non ordonnés, 1’algebre de Boole F naturelle est celle des sous-ensembles
E C Q, avec la propriété : si w = (w1,...,wy,) € E, alors tous les w’ obtenus
par une permutation des coordonnées de w sont dans F. a

Remarque 3.2 Si dans 'exemple 3.5 on remplace les pieces par trois bosons que
I’on place dans deux niveaux d’énergie distincts, alors la mesure de probabilité
sur € est
1
P({(3,0}) = P({(0,3)}) = P{(2, D}) = PH(L,2)}) = ;.

C’est la physique, non des arguments logiques, qui a montré I'importance du
modele discret ou ’espace fondamental est ). et chaque événement élémentaire
est également probable. L’indistinguabilité des bosons est fondamentale ; on ne
peut pas «marquer» des bosons, contrairement aux pieces de monnaie. a

Exemple 3.6 Le nombre de p-uples (nq,. .., n,p), tels que n; > 0 et ny+- - -+n, =
n, est égal a
n+p—1
p—1 )

En effet, chaque p-uple correspond a un élément de €2, si M = p. Si ’on impose
que n; > 1 pour tout 4, ce nombre est

(1)
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On obtient ce résultat en posant n; = 14+m; et en se reportant au cas précédent
avec my + -+ mpy =n—p. a

Exemple 3.7 On considére un systéme de n bosons et M niveaux d’énergie
distincts.

1. Pour un niveau fixé, par exemple le niveau a1, quelle est la probabilité que ce
niveau contienne k particules ? D’aprés la remarque 3.2, chaque configuration
possible du systéme est également probable. Le nombre de configurations du
systéme avec k particules dans un niveau fixé est égal au nombre de configura-
tions pour (n — k) bosons répartis sur les M — 1 autres niveaux ; la probabilité
cherchée est

b (MORETTY M —Datn 1) (n—k+ 1)
k (MEn=1y (M4+n—-1)-(M+n—k—1)"

n

2. Quelle est la probabilité qu’exactement m niveaux d’énergie restent vides?
Ilya (Anf ) choix de m niveaux parmi les M niveaux d’énergie; le nombre de
configurations avec m niveaux spécifiés vides, les autres contenant au moins
une particule, est ( M’i:nl_l) (voir exemple 3.6). La probabilité cherchée est

(o) (o™ 1)
SR

3. On considére la limite des Py, lorsque M — oo et n — oo de sorte que la
densité des particules par niveau est fixée, i.e. 7 = A > 0. En remplacant n

par AM dans 'expression de Pj on obtient, lorsque M — oo,

, (M = DOM)F(1 = &)+ (1- &51) e

= — = - .

k kt1 AM—1Y) AM—k—1 k (14 Akt
MF+1(1 4 AL 14 MM

Noter que Py > P{ > P} > ---. |

On termine cette section en énongant la formule de Stirling (1692-1770) qui
joue un role important par la suite lorsqu’on étudie le comportement asymp-
totique d’expressions faisant intervenir des coefficients binomiaux.

Lemme 3.1 (Formule de Stirling ) Pour tout n € N,

1 1
2 n . —n - ! 2 n . —n —
mn’ e " exp on 1 <n!<V2mnn"e " exp on

Preuve Pour la démonstration compléte du lemme voir [Fel|. Voir aussi 'exemple
12.3 de la section 12.3. On démontre des inégalités un peu plus faibles,

Venn"e ™ <nl <eynne ™ VYn>1. (3.2)
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Pour n > 2,
k+1

n—1
nlnn—n—f—l:Z/ Inzdx. (3.3)
k=17Fk

En utilisant la concavité de Inz on estime chaque intégrale du coté droit de
(3.3).

In(k+1)+Ink kot ! r—1
S Ak <
5 _/k lnxdm_/o (ln(k+1>+k+l)dx

1 1

La borne inférieure est 1aire sous la corde dont les extrémités sont (k,Ink) et
(k4 1,In(k 4+ 1)). L’équation de la tangente du logarithme en k + 1 vérifie

1n(k+1+u)§1n(k+1)+ki+1;

on pose u = z — 1 et on intégre par rapport & z sur l'intervalle [0,1] pour

obtenir la borne supérieure. De ces inégalités, si n > 2,

n—1 k41
nlnnfnJrl:Z/ Inxdx
k=1"F

1 1
> Zlnk— annzlnn!— glnn
k=2

et

n—1 k41 n 1541
nmn—ﬂ-l—l:Z/k lnxdmﬁZlnk—EZE
k=1"" k=2 k=2
Ie~1 1
—nnl— =S "2 42
el =23 243
k=1
1 /M1 1 1 1
Slnn!—§/1 ;dx—kizlnn!—ilnn—&—i.

Ceci prouve les inégalités (3.2) pour n > 2 en prenant ’exponentielle de ces
expressions. Ces inégalités restent vraies si n = 1. g

Le lemme 3.1 donne des estimations trés précises de 'erreur relative lors-
qu’on remplace n! par la formule de Stirling ; cette erreur relative tend rapide-
ment vers 0 :

e(n) i= n! —v2mnn"e " n 10 50 100
o n! " e(n) : 0,008 0,001 0,00008 °

Exemple 3.8. On lance une piéce de monnaie équilibrée 2n fois. Quelle est la
probabilité qu’on obtienne exactement n fois Piles 7 Ce probléme est équivalent
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a placer au hasard 2n boules distinguables dans deux boites et de calculer la
probabilité que chaque boite contienne n boules, ou pour la marche aléatoire
de I'exemple 2.1 de calculer la probabilité qu’on retourne a l'origine aprés 2n
pas. Cette probabilité est

o\ v/2m2n (2n)%" 020 1
Ugp = 272" < ”) o VI )Ty L (3.4)
n

(\/%n" e*”)Q \/ﬁ

Pour n = 50, ujgo = 0,08. Noter que la probabilité qu'une boite contienne
n — k # n boules et 'autre n + k boules vaut

2 2
e (1) <2 ()

Pour la marche aléatoire, cela signifie que

3.6 Exercices

Exercice 3.1 On considére m boites dans lesquelles on met & des temps dis-
crets t1 = 1,to = 2,...,t, = n une boule en choisissant la boite au hasard.

a) Modéliser ce probléme en définissant un espace fondamental ) et une mesure
de probabilité sur 2 qui traduit le processus de remplissage décrit ci-dessus.
b) Exprimer mathématiquement 1’événement A, « au temps ¢, pour la premiére
fois il y a deux boules dans une méme boite ». Calculer la probabilité de cet
événement.

¢) Exprimer mathématiquement 1’événement B, « il faut attendre au moins
jusqu’au temps ¢, pour avoir deux boules dans une méme boite ».

d) Exprimer mathématiquement ’événement C' « apreés le remplissage aucune
boite ne contient plusieurs boules ».

Exercice 3.2 Vérifier les trois identités suivantes.
s
m+n\ n m C L mN  ws s
( , )Z()(]) <r—j> (convention : (7)=0sij>n). (1)
J:

Indication : considérer un ensemble de n boules (distinguables) noires et de m
boules (distinguables) blanches.

(7:):]2::(1_1) n>r. 2)

Indication : compter les sous-ensembles de {1,...,n} ayant r éléments tels que
le plus grand élément est j.
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Indication : un ensemble pointé est un ensemble non vide dont un des éléments a
été distingué. Compter de deux fagons différentes le nombre de sous-ensembles
pointés d’un ensemble de cardinalité n.

Exercice 3.4 Soit 2 un ensemble de cardinalité n. Montrer que
|P(Q)] =2".
Indication : utiliser le binébme de Newton.

Exercice 3.5 Considérer les vecteurs (x1,...,2,) avec composantes x; non
négatives et entiéres. Combien y a-t-il de tels vecteurs

Losiyl_ @ <n;
2. si Z:ﬂ z; <metx; > 1 pour tout 7;

3. si Z:zl x; =n et il y a exactement k£ composantes égales & zéro.

Exercice 3.6 On considére un systéme de n particules pouvant étre chacune
dans 7 états d’énergie Fj distincts. Le nombre de particules dans 'état FEy
est ny (3 ;_; nk = n). Calculer la probabilité d’obtenir une configuration des
particules avec nq,...,n, fixés, dans les trois cas qui suivent.

1) Les particules obéissent a la statistique de Maxwell-Boltzmann, i.e. les
particules sont distinguables, plusieurs particules peuvent étre dans le
méme état d’énergie.

2) Les particules obéissent a la statistique de Bose-Einstein, i.e. les particules
sont indistinguables, plusieurs particules peuvent étre dans le méme état
d’énergie.

3) Les particules obéissent a la statistique de Fermi-Dirac, i.e. les particules
sont indistinguables, au plus une particule par niveau d’énergie.

Exemple numérique : n =3, r =5 avec ny =ng =n4 = 1 et no = n5 = 0.

Exercice 3.7 Quelle est la valeur minimale de r pour que dans un groupe
de r personnes la probabilité de I’événement « au moins deux personnes ont
leur anniversaire le méme jour » soit supérieure a 1/27? On fait la modélisation
suivante. Une année a 365 jours; il y a équiprobabilité pour les anniversaires ;
les individus sont distinguables.

Que se passe-t-il si les personnes sont remplacées par des bosons et les dates
d’anniversaire par des niveaux d’énergie 7

Exercice 3.8 Loterie « 6 de 36 ». Chaque participant choisit 6 nombres dif-
férents parmi les 36 nombres {1,2,...,36}. On tire au hasard 6 nombres dif-
férents. On gagne si 3 des nombres au moins de son choix coincident avec la
série des 6 nombres tirés. Calculer la probabilité de gagner.
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Exercice 3.9 Dans le cadre du modéle de ’exemple 3.4 on considére un texte
de n pages contenant chacune N symboles. On suppose qu’il y a r fautes de
frappe dans tout le texte.

a) Calculer la probabilité que le nombre de fautes de frappe a la page 1 est rq,
a la page 2 est ro, ..., & la page n est ry,.

b) Montrer que si N devient grand cette probabilité converge vers

1 7!
nryleeoor,!

qui est la probabilité de placer r boules distinguables dans n boites avec rq
boules dans la boite 1, 75 boules dans la boite 2, ..., r, boules dans la boite n.
Indication : utiliser la formule de Stirling.

Exercice 3.10 On place au hasard n boules distinguables dans M boites.
a) Montrer en utilisant I'inégalité

et <l si0<z<

(%)

DN | =

qu’il existe une constante c telle que si n < ¢y M, alors la probabilité qu’aucune
boite ne contienne plus d’une boule est au moins 1/2.
b) Montrer I'inégalité (x).
Indication : utiliser
1 2 3

lnl_x:x—i—%—i—%—l—--- si0<x<1.




CHAPITRE 4

Probabilité conditionnelle et
indépendance

A la place de considérer un événement A il est souvent préférable de considérer
la partition {4, A°} de €. Cette partition correspond & une question simple
dont la réponse est oui ou non : si w € A la réponse est oui et si w € A° la
réponse est non. Une partition @ de 2 en p événements est une décomposition
de Q en p sous-ensembles, Q = {A,..., Ay}, disjoints deux & deux et tels
que J; A; = Q. Une partition correspond & une question a choiz multiple. Si
lon connait P(A;) pour chaque ¢ = 1,...,p, on connait P(B) pour chaque B
appartenant a ’algébre de Boole engendrée par la partition. Cette algébre est
par définition la plus petite algébre de Boole contenant tous les A;. C’est la
collection des sous-ensembles

A={Bco:3scq,...p, B=Ja}

icJ

(on fait la convention que si J = 0, alors B = (). La vérification est facile (voir
lemme 4.1). Comme les A; sont disjoints, P(B) = > ,.; P(A;). A partir de
deux partitions Q1 = {A1,...,A4,} et Q2 = {B1,..., By} on peut former une
nouvelle partition

Q1VQ2:={ANB;:1<i<p,1<j<q}.

Exemple 4.1 Soit trois urnes : U; contenant 2 jetons noirs et 3 blancs, Us
contenant 1 jeton noir et 1 blanc, U3 contenant 1 jeton noir et 4 blancs. On
choisit au hasard une urne et puis on tire au hasard un jeton de 'urne choisie.
Cette expérience est analysée a l'aide des questions @1 = {C4,C5,C3} on C;
est 'événement « l'urne choisie est U; », et Q2 = {A, A°} ou A est I’événement
« le jeton tiré est noir ». Ce qui nous intéresse, c’est la réponse a la question
@1V Q> car elle donne le résultat final, quelle est I'urne choisie et quelle est la
couleur du jeton. a

L’analyse d’une expérience aléatoire par des questions successives (1 =
{Ai1,...,Ap}, Q2 ={DBi1,..., By} ... est parfois schématisée par un diagramme
en arbre qui est un graphe orienté. La racine de arbre est un sommet Sy qui
représente ) ; & partir de Sy sont issus p liens orientés (So, S1), . .., (So,Sp) vers
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FI1GURE 4.1 — Diagramme en arbre de 'exemple 4.1.

les p sommets S, ..., S, qui représentent respectivement les p événements de la
question (1. A partir de chaque sommet S; sont issus ¢ liens orientés (S;, Si1),
...y (Si, Siq) vers les sommets S;1, ..., Siq qui représentent respectivement les
événements A; N B;, j =1,...,q. Les sommets S;;, 1 =1,...,pet j=1,...,q,
représentent les événements de la question @)1 V Q3. Cette construction est
itérée autant de fois que nécessaire. Les sommets du graphe dont ne sont issus
aucun lien sont les feuilles de I’arbre. Si I'arbre est construit a partir de m
questions Q1,...,Qm, ces feuilles représentent les événements de la question
Q1V:--VQp,. Pour analyser de cette maniére une expérience aléatoire on utilise
la notion de probabilité conditionnelle.

4.1 Probabilité conditionnelle

Soit (2, F, P) un espace de probabilité. Si 'on sait que A € F est réalisé,
comment définir une nouvelle mesure de probabilité qui tienne compte de cette
information? Si B € F est réalisé, alors on sait que B N A est réalisé. Si () est
fini et tous les résultats sont également probables, la probabilité de B, sachant
que A est réalisé, est donnée par

nombre de cas favorables a la réalisation des événements A et B

nombre de cas favorables a la réalisation de ’événement A

Dans le cas général on remarque que lapplication B — P(BNA) est o-additive
sur F; pour obtenir une mesure de probabilité il suffit de la normaliser en
divisant par P(2N A) = P(A).

Définition 4.1 Soit A € F tel que P(A) > 0. Pour tout B € F,

P(BNA)

P(BIA) = =50
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est la probabilité conditionnelle de B sachant A. Si P(A) = 0, P(B|A) nlest
pas défini.

Si 'on connait P(B|A), on connait aussi P(B°|A) =1 — P(B|A). Mais de
P(BJ|A) on ne peut rien déduire sur P(B|A°) sauf dans le cas ou les événements
A et B sont indépendants (voir section 4.2). Noter I'identité

P(B N A) = P(B|A)P(A) = P(A|B)P(B) (4.1)

dont la validité peut étre étendue aux cas P(A) = 0 ou P(B) = 0. Lorsque
P(A) > 0 et P(B) > 0 cette identité peut s’écrire sous la forme

P(B|A)

PAIB) = PU) 55

(4.2)

Proposition 4.1 Soit {A1,..., Ay} une partition de .
1. Formule des probabilités totales: si B € F,

k
P(B) =) P(B|A;)P(A)).

i=1
2. Formule de Bayes (1702-1761): si P(B) >0,

P(B|A;)P(A;)
S5 P(BIAj)P(4;)

P(A{B) =

3. Formule de multiplication: si By € F,...,B,, € F,

P(By -+ Bp) = P(By)P(By|B1)P(Bs|B1Bs) -+ P(Bi|B1 -+ Bin_1) .

Preuve B est I'union disjointe des B N A; ; 'identité (4.1) implique

k k

P(B) = ZP(BAD = ZP(B|A¢)P(A1)-

=1 i=1

La formule de Bayes est une conséquence de (4.2) pour A = A; et de la formule
des probabilités totales. Enfin, par itération de (4.1) on obtient

P(B1~-~Bm) = P(Bl"'Bmfl)P<Bm‘Bl"'Bmfl>
=P(B1--Bn2)P(Bn-1|B1-+Byn—2)P(Bn|By -+ Bry1)
= P(Bl)P(BQ|B1)P(B3|BlBQ) e P(Bm|Bl e Bm_1) .

O

Remarque 4.1 Si {B, ..., B;} est une partition de Q, les P(B;) définissent sur
I’algebre de Boole B engendrée par cette partition une mesure de probabilité
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qui est appelée mesure de probabilité a priori sur B. Si 'on sait que I'événe-
ment A est réalisé, alors la mesure de probabilité sur B qui tient compte de
cette information est celle donnée par les P(B;|A); elle est appelée mesure de
probabilité a posteriori sur B. g

Lorsqu’on analyse une expérience aléatoire a ’aide d’un diagramme en arbre,
on donne un poids & chaque lien du diagramme : si le lien est (S,S"), alors le
poids est P(A’|A); A est 'événement représenté par S et A’ celui par S’. Noter
que si S est la racine, P(A’|A) = P(A'|Q?) = P(A’). Pour trouver la probabilité
de I'événement représenté par une feuille de I'arbre on applique la formule de
multiplication de la proposition 4.1.

P(By---By|By---Bj-1) = P(By|B1 - Bip—-1) ,

la probabilité est donnée par le produit des poids le long de 'unique chemin
allant de la racine a la feuille.

Exemple 4.2 Suite de ’exemple 4.1. Le choix au hasard de 'urne & la premiere
étape est modélisé par P(Cy) = P(C3) = P(C3) = 1/3. Sachant qu'on a
choisi I'urne U; on détermine de la méme maniere P(A|C;) : P(A|C1) = 2/5,
P(A|Cy) = 1/2 et P(A|C3) = 1/5. On peut alors calculer les probabilités
P(C;A) = P(A|C)P(C;) et P(C;A°) = P(A°|C;)P(C;). Par la formule de
Bayes on obtient par exemple la probabilité que 'urne U; a été choisie si ’on
a tiré un jeton noir,

P(A|C1)P(Ch) 4

P(Gil4) = P(A|C1)P(Cy) + P(A|C5)P(Cs) + P(A[C5)P(Cs) ~ 11°

Figure 4.2 Diagramme en arbre avec poids de I’exemple 4.1.

Exemple 4.3 Un laboratoire veut exprimer 'efficacité d’un test pour détecter
un virus. I le fait en donnant deux probabilités conditionnelles P(E|V°) et
P(E|V), ou E et V sont respectivement les événements « le test est positif »
et « la personne est porteuse du virus ». Ces probabilités conditionnelles sont
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déterminées en procédant & des expériences sur une population saine, respecti-
vement porteuse du virus. On teste un grand nombre d’individus pour obtenir
un résultat fiable. L’efficacité du test est formulée par exemple ainsi :

P(E|V®) =0,001  P(E|V)=099.

L’interprétation de ces probabilités est donnée par la loi des grands nombres
(voir chap. 10) : P(E|V*) = 0,001 signifie (approximativement) qu’une fois sur
mille le test est positif, sachant que la personne est saine. Lorsqu’on fait une
campagne de dépistage ce sont les probabilités P(V N E) ou P(V|E) qui nous
intéressent ; P(V|E) est la probabilité de porter le virus, sachant que le test
est positif. Pour calculer ces probabilités a partir des données fournies par le
laboratoire, il faut connaitre P(V), i.e. 'état sanitaire de la population. O

Exemple 4.4 Un systeme permettant la transmission d’information est un canal.
Le canal accepte des données qui sont représentées dans le cas le plus simple
par les éléments d’un ensemble fini A := {ay,...,a,,} qu’on nomme alphabet
d’entrée. Les données de sortie du canal sont représentées par les éléments de
B := {b1,...,bn}, Valphabet de sortie. Le canal est aléatoire si la lettre de sortie
n’est pas univoquement déterminée par la lettre d’entrée. Un exemple simple,
mais important, est celui d'un canal symétrique binaire dont les alphabets sont
A =B = {0,1}. Avec probabilité 1 — p la lettre de sortie coincide avec la
lettre d’entrée, et avec probabilité p elle differe. Ici p est petit et représente la
probabilité d’une erreur de transmission.

Le caractere aléatoire du canal est décrit par les probabilités conditionnelles
P(-]a;) indexées par a; € A : P(bg|a;) est la probabilité de recevoir by si 'on
a envoyé a; a travers le canal. Les propriétés du canal sont spécifiées par la
matrice M,

M;y == P(bgla;) j=1,....m,k=1,...,n.

Attention a I'ordre des indices! M est une matrice stochastique, i.e.

M, >0 et » My=1 Vj.
k=1
Dans le cas du canal symétrique binaire P(0/0) = P(1|1) =1 —p et P(1]0) =
P(0[1) = p.
En théorie de I'information la source qui alimente le canal est souvent elle-

méme aléatoire. Dans ce cas on donne aussi pour chaque j la probabilité P(A;)
de I’événement « la lettre a; est envoyée par le canal ».

Pour I'espace fondamental de cette expérience aléatoire, on choisit 2 = AxB
et F =P(Q);
A; :={a;} x B = {la lettre a; est envoyée}
By, := A x {by} = {la lettre by, est regue}.
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La mesure de probabilité est donnée par
P(A; N By) = P(Bi|A;) P(A;) = P(A;) My .
On suppose qu’on regoive la lettre by. Quelle est la lettre qui a été envoyée

dans le canal ? Une réponse a cette question est formalisée par le choix d’une
fonction de décision, ¢ : {1,...,n} — {1,...,m}, dont I'interprétation est

ay (k) est la lettre d’entrée conjecturée si I'on regoit by, .

Quel est le « meilleur choix » pour ¢ ? Une possibilité est de déterminer ¢ de
sorte que la probabilité de faire une erreur soit minimale. On fait une erreur
chaque fois qu’on regoit by et que la lettre envoyée est différente de a,1). La
fonction de décision ¢ doit minimiser I'expression

Zy:= Y P(A;-By)
i,k:
p(k)#i

=3 (P(By) = P(Ap - Br)
k=1

D P(By) (1 = P(Apqr)| Br)) -

k=1

Si P(By) = 0 on peut définir (k) n’importe comment. Si P(By) > 0 il faut
choisir ¢(k) de sorte que

P(Ag(y|Br) = r;i;éf( P(A;|By).

Pour résoudre ce probléme il faut connaitre P(A;) et utiliser la formule de Bayes
pour calculer P(A;|By). Le résultat obtenu est plausible : si 'on recoit by, on
choisit (k) de sorte que la lettre d’entrée a, () a la plus grande probabilité
d’étre envoyée, sachant que by est la lettre regue.

Sil’on n’a aucune information sur la source, une maniére naturelle de choisir
(k) est de prendre le maximum de la fonction j — P(Bj|A;) de sorte que

P(Bk“Ago(k)) > P(Bk|Ai) Viée {1, . m}

Si 'on suppose que les lettres envoyées sont également probables, en calculant
P(A;|Bg) et en choisissant l'indice j qui donne le maximum de cette expres-
sion, on retrouve cette derniére fonction de décision. a

Exemple 4.5 On modifie I’exemple 4.1 en choisissant 'urne U; avec probabi-
lité 0,85, I'urne Us avec probabilité 0,05 et I'urne Uz avec probabilité 0,1. Une
fois I'urne choisie, on effectue des tirages avec remise de cette urne en indi-
quant seulement le nombre de fois qu'un jeton noir a été tiré, par exemple, le
résultat des tirages est ’événement F « 1 jeton noir a été tiré sur 10 tirages ».
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Sachant que I’événement E est réalisé, quelle est I'urne qui a été utilisée pour
les tirages? On calcule P(E|C;) pour i = 1,2, 3. Pour faire ce calcul, on utilise
le modéle de la remarque 3.1 section 3.5. Par exemple, pour 'urne U; les jetons
ay et as sont noirs et les jetons ag, a4 et as sont blancs; ’espace fondamental
est celui des tirages ordonnés avec remise et les événements élémentaires de cet
espace sont également probables. Dans le cas de I'urne Uy, |E| = 10-2- 3% (le
jeton noir peut étre tiré au premier tirage ou au deuxiéme etc, et & chaque fois
il y a 2 possibilités d’obtenir un jeton noir; il y a 3° possibilités pour tirer les
jetons blancs). On obtient

P(E|C}) =0,040  P(E|C3) =0,009  P(E|Cs)=0,268.

Si l'on n’avait pas d’information supplémentaire, la réponse la plus vraisem-
blable serait « 'urne Us ». Cependant on connait P(C;), et on peut donc cal-
culer

P(C1|E) = 0,556  P(Co|E) =0,007  P(Cs|E)=0,435.

On voit que l'information supplémentaire change complétement notre percep-
tion de la situation. O

Exemple 4.6 On considére une urne avec n jetons et on procéde & un tirage
ordonné sans remise des n jetons. L’espace fondamental est celui de la section
3.2 avec n = M. On tire les jetons les uns aprés les autres. Sachant que les j
premiers jetons tirés sont by, ..., b;, quelle est la probabilité que les m suivants
sont bj+1, sy bj+m ? Soit {bl, e ,bj} N {bj+1, ceey b]‘+m} =0 et

E={w:iw=b;,i=1,...,5}, Fi={w:w;=b;,i=j+1,....5+m}.

On obtient

CIENF| - mlaym 1

PIFIE) = =g PP e

Cette probabilité conditionnelle est égale & la probabilité d’un tirage ordonné
sans remise de m jetons d’une urne contenant n — j jetons.

On suppose que les jetons aq,...,ax sont noirs et les autres blancs. On
introduit les applications

1 siwy est un jeton noir

Xo(w) = {

0 siwy est un jeton blanc.
siéme

On note I'événement « le j jeton tiré est noir » par {X; =1}. On a

PX =1 =%  Pxi=op="""

et

PUX, = DX =1) = S22 P = (X =0h) = "
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On tire le premier jeton ; sans connaitre sa couleur, quelle est la probabilité que
le deuxiéme jeton tiré soit noir ?

P{X; =1}) = P({Xz = 1}[{Xy = 1}) P{X1 = 1})
k
+P{Xe =1}{X: =0}) P({Xy =0}) = .
De méme, si ’'on tire les j — 1 premiers jetons sans prendre connaissance des
couleurs de ces jetons, quelle est la probabilité que le 71™° jeton tiré soit noir ?
Les événements

E(bl,"',bj_l) ::{w:wi:bi, b, €A, i=1,...,j—1}

forment une partition de €. On peut calculer comme ci-dessus la probabilité
P({X; = 1}) par la formule des probabilités totales, mais il est plus simple
de calculer directement P({X; = 1}). En effet, la cardinalité de {X; = 1} est
k-[n—1],_1 :il y a k possibilités pour avoir un jeton noir au j*™¢ tirage et le
nombre de choix pour les n — 1 autres tirages est [n — 1],,_1 ; par conséquent
k- [TL — 1]n71 k

Meéme si j = n, tant que 'on n’a pas pris connaissance du résultat des n— 1 ti-
rages précédents, P({X,, = 1}) = k/n, bien qu’au dernier tirage il ne reste plus
qu’une boule dans 'urne. Ce qui importe, ce n’est pas que les n — 1 premiers
tirages aient eu lieu, mais ce que nous savons de ces n — 1 premiers tirages. O

4.2 Indépendance

L’indépendance est un concept-clé de la théorie. On considére dans cette section
I'indépendance d’événements. Un point essentiel a retenir est que le concept
d’indépendance d’événements ne fait sens que si l'on a fizé une mesure de
probabilité. Ce n’est pas une propriété intrinséque des événements.

Exemple 4.7 On considére deux expériences aléatoires distinctes qui sont dé-
crites par des espaces de probabilité discrets (Qq,F1, P1) et (Qa, F2, P2). La
cardinalité de €2; est n; et tous les événements élémentaires de chaque expé-
rience sont également probables. On considére ces deux expériences comme une
seule « grande » expérience dont ’espace fondamental est 2 = 0y x 5, et la
mesure de probabilité est P. Comment définir P, si les expériences sont indé-
pendantes, dans le sens que si 'une est effectuée son résultat n’est pas modifié
par le fait que 'autre soit effectuée ou non? Soit A € Fi ; les événements

Ax{ne} C, oumng parcourt Qo,

sont mutuellement disjoints et leur réunion est ’ensemble A x 5. Les sous-
ensembles A C Q1 et A x Qo C Q) représentent le méme événement. Si I’événe-
ment A est réalisé, les événements A x {n} et Ax {n’} sont également probables
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puisque, par hypothése, leurs réalisations ne dépendent que des réalisations des
événements élémentaires {n} et {n'} de la deuxiéme expérience. Par conséquent,
pour tout {n},

Pi(A
PiA) = PAx %) = 3 P(Ax {if}) = Plax ) = 12
n’' €Qg 2
Si B € Fo,
P(AxB)= Y P(Ax{if}) = P(A)Py(B).
n'eB
Cette identité définit complétement la mesure de probabilité P. O

Dans 'exemple 4.7 I'indépendance des expériences est en relation avec une
propriété de produit de I’espace fondamental €2 et de la mesure de probabilité
P : P(Ax B) = P(A)Py(B) pour tout A € F; et B € Fo.

Définition 4.2 Soit (2, F, P) un espace de probabilité. Deux événements A
et B sont indépendants pour la mesure de probabilité P si et seulement si
P(ANB)= P(A)P(B).

Remarques 4.2 a) Lorsque la mesure de probabilité P est fizée et connue, on
dit simplement que A et B sont indépendants, sinon on dit que A et B sont
indépendants sous P.

b) Si P(B) > 0, A et B sont indépendants si et seulement si P(A|B) = P(A).

c) Si P(A) = 0, respectivement P(A) = 1, alors pour tout B, P(AN B) =
P(A)P(B); les événements A et B sont indépendants.

d) Des événements disjoints ne sont pas indépendants (sauf dans les cas de la
remarque précédente).

e) Les événements A et B sont indépendants si et seulement si A¢ et B, ou
A€ et B°, ou A et B¢ sont indépendants. L’indépendance de A et B est en
fait une affirmation sur les algebres de Boole Ax := {Q,0, A, A°} et Ap =
{Q,0, B, B¢} qui sont engendrées par les partitions {4, A°} et {B, B°}.

f) Soit 0 < P(B) < 1; les événements A et B sont indépendants si et seulement
si P(A|B) = P(A|B¢). En effet, si les événements sont indépendants c’est
évident. Inversement, si P(A|B) = P(A|B¢), par la formule des probabilités
totales

P(A)P(B) = (P(A|B)P(B) + P(A|B°)P(B)) P(B)
— P(A|B)P(B) = P(AN B).
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La remarque e) suggére la définition suivante.

Définition 4.3 a) k algébres de Boole Fi, ..., Fi sont indépendantes sous P
si et seulement si

P(El--~Ek) ZP(El)P(Ek) VE,1 e F,...,.VE, € Fi.

b) Méme définition pour des o-algébres de Boole.
¢) k événements B;, j =1,...,k, sont indépendants sous P si et seulement si
les k sous-algebres Ap, sont indépendantes.

Lemme 4.1 Une partition {Aq,..., A} de Q engendre une algébre de Boole
finie A qui est

A:{BJCQ:HJC{I,...,k}, BJ:UAz}.

icJ

Inversement, chaque algébre de Boole A qui est finie est engendrée par une
partition dont les éléments sont dans A. Les éléments de cette partition sont
appelés les atomes de 1'algébre A.

Preuve Soit une partition {Ay, ..., Ax}. La collection A donnée dans le lemme
est une algébre de Boole (on fait la convention que si J = @, alors By = ).
En effet, B = Bje et By, U By, = By, uj,.- N'importe quelle algébre de Boole
contenant les A; contient aussi leurs unions et donc contient A. L’algébre A
est donc la plus petite algébre qui contient chaque élément de la partition.

Soit A une algébre de Boole qui est finie. On énumére tous ses éléments
Bl, BQ, ey Bn On définit

B} :=DB; et B;':=DBf

K2

de sorte que pour tout w € Q soit w € B}, soit w € B;l. On définit aussi pour
tout b= (by,...,by), by = £1,

b._ b;
O = AP, BY .

(On peut avoir C® = ()). Par définition des C°, pour tout w il existe b tel que
w € CP. D’autre part, C®NCY = () si b # b ; en effet, dans ce cas il existe j tel
que bj =1 et b; = —1 ou vice-versa; b; = 1 et b; = —1 impliquent CP C Aj et
cY c Aj. Par conséquent les C% + () forment une partition de Q qui engendre

A et
B; = U cr.

b: biil
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Proposition 4.2 Soit trois algébres de Boole, A engendrée par la partition
{A41,..., A}, B par la partition {B1, ..., Bs} et C par la partition {C1, ..., C}.
Alors les algebres A, B et C sont indépendantes sous P si et seulement si

pour tout i € {1,...,r}, pour tout j € {1,...,s} et pour tout k € {1,...,t}.

Preuve C’est clairement nécessaire. Un élément de A s’écrit comme une union
disjointe : il existe I C {1,...,r} tel que A = U;c1A;; de méme pour B € B et
CecC.

AnBnc=(JAa)n(UB)n(Ua)=UU U 4nB;nc.

iel jeJ keEK i€l jeJ keK

AN BNC est exprimé comme une union disjointe et par conséquent

P(ANBNC)=> Y Y P(AnB;NCy)

iel jeJ keK
Y S PUAIPEBPCY)
icl jeJ keK
= P(A)P(B)P(C).
O
Proposition 4.3 Pour que k événements B;, i = 1,...,k, soient indépen-

dants sous P il faut et il suffit que pour toute sous-famille {B;,,...,Bj, } de
{Bi1,...,By}

P(Bj, N---NBj,)=P(Bj) - P(Bj,).
Ces conditions sont équivalentes aux conditions : pour toute sous-famille

{Bj,,...,Bj,,} de {Bn,..., By} telle que P(Bj, --- B, ) >0,

Preuve Les premiéres conditions sont clairement nécessaires. Soit Ap, =
{0, B;, BE,Q2}; si ces conditions sont vérifiées, il faut vérifier pour tout C; €
Ap,,i=1,...,k,

P(CiN---NCy) = P(Cy) - P(Ch).

Il suffit de montrer que les conditions postulées sont encore vraies si I’on rem-
place certains des B; par Bj. Par exemple,

P(BS Bj,--B;,) = P(Bj,--Bj,) — P(B;,B;, - Bj,,)

=(1-PB)) [[ PB;.)-

n=2
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La preuve de I’équivalence des deuxiémes conditions avec les premiéres est lais-
sée au lecteur (utiliser la formule de multiplication). O

Exemple 4.8 Deux dés équilibrés, un blanc et un noir, sont lancés (équipro-
babilité des résultats). Soit les événements A « la somme des dés vaut 7 », B
« le dé blanc donne 4 » et C' « le dé noir donne 3 ». On a

P(AB) = P(A)P(B) P(AC) = P(A)P(C) P(BC)= P(B)P(C).

Mais

P(A(BC)) = P(A|BC) P(BC) = % 6713

Les événements A, B, C ne sont pas indépendants.

Exemple 4.9 On considére des tirages ordonnés avec remise de n jetons d’une
urne contenant les jetons aq, ..., apr. On pose A = {ay, ..., ap }. Chaque tirage
est également probable. L’espace fondamental est €2, de la section 3.1. Grace a
la notion d’indépendance on peut donner une description plus simple de cette
expérience. On introduit les applications X;: {2, — A,

X;(w) :==w; (le 7 jeton tiré est w;).

Les événements {X1 = b1}, ..., {X,, = b,}, quels que soient les b; € A, sont
indépendants,

n

P({Xi=bi} - {Xa =ba}) = [[ PU{X = 0:)).

i=1

De méme, les partitions
Q; = {{Xlzb} bEA}, 1=1,...,n,

sont indépendantes. Par exemple, la partition (3 correspond & la question
a choix multiple “quel est le jeton tiré lors du troisiéme tirage”. L’expérience
aléatoire considérée est équivalente a répéter n expériences indépendantes (voir
exemple 4.7), chacune consistant simplement & tirer un jeton de l'urne.

4.3 Exercices

Exercice 4.1 A une interrogation on pose une question a choix multiple avec
m possibilités de réponse, une seule étant correcte. Si I’étudiant ne connait
pas la réponse il donne une réponse au hasard. Sachant que 65% des étudiants
ne connaissent pas la réponse, si ’on interroge un étudiant au hasard et qu’il
donne la bonne réponse, quelle est la probabilité qu’il connaissait la réponse ?
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Exercice 4.2 On considére deux événements A et B. Ne sachant rien sur la
probabilité de 'événement A, on choisit comme probabilité a priori P(A) = 1/2.
Par contre on sait que

P(B|A)=0,1 et P(BJA%)=0,99.

Si ’on observe ’événement B, quelle est la probabilité a posteriori de 1’événe-
ment A7

Exercice 4.3 On considére deux piéces de monnaie équilibrées qu’on lance
successivement ; les résultats de ’expérience aléatoire sont équiprobables. A
est I’événement « la premiére piéce donne Face », B « la deuxiéme piéce donne
Face », et C' « une et une seule des piéces donne Face ». Les événements A, B
et C sont-ils indépendants ?

Exercice 4.4 Trois joueurs a, b et ¢ jouent tour & tour un jeu pour lequel il n’y
a pas de partie nulle. On procéde de la fagon suivante : lors de la premiére partie
¢ ne joue pas; la partie suivante est jouée entre le gagnant de la partie et la
personne qui n’a pas joué la partie précédente et ainsi de suite. On suppose que
chaque participant gagne sa partie avec probabilité 1/2. Les parties s’arrétent
dés qu’un des joueurs gagne successivement deux fois.

a) Modéliser cette expérience aléatoire.
Indication : on peut décrire les résultats possibles de cette expérience aléatoire
en indiquant le gagnant de chaque partie.

b) Montrer qu’on ne joue pas indéfiniment. Calculer les probabilités que les
parties s’arrétent parce que a a gagné deux fois de suite, respectivement b a
gagné deux fois de suite, respectivement ¢ a gagné deux fois de suite.

Exercice 4.5 On fait le jeu suivant. On a trois boites 1, 2 et 3. La boite 1
contient 100 francs et les deux autres sont vides. Le jeu se joue en trois temps.
a) A qui ne connait pas le contenu des boites choisit au hasard une des boites
et ne l'ouvre pas.

b) B qui connait le contenu des boites ouvre intentionnellement une boite vide
parmi les boites restantes.

c¢) A ala possibilité d’échanger sa boite choisie avec celle qui reste. On considére
les trois stratégies suivantes pour ce deuxiéme choix de A :

1) A garde toujours la boite choisie initialement ;

2) A échange toujours la boite choisie initialement avec la boite restante ;

3) A joue a Pile ou Face et échange sa boite s’il obtient Face.

Analyser ce jeu en utilisant des diagrammes en arbre. Soit
G := {au début A choisit la boite j}

F := {B ouvre une boite vide} et F,:= {B ouvre la boite 2}.

Calculer la probabilité de F' et de F». De méme calculer les probabilités condi-
tionnelles de F' sachant G; et de Fy sachant Gj.
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Est-ce que G est indépendant de F', respectivement de Fy 7
Calculer la probabilité de ’événement « A gagne les 100 francs » pour les dif-
férentes stratégies.

Exercice 4.6 On examine une autre version du jeu présenté dans I’exercice 4.5.
A la deuxiéme étape B ouvre, au hasard, une des deux boites restantes. Sinon
le jeu et les statégies pour le deuxiéme choix de A sont les mémes qu’avant.
Répondre aux mémes questions que celles de 1’exercice 4.5.

Exercice 4.7 On considére un test pour détecter un virus (exemple 4.3).
L’événement E est « le test est positif » et I’événement V' « la personne est por-
teuse du virus ». Les propriétés statistiques de ce test P(E|V) et P(E|V°) sont
connues. Pour détecter si une personne est porteuse du virus, on fait le méme
test dans deux laboratoires. On pose E; := {test fait dans le labo ¢ est positif},
1 = 1,2. Les deux laboratoires travaillent de fagon indépendante, ce qui peut
s’exprimer ainsi.

1) Etant donné la personne testée et le résultat du laboratoire 1, le résultat du
laboratoire 2 ne dépend que de la personne testée,

P(E5|E V) = P(E3|V) et P(Es|EV®) = P(Es|VE).

2) Etant donné la personne testée, les résultats des laboratoires sont indépen-
dants,

P(EyE V) = P(EL|V)P(EL|V) et P(E2E1|VC) = P(Es|VE)P(EL|VE).
Montrer que 1) est équivalent a 2).

Exercice 4.8 Suite de exercice 4.7. On suppose que P(E|V) = 0,99 et
P(E|V¢) = 0,001 et que la proportion des porteurs du virus dans la popu-
lation est de 0,1%. On choisit une personne au hasard.

a) Calculer la probabilité de détecter le virus si les deux tests sont positifs.

b) Est-ce que les événements E; := {le test fait dans le labo 4 est positif}, i =
1,2, sont indépendants ?

Exercice 4.9 On considére 1’espace de probabilité discret Q = {1,2,...,100}
avec la mesure de probabilité uniforme.

a) Donner un exemple de trois événements non indépendants A, B et C tels
que P(ABC) = P(A)P(B)P(C).

b) Donner un exemple de trois événements non indépendants A, B et C' tels
que P(AB) = P(A)P(B), P(AC) = P(A)P(C) et P(CB) = P(C)P(B).

Exercice 4.10  est un ensemble, A C P(Q2) et B C P(Q) sont deux algebres
de Boole.

a) Est-ce que la famille des sous-ensembles A U B est une algébre de Boole ?
b) Si A, C P(Q) sont des algebres de Boole et si A, C A,11 pour tout n,
est-ce que la collection des sous-ensembles, qui est formée par I'union des A,,
est une algébre de Boole?



CHAPITRE 5

Espaces de probabilité sur R et R*

Contrairement au cas des espaces de probabilité discrets, pour lesquels une
description complete a été donnée, on ne considere ici que lescas Q =R, Q =1,
un intervalle, ou Q = R¥. Plusieurs aspects mathématiques sont passés sous
silence dans le cadre de ce livre. Cependant, si l'on s’intéresse principalement
a des questions de nature non théorique, cela ne constitue pas un handicap
majeur. Grace a la notion de variable aléatoire introduite au chapitre 6, les
exemples d’espace de probabilité traités dans ce chapitre suffisent pour exposer
une part substantielle de la théorie. Certains points théoriques importants sont
exposés sans démonstration.

L’exemple suivant est un exemple générique de construction d’un espace de
probabilité non discret.

Exemple 5.1 Un générateur de nombres aléatoires (GNA) est un procédé qui
sélectionne au hasard (i.e. de maniere également probable) un nombre réel
dans (0,1). On décrit ici espace de probabilité (2, F, P) associé & un GNA.
Le modele mathématique d’'un GNA (idéal) est clair; du point de vue pratique
la construction d’'un GNA est délicate.

L’espace fondamental est = (0,1) puisque le résultat est un t € (0,1).
Une mesure de probabilité est définie sur la collection des événements. Un évé-
nement simple pour lequel on a une bonne intuition est un intervalle I = (a,b) :
« le nombre sélectionné par le GNA est dans I ». Intuitivement la condition
d’équiprobabilité se traduit par

b
P(I) = longueur de lintervalle I = £(I) = / dt. (5.1)

La propriété d’additivité de P pour une famille finie d’intervalles disjoints
est immédiate. Pour compléter la définition de ’espace de probabilité on est
confronté au probléme suivant :

Peut-on trouver une o-algébre F qui contient tous les intervalles et une
mesure de probabilité P sur F telle que

b
P(I)=4(I) = / dt si I est un intervalle ?
a



44

Il s’agit d’étendre I'application P, qui est définie sur les intervalles de fagon
naturelle, & une o-algébre de sorte que P soit o-additive. Ce probléme a été
résolu par H. Lebesgue (1875-1941) dans sa thése de doctorat intitulée Intégrale,
longueur, aire (1902).

1. 11 existe une (plus petite) o-algébre contenant tous les intervalles, no-
tée B((0,1)). Cette collection de sous-ensembles de (0,1) est celle des
ensembles boréliens. Elle ne contient pas tous les sous-ensembles de (0, 1),
mais elle est suffisamment riche pour toutes les situations concrétes
rencontrées dans la pratique. Elle contient par exemple tous les sous-
ensembles ouverts et fermés.

2. Pour chaque F de la collection B((0,1)) on peut définir la longueur

o(E) = /E dt

qui a la propriété de o-additivité. Le résultat principal est qu'il n’y a
qu’une et une seule fagon de définir £(E) si la longueur des intervalles est
donnée par (5.1).

On prend donc pour modéle mathématique d’'un GNA ’espace de probabilité
(Q,F,P) avec Q= (0,1), F = B((0,1)) et P(E) = {(E). |

Remarque 5.1 Définir la longueur ¢(E) pour E € B((0,1)) revient a définir
intégrale [, dt (intégrale de Lebesgue de E). Si [, dt existe comme intégrale de
Riemann, alors on montre que E € B((0,1)) et que 'intégrale de Riemann est
égale a ((E). Dans tous les cas concrets de ce livre on est dans cette situation.
Cette remarque, ainsi que l'existence et 'unicité de ’espace de probabilité
pour un GNA, font que dans ce livre on n’a pas besoin de connaitre d’autres
propriétés de la o-algebre B((0,1)).

Remarque 5.2 Dans la modélisation mathématique d’un GNA on admet
que le résultat de 'expérience est un nombre réel déterminé t. Par contre, si
t € (0,1), 'événement « on observe le résultat ¢ » correspond au sous-ensemble

{tt= <t—%,t+%) c (0,1).

n>ngo

(ng est suffisamment grand). La propriété de continuité monotone séquentielle
de P implique que P({t}) = 0. L’interprétation de ce résultat est la suivante.
Pour observer un nombre ¢ donné, i.e. ’événement {t}, il faut connaitre toutes
les décimales de ¢, ce qui requiert une précision infinie qu’on ne peut pas at-
teindre expérimentalement. P({t}) = 0 signifie que cet événement n’est pas
observable. Par contraste, si ¢ > 0, ’événement (t —e,t+¢) est observable avec
une précision finie, et

P(t—et+e))=L((t—e,t+e)N(0,1)) >0.

Il est important de distinguer ¢ € (0,1) et {t} C (0,1).
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5.1 Mesure de probabilité sur R

On considére le cas d’un espace de probabilité dont I’espace fondamental 2 = R.
On introduit comme dans ’exemple 5.1 la o-algébre des ensembles boréliens
F = B(R); B(R) est la plus petite o-algébre contenant tous les intervalles
(a, b]. Tous les événements F C R considérés dans ce livre sont clairement dans
cette o-algébre. Les ensembles (—oo, t] € B(R), quel que soit t € R. Si P est une
mesure de probabilité sur F, la fonction de répartition de P est, par définition,
la fonction définie sur R par

t— F(t) := P((—o0,t]).

Proposition 5.1 Soit F la fonction de répartition de P.
1) 0 < F(t) <1, F est monotone non décroissante.
2) tlign F(t)=0 et tlim F(t)=1.
3) F est continue a droite, i.e. pour tout t € R li?; F(s) = F(t).
4) P({z}) = F(z) — liTm F(t); F a un saut en x si et seulement si
tlx
P({z}) > 0. P({z}) est la hauteur du saut en x.

Preuve Le point 1) suit du lemme 2.1, et le point 3) des propriétés de conti-
nuité monotone. Si s,, >t et s, | t,

(—00,t] = ()(—00, 5a]

n

(Siz > t, il existe n tel que t < s, < x de sorte que = ¢ (—0o0,s,]). Par
continuité monotone de P

F(t) = P((—o0,t]) = lim P((—o0, $p]) = lim F(s,).

Snlt snlt
Le point 2) est traité de fagon similaire a partir de
(—o0,tn] L O sity, | —oo et (—oo,ty] TR sit, ] oo.
Pour le point 4), soit t, <z et t, T x; on a {x} =), (tn, ] et
P({a}) = lim P({ta, 2]

= lim(P((~00,2]) — P((~00,t,])) = F(z) ~ lm F(t,).

Par conséquent, F' n’est pas continue & gauche en z si et seulement si elle fait
un saut en = de hauteur P({z}) > 0. |

Le théoréme 5.1 est un des théorémes importants de la théorie (voir par
exemple A. A. Kirillov, A. D. Gvishiani, Theorems and Problems in Functional
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Analysis® chapitre I1, en particulier le théoréme 4). Il permet de définir toutes
les mesures de probabilité sur R.

Définition 5.1 Une fonction de répartition est une fonction définie sur R a
valeur dans [0, 1], vérifiant les propriétés 1, 2 et 3 de la proposition 5.1.

Théoréme 5.1 Soit F: R — [0, 1] une fonction de répartition. Alors F définit
de fagon unique sur B(R) une mesure de probabilité telle que pour tout intervalle
(a, 0]

P((a,b]) = F(b) — F(a).

Dans ce livre on n’a besoin que des deux cas suivants qu’on nomme respec-
tivement le cas continu et le cas discret.

1) On suppose que la fonction de répartition F' est dérivable et que sa dérivée
f = F' vérifie pour tout a et b

b
F(b)—F(a):/ F(t) dt.

z) |
1-
—9 -1 O 1 2 3 4 5 6 7 g

FIGURE 5.1 — Fonction de répartition continue.

En particulier, si f = F’ est continue, cette identité est vraie. La mesure de
probabilité définie par F' est appelée mesure de probabilité continue ; pour tout
A € B(R) (voir remarque 5.1)

P(A) = /A F(t)dt. (5.2)

Inversement, si f : R — RT vérifie [, f(t)dt =1, alors la fonction

t— F(t) :2[ f(s)ds

1. Comme c’est souvent le cas dans la littérature russe, la fonction F' dans cette référence
est définie par F(t) := P((—oo,t)) a la place de F(t) = P((—o0,t]); par conséquent cette
fonction est continue & gauche a la place d’étre continue a droite.
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est une fonction de répartition. Par conséquent f définit une mesure de probabi-
lité P telle que (5.2) est vérifié. La fonction f est appelée densité de probabilité
pour la raison suivante : (si f continue)

P((t—e,t+¢)) 1 [tte
1' —:1' — =
iy =g [ s =0
araan -

FIGURE 5.2 — Densité de probabilité de la fonction de répartition de la figure 5.1.

En résumé, on spécifie une mesure de probabilité continue en donnant F' ou en
donnant f = F’ qui est la densité de probabilité de la mesure.

2) On suppose que la fonction de répartition F' est constante par morceaux.
L’ensemble D des sauts de F' est fini ou dénombrable. En effet, pour tout m > 1
il y a au plus m sauts de hauteur plus grande que 1/m puisque F(c0) = 1;
par conséquent la proposition I.1 implique que D est fini ou dénombrable. Si
a € D, la hauteur du saut en a est

q(a) :== F(a) — lim F(s) .

sTa

F(z) A
1+ —_
—
—
— 1
; ; — : : : : >
4 -3 -2 -1 O 1 2 3 1 5@

FIGURE 5.3 — Fonction de répartition discréte.

La mesure de probabilité associée est appelée mesure de probabilité discrete;
elle est donnée par

P(A) = > qla).

a€AND
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0,3t
02+

0,1 ¢

9 -1 0 1 2 3 o«

FIGURE 5.4 — Mesure de probabilité discréte spécifiée par la position et la hauteur
des sauts de la fonction de répartition de la figure 5.3.

Par définition g(a) > 0 et ), . ¢(a) = 1. La mesure de probabilité est entiére-
ment déterminée par la donnée de ’ensemble dénombrable D et de la fonction
q: D — [0,1] telle que ), , q(a) = 1. C’est essentiellement la définition d’une
mesure de probabilité sur un espace de probabilité discret (sect. 2.3).

Exemple 5.2 Soit A > 0. Une mesure de probabilité de Poisson (1781-1840)
sur R, de paramétre X\, est une mesure de probabilité discréte notée 7y, telle
que l'ensemble des sauts D = {0,1,2,...} et

X

o keD.

ma(k) :=e

Voir figures 6.2 et 6.3.

Exemple 5.3 Soit m € Ret 0 < 02 < co. Une mesure de probabilité gaussienne
sur R, de parameétres m et o2, est donnée par la densité de probabilité

e (- 50,

Cette mesure est notée N(m,o?).

fm,02 (t) =

flz)A

G

FIGURE 5.5 — Densité de probabilité de la mesure gaussienne N (0, 1).
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Exemple 5.4 Soit x > 0 et A > 0. Une mesure de probabilité gamma, de
paramétres (x, \), est donnée par la densité de probabilité notée 7, ,

Yer(t) := D(z) "N M) sit >0, y,..(t) = 0 sinon.

['(z) est la fonction Gamma évaluée en z. O

Remarque 5.3 Par définition, si x > 0, la fonction Gamma est

o0
I(x) ::/ et dt .
0
Par intégration par parties on obtient la relation fondamentale

Iz +1) =al(x).

I'(1) = 1 et par récurrence n! = I'(n+1). Par le changement de variable t — u?

on obtient 'intégrale de Gauss (1777-1855)
I'(z) = / e u2@ 12y, dy = 2/ e u2r L gy
0 0
Lorsque z = 1/2 (voir (5.6)),
I'(1/2) = 2/ et :/ e dt = V7.
0 —o00

Soit p > 0 et ¢ > 0; en passant aux coordonnées polaires

o o0 5 2

4/ / e (W) 2p=10,20=1 gy, )
o Jo
oo

w/2
2 / e Pt -1 gy 9 / cos??~ 1 9sin241 9 4o .
0 0

L(p)L(q)

=I'(p+q) =B(p,q)

En posant cos? @ = t on obtient pour B(p, q) I’expression

L(p)L'(q)

B(p,q) = B(q,p) :/0 1 — ) dt = Thtq)

(5.3)

a

Les considérations de cette section sont aussi valables pour un intervalle I.
Il suffit de considérer des densités de probabilité qui sont nulles en dehors de
I ou de supposer que les fonctions de répartition sont nulles & gauche de [
et égales & un a droite de I. Dans le cas des mesures de probabilité discrétes
I’ensemble des sauts D est un sous-ensemble de [.
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5.2 Mesure de probabilité sur R*

Lorsque Q = R” la g-algébre F est celle des ensembles boréliens B(RF) qui est
engendrée par les produits de k intervalles I; x --- x I. Dans la suite, dans
les situations concrétes, on a besoin seulement des deux cas suivants qui ne
nécessitent pas d’explications supplémentaires. Ces deux cas n’épuisent de loin
pas les exemples de mesures de probabilité sur R¥.

1) Une mesure de probabilité discréte sur R* est spécifiée par un ensemble
dénombrable D C R* et une application ¢: D — [0, 1],

> qla)=1.
aeD

La mesure de probabilité u est définie par

pA) = > qla),

a: acAND

2) Une mesure de probabilité continue sur R¥ est spécifiée par une densité de

probabilité f: RF — R+,
/ f(x)dx=1.
Rk

La mesure de probabilité u est définie par

H(A) = /A f(x) dx.

Dans la formule ci-dessus on a utilisé une notation concise. On écrit aussi
x = (1,...,x) et dx = dxy - - - dxy. Avec ces notations

/,L(A):/u-/Af(xl,...,mk)dxl~~-da:k.

5.2.1 Mesure gaussienne

Un exemple central de mesure de probabilité sur R¥ est celui d’une mesure
gaussienne. Les mesures gaussiennes (non nécessairement normalisées) jouent
également un role important dans d’autres domaines, en particulier en physique.

Une mesure gaussienne sur RF est spécifiée par la donnée d’une matrice A
réelle de type k x k, symétrique, définie positive et d’un vecteur m € R¥: sa
densité est par définition

0(x) = g, ) 2= exp (— 5 {(x — m)|AGx—m) ).

Cette mesure n’est pas normalisée,

/ g(x)dx = 1/ (2m)kdetA—1. (5.4)
Rk
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Cette identité est un cas particulier de (5.7). Lorsque la mesure est normalisée,
on a une mesure de probabilité gaussienne N(m, A); sa densité est

1

Trdeat Y™ (5:5)

fm7A (X) =

Un cas simple est celui ot m = 0 et A diagonale, A;; = 1/02 pour tout i,

1 24 ... 2
exp<7u),

Tlyeeo Tp) = ————
fO,A( 1 k) (27(_0_2)% 202

Exemple 5.5 Calculer
I:= / exp(—5x? — 6y + 4xy) dedy .
R2

C’est une intégrale gaussienne avec

10 —4
a=(1 %)
La matrice est symétrique et définie positive puisque detA = 104. En utilisant

(5.4) on obtient
2m m

I= =—.
VdetA V26

Proposition 5.2 Soit m € R¥ et A une matrice réelle de type k x k, symé-
trique et définie positive.

/_oo e dt = r. (5.6)
(2m)*

VA exp (<z|m> + % <Z|A71Z>> . (5.7)

/ exp((z]x))g(x) dx =
Rk

Preuve On établit tout d’abord l'identité (5.6) qui est 'identité fondamentale
dans ce contexte. En passant aux coordonnées polaires,

%) ) 9 0o e _r [eS) )
(/ et dt) :/ / et s dtds:2ﬂ'/ e " rdr=m.
oo —o0 J—0 0

A partir de (5.6) on dérive (5.7). Soit U la matrice orthogonale qui diagonalise
la matrice A, D = UAUT avec D diagonale; les éléments diagonaux de D
sont les valeurs propres A\; de A, qui sont toutes strictement positives puisque A
est définie positive. On fait le changement de variables x —m = U Ty (jacobien
égal & 1); en utilisant (z|[Uy) = (Uz|y) on obtient

Jexpl(alx))atox) dx = exp ((alm)) [exp ((Usly) - ; (vIDy) ) dy
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L’intégrale du membre de droite factorise en k intégrales sur R. On pose u :=
(Uz), u = (u1,...,ux), et on écrit
2
I

1 1 Uj
..,,)\.2:77(4/)\“777) .
UYj = 57iY; 9 7 Y3 oy 2),
Ceci permet de faire le changement de variables

"
Uy = Wyj—\/—i»
J

pour se ramener a U'intégrale (5.6).

/Rexp (ujyj — %)\jy?) dy; = exp (E) /Rexp ( — %(\/)ijj — \/U;T)Q) dy;
1

u?
J 2
=exp | — /exp — —v7 ) dv
(%) 7 Jo o (= 523) o
u? \ V27
J
= exp .
<2Aj> Aj
Par conséquent
(2m)*/? 1 T-1
exp((z|x))g(x) dx = exp ( (zlm) + = (z|U D™ "Uz
Jexoltalxato dx = Tz exp ((afn) + 5 (2 )
(2m)*/? 1 -1
= exp | (zlm) + = (z|A" "z
e ((zfm) + ; (z/A72))
1
=4/ (2m)kdet A—1 exp (<z|m> +3 <z|A*1z>) .
d
Soit 41,..., 4y une famille de m indices, i; € {1,...,k}. Par exemple, si

k=3etm=26,1i =iy =1i3 =1i4 = 1etis =1ig = 2. On rappelle (voir
exemple 3.3) qu'un appariement de 2n objets est une partition de ces objets
en n paires (non ordonnées), chaque objet figurant dans une et une seule paire.
Dans ’exemple ci-dessus le nombre d’appariements est donné par (3.1), soit
15. La proposition suivante est appelée théoréeme de Wick dans la littérature
physique.

Proposition 5.3 Soit iy,...,i, une famille de n indices, i; € {1,...,k}.
Sin=2m—-1,m>1,
2m—1
fo,A(l"um,iEk)( H Iij) dzi---dxy =0.
RK :
Jj=1
Sin=2m, m2>1,

2m
/Rkf07A(x17”"1'k)(Hxij>dmlu.dmk: Z H A;ib
j=1

appariements chaque
de i1, ...,%2m paire
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Preuve Par symétrie, en faisant le changement de variables x en —x, on obtient
le cas n impair. Si n est pair, I'identité (5.7) s’écrit ici

1 _
/R’« fo,A exp (Z zzml) dx = exp (5 Z ziAijlzj) .
% %]

On fait agir sur cette identité les opérateurs différentiels

0 0
A 9
Bzil 8Zi2m
i.e. on dérive cette identité par rapport & z;,, ..., 2i,,, , puis on pose z; = 0 pour

tout 7. Le coté gauche donne

2m
/Rk f()’A(.Tl,. .. ,xk)<j1:[11'ij> dry---dx

En développant I’exponentielle du c6té droit en série, le seul terme qui contribue
est le terme

ﬁ(zziAfjlzj)m:ﬁ(ZZz 7). (ZZZ 5) . (58)

,J ,J

m facteurs

En effet, les termes de puissances inférieures sont nuls par différentiation et ceux
de puissances supérieures sont nuls lorsqu’on pose z; = 0 pour tout ¢. De méme,
lorsque les opérateurs différentiels agissent sur le terme de droite de (5.8), on
obtient une contribution non nulle seulement si sur chaque facteur agissent
deux opérateurs différentiels. On peut décrire tous ces cas en considérant les

appariements des opérateurs différentiels %, B2 82 . Pour un appariement
donné, on peut faire agir chaque paire d’opérateurs de I’appariement sur un
facteur différent du produit du membre de droite de (5.8); il y a m! maniéres
différentes d’associer les m paires de 'appariement et les m facteurs. Comme

A1 est symétrique

6zk 92 (Z aA'y) = 245

Par conséquent, pour un appariement fixé des opérateurs différentiels, 'action
des opérateurs différentiels sur le terme de droite de (5.8) donne la contribution

H Ai_a}ib :

chaque
paire

Exemple 5.6 Soit I I'expression suivante

Jps #la3 exp (— (23 + z122 + 223 + 23)) dwrdaodas

IR
Jes exp (= (22 + z122 + 223 + 23)) day dzodas
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Cela correspond au cas

2 1 0 1 8 -2 0
A=|1 4 0 A*lzﬁ—24o
0 0 2 0o 0 7

La matrice A est symétrique et définie positive car les mineurs principaux de
A sont positifs (proposition 1.6). Il y a 15 appariements des indices i; = 1,
ig=113=1,44 =1, 15 = 2 et ig = 2; 3 appariements donnent la contribution
(AT)2A5S et les 12 autres la contribution Aj'(A5)?. Le résultat final est
I =144/343.

5.3 Exercices

Exercice 5.1 On considére une mesure de probabilité P définie sur RZ,
F = B(R?). On définit la fonction de répartition de P sur R? par la formule

(tl,tg) = F(tl,tg) = P(X1 < tl,Xg < tg) .

Démontrer les affirmations suivantes.
1) 0 < F(t1,t2) < 1 pour tout (t1,t2) € R?.
2) Fx est monotone non décroissante en chaque variable.
3) Fx est continue & droite : si (t1(n),t2(n)), t;(n) > t;, i = 1,2, est une
suite dans R? telle que lim,, t;(n) = t;, alors

lim F(tl(n), tg(?’t)) = F(t1, tg) .

n—oo
4) lim F(t;,t3) = 0 et lim F(t1,t2) est une fonction de répartition
t1——0o0 t1—00
d’une mesure de probabilité sur R. Idem si ¢; est remplacé par t,.

Exercice 5.2 On considére la mesure de probabilité gaussienne N (0, c?) sur R.
Calculer tous les moments de cette mesure de probabilité, i.e.

> 1 22
x™ e 22dr n=12,....
/;oo V2mo?

Exercice 5.3 Calculer I'expression suivante

fR3 233073 exp(—22% — 22122 + Tox3 — 23 — 222) drv1daodrs

Jps exp(—2x7 — 22129 + zow3 — 23 — 2203) drydaadrs

Exercice 5.4 On consideére une suite réelle a,,, n > 1, et une mesure de proba-
bilité sur R. Soit A,, := (—00, ay).

1) Si la suite a, est décroissante de limite a, est-ce que la limite lim,, P(A,)
existe ? Si oui, de quel événement lim,, P(A4,,) est-elle la probabilité ?
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2) Méme question si a,, est croissante et de limite a.
3) Méme question si a, est une suite de limite a.

Exercice 5.5 Calculer 'intégrale

/ exp(—4z? + 3zy — 2y%) dxdy .
R2

Exercice 5.6 : Soit A et B deux événements, P(A) = p et P(B) = g. Donner
une borne supérieure et une borne inférieure pour la probabilité de P(A N B)
si

(a) p=0,3etq=05 (b)p=04etq=0,7.

Combien de fois faut-il lancer un dé (équilibré) pour que la probabilité d’obtenir
un 1 soit plus grande que 0,97

Exercice 5.7 Soit h: [0,2] — RT une fonction positive et intégrable sur [0, z].
Montrer I'identité

x t1
/dtl h(tl)/ dts h(tg)---/ dty h(ty) /dth
0 0 0

par un argument probabiliste.

Indication : introduire un espace de probabilité sur Q = [0,z]* et ramener la
question au calcul de la probabilité d’'un événement approprié. Le calcul de la
probabilité de cet événement peut se faire sans calcul explicite.

Exercice 5.8 En mécanique statistique un gaz idéal de N particules classiques
identiques dans une boite A C R® de volume V, & la température T et &
I’équilibre, est décrit par une mesure de Gibbs sur ’espace des phases

Q=AY x RV,

Un élément (X1,...,XN,P1,--.,PN) € §2 donne la position et I'impulsion de
chaque particule. La mesure de Gibbs sur {2 est spécifiée par la densité de
probabilité

exp( 62:] 1 <p§l§" )
Z
ot B = (kgT)~! et Z est la fonction de partition (voir exemple 2.4).
a) Calculer Z.
)

Si I'on a une mole de gaz, I’équation des gaz parfaits s’écrit PV = RT.
Donner I'expression de la constante R des gaz parfait a partir de la relation

0
P= oo (ksTnZ).
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Exercice 5.9 On considére la mesure de probabilité uniforme sur la boule
unité Q@ = {x € R™: ||x|| < 1}. Déterminer le rayon r de la boule B(0,r) :=
{x € R": ||x|| < r} de sorte que P(B(0,r)) = 1073. Estimer  pour n = 100.
Indication : écrire r =1 — ¢.

Exercice 5.10 Soit A une matrice symétrique, définie positive, de type 3 x 3.
Vérifier I'identité

RO e 1 x%
/ / fo,a(z1,x2, x3) drodrs = ——=exp ( - )

—1
/27TA;11 2A11

oit Aj}' est le coefficient 11 de la matrice inverse de A.




CHAPITRE 6

Variable aléatoire

La notion de variable aléatoire est la notion principale de la théorie des proba-
bilités et de la statistique.

Soit f : A — B une application définie sur un ensemble A & valeur dans
un ensemble B. Soit C' C B; par définition [’image inverse de C par f, ou
préimage de C, est le sous-ensemble de A

fUC):={zecA: fx)eC}={feC}.
Si C = (a,b] C R on écrit aussi {a < f < b} a la place de {f € C}. Le sous-

ensemble f~1(C) C A est toujours défini, quel que soit f et quel que soit le
sous-ensemble C'; f~1(C') = () est possible. Les identités

FHOC) =M Cw)
e = e

découlent directement de la définition de 'image inverse.

6.1 Variable aléatoire réelle

Définition 6.1 Soit (Q, F, P) un espace de probabilité. Une variable aléatoire
(v.a.) réelle est une application X : Q — R telle que

VteR: {X<t}eF.
La fonction de répartition de X est la fonction Fx: R — [0,1] définie par

Fx(t) == P(X <1).

Le résultat w de lexpérience est aléatoire (imprédictible) et par conséquent
la valeur de X, X (w), est aussi aléatoire. De 1a vient la terminologie « variable
aléatoire ». Mais pour w donné le nombre réel X (w) est parfaitement défini
puisque X est une application définie sur 2.
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Remarque 6.1 La condition, pour tout ¢t {X < ¢t} € F, est nécessaire pour
pouvoir définir la fonction de répartition F'x. On peut formuler d’autres condi-
tions équivalentes ; par exemple il suffit de vérifier cette condition pour t € Q
ou de montrer que {X <t} € F. De ces conditions on déduit

{a< X <b}={X<}\{X <a}eF.

Il découle des identités pour les images inverses que X ~(A) € F pour tout
A € B(R). C’est un exercice de routine en théorie de la mesure. O

Exemple 6.1 Les applications X; introduites dans les exemples 4.6 et 4.9
sont des v.a.. Plus généralement, si (€2, F, P) est un espace de probabilité dis-
cret, toute application X : £ — R est une v.a. réelle puisque pour ces espaces

F=P(Q). o

La fonction de répartition F'x de la v.a. X est une fonction de répartition
au sens de la définition 5.1. Elle est monotone non décroissante et continue a
droite. En effet, si s, | ¢

{(X <t} =X <sn}s

par continuité monotone de P

De méme
Fx(t) - 0sit— —00 et Fx(t) —1sit— 0.

Par conséquent F'x définit univoquement une mesure de probabilité sur R (théo-
réme 5.1) qui est désignée par px.

Définition 6.2 La loi d’une v.a. X est la mesure de probabilité px .

Les événements, qu’on peut exprimer & l'aide de la v.a. X, sont les événe-
ments de F qui s’écrivent sous la forme {X € A} ou A € B(R) (on observe la
valeur de X). Connaissant la loi de X, on peut calculer la probabilité de ces
événements :

VAe B(R): ux(A)=P(X e A). (6.1)

Pour alléger I'écriture on écrit P(X € A) a la place de P({X € A}). Lors-
qu’on définit une v.a., la loi est automatiquement définie par (6.1); il est utile
cependant de considérer une v.a. comme le couple :

1) X:Q — R, une application;
2) ux, laloi de X qui est une mesure de probabilité sur R.

Pour indiquer la loi de X on utilise la notation

X ~ ux (la loi de X est pux).
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Une wvariable aléatoire discréte est une v.a. dont la loi est une mesure de
probabilité discréte. Une telle v.a. prend un nombre fini ou dénombrable de
valeurs. La loi est spécifée en donnant les probabilités

P(X =z) (x une valeur de X).

Cela revient a faire une partition de ’espace fondamental 2 en sous-ensembles
{X =z} et & donner les probabilités des ensembles de la partition. Si A C €,
lindicatrice de A est la fonction I 4,

Ij(w):=1siwe A et Ig(w):=0siw¢gA.

Une v.a. discréte X est une application de la forme

X(w)=Y alx_pWw).

zeD

Ces v.a. sont aussi appelées variables aléatoires étagées. Une variable aléatoire
continue est une v.a. dont la loi est une mesure de probabilité continue.

Souvent, c’est la loi pux qui nous intéresse, et non directement ’application
X : Q — R, car cette loi permet de calculer les probabilités des événements
{X € A} via l'identité (6.1). En effet, en statistique en particulier, ce qui est
important ce sont les probabilités des événements qu’on peut observer a 'aide
de X. Ce changement de perspective, ot 'accent est mis sur les valeurs des
v.a. et ot espace de probabilité (2, F, P) est a l'arriére plan, permet pour les
besoins de ce livre de se contenter de spécifier seulement la loi des v.a. continues.
C’est pourquoi on considére seulement les espaces de probabilité définis sur R
ou R¥ & coté des espaces de probabilité discrets.

Une copie (ou représentation) d’une variable aléatoire X est une v.a. Y telle
que la loi de Y est égale a la loi de X. On n’exige pas que Y soit définie sur
I’espace de probabilité sur lequel X est définie. On écrit X £ Y,siux = py.
Exemples 6.2 Exemples de variables aléatoires discrétes.

a) Soit B un événement; la loi de Ip est la mesure de probabilité discréte
donnée par D = {0,1}, ¢(0) = P(B°) et ¢q(1) = P(B). Par définition, une v.a.
de Bernoulli de parameétre p est une v.a. X telle que

PX=1)=p et P(X=0)=1-p.

b) Soit B un événement, P(B) = p. Si B est réalisé, on parle de succés, sinon
d’échec. On répéte I'expérience n fois, de fagon indépendante. On introduit la
v.a. Xj, telle que X; = 1 §’il y a un succes lors de la jieme expérience ; sinon
on pose X; = 0. La v.a. qui compte le nombre de succés est

Une réalisation w avec k succés est équivalente & un rangement de n boules
numérotées dans deux boites ag et a1, avec k boules dans la boite a1, de sorte
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0,27

0,17

Figure 6.1 Loi binomiale B;(8, 0,5) spécifiée par la position et la hauteur des sauts.
Les parametres sont n = 8 et p = 0,5.

que la probabilité de mettre une boule dans la boite a; est p. La probabilité
d’'un rangement correspondant & Y = k est pF(1—p)"~*;ilya (Z) rangements
distincts. Par conséquent

n

Py == () )rra-p*.

Y est une v.a. binomiale de paramétres (n,p). La loi de Y est notée B;(n,p) .
Elle est définie sur D = {0,...,n} et Bi(n,p)(k) = P(Y = k).

F(z) A
1+ —_——————
0 1 2 3 4 5 ¢«

Figure 6.2 Fonction de répartition de la loi de Poisson 7. Cette fonction de réparti-
tion a une infinité de sauts. Le parametre est A = 1.

¢) X est une v.a. de Poisson de paramétre A si A > 0 et

)\k
P(X=k)=e? o k=0,1,2,
La loi de cette v.a. est la mesure de Poisson 7). O

Exemples 6.3 Exemples de variables aléatoires continues.

a) Soit m € (—o00,0) et 0 € (0,00). X est une v.a. gaussienne de paramétres
(m,c?), ou v.a. normale N(m,c?), silaloi de X est une mesure de probabilité
gaussienne de densité

Jm,o2(t) = exp ( - M) .

202

1
V2mo?
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041

0,3

0,21

0,1 |

L T

FIGURE 6.3 — Loi de Poisson 7 spécifiée par la position et la hauteur des sauts. Le
paramétre est A = 1.

G

3 -2 -1 O 1 2 3

FIGURE 6.4 — Fonction de répartition de la loi gaussienne réduite N(0,1).

C068..%
77795, %

FIGURE 6.5 — Densité de probabilité de la loi gaussienne réduite N (0, 1).
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Sim =0 et o =1, on parle de loi normale standard ou loi normale réduite. Si
X ~ N(m,0o?), par changement de variable, on peut se ramener au cas N (0, 1).
Les lois normales sont parmi les plus importantes. Si X ~ N(0, 1),

P(-1< X <1)~0682 P(—2< X <2)~09544

P(—3 <X <3)~0,9975 P(|X|>4)~0.

La fonction de répartition de la loi N(0,1) est notée

D(x) ::/ \/127(3*% dt .

Deux valeurs a retenir,
®(1) =0,8413 et &(1,96) =0,975.

Inégalités importantes :

siz>0: (z7!—273)

Pour les vérifier il suffit d’écrire

1 & t2 1 & d t2
1—-¢ = — T dt = — tTl=(—e 7)) dt.
(@) \/27r/a; ¢ \/27r/z dt( ¢ 2)

La borne supérieure découle de I'inégalité t—1 < 2!, puis d’une intégration.
La borne inférieure est obtenue en faisant d’abord une intégration par parties,
puis on procéde comme pour la borne supérieure.

F(x) A
1, 777777777777777777777

2y

FIGURE 6.6 — Fonction de répartition de la loi exponentielle de parameétre A = 1.

b) Soit © > 0 et A > 0. X est une v.a. gamma de paramétres (x,A) si la loi de
X est la mesure de probabilité v, ) ; sa densité est

Y (t) = T(z) " Ae ™M (\) " s (1)

Un cas particulier important est celui ot & = 1. Lorsque X ~ 7, X est une
v.a. exponentielle de parameétre X ; la densité de la loi de X est

e MIpy(t).
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FIGURE 6.7 — Densité de probabilité de la loi exponentielle de paramétre A = 1.

c¢) Dans le plan R? on considére les points A de coordonnées (0,1) et B de
coordonnées (0,0). Un rayon de lumiére est émis en A et coupe 1’axe horizontal
y = 0 au point X. On désigne par 0 'angle de sommet A du triangle formé par
les sommets X, A et B. Par convention, —7/2 < 0 < 7w/2et § <0si X <0. Si
chaque angle 6 est également probable,

P(X <t)=P(tanf <t) = P(f < tan"'t) = %(tan_l t—(-m/2)).

La densité de probabilité de X est donnée par

d (1 n 1 tan -1 t) 1
— (= + —tan = —.
dat\2 " m(1+2)
X est une v.a. de Cauchy. De maniére plus générale, la loi de Cauchy de para-
metre a > 0 est donnée par la densité
a
—, teR.
m(a? +t?)

La densité de la loi de Cauchy apparait dans plusieurs disciplines, en particulier
en spectroscopie sous le nom de fonction lorentzienne (H. Lorentz (1853-1928)).
Sa transformée de Fourier est

[eS) a ol

it o

/ melw dt = e 40,
—00

d) Soit [a,b] un intervalle. La loi uniforme sur [a,b] est donnée par la densité
1
t) = ——I t).
F0) = 2Ty (1)

X est une v.a. uniforme sur [a,b] si la loi de X est la loi uniforme sur [a,b]. O

Soit ¢: R — R une fonction réelle’ et X: QO — R une v.a. réelle. On définit
une nouvelle v.a. réelle en posant Y := poX = ¢(X). D’une maniére générale

1. 11 faut que ¢~ 1((—o0,t]) € B(R) pour tout t € R. Cette condition n’est pas restrictive;
elle implique que ¢p~1(A) € B(R) pour tout A € B(R). Toutes les fonctions continues vérifient
cette condition.
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le calcul de la loi de la v.a. Y = (X)) n’est pas aisé. Dans le cas d’une v.a.
discréte, qui prend ses valeurs dans ’ensemble fini ou dénombrable D, la v.a.
Y est aussi discréte et

z€D: p(z)=y
Exemple 6.4 Suite de 'exemple 2.4. L’aimantation (par spin) est une v.a.
M, définie sur €2, et qui prend ses valeurs dans I’ensemble

2k
D:={x,="—-1,k=0,1,...,n}.
n

L’énergie du systéme (2.3) est une v.a. qui s’écrit aussi

M2

La loi de M, est discréte; elle est spécifiée par D et

exp nﬂx—z + nBhx

Z, est la fonction de partition. Pour évaluer P(M,, = xi) il faut évaluer Z,, et
le coefficient binomial (2) qui donne le nombre de configurations de §2,, telles
que M,, = xj. Le coefficient binomial est estimé & ’aide de la fonction s définie
sur [—1,1] par (avec la convention 01In0 = lim, oz Inx = 0)

142, 142 1—z 11—z

In — In

s(z) = - 2 2 2

Il existe des constantes C et Cs telles que

f;% exp(ns(zy)) < <Z) < Cy exp(ns(zy)) sik=0,1,...,n. (6.2)
Ce résultat s’obtient pour k = 1,...,n — 1 & partir des inégalités 3.2, puis on

note que les inégalités (6.2) sont encore vraies si k = 0 ou k = n. Par exemple,
n! < Veynnte "
El(n — k) ™ e2VEkvn — kkkeF (n — k)n—ke—(n=k)
C k. k —k —k
> o[ n(Bw by OB, 2R
no o n

n n n

(Pour Cy on peut prendre Cy = 1, voir exercice 8.1).

Remarque 6.2 La fonction s est non-négative (somme de deux termes non-
négatifs) et concave ; son maximum est en x = 0 et s(0) = In 2. Elle représente
I’entropie d’une v.a. de Bernoulli telle que

71—|—x 71—;5

P(X =1) .
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De maniére plus générale, si X est une v.a. discréte prenant ses valeurs dans
D, Ventropie de la v.a. X (entropie de Shannon (1916-2001)) est la quantité

H(X):=-> P(X=x2)lnP(X =x). (6.3)

H(X) est une mesure de lincertitude de la v.a. X. L’incertitude sur la valeur
x de la v.a. X est par définition —In P(X = z). L’entropie de X est maxi-
male lorsque chaque valeur de X est également probable (voir exercice 6.9).
Par contre, pour une v.a. de Bernoulli de paramétre p proche de 1, 'entropie
est petite puisque X = 1 avec grande probabilité. a

gh,.:f(I)
0,75 1

0,65 1

Sl —mr(B) —6,5 05 m* () 1
FIGURE 6.8 — La fonction x — gp g(z) pour h=0et 8 = 1.3.

A partir des inégalités (6.2) il est facile d’estimer Z,,. Soit
22
guo(x) = B+ Bha + s(a). (6.4)
En effet,

\/ngn exp(ngn,p(wx)) < P(My, = z5) < %exp(nghﬁ(a:k)). (6.5)

n

Il suffit de sommer cette équation sur les (n + 1) valeurs de M,, pour obtenir
la borne supérieure dans 1’expression ci-dessous,

C
7% exp (n max gnp(x1)) < Zn < Ca(n + 1) exp (n max gnp(xr)) -

On vérifie par un calcul de routine les propriétés suivantes :
1. si B <1, gnp est concave sur [—1,1] ;

6—1 +v/p—-1

vB VB

2. si 8 > 1, gn p est convexe sur [— } , sinon elle est concave

(voir figure 6.8 pour le cas h = 0);

3. un point critique x de g, g vérifie '’équation

1+

ghpx) =0 < 26(h+z)=1In <= 2 = tanh(Bz + Bh). (6.6)
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Les points critiques de la fonction gy, g peuvent étre déterminés graphiquement
a l'aide de la troisiéme équation (6.6), qui peut &tre mise sous la forme

tanh(u):lu—h avec T == —h.

B g

On les obtient en trouvant les points d’intersection des graphes de u — tanh(u)
et de la droite u — S~ 'u—h. Sih #0ousi B <1,ilyaun maximum global
unique de g, 3, qui est noté m*(h, 8); lorsque h > 0, m*(h, §) est la solution
positive  de (6.6). L’analyse graphique permet d’étudier le comportement de
m*(h, B) en fonction de h. Si 8 < 1, m*(h, 3) est une fonction continue de h,
alors que si 8 > 1, m*(h, 3) présente une discontinuité en h = 0,

m*(08) := l}jﬁ)lm*(h,ﬁ) >0. (6.7)

(Voir figure 10.1). Par symétrie, lorsque § > 1 et h = 0, il y a deux maxima
globaux de gp g en £m*(5).

La dérivée de gp g étant continue, pour tout sous-ensemble fermé E C
(=1,1), il existe une constante C' telle que |g;, 5(z)| < C pour tout = € E.
Par conséquent

lgns(x) — gnp(y)| < Clz —y| Va,ye k. (6.8)

Pour tout 3, il existe un intervalle fermé I C (—1,1) qui contient les maxima
globaux de gy 3. En prenant E = I on obtient

2C

| max gns(x) — max gnp(@e)] < —. (6.9)

Ces résultats donnent immédiatement 1’énergie libre par spin (2.6) dans la
limite thermodynamique,

f(h,B8) =— lim 1 InZ, = - max (%2 + hx + kBTs(x)> . (6.10)

n—oo (An ze[—1,1]

En utilisant la deuxiéme équation (6.6) on peut aussi écrire I'énergie libre sous
la forme

_ o (nB)? | heT | 1= (m(h,B)P
2 2 4

Suite a ’exemple 8.4 section 8.2. O

Si X est continue et si ¢ est C! et strictement monotone, alors la loi de
Y = p(X) est donnée par la densité de probabilité

) = Ix e )| o7 )] (6.11)
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Veérification de I'identité (6.11) dans le cas monotone décroissant.

P(p(X) <t) = P(X > o (1))
—1-P(X <o\ (1)
=1-Fx(p ().

En dérivant par rapport a ¢t on obtient

Filt) = —Fxle™ (0) 00 = (e )] So 7).

Exemple 6.5 Particule dans un puit de potentiel de barriére d’énergie E posi-
tive. La loi d’Arrhénius (1859-1927) donne le temps de sortie (par fluctuations
thermiques) :

7(E) =10 ef/kBT

La constante 7y est un temps de référence caractéristique, T est la température
absolue et kp est la constante de Boltzmann. On suppose que la barriére est
décrite par une v.a. X de loi exponentielle de paramétre A = 1/Ej ou Ej est
une énergie de référence. Le temps de sortie est aussi une v.a.,

avec
l/kBT

0: RT — [15,00), 2+ o(z) := o€
On peut inverser ¢ sur [7g, ),

(p_l(t) = kBTh’l(t/T()) t 2 T0 -

La densité de probabilité de la v.a. Y est

Jr (8) = Ty o0y (D S (™ ()] 071 0)]
Sit>71p:
1 1 t 0 1
t) = — — —kgTlh—) - kgT—>—
fy(t) = EoeXp( Eq B nTo) B -
kBT< )kSUTl
T OBy \t t
_ T
:O{ta+1.

La loi de Y est une loi de Pareto (1848-1923). Si « est petit, la densité de
probabilité tend lentement vers 0 lorsque ¢ tend vers l'infini. Ceci a des consé-
quences importantes sur le comportement du systéme. O
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6.2 Construction d’une variable aléatoire réelle

Chaque mesure de probabilité p sur R est caractérisée par sa fonction de ré-
partition F. Dans ce paragraphe on répond & la question : peut-on construire
un espace de probabilité {2 et une application X : 2 — R de sorte que X ~ u?

Une premiére solution est de poser (£, F, P) := (R, B(R), p1) et de définir la
v.a. X : Q — R par

X(t):=t (application identité) .

On a bien stir P(X € A) = p(A). On dit que X est la représentation canonique
d’une v.a. de lot pu. Pour chaque mesure de probabilité p on a besoin d’un
espace de probabilité différent pour définir X.

Une autre solution est de choisir I’espace de probabilité d’'un GNA : Q =
(0,1), F := B((0,1)) et P est la mesure de probabilité uniforme sur (0,1).
L’intérét de ce choix est que ’espace de probabilité ne dépend pas de p. On peut
ainsi construire des v.a. de lois différentes sur le méme espace de probabilité.
Soit F' la fonction de répartition de la loi p. Considérons d’abord le cas simple
ou F est continue, F(t) = 0sit < a, strictement croissante sur [a, b], et F((t) =1
si t > b. Dans ce cas F applique l'intervalle (a,b) de fagon bijective sur (0,1);
on pose

Ywe (0,1): X(w):=F Yw).

La fonction de répartition de la v.a. ainsi construite est F'. En effet

P(X <s5)=P{w: F}w) <s})=P({w: w < F(s)}) = F(s).

FI1GURE 6.9 — Construction d’une v.a. X sur ’espace de probabilité d’'un GNA a
partir de la fonction de répartition de X.

Exemple 6.6 Donner n valeurs d’une v.a. exponentielle X ~ 71 » (n nombres
aléatoires tirés selon une loi exponentielle). A l'aide d’'un GNA on géneére
n nombres aléatoires ay,...,a,, puis on évalue F~!(a;) pour chaque i, ot
F(t)=1—e. 0
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La méthode ci-dessus se généralise pour toute v.a. (voir figure 6.9). On pose
VYwe (0,1): X(w):=min{s € R: F(s) > w}.

La continuité a droite de F' garantit ’existence du minimum. Pour vérifier que
Fx = F il suffit de montrer que

{w: X(w) <s} ={w: w<F(s)}.

Si w < F(s), alors X(w) = min{t: F(t) > w} < s. Inversement, si X (w) < s
alors min{t: F(t) > w} < s et donc w < F(s).

Exemple 6.7 Par cette construction on obtient pour la loi de Bernoulli de
parameétre 0 < p < 1

Y(w) = 0 siwe(0,(1—p)]
)1 siwe ((1-p),1).

Pour la loi de Poisson ) on obtient

X 0 siwe (0,e7?
(W) = n siwé( ’\an/l\:, - ZZO%,TLZL

6.3 Plusieurs variables aléatoires réelles

Lors de ’étude d’une expérience aléatoire on utilise la plupart du temps plu-
sieurs v.a. réelles X1,..., X qui sont définies sur le méme espace de probabilité
puisqu’elles se rapportent a la méme expérience. On désigne en général les v.a.
par des lettres majuscules X, Y, Z etc. et leurs valeurs par des lettres minus-
cules x, y, z etc. De facon équivalente, on peut considérer que les v.a. réelles
X1,..., X}, définissent une v.a. X a valeur dans R* en posant

X = (X1,...,Xp).

Définition 6.3 Soit Xy,..., Xy des v.a. définies sur (Q, F, P). La loi conjointe
de X1,..., X}, estlaloi de la v.a. X, i.e. la mesure de probabilité sur (R¥, B(R))
définie par lidentité

px(A) = pux, . x,(A) =P(X € A) VAcB(R"). (6.12)

La loi conjointe pux permet de calculer, via I'identité (6.12), toutes les pro-
babilités des événements exprimables par Xi,... Xy, i.e. les événements de la
forme {X € A}, A € B(R*). Dans le cas de v.a. continues la loi conjointe est
aussi continue. Chaque fois qu’on considére une question concernant plusieurs
v.a. c’est la loi conjointe qu’il faut utiliser.
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Comme dans le cas d’une v.a. réelle, si 'on connait la loi conjointe ux de
k v.a. réelles, alors il existe une représentation canonique de ces variables :
I'espace de probabilité est (R*, B(R*), ux) et

Xi:RF SR, Xi(x) = Xi(21,...,28) i= 25

Dans le cas discret, ou chaque X; prend ses valeurs dans un ensemble fini ou
dénombrable D;, on peut aussi utiliser une repésentation des v.a. sur ’espace
de probabilité discret défini par

Q=Dyx---xDg et qx1,...,zr) =P(X1=21,..., X = k).

Noter qu’on peut avoir g(x1,...,x) = 0.

Exemple 6.8 Les v.a. Xi,..., X sont gaussiennes, ou le vecteur aléatoire
X = (Xy,...,Xk) est gaussien, si la loi conjointe est une mesure de probabilité
gaussienne N (m, A) sur RF. a

Lorsqu’on connait la loi conjointe des Xi,..., X on calcule la loi de X;,
appelée aussi i*“™¢ loi marginale, par la formule suivante :

pnx,(A) = P(X; € A)
=PX;eR,....X; 1eR X, €4, X,1eR,....X; €R)
=px(Rx -+ xRxAxRx---xR).

————’ N————

i — 1 facteurs k — i facteurs

Exemple 6.9 On connait la loi conjointe discréte de X7, Xo et X3. Cette loi
conjointe est donnée par I’ensemble fini ou dénombrable D C R3 et I’application
q:D — R* telle que Y, ., q(x) = 1. La loi de X3 est aussi discréte,

P(X2 = iL’Q) = /Lx(R X {ZQ} X R)

= > )

YED: y2=z2

= Z Q(ylu‘r27y3)'

Y1,Y3:
(y1,22,y3)€D

Exemple 6.10 On connait la loi conjointe continue de X7, X5 et X3. Cette

loi conjointe est donnée par une densité de probabilité f(x1,xe,x3) définie sur
R3. La loi de X5 est aussi continue avec densité g,

P(X2 € A) = // /f($1,l’2,1’3) dl’ldwgdmg
RJAJR

:/ dfﬂz/d%/dx?,f(%,@,xs):/g(xz)dﬂﬂzo
A i i A

=g(z2)
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Par exemple, si la loi conjointe est donnée par la densité de probabilité

x%—&—x%—i—x%)
et S BN

f(‘Tlv"I’.Q»xS) = 7)%8)(1) ( 20_2

la loi de X5 est la loi N(0,0?). a

Exemple 6.11 On choisit au hasard un point dans un disque de rayon 1. Pour
modéliser cette expérience on utilise

Q:={w=(z,y) eR?: 2% + 4> < 1}
et la mesure uniforme sur Q2. On définit deux v.a.
X(z,y):=2 et Y(x,y):=y.
La loi conjointe de X et Y est donnée par la densité
fxy(zy) = % siz? +y* <1 et fxy(z,y)=0sinon.

Exemple d'un calcul de la probabilité d’un événement :

P(Xzo,Ye {7%1}) —/Oldx/ll/2dyfx,y(x,y)-

Calcul de la loi marginale de X. La densité de cette loi est

Vi—aZ
1 2
/dny,Y($7y):/ —dy=2\1-22 si lz] <1
fx(z)= R I2 T T
0 sinon.

Expression analogue pour fy. Noter que fx(z)fy(y) # fxy(x,y) : les lois
marginales ne déterminent pas la loi conjointe, sauf dans le cas de v.a. indé-
pendantes.

Si lors de I'expérience on observe seulement la distance du point au centre
du disque, la v.a. naturelle est

R(z,y) == Va2 +y?.

La fonction de répartition de R est par conséquent

0 sit<O0
F(t)y=<P(R<t)=t> si0<t<1
1 sit>1.

La densité de la loi de R est g(t) = F'(t) = 2tI[g 1)(t). o
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6.4 Variables aléatoires indépendantes

Définition 6.4 Les v.a. X1,..., Xy définies sur le méme espace de probabilité
sont indépendantes si et seulement si pour tout A; € B(R),..., Ax € B(R)

P(Xl €A,..., X € Ak) = P(Xl S Al) P(Xk S Ak) (613)
La condition (6.13) est équivalente a

px (A X oo x Ag) = px, (Ar) - px, (Ak) -

Dans ce cas, et uniquement dans celui-ci, la loi conjointe des X7, ..., Xy est
le produit des lois marginales.

Remarque 6.3 Dans le cas de v.a. discrétes la loi de chaque v.a. X; est spéci-
fiée par les probabilités P(X; = x;); les événements {X; = x;}, z; parcourant
les valeurs de X;, forment une partition de €. Les conditions (6.13) signifient
simplement que les algébres engendrées par ces partitions sont indépendantes.
Ces conditions sont équivalentes aux conditions (proposition 4.2) :

Yyi,...,Vyr: P(Xi=w1,.. . Xe=yr) =P(X1=w1) - P(Xt = yi) -

Dans le cas général, les conditions (6.13) signifient que les o-algébres Fx, sont
indépendantes ; par définition, la o-algebre Fx, est formée par la collection de
tous les événements exprimables par X;. O

Proposition 6.1 Les v.a. X1,..., X sont indépendantes si et seulement si
pour tout t1 € R, ...t € R

P(X1<t,...,Xp <ty) =P(X1 <t1) - P(Xp < tr).

Dans le cas continu les v.a. X1, ..., Xy sont indépendantes si et seulement si
pour tout 1 € R, ...,z € R

fX(xlv"'vxk) = le(xl)"'ka(xk)

ot fx est la densité de la loi conjointe et fx, la densité de la loi de X;.

Preuve Vérification dans le cas continu pour k = 2. I’indépendance implique
entre autres

t s
P(X) <t, X2 <s) :/ dw1/ dza fx, x, (T, 22)
— 00 — 00

¢ s
:/ d$1fxl(9€1)/ daa fx, (22) -

— 00 — 00

En dérivant cette expression par rapport a t et s on obtient

thXz (t7 S) = le (t)fX2 (S) :
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Inversement, si la densité de la loi conjointe factorise, par un calcul immédiat
on vérifie les conditions (6.13). O

Exemple 6.12 a) Les v.a. X et Y de 'exemple 6.11 ne sont pas indépendantes
puisque fx(z)fy (y) # fx,y (2, y).

b) On choisit au hasard un point dans le carré [0,1] x [0,1] C R2. Les coordon-
nées cartésiennes du point w = (x,y) définissent deux v.a. X et Y. Les v.a. X2
et Y3 sont indépendantes car pour tout t et pour tout s

P(X?<t,Y?<s)=P(X?<t)P(Y? <5).
En effet, si t < 0 ou s < 0 le résultat est évident; sit >0 et s > 0,
P(X?2<t,Y3<s)=P(X <t'/2y <s'/3) =¢/251/3

= P(X <tY%)P(Y < s'/3)
=P(X2<t)P(Y3 <5s).

Par contre, les v.a. X et X + Y ne sont pas indépendantes,
1
PX<1/2,X+Y <1) = g #P(X <12P(X+Y <1)= 1.

Exemple 6.13 On considére des v.a. réelles X et Y ayant une densité de
probabilité conjointe qui est une fonction de z? + 3%. Les v.a. X et Y de
I’exemple 6.11 ont cette propriété; elles sont identiquement distribuées mais
ne sont pas indépendantes. Lorsque X et Y sont identiquement distribuées et
indépendantes on a le résultat remarquable suivant. Si pour tout x et y

fxy(zy) = fx(@) fy(y) = 9= +5%) >0

et si fx et g sont dérivables, alors

Ix (@) fy(y) =2z (2* + y?)

et
@) —d@@+y?) )

2efx(zr) gl +y?)  2yfx(y)’

On en déduit que le quotient de gauche est égal & une constante.

mf‘é{(fx)) =Cc — %(lnfx(x)) =cxr — fX(iC) _ kecm2/2.

Comme fx(z) > 0 sur R, la normalisation [ fx =1 implique ¢ < 0, i.e. X est
une v.a. gaussienne. Cet argument se généralise sans peine a plus de deux v.a.
C’est essentiellement sous ces hypothéses que Maxwell (1831-1879) a obtenu sa
premiére dérivation de ce qui est connu sous le nom de loi de Maxwell pour la
distribution des vitesses dans un gaz a I’équilibre.
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1) A léquilibre (état stable) les différentes vitesses se produisent avec des
fréquences bien déterminées : il y a une loi de probabilité des vitesses
qui est la méme dans toutes les directions. On applique ici un principe
d’homogénéité.

2) Cette loi est uniquement une fonction de la vitesse et par isotropie c’est
une fonction de ’énergie cinétique.

3) Maxwell fait une hypotheése qui est moins évidente : les composantes des
vitesses selon les axes rectangulaires sont des v.a. indépendantes.

La critique de cette derniére hypothése a conduit Maxwell & donner d’autres
dérivations de cette loi fondamentale de la distribution des vitesses d'un gaz &
I’équilibre. a

Proposition 6.2 Soit les v.a. Y; := @;0X;, i = 1,...,k, ot ¢;: R — R. i
les v.a. X1,..., X, sont indépendantes, alors les v.a. Y1,...,Ys sont indépen-
dantes.

Preuve {}/1 < ti} = {Xi € Bi} ou
Bi ={z e R: pi(x) < t:}.

L’affirmation découle de la définition 6.4 et de la proposition 6.1. a

Les v.a. sont souvent spécifiées seulement par leurs lois. Si des v.a. concernent
la méme expérience aléatoire, il est essentiel de les définir sur le méme espace
de probabilité (0, F, P) décrivant cette expérience. Lorsque les v.a. sont indé-
pendantes cela ne pose pas de probléme, car il existe toujours un espace de
probabilité sur lequel des copies ou des représentations de ces v.a. peuvent étre
définies simultanément, puisque la loi conjointe est dans ce cas le produit des
lois marginales (il suffit de prendre la représentation canonique de ces v.a.).
L’exemple suivant montre que 'existence de v.a. sur un méme espace de pro-
babilité ne va pas de soi. Soit X, Y, Z des v.a. prenant les valeurs =1, de méme

loi, Y EXxetzE X, de sorte que

Si 'on impose en plus
3

= Z s
on peut facilement construire des v.a. X7 et Y7 sur le méme espace de proba-
bilité qui vérifient (6.14) et telles que X3 £ X, Y, £ Y. 1l suffit de poser

P(X =Y) (6.14)

P(Xlz_layl:_1):P(X1:1aY1:1):

PX;=-1,Y1=1)=P(X; =1, = -1) =

| = 0ol W
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De méme, si 'on impose
3
P(X=2)= 1 (6.15)
on peut construire des v.a. Xy et Z; sur le méme espace de probabilité qui

vérifient (6.15) et telles que Xo £X et Zy £ Z.Silon impose

1

P(Y=2)=7,

(6.16)
on peut construire des v.a. Y3 et Z3 sur le méme espace de probabilité,
P(Ys=-1,Z3=-1)=P(Y3=1,Z3=1) =

PYs=-1,Z3=1)=P(Ys=1,Z3=-1) =

b

ol W ool =

qui vérifient (6.16) et telles que Y3 £Y et Zs £ 7. Mais on ne peut pas
construire des v.a. X, Y, Z sur le méme espace de probabilité telles que

(X,Y) £ (X0,1), (X,2) £ (Xo, Z2), (Y, Z) = (Ya, Z3).

Si c’était possible,

1

1 = POV =2)2PY=2X=2)=P(Y =XX=2)
= PYV=X)-PY=X,X#2)>P(Y=X)-P(X #2)
= P(Y:X)—(l—P(X:Z)):%.

Remarque 6.4 Cet exemple est inspiré d’une expérience fondamentale de la
mécanique quantique mettant en évidence le phénomene d’intrication quan-
tique. L’intrication quantique est un phénomeme dans lequel I'état quantique
de deux objets doit étre décrit globalement, sans pouvoir séparer un objet de
l’autre, bien qu’ils puissent étre spatialement séparés. Voir H. Thorisson Cou-
pling, Stationarity and Regeneration, Springer, New York (2000) pp. 27-31 pour
une discussion de cet exemple et pour la signification de la non-existence des
v.a. X, Y, Z. Voir le livre Finstein et les révolutions quantiques, A. Aspect,
CNRS Editions (2019), pour une introduction a l'intrication quantique. O

6.5 Somme de variables aléatoires indépendantes

Proposition 6.3 Soit X de densité fx et Y de densité fy deux v.a. réelles indé-
pendantes. Alors la densité de X +Y est donnée par le produit de convolution

Frovtw = [ (@) fy(u— ) = / “dyfx(u— )y (y).
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Preuve Par définition

P(X +Y <u) // fxy(@,y)dedy = /Oodxfx(x) /u_cglcyfy(y%

(z,y): z+y<u} —o0 —oo

La densité s’obtient en dérivant P(X +Y < u) par rapport a u,

fxiv(u / dzfx (v) fy (u — ).

Proposition 6.4 Si X et Y sont indépendantes :
a) X ~ N(my,0}) et Y ~ N(ma,03) = X +Y ~ N(my +ma,0%+03);
b)) X ~my, et Y ~my, = X +Y ~7 4
¢) X ~Bi(n,p) et Y ~B;i(m,p) = X+Y ~Bi(n+m,p);
d) X ~yex et Y~y = X+Y ~ .

e) Si X etY sont des v.a. de Cauchy de parameétre a, respectivement b, alors
X +Y est une v.a. de Cauchy de paramétre a + b.

Preuve On démontre le cas d). Les cas a), b) et ¢) sont laissés en exercice. Le
cas e) est un calcul assez long a partir de la proposition 6.3. Dans le cas d) la
densité fxiy de X +Y est égale a (voir (5.3))

1 > —AMu—y s—1 —\y —1 _
f@ﬁ@;ﬁmAeA( YA = y)* s (u — y)Ae W (Ay)' ™ s () dy =

e [ o (=0T () ay -

R O /1(1 2ty = e M ()it
0

T(s)T(0) T(s+1) siu>0.

B(s,t)

ad

Exemple 6.14 Soit n v.a. indépendantes de loi exponentielle de paramétre
A >0 (loi y1,5),

fX (t) = /\G_AtI]RJr (t) .
Laloide T,, = X7 + - - - + X, est une loi gamma de paramétres n et A,

an_l

me_)‘le+ (Z‘) .

fr, (x) = A"

La loi de T,, est aussi appelée loi d’Erlang (1878-1929).

Soit une file d’attente avec un temps de service modélisé par une v.a. expo-
nentielle de paramétre A; X; est le temps nécessaire pour servir un client. Le
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premier client arrive a t = 0, le deuxiéme a t = X7, le troisiéme & t = X7 + X
etc. Pour ¢t > 0 fixé,

N; := #clients servis jusqu’au temps t = max{k: T}, < t}.
Calcul de la loi de N;. Sit > 0,
P(Ny =n) = P(T,, <t,Ty41 > 1)

Comme {T},+1 <t} C{T, <t},

Sin >0,
A" " 1
PT,<t)= — T
(T, <t) (n—l)!/o e s s
_ A" " — At A ! —As_n
_(n—1)1(ﬁe +E/Oe s ds)
At)™
= %e*“ + P(Tpy1 < t).
Sin=0,

P(N;=0)=P(Ty >t)=1—-P(Ty <t)=1—(1—e M) =e?,

La loi de NV; est une loi de Poisson de paramétre At. a

6.6 La loi binomiale et la loi de Poisson

La loi de Poisson 7 peut étre obtenue comme le cas limite de la loi binomiale
B;(n,p), lorsque la probabilité p d’un “succés” tend vers zéro, mais que simul-
tanément n diverge de telle maniére que pn = \. Cette limite est appelée la
limite des événements rares puisque p — 0. A partir du lemme 1.1 on montre
aisément

n—oo

lim (Z)pk(l—p)”_k:ﬂA(k) Vk=0,1,....
np=A>\

On peut démontrer un résultat plus fort. On considére n événements indé-
pendants Ay, ..., A,, P(A;) = p;, 0 < p; < 1. On pose X; := I4, et on s’inté-
resse au nombre des événements, parmi ceux de la collection {Aq, ..., A,}, qui
sont réalisés lors de ’expérience aléatoire. Ce nombre est donné par la v.a.

S, =X+ X,
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FIGURE 6.10 — Loi binomiale B;(8, 0,125). Comparer avec la loi de Poisson de
paramétre A = 1 de la figure 6.3.

Théoréme 6.1 Soit Z, ~ w\ une v.a. de Poisson avec \ := p1 + -+ + pn.
Alors pour tout J C {0,1,2,...} on a

|P(S, €)= P(ZneJ)| <Y pi.
i=1

Remarque 6.5 L’estimation est uniforme en J. On peut méme remplacer
St p? par max; p;. O

Exemple 6.15 On suppose que p; = p pour tout i. Dans ce cas S, ~ B;(n,p).
Si np? est petit, par exemple p = ¢/n et n est grand, alors la loi binomiale est
bien approximée par la loi de Poisson . a

Lemme 6.1 Soit V et W deux v.a. définies sur le méme espace de probabilité.
Alors

VB e B(R): |P(VeB)—P(WeB)|<PV#W).

Preuve On peut supposer P(V € B) > P(W € B). Les sous-ensembles
{W € B} et {W ¢ B} forment une partition de Q :

PVeB)=PVeBWeB)+P(VeBWEB).
Par conséquent

P(VeB)-P(WeB)<P(VeB)—P(WEeB,V € B)

<P
< P(VeB,W¢B)
<P(V£W).
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Preuve du théoréme 6.1 On utilise les résultats de la section 2.2 et on consi-
dére d’abord le cas n = 1. Sur I'espace de probabilité d’'un GNA on construit
une v.a. Y, de Bernoulli de paramétre p et une v.a. X, ~ m,. Par construction

Y,=0 sur (0,1—p] et Y,=1sur (1-p,1);
X, =0 sur (0,e7?] et X,=1 sur (e P (1+p)e?],

sinon X, > 1. De I'inégalité élémentaire e > 1 — p on obtient I'estimation
PXp#Y)=(?=(1-p)+(1-1+pe?)=pl—-e?)<p.

Dans le cas général on fait cette construction pour chaque copie de (0,1) du
produit cartésien 2 = (0,1) x -+ x (0,1) muni de la mesure de probabilité

. o . . L L
uniforme : pour la *"° copie on construit V; =Y, et W; = X,,.,

W(w) = l/Pz (wl) et Wt(w) = Xpi (wt)

On obtient ainsi une famille de v.a. indépendantes V7,...,V,, et une autre
famille de v.a. indépendantes W7, ..., W,. Par conséquent ), V; est une copie
de S, et >, W; est une copie de Z,, (proposition 6.4).

<P(|Jv; #W;}) <> 2.
j=1 j=1
O

Exemple 6.16 On considére le cas du rangement de n boules distinguables
dans M boites aq,...,aps de la section 3.1. La probabilité qu’une boule soit
rangée dans la premiére boite est 1/M ; par conséquent la probabilité que la
premiére boite reste vide est

1\7»

Par symétrie ce résultat s’applique a n’importe quelle boite. La probabilité que
la premiére boite contienne k boules est donnée par

n (L)’“(l - L)”*’“ _ L@(l ~ L)”*’“ < (MDF
k) \ D1 M) TEMFN M) T TR
A gauche on a une loi binomiale B;(n, 1/M) et a droite une loi de Poisson 7, /.

Le théoréme 6.1 indique que 'approximation de la loi binomiale par la loi de
Poisson est bonne si n/M? est petit. d

Si dans la situation de ’exemple 6.16 le nombre de boules dans la boite a;
est donné par la v.a. X;, la loi conjointe de ces v.a. est

n! 1 .
P(Xlzkla--wXM:k]W):mW siki+---+ky=n

P(X1:k17...7X]V[:kM):0 Sik1+~-~—|—/€M;én.
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Les v.a. X; ne sont pas indépendantes. A coté de ces v.a. on considére M v.a.
indépendantes Y; de loi de Poisson de paramétre n/M.

Proposition 6.5 Dans la situation décrite ci-dessus,

P(Xl:kl,...7XM:kM):P(Yl:kl,...,YM:kM|Y1+"'+Y1\/[:TL).

Preuve La v.a. Z :=Y; + --- + Y); est une v.a. de Poisson de paramétre n.

PYi=kFki,....,.Yy =kmu|Y1i+ -+ Yy =n)
P(Yi=ki,..., Y = kn, Z =n)
P(Z =n)

T, e/ (n/M)bs ()~
e~ "n"(n!)—1
n! 1

(k1++kM=n) =

6.7 Exercices

Exercice 6.1 Démontrer les cas b) et ¢) de la proposition 6.4.

Exercice 6.2 Soit X une v.a. gaussienne de loi N(0,1). Calculer la densité
des v.a. | X| et X2.

Exercice 6.3 On considére une suite de v.a. X,,, n > 1, indépendantes, et de
loi de Bernoulli de paramétre p. On définit deux v.a. S,, n € N, et T;., r € N
par

n
Sy = ZXj , Tr:=min{m:S,, >r}.

Jj=1

Dessiner le graphe de S, en fonction de n pour une réalisation donnée de
Iexpérience. Vérifier 'identité

P(T, >n)=P(S, <r).

Déterminer la distribution de ces deux v.a.; montrer en particulier qu’on a

P(T, < c0) =1.

Exercice 6.4 On considére deux urnes Uy et U; contenant chacune N boules.
A chaque unité de temps on choisit une des urnes au hasard et on retire une
boule de I'urne choisie. On n’enregistre pas quelle est I'urne choisie. Lorsqu’on
découvre pour la premiére fois que I'une des urnes est vide, quelle est la pro-
babilité que l'autre urne contienne k boules 7
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Indication : utiliser les résultats de ’exercice 6.3, en définissant les v.a. X = 1,
si lors du k ®™ tirage on choisit I'urne Uy, et Xj = 0, si lors du k ™° tirage
on choisit 'urne Uj.

Exercice 6.5 a) On lance trois fois une piéce de monnaie équilibrée. La v.a.
X donne le nombre de fois qu’on a obtenu Face lors des deux premiers lancers
et la v.a. Y donne le nombre de fois qu’on a obtenu Face lors des deux derniers
lancers. Déterminer les lois de X, Y et la loi conjointe de X et Y.

b) On tire au hasard deux nombres dans {—1,1}. La v.a. X donne la somme
de ces nombres et la v.a. Y donne le produit de ces nombres. Déterminer les
lois de X, Y et la loi conjointe de X et Y.

Exercice 6.6 X et Y sont deux v.a. indépendantes et uniformément distri-
buées sur U'intervalle [0, L]. Calculer la fonction de répartition de la v.a. | X —=Y|.
Calculer la densité de probabilité de cette v.a..

Exercice 6.7 La densité de probabilité de la loi conjointe de deux v.a. X et
Y est donnée par

2e e si0<zr<ooetl<y<oo
flx,y) = :
0 sinon.

1) Calculer P(X > 1,Y < 1).

2) Calculer P(X <Y).

3) Trouver la densité de la v.a. X/Y.

Indication : calculer la fonction de répartition de X/Y.

Exercice 6.8 Est-ce que les v.a. X et Y de I'exercice 6.7 sont indépendantes ?
Meéme question si la loi conjointe de X et Y est donnée par

2dzy si0<z<1l,0<y<l,0<z+y<l1
flz,y) = .
0 sinon.

Dans les deux cas justifier votre réponse.

Exercice 6.9 On désigne 'ensemble des mesures de probabilité sur {1,...,k}
par

M:{pz(pl,...,pk):piEOet zk:pizl}.

i=1

SipeMetqe M on pose H(p Zp]hlp] et

0
D(plq) : ij ln (convention : Olng =0et plng = oo) .
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La quantité D(pl|q) est I'entropie relative de q par rapport a p ou divergence
de Kullback-Leibler de q par rapport ¢ p (Kullback (1907-1994), Leibler (1915-

2003)).
a) Montrer que D(p|q) > 0.
Indication : — In est convexe.

b) Montrer & laide de a) que H(p) est maximale si p; = 1/k pour tout i;
calculer le maximum de I’entropie.

Exercice 6.10 Utiliser 'approximation de la loi binomiale par une loi de
Poisson pour résoudre le probléme suivant. On fabrique des objets de facon
indépendante et la probabilité qu’un objet soit défectueux lors de sa fabrication
est p = 0,015. Estimer le nombre minimal d’objets qu’il faut fabriquer pour que
la probabilité d’avoir au moins 100 objets non défectueux soit plus grande ou
égale 4 0,87



CHAPITRE 7

Espérance d’une variable aléatoire

Pour mettre en évidence certaines propriétés de la loi d’une v.a. on définit des
paramétres réels dont les plus importants sont :

1) L’espérance de X ou moyenne de X qui est un paramétre de position.
L’espérance est notée E(X) en théorie des probabilités et souvent (X) en
physique. On utilise dans ce livre E(X).

2) La variance de X, notée VarX, qui est un paramétre de dispersion. La
déviation standard ou écart-type est DS(X) := v/ VarX = o(X).

Ces paramétres ne sont pas nécessairement définis pour toutes les v.a.! Par
contre la médiane est un parameétre de position qui existe toujours, mais qui
n’est pas nécessairement défini univoquement. Il est différent de celui de 'es-
pérance. Une médiane de X est un nombre réel m tel que

P(X<m)>1/2 e P(X>m)>1/2.

Par exemple, si X ~ 7; ), la médiane est donnée par la condition
m
A / e Nt =
0

7.1 Définition de I’espérance

N | =
>

La définition de I'espérance est intuitive dans le cas des v.a. discrétes. C’est
la moyenne pondérée des valeurs que peut prendre la v.a., le poids de chaque
valeur étant la probabilité que la v.a. prenne cette valeur :

Z xP(X =1z).

zeD

L’ensemble D des valeurs de la v.a. est fini ou dénombrable. Pour que ’expres-
sion ait un sens bien défini, on suppose que la somme ci-dessus est absolument
convergente de sorte qu’elle ne dépende pas d’un réarrangement de ses termes
(proposition 1.5).
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Définition 7.1 L’espérance (ou moyenne) d’une v.a. discréte X est définie si

et seulement si
Z |z|P(X =2) < .
€D

Lorsque c’est le cas,

E(X)=(X):=> aP(X =

zeD

Si X est une v.a. définie sur un espace de probabilité discret,

ZxP(X =)= Z a:( Z P(w))

zeD zeD Xw(ig)):x
> (Y X@PrPw)
R
= X(w)P(w)
weN

Exemples 7.1 a) Soit X = I4 et P(A) = p (v.a. de Bernoulli).
E(X) = X(0)1-p)+ X(1)p=p.

b) Soit X une v.a. de Poisson 7.

7)\)\ (k—1)
e T
k>0 k>1
A A*
=Xty =2
k>0

¢) Soit Y une v.a. binomiale de loi B;(n,p).

B - n(n —1)! n—
- kzzl (k—1)l(n — k)!pk(l -t

" n—1\ ._ ne1)— (k—
S0 M (e e (R

n—1 . T
= np ( ; )p](l—p)(" DI = np.
0
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Une autre maniére d’obtenir ce résultat est exposée dans l’exemple 7.5.

d) Dans la remarque 6.2 la quantité H(X) de I’équation (6.3), qui est 'entropie
de la v.a. X, est égale a l’espérance de l'incertitude sur la valeur prise par la
v.a. X. O

Pour définir I'espérance d’une v.a. continue on se rameéne au cas des v.a.
discrétes. Ceci nécessite un passage a la limite (voir section 7.2). Le résultat
final peut étre mémorisé par « on remplace des sommes par des intégrales ».

Définition 7.2 L’espérance (ou moyenne) d’une v.a. continue X est définie si
et seulement si

/ Is|fx(s)ds < 0.
R
Lorsque c’est le cas

E(X) = (X) ::/sfx(s)ds.

R

Exemple 7.2 a) Soit X une v.a. uniforme sur (0,1);

! 1
IEI(X):/O tdt = ;.

b) Si X est une v.a. de Cauchy, l'espérance E(X) n’existe pas car

/Oo [ ——7
TN = 0.
oo m(a? +12)

¢) Un autre exemple est celui d’une v.a. de Pareto Y de paramétre o < 1; dans

ce cas la v.a. Y n’a pas d’espérance. Dans ’exemple 6.5, o = % <1siT est

petit ou Ey est grand. ad

Théoréme 7.1 Une v.a. X posséde une espérance si et seulement si
oo (oo}
/P(X>t)dt<oo et /P(X<—t)dt<oo.
0 0
Si ces conditions sont vérifiées,

E(X) = /OOOP(X > t)dt — /OOOP(X < —t)dt.

Le théoreme 7.1 est vrai en toute généralité. Dans ce théoréme on peut
remplacer P(X > t) par P(X >t) car
{t: P(X >t) £ P(X > 1)}

est I’ensemble des sauts de F'x qui est au plus dénombrable; par conséquent
les intégrales [ P(X > t)dt et [ P(X > t)dt sont égales.
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Toute v.a. X peut étre décomposée en X = X+ — X~ ot X et X~ sont
des v.a. non négatives appelées respectivement partie positive de X et partie
négative de X

X(w) s X(w)>0 X(w)| 8 X(w)<0
X+(w) = ( ) . ( )— X_(w) = ‘ ( )| . ( )—
0 sinon 0 sinon.
Le théoreme 7.1 indique qu’une v.a. X possede une espérance si et seulement
si les v.a. XT et X~ possédent des espérances, et dans ce cas

E(X) = E(XT) —E(X7).

Une preuve du théoréeme 7.1 est donnée dans la section 7.2. Dans le cas continu,
si X >0,

/OOOP(X > t)dt = /Ooilt/toZSfx(s)

_ / s / Cdtf(s) = / sfx(s)s = B(X).

Si I'on est intéressé essentiellement a I'aspect calculatoire, on peut directe-
ment passer aux énoncés des théoremes essentiels 7.4 et 7.5. Cependant, pour
bien comprendre la démonstration du théoreme 7.5, les développements de la
section suivante sont importants.

7.2 Définition de ’espérance, cas général

Dans cette section on donne la définition de I’espérance d’une v.a. X dans
le cadre général d’un espace de probabilité (2, F, P). Le point de départ est de
montrer que chaque v.a. X définie sur (Q, F, P) est la limite de v.a. discrétes
(lemme 7.1). L’espérance de X est définie comme la limite des espérances de ces
v.a. discretes. L’existence de cette limite est une conséquence la proposition 1.4.
On établit en particulier que toute v.a. bornée possede une espérance, ainsi que
les théoremes importants 7.2 et 7.3.

Lemme 7.1 Soit (Q, F, P) un espace de probabilité et X une v.a. réelle.

1) Toute v.a. X non négative est la limite (ponctuelle) d’une suite croissante
de v.a. discrétes. Si X est bornée (sup,, X (w) < 00), la suite peut étre choisie
de sorte que la convergence soit uniforme.

2) 8i X,,, n > 1, est une suite de v.a. réelles qui converge (ponctuellement)
vers X,

X(w):= lim X,(v) Vw,

n—oo

alors X est une v.a. réelle.
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Preuve Pour montrer 1) on définit pour tout n > 1 (voir figure 7.1)

n2"—1

k

Y, :=0-Io<x<2-n) + Z 27I{k2*"<X§ (k+1)2-7y Tl xsny -
k=1

Par définition Y,, est une v.a. discréte et
YVolw) < X(w) <Yp(w)+2™" s X(w) <n.

Ces inégalités démontrent I’affirmation 1).

X(w) 4 ity s {w k27" < X(w) < (k+1)27"}

Figure 7.1 Point-clé de la construction d’une v.a. discréte approximant une v.a. po-
sitive X. Sur la partie hachurée la v.a. Y,, vaut k27".

2) Soit X, n > 1, une suite de v.a. qui converge vers X. Soit ¢t € R; lim,, X, (w) =
X (w) <t implique que pour tout k € N il existe ng(w) tel que

Pour tout £ € N

w:xw<tcJ N {Xm(w)gt—k%}zEke}".

n>1lm>n

Par conséquent (la limite existe par hypothese)

we[VEx=E < lim X,(w)=X(w) <t.

n—oo
k>1
Cela établit {X <t} =FE € F. O

Pour définir I'espérance E(X) on définit d’abord l'espérance pour les v.a
non négatives, puis on pose

E(X) := E(X*) - E(X™).

Pour définir E(X*) on utilise le lemme 7.1 point 1) afin de se ramener au
cas des v.a. discretes. Le calcul élémentaire suivant est le point-clé. On pose
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Iy = Itk a-nax < (kt1)2-ny ot Inon = Iixsny

n2"—1
E(Y,)= > (k27")P(X € I) + n P(X € Iyzn)
k=1
n2"—1
= Y k2 (P(X > k277 = P(X > (k+1)277))
k=1
TLP(X S Ingn)
n2"
=> 27"P(X > k27").
k=1

La derniére somme est une somme de Riemann sur [0,7n] de la fonction mono-
tone décroissante ¢t — P(X > t).

Pour la clarté de ’exposé, on considére d’abord les v.a. non négatives qui
sont bornées. Le cas des v.a. non bornées est un peu plus technique. Soit M
tel que 0 < X(w) < M. Dans ce cas la fonction ¢ — P(X > t) est Riemann
intégrable sur [0, M] et P(X > t) = 0 dés que t > M (proposition 1.2). Par
conséquent

n2"
lim E(Y,) = lim Y 27"P(X >k2™")
k=1

/OMP(X>t)dt:/OOOP(X>t)dt.

(Dans la somme de Riemann ci-dessus les termes pour k& > M2" sont nuls
puisque la v.a. est bornée). Pour des v.a. bornées on pose

E(X) = imE(Y,) .

Cette limite est toujours finie. Toute v.a. bornée posséde une espérance.

Lorsque X est une v.a. continue on peut exprimer E(X) avec la densité de
probabilité fx. Soit n > M ;

n2"—1 n2"—1
E(Y,)= > (k2"P(Xel)= > (k27") | fx(s)ds. (7.1)
k=0 k=0 Ik
Si s € I, alors |[s — k27" < 27™; en utilisant | fx(s)ds =1 on obtient
n2"—1 n2"—1
S 2—")/ fx(s)ds< Y / sfx(s)ds (7.2)
k=0 Ik k=0 1k
n2"—1

< 302 [ px(pds 2

k=0
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Dans la limite n — oo

MX%:mnMKJ=Aﬁh®ﬁk=Aj&®M&

n— oo

On retrouve l'expression de la définition 7.2.

Lorsque la v.a. X n’est pas bornée on se raméne au cas borné en utilisant

(Xix<my)W) = lm X(w)lixam (W) = X(w) Vo

lim
M—oo

La suite E(XI{x<a}), M > 1, est monotone croissante (elle peut étre diver-
gente) ; le point important est le lemme 7.2.

Lemme 7.2 Si X est une v.a. non négative,

lim E(XI{x<n) :/ P(X >t)dt < .
0

M—o0

Lorsque la limite limy E(XIjx<ps) est finie on définit I'espérance de X
par

Preuve La suite Aps := {w: (XI;x<a))(w) >t} est monotone croissante et

U {w: Xix<my)(w) >t} = {w: X(w) > t};

par conséquent P(XIix<py >t) < P(X > t) et, par continuité monotone de
la mesure de probabilité P,

Jim P(XTxany > 1) = P(X > 1). (7.3)

On utilise la proposition 1.4 pour conclure

N

N
M—oo [ - 0

Par définition de l'intégrale de Riemann sur un domaine non borné

o) N
/ P(X > t)dt = lim/ P(X > t)dt
0 N Jo

N
> 1i = .
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Les résultats précédents montrent que

/ P(X > t)dt > lim (X Ix<ary)
0
>hm/ P(XIix<ny > t)dt

/PX>t tNHOO/ P(X >t)d

O

On a établit ainsi le théoréme 7.1 en toute généralité. Les résultats qui
suivent font partie des résultats importants de la théorie des probabilités.

Théoréme 7.2 (Théoréme de la convergence monotone) Soit X,,,
n > 1, une suite croissante de v.a. non négatives,

Xn(w) < Xpp1(w) Yw et Yn>1.

Si lim, X,, = X (ponctuellement), alors la v.a. X a une espérance si et seule-
ment si lim, E(X,) < oo, et dans ce cas E(X) = lim,, E,(X).

Preuve Le point important de la preuve du lemme 7.2 est U'identité (7.3). De
la méme maniére que précédemment

oo

/ P(X >t)dt> lim [ P(X,>t)dt
0

n—oo 0
N
> lim [ P(X,>t)dt

n— oo 0

N o)
:/ P(X>t)dtN:>X’/ P(X >t)dt.
0 0

a

Remarque 7.1 La preuve du lemme 7.2 et celle du théoréme 7.2 sont la
conséquence de la propriété de continuité monotone de la mesure de probabilité
pour une suite d’événements A,, T A (voir (7.3)). Inversement, si I’on pose X,, =
1,4, alors E(X,,) = P(A,,) et le théoréme 7.2 implique lim,, P(A,) = P(A). La
propriété de o-additivité de la mesure de probabilité P est donc une condition
nécessaire et suffisante pour le théoréme 7.2 (voir remarque 2.1).

Lemme 7.3 (Lemme de Fatou) Soit X,, >0, n > 1, une suite de v.a. non
négatives. On définit la v.a.
Y(w) :=liminf X,,(w) = lim ir;f Xm(w).
Alors
liminf E(X,,) > E(Y).

n—oo
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Preuve Soit Y,, := inf,,>, X,,. La suite des v.a. ¥,,, n > 1, est monotone
croissante et P(Y,, > t) < P(X,, >t) si m > n. Les Y,, sont des v.a. car

{Yn<t}: U{Xm<t}.

m>n

Comme P(Y,, >t) < P(X,, > t), on obtient (voir théoréme 7.1)

liminf E(X,,) = lim inf E(X,,) > lim E(Y,)=E().

n— oo n—oo m>n n—oo

La derniére égalité est une conséquence du théoréme 7.2. a

Théoréme 7.3 (Théoréme de la convergence dominée) Soit X,,, n > 1,
une suite de v.a. qui converge ponctuellement vers la v.a. X . S’il existe une v.a.
Y telle que

Vw [Xp(w)|<Y(w) et EY)<oo,

alors la v.a. X a une espérance et

lim E(X,) = E(X).

n—oo

Preuve On utilise deux fois le lemme 7.3 pour les suites de v.a. Y + X, > 0.
(On utilise 'additivité de lespérance qui est établie au théoréme 7.6).

IminfE(Y + X,,) > E(Y)+E(X) = liminfE(X,,) > E(X),

n—oo n—oo
et
liminf E(Y — X,,) = E(Y) — limsupE(X,,) > E(Y) — E(X),
ce qui implique E(X) > limsup,, E(X,,). m]

7.3 Propriétés de I’espérance

Les théorémes 7.4 et 7.5 sont importants car ils permettent de calculer ’espé-
rance de v.a. Y = p(X) en connaissant seulement la loi de X :

BY) = 30 ¢@P(X =0) tesp. BY) = [ (o) f(a)da.

Ce résultat s’étend au cas ou Y = ¢(X1,...,Xi). Clest alors la loi conjointe
de X1,..., X qu’il faut utiliser.
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Exemple 7.3 Soit X une v.a. de loi exponentielle de parameétre \. Si p(t) = t?,
alors o(X) = XP et

oo |
E(XP) = )\/ e Mg =2

0 AP
Le résultat est obtenu par p intégrations par parties. a
Soit k v.a. réelles X1, ..., X définies sur le méme espace de probabilité et

¢: R¥ — R une application réelle !. On définit une nouvelle v.a.

Y i=pX1,...,Xk), w—YWw):=oXi(w),...,Xpw)).

Théoréme 7.4 (cas discret) Soit X1,..., Xy desv.a. discretes, (Xq,...,Xk) €
D C R*, et p: RF — R. L’espérance de Y est définie si et seulement si

S @, w)[P(Xy =21, ., X = 23) < 00.
(z1,...,x)ED

Si cette condition est vérifiée

E(Y) = Z o@1,...,2)P(X1 =21,..., Xp = 23) .
(z1,...,x)ED

Preuve Pour simplifier I’écriture k = 2. L’'image (D) du sous-ensemble D C
R? par I'application ¢ est un sous-ensemble fini ou dénombrable de R. Soit

X = (1‘1,1'2).
S WPy =y)=> > PX=x)

yEp(D) yE€p(D) xeD:
p(x)=y

=Y. D le®PX=x)

yep(D) x€D:
P(x)=y

= lp(x)|P(X=x).

xED

On a utilisé le fait que les ensembles E, := {z € D: p(x) = y} sont disjoints
pour des valeurs différentes de y; de plus I'union des ensembles E,, lorsque y
parcourt ’ensemble ¢(D), est ’ensemble D. Par un calcul analogue on obtient
la formule pour E(Y). O

Théoréme 7.5 (cas continu) Soit X1,..., Xy des v.a. avec une loi conjointe
donnée par la densité de probabilité fx et ¢: R¥ — R. L’espérance de Y est
définie si et seulement si

/k lp(z1, . xe)| fx(z1, .-, x) dey - - - dag, < 00
RE

1. 1l faut que p~1((—o0,t])) € B(RF) pour tout t € R; c’est le cas par exemple si ¢ est
continue.
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Si cette condition est vérifiée
E(Y) = / o(@1,... o) fx(@1,...,xK) dey -+ - dog, < 00.
Rk

Preuve On donne la preuve dans le cas ou ¢ est bornée. C’est essentiellement
le méme calcul que celui de (7.1). Soit I, = (k27" (k + 1)27"]. On approxime
©(X) par des v.a. discréetes comme dans le lemme 7.1.

n2"—1
E(p(X)) = lim > (k27")P(p(X) € L)
k=0
n2"—1
= lim Y (k27")P(X €p '(I))
n—oo k:O
n2"—1
= lim (k2_")/ fx(s1 ..., s5)dsy--dsg .
n—o0 ICE::O CP_l(Ik)

Si s € o (1), alors |p(s) — k27" < 27" Si ¢ est bornée par M et si
n > M, les ensembles ¢~ !(I), k = 0,...,n2" — 1, forment une partition de
{s € R¥: ¢(s) > 0}. Dans la limite n — oo (voir (7.2))

E(p(X)) :/ o(s1 .., 86) fx(s1 ...,8)dsy -+ - dsp .

RF
O

Exemple 7.4 Soit X7, X5 et X5 des v.a. de loi conjointe gaussienne N (0, A)
de parametres m = 0 et

2 10
A=|1 40
0 0 2

. 4.2
Sio(x1,x9,23) = a7 X35,

144
E(¢(X1, X2, X3)) =/ x1 a3 fo,a (w1, 02, w3) dovrdradrs = — .
R3 343
(Voir exemple 5.6.) De méme, si la loi conjointe de X7, . .., X, est une mesure de

probabilité gaubbienne qui est spécifée par une matrice A et le vecteur m € RP,
alors (k = (k1,...,kp))

P
1
(exp > kX)) ) — exp ((k\m) +3 <k|A*1k>) . (7.4)
j=1
(Voir proposition 5.2.) O

Le théoreme 7.6 résume les propriétés de base de l'espérance. Les proprié-
tés de l'espérance sont celles d’une intégrale : linéarité, positivité et propriété
de monotonie (points 1 et 5, 2, 6). Attention, le point 7 n’affirme pas que si
E(XY) =E(X)E(Y), alors les v.a. X et Y sont indépendantes.
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Théoréme 7.6 Soit X etY deux v.a. réelles définies sur le méme espace de
probabilité. On suppose que E(X) et E(Y) existent. Alors

1) Sic est une constante, E(c- X) = c-E(X).

2) SiX >0, alors E(X) > 0.

3) E(X) existe si et seulement si E(|X|) existe.

4) [B(X)| < B(X]) et B(X) = E(X*) — E(X).

5) E(X +Y) = E(X) + E(Y).

6) Si X <Y alors E(X) <E(Y).

7) Si X, Y sont indépendantes, alors E(XY) =E(X)E(Y).

Preuve On montre le point 5. Les autres points sont laissés en exercice. Si X et
Y sont des v.a. discrétes, il existe des partitions {41,..., A} et {B1,..., By}

de Q telles que
X = inIAi et ZyjIBj .
i=1 j=1

On peut écrire
X -+ Y = Z(l’l -+ yj)IAi,ﬂBj .
2]
Par conséquent

EX +Y) =Y (3 PAnB)) + > (X PinB))

7

= E(X) +E(Y).

Dans le cas général X et Y sont des limites de v.a. discrétes (voir lemme 7.1).
Par conséquent on a encore E(X +Y) =E(X) + E(Y). |

Définition 7.3 La v.a. X posséde une variance si et seulement si E(X) et
E((X —E(X))?) existent. Par définition la variance est notée VarX et

VarX := E[(X — E(X))?] = 0*(X).

L’écart-type ou déviation standard est o(X).

Pour alléger I'écriture on écrit plus simplement VarX = E(X — E(X))2. Noter
I'identité :
VarX = E(X? - 2E(X) X + E(X)?)
=E(X?) - 2E(X)E(X) + E(X)?
=E(X?) -E(X)2.
La quantité (X —E(X))? est le carré de I'écart entre la valeur de X et I’espérance

de X. La variance représente donc 1’écart quadratique moyen entre la valeur de
X et Pespérance de X (voir aussi proposition 7.1 a) ci-dessous).
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Exemples 7.5 a) Si X est une v.a. de Bernoulli de paramétre p,
VarX = (1 —p)(—p)* +p(1 —p)* =p(1 —p).

b) SiY ~ B;(n,p), alors Y £ Yo, X, ou les X; sont n v.a. indépendantes de
Bernoulli de paramétre p. Par conséquent

E(Y) = E(in) = nE(X1) =np.

:Z]E((er)2)+ > E((Xi-p)(X; —p)

i=1 0,j: 1#£]

=0
(les v.a. sont indépendantes)
n
= ZVarXi =np(l—p).
i=1

¢) Soit X une v.a. uniforme sur (0,1);

1
1\2 1
VarX:/O (t-3) dat=-
d) Si X ~ 7y, E(X) =Xet VarX = A

e) Si X ~ N(m,0?), E(X) =m et VarX = o2.
) Si X ~ vz, E(X)=x2/) et VarX = z/)\2. a

La proposition suivante exprime le caractére de dispersion de la variance.

Proposition 7.1 Soit X une v.a. possédant une espérance.
a) Si E(X?) < oo, alors

Va € R: E(X —a)? = VarX + (E(X) — a)? > VarX .
b) Si X est bornée et telle que m < X(w) < M, alors

VarX < (M m)?.

Cette inégalité est saturée pour X = +£1, P(X =1)=P(X =-1) =1/2.
¢) Si VarX =0, alors P(X #E(X)) = 0.
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Preuve a) On calcule

E[(X - a)’] = E[(X — E(X) + E(X) — a)?]
=E[(X - E(X))?] + (E(X) — a)* > VarX .

b) Par hypothése E((M — X)(X —m)) > 0. On développe et réarrange les
termes ; on obtient

E(X?) ~ B(X)? < (M~ E(X)) (E(X) ~m) < { (M —m)?
car pour tout x € R,
(M —m)* = (M —2)* + (z = m)* + 2(M — z)(z —m)
=[(M —2) = (2 = m)]* + 4(M — z)(z — m)
>4(M —z)(x —m).
Le point ¢) est démontré dans ’exemple 8.1 de la section 8.1. 0

Définition 7.4 Soit X etY des v.a. telles que E(|XY|) < oo, E(|X]) < oo et
E(]Y]) < 0. La covariance de deuz v.a. X et'Y est le nombre réel

Cov(X,Y) := E(XY) — E(X)E(Y) = E((X — E(X))(Y —E(Y))).

X etY sont non corrélées si et seulement si Cov(X,Y) = 0.

Par définition Cov(X,X) = VarX. La covariance est linéaire dans chacun
de ses arguments, par exemple

Cov(aX1 4+ bX52,Y) =aCov(X1,Y) + bCov(Xo,Y).

Si Xi,...X, sont des v.a. et si a;,b; € R, la vérification de I'identité suivante
est une vérification de routine & partir des propriétés de ’espérance.

Var(Zal (X +b;) ) (ial )))2 (7.5)

i=1

= Z azVar(X;) + Z a;a;Cov(X;, X;).
= i£

Proposition 7.2 Si des v.a. X1,..., X, possédent des variances et sont indé-
pendantes, elles sont non corrélées et

Var(X; +---+ X,) = VarX; 4+ --- VarX,, .
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Preuve Siles v.a. X et Y sont indépendantes,

Cov(X,Y) =E((X —E(X))(Y —E(Y)))
=E(X —E(X))E(Y —E(Y)) =0.

La deuxiéme affirmation découle de (7.5). O

Siles v.a. Xi,..., X, ont une loi conjointe gaussienne N(m, A),
-1 -1
COV(XZ‘7X]‘) = Aij = Aji .
(Voir proposition 5.3). La matrice A~! est appelée matrice de covariance des
v.a. X1,...,Xp. La loi conjointe de v.a. gaussiennes est complétement spécifiée
par les espérances E(X;) = m; de chaque v.a. et par la matrice de covariance.

Lorsque des v.a. sont non corrélées, elles ne sont pas indépendantes en général.
La proposition suivante est a cet égard remarquable.

Proposition 7.3 Des v.a. gaussiennes non corrélées sont indépendantes.

Preuve Par hypothése la matrice de covariance est diagonale et par conséquent
la matrice inverse A est diagonale. La densité de la loi conjointe factorise, ce
qui prouve l'indépendance des v.a. (proposition 6.1). a

On termine ce chapitre en donnant une preuve simple des formules d’inclusion-
exclusion qui fait appel aux propriétés élémentaires de 1'espérance.

Preuve de la proposition 2.2 A :=(]J; A4;; on a les relations

IAEZI*IAj et IAL:H[A;:H(lilAJ)
J J

On utilise l'identité E(Ip) = P(B) et on développe le produit :
P(A)=1- P(A°)
=1-E((1—1a)A = 1a,) - (1= 1a,))

e Y A

j=1 JC{1,...,n}: |J|=2 jeJ

= zn:(—l)k*l > P(()4).

k=1 Jc{l,..,n}: |J|=k  jE€J
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De fagon similaire, on montre la deuxiéme identité de la proposition 2.2, en
utilisant la premiére identité.

P((45) =1-P({J49)

S Y R4

k=1 JC{1,...,n}: |J|=k jeJ
1=t Y (1-p(UA)

k=1 JC{1,..n}: |J|=k jeJ
—1_ En:(_l)k-i-l Z 1

b=1 JC{1,...n}: |J|=k

=0
20 S P4
k=1 Jc{1,...,n}: |J|=k jeJ

7.4 Exercices

Exercice 7.1 Edmond Halley (1656-1742) a publié en 1693 une table de mor-
talité. Dans cette table on constate d’une part que le temps de vie moyen est
de 26 ans, et d’autre part qu’il y a égale chance de mourir avant I’dge de 8 ans
qu’apres I’age de 8 ans. Comment expliquer ces résultats ?

Exercice 7.2 Calculer I'espérance et la variance d’une v.a. X lorsque la loi de
X est une

a) loi exponentielle de parameétre A > 0;

b) loi de Poisson ) ;

c) loi normale N(m,o?).

Exercice 7.3 On lance deux dés équilibrés simultanément. Soit X la somme
des résultats des dés.

a) Déterminer la loi de X et calculer espérance de X.

b) Calculer la médiane de X.

c¢) Calculer la variance de X.

Exercice 7.4 Soit deux v.a. X et Y telles que VarX > 0 et VarY > 0. La
corrélation entre X et Y est le nombre

Cov(X,Y)

XY) = ———.
ol ) v VarXVarY
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Montrer que
-1<p(X,Y)<1.

Exercice 7.5 a) Calculer I'espérance et la variance pour une v.a. X ~ v, x.
b) On considére une source radioactive ; le nombre d’émissions de cette source
pendant lintervalle de temps [0, 2] est décrit par une v.a. N(x) dont la loi est
une loi de Poisson 7y,. On désigne par T}, la v.a. indiquant le temps de la ni¢me
émission. Montrer

P(T, <x)=P(N(z) >n)

et déterminer la densité de la v.a. T;,. Quelle est la loi de T, ?

Exercice 7.6 Soit X une v.a. prenant les valeurs 0,1,2,.... Vérifier I'identité
E(X) =) nP{X =n})=> P{X>Fk}).
n>0 k>0

Exercice 7.7 Soit X; et X5 deux v.a. réelles, indépendantes et de méme loi,
qui prennent n valeurs z1,...,z,; P(X1 =2;) =p; >0,i=1,...,n.

a) Calculer la probabilité P(X; = X3).

b) Montrer que

1
—<P(X;=X5)<1.
n

¢) Donner des lois qui montrent que les bornes dans les inégalités ci-dessus sont
saturées.

Exercice 7.8 X est une v.a. gaussienne de loi N (0, 0?) et Y une v.a. gaussienne
de loi N(0,72).

a) Si X +Y est une v.a. gaussienne et si X et Y sont non corrélées, quelle est
laloide X +Y7

b) Si X et Y sont indépendantes, montrer que la loi de X + Y est gaussienne
et déterminer cette loi.

c) Si les X; ~ N(u,0?) sont indépendantes, montrer que X := 1 3" | X; est
N(p,02/n) ou de facon équivalente que Z := n? (X — p)/o est N(0,1).

Exercice 7.9 Soit a > 1 et § tel que 1/a+ 1/4 = 1. Vérifier les inégalités de
Hélder (1859-1937) et Minkowski (1864-1909) :

[E(XY)| < E(|X]")VE(Y|%)*

et
E(|X + Y)Y <E(X|*)Y* + E(]Y]*)Y*.

Indication : considérer des v.a. étagées.

Exercice 7.10 Soit (£2,F, P) un espace de probabilité et X : @ — R une v.a.
étagée prenant les valeurs 1 < x5 < -+ < . On désigne par A lalgébre de
Boole associée a la v.a. X. Soit Y : 2 — R une autre v.a.; on dit que Y est
A-mesurable si et seulement si Y ~1((a,b]) € A pour tout a,b.

Montrer que Y est A-mesurable si et seulement s’il existe une fonction g : R —
R telle que Y = go X.






CHAPITRE 8

Inégalités de Markov, Chebyshev
et Hoeffding

Dans ce chapitre on présente trois inégalités importantes. Les inégalités de
Markov et Chebyshev (1821-1894) sont autant utiles qu’elles sont élémentaires.

8.1 Inégalités de Markov et Chebyshev

Proposition 8.1 Soit X une v.a.;
1) Inégalité de Markov : si E(|X|) < 0o et a > 0, alors

E(X])

P(X|2a) < =

2) Inégalité de Chebyshev : si VarX < oo et a > 0, alors

VarX

P(X —E(X)| 2 0) <

Preuve Pour tout a > 0:

> aP (IX|>a).
On pose Y := X — E(X) et on applique 'inégalité de Markov :

E(Y?) VarX

P(Y| 2 0) = P(Y 2 a?) < = :

a
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On rappelle que la variance représente ’écart quadratique moyen entre la
valeur de X et son espérance. L’'inégalité de Chebyshev est utilisée souvent sous
la forme suivante. Soit X une v.a. d’espérance m et d’écart-type o. Alors

1
P(—ko<X—m<kU)21—ﬁ.

En effet, si Y := (X —m)/o, Vary =1 et

X —-m
o

P(—k< <k):1—P(|Y|2k)21—k—12,

Si k = 2, cette inégalité indique qu’avec une probabilité supérieure ou égale
a 0.75, la valeur de X est comprise dans lintervalle [m — 20, m + 20]. Ceci
est vrai pour toute v.a. qui posséde une variance. Pour une v.a. gaussienne on
sait que cette probabilité est beaucoup plus grande, environ 0,95. Lorsque la
variance n’existe pas la situation peut étre trés différente.

Exemple 8.1 On montre I'implication
VarX =0 = P(X #E(X))=0

a l'aide de l'inégalité de Chebyshev. Par cette inégalité, pour tout n € N,
1
P<|X ~E(X)| > f) < n?VarX = 0.
n

Par conséquent

P(X #E(X)) < ZP(|X ~E(X)| > %) =0.

n>1

Ceci prouve le point ¢) de la proposition 7.1. a

Une v.a. X > 0 posséde une espérance si et seulement si la fonction ¢ —
P(X > t) est intégrable (théoréme 7.1). L’inégalité de Markov donne une borne
supérieure pour P(X > t) qui n’est pas intégrable. Le lemme suivant donne
une amélioration de l'inégalité de Markov.

Lemme 8.1
E(|X|) < oo = lim aP(|X]|>a)=0.

Preuve On pose Y, := |X|[{x|>q}. Par définition, Y = 0 ou Y, > a; si
0<t<a,alors P(Y, >t)=P(|X| > a) et

E(Y,) = /OaP(Ya > t)dt + /OOP(Ya > t)dt

= aP(IX| >a)—|—/ P(X| > t)dt

a

> aP(|X]|>a).
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D’une part
E(1X1) = E(IXLqix|<ap) + E(Ya);
d’autre part (théoréme 7.2)

Jim E(JX ]I x|<ay) = E(|X])
de sorte que lim, E(Y,) = 0. Par conséquent
0< lim aP(|X|>a) < lim E(Y,) =0.
a— o0 a— o0

O

Exemple 8.2 Soit f: [0,1] — R une fonction continue. Un théoréme important
de Weierstrass (1815-1897) affirme que toute fonction réelle et continue sur
[0, 1] peut étre approchée uniformément par un polynome, i.e.

Ve >0 3 un polyndéme Q tel que sup |f(t) — Q)| <e.
te[0,1]

L’idée de la preuve qui suit est de Bernstein (1880-1968). On introduit le poly-

nome de Bernstein
k=0 i=1

les v.a. Xq,...,X, sont indépendantes et sont des v.a. de Bernoulli de para-
metre t. Soit € > 0; comme f est bornée et uniformément continue il existe
0 > 0 tel que

F(5) = SO S 2+ (2 sup [F()]) Tjoreg28(5)

u€0,1]

Par conséquent

Qut) - sl = [E[s (2 Yo%) - 700)|

<e+2 sup |f(u (’ ZX—t‘>6)

u€[0,1]

t(1—1t)
<e+2 sup |f(u
uem]l (W) =55

1
<e+2 sup |f(u .
1)

Cette estimée est uniforme en ¢ ; en prenant la limite n — oo et en notant que
€ > 0 est arbitraire, on obtient que les polynémes @,, convergent uniformément
vers f. O
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8.2 Inégalité de Hoeffding

L’inégalité de Hoeffding (1914-1991) donne aussi une estimée de la probabilité
qu'une v.a. Y, somme de v.a. indépendantes et bornées, différe de son espérance
E(Y) d’une quantité au moins égale a c.

Théoréme 8.1 (Hoeffding (1963)) Soit X1, Xo, ... une suite de v.a. indé-
pendantes. On suppose que pour tout i il existe a; < b; tels que

Alors pour tout ¢ > 0

P(inE(in) ZC) Sexp(— 2?_1(217012—%)2)

et

P(iXiE(iXi) < ) gexp(M).

= =1

Les deux inégalités du théoréme 8.1 donnent ensemble 'inégalité

P(‘iXi_E(Zj:Xi) Zc) SZeXp(—L>.

Do (bi — ai)?
L’idée principale de la preuve du théoréme 8.1 est simple et utile. Si Y est une
v.a. telle que pour ty > 0

Eexp(tY) < o0,
alors a partir de I'inégalité de Markov
PY >a)= P(ety > em) < e_mE(ety) YVt e [0,to].

Dans cette inégalité t est un paramétre qui peut étre choisi comme on le veut.

Par conséquent
P(Y >a)< inf e ™E(e").
t€[0,to]

Preuve du théoréme 8.1. Il suffit de montrer la premiére inégalité car la
deuxiéme suit de la premiére en posant Z; := —X;. Soit V; := X; — E(X;) de
sorte que a; < Y; < b;. Soit t > 0;

PV =) = Pl (1307 > o)
<e “E(exp (tZYz))

= exp(—ct + QD(t)) )
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ou l'on a posé
o(t) :=InE(exp (¢ Z Y;))
i
On écrit un développement de Taylor & l'ordre deux pour la fonction ¢. Pour
simplifier I’écriture on pose aussi

Z(t) == E(exp (tZY;))

Pour tout ¢ > 0, il existe s tel que 0 < s <t et

2
plt) = 9(0) + 16/(0) + T 6'(5).

Comme E(Y;) = 0, on obtient immédiatement que ¢(0) = 0 et ¢'(0) = 0. En
utilisant I'indépendance des v.a. Y}, et en introduisant les mesures de probabi-
lité

E(IAGSYJ )

A—vi(A) = (")

on obtient

E[>,Y: Y, Y exp (s 3, Yi) | Z(s) — (B[, Yiexp (s 2, ¥)])®

¢ (s) = ABE
" () (E(1e)y:

;[ E(esY7) *( E(esYs) )]
= >V, (%) £ 7 3205 — 0y)?

La derniére inégalité découle de la proposition 7.1. Par conséquent,
£2
P(Z:Y; >c) <exp(—tc+ gzl:(bl —a;)?) Ve>0.

4c
Il suffit de choisir ¢ = —————5 pour obtenir le théoréme. a

> i(bi —ay)

Remarque 8.1 Dans la preuve du théoréme 8.1 I'indépendance des v.a. n’a
été utilisée que tout a la fin pour contrdler ¢’ (s) uniformément en s.

#'(s) =D (D Covi(¥s, V7)),
4 J
ot Cov,(Y;,Y;) est calculée par rapport & la mesure de probabilité définie par

E(Yexp [s35) X])
E(exp [s 3, Xk])

Es(Y) :=



106 Inégalité de Hoeffding

S’il existe une constante telle que

¢"(s) <

)

Kn
4

alors
2

P (3 ) 2 <o (- 267).

Exemple 8.3 Soit 100 v.a. indépendantes de méme loi, P(X = i) = 1/6 avec
i=1,...,6.

E(X;) =35 et —25<X;-E(X;) <25.

Est-ce qu’il est probable que ). X; > 5007 La réponse est non, car

P(ZXiZ 500) - P(Z(Xi CE(X;)) > 150)

2 (150)2

e )z 1,5-107%.

< exp ( —
On peut comparer cette estimée avec celle obtenue en utilisant I'inégalité de
Chebyshev. Dans cet exemple VarX,; = 35/12 et la probabilité de 1’événement
est majorée par 0,013. O

Si les X; sont indépendantes et de méme loi, alors a; = a et b; = b et
I'inégalité s’écrit
2e2n )

ves 0 P53 (6 - BG) 2 €) < 20w (- o

n
i=1

Dans le cas de via. X; = £1, P(X =1) = P(X = —1) = 1/2, on peut prendre
—a=b=1et
u
i=1

On parle de grandes déviations par rapport a la moyenne car 1’événement

{‘fZX E(X1’>t} {‘ZX E(ZX)

exprime une déviation de 'ordre O(n). Ces déviations sont souvent trés rares;
la quantité d’intérét est la vitesse avec laquelle la probabilité de ces déviations
tend vers 0 lorsque n diverge,

2

i 2511) SQexp(f%). (8.1)

> nt}

lim sup — lnP<—‘ ZX —E(X1) ‘ & (—e s)) (8.2)

n—oo
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V)

Lorsque cette quantité est strictement négative (ici elle est inférieure a —5-),

la convergence vers 0 est exponentiellement rapide. ’
Gréce au théoréme 8.1 on peut aussi estimer la probabilité de déviations
modérées en posant ¢ = en® avec 1/2 < o < 1. Sous les hypothéses du théo-
réme, de telles déviations sont aussi rares lorsque n diverge puisque « > 1/2.
On observe dans le comportement de 'inégalité (8.1) un changement qualitatif
pour o = 1/2 : le membre de droite ne tend plus vers 0 lorsque n — oo, mais

(5
=1

Dans le chapitre 12 on verra que ce changement qualitatif a effectivement lieu.

2

> t\/ﬁ) < 2exp ( - %) : (8.3)

Exemple 8.4 Suite des exemples 2.4 et 6.4. Dans le cas du modéle d’Ising en
champ moyen, la v.a. M,, qui donne 'aimantation par spin, est la moyenne
arithmétique des v.a. X;; ces v.a. ne sont pas indépendantes. Cependant, on
a une situation analogue a celle de (8.1). Soit E C (—1,1) un sous-ensemble
fermé et A,, I’événement

A, ={M, € E}.
A partir des inégalités (6.5), en sommant sur les z € F, on obtient

c (n+1)Cs
- < < - 7 =
NI exp(n max gn,s(vk)) < P(An) < —

En utilisant (6.8) et (6.9), par un calcul similaire a celui de I’énergie libre de
I’exemple 6.4, il existe une constante K telle que

- exp(n gclg)E( gn.p(TK)) -

1 , Inn
- — — < K/,
I P(Ay) (xrg[%] gn.p(x) e gnp(x )) ‘ <K—

Lorsque n tend vers 'infini,

lim ~1n P(A,) = max (gn.p(x) + Bf(h,B)) = max kn,p(T) . (8.4)

n—oo n
La quantité kp, g(x) est non-positive et
knp(z) =0 < z est un maximum global de g, g.

Si le sous-ensemble fermé E ne contient pas un maximum global de g;, 5, alors

o1
nlingo - InP(A,) = max kn,p(z) <O0. (8.5)
Le résultat (8.5) est important. Il signifie que la probabilité d’observer une va-
leur de I’aimantation par spin, dans un sous-ensemble fermé E qui ne contient
pas un maximum global de gn g, est exponentiellement petite lorsque n est
grand. Ces grandes déviations par rapport aux maxima globaux de g5 g sont
rares, et deviennent non observables dans la limite thermodynamique. Les va-
leurs observées de ’aimantation par spin & I’équilibre, dans la limite thermo-
dynamique, sont donc celles des maxima globaux de g, g. Pour le calcul de ces
maxima globaux de g g, se référer a 'exemple 6.4 ; voir aussi figure 10.1.

Suite a ’exemple 10.4 section 10.3. O
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8.3 Exercices

Exercice 8.1 a) Soit g1 > 0,...,¢g, > 0 tels que ¢1 + -+ + g, = 1. Vérifier

l'identité
n ni Np
‘Z e = 1 .
Z <n1,n2,~~,np> 1 p

Nn1,...,np>0:
ni+--+np=n

b) Sini >0,...,n, >0 et ny + --- + n, = n, montrer l'inégalité

( " ) < exp(nH (X))

ny,ng, - ,Np

ot H(X) est Pentropie d’une v.a. prenant les valeurs aq, . . ., a, avec probabilité
P(X = a;) = n;/n (voir (6.3)).
Indication : partir de 'identité établie au point a).

Exercice 8.2 Soit ® une fonction continue et convexe définie sur R. Montrer
I'inégalité de Jensen
P(E(X)) < E(®(X)).

Indication : utiliser la caractérisation géométrique d’une fonction convexe.

Exercice 8.3 On considére des v.a. indépendantes X1, X, ... qui ont la méme
loi et & valeur dans un ensemble fini A. Le temps de récurrence moyen de l’état
a € A est par définition

0o :=P(Xy=alX;=a)+ Y kP(Xa#a,...,X¢ # a,Xe11 = a| X1 = a).
k=2

Calculer 6, en fonction de p := P(X; = a).

Exercice 8.4 On considére des v.a. aléatoires indépendantes de Bernoulli de
parameétre 0 < p < 1. On sait que le temps de récurrence moyen d’un « succeés »
(X; =1) est de 500. Par exemple, ces v.a. modélisent une éruption volcanique
d’un volcan donné pour lequel on considére qu’il y a au plus une éruption par
an. Si elle a lieu pendant ’année i, alors X; = 1.
a) Laquelle de ces affirmations semble correcte :

1) On observe une éruption tous les 500 ans.
2) La probabilité qu'une éruption se produise chaque année est 1/500.

b) Calculer la probabilité qu’aucune éruption n’ait lieu pendant 350 ans.

c¢) Calculer le nombre d’années consécutives maximales pour qu’aucune érup-
tion ne se produise avec probabilité 0,95.

d) Soit

Calculer P(T > k), P(T > k +n|T > n).
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Exercice 8.5 Soit Xi,..., X, n v.a. réelles. Vérifier que la matrice de cova-
riance (Cov(X;, X;));,; est non négative. Cov(X1, X3) est aussi appelée fonction
de corrélation en mécanique statistique.

Exercice 8.6 On considére un gaz libre de n particules classiques (distin-
guables) qui se trouvent dans un cube V C R? de co6té L. On ne s’intéresse
qu’a la position des particules dans V. Ce systéme est décrit par 'espace de
probabilité (2, F, P) tel que

Qi={w=(w1,...,wn): W €V, ¥ji=1,...,n} CR;

w; est la position de la particule de nom j, et P est la mesure de probabilité
uniforme sur Q. Pour chaque 1 < k < n on définit la v.a. X, Xi(w) := wy qui
donne la position de la particule indexée par k.

1) Calculer la loi de Xj. Montrer que les v.a. Xj sont indépendantes.

2) Soit @ C V un sous-ensemble de volume |Q| > 0. Ng est la v.a. qui donne
le nombre de particules se trouvant dans @,

No={j: X; €Q}.

Déterminer la loi de Ng et calculer son espérance. Déterminer la loi conjointe de
Ng, et Ng, si Q1NQ2 = 0. Est-ce que les v.a. Ng, et Ng, sont indépendantes ?

Exercice 8.7 On étudie les v.a. N de I'exercice 8.6 dans la limite thermody-
namique : on prend les limites L — oo et n — oo de sorte que n/L? = X > 0.
1) Déterminer la loi et 'espérance de Ng dans cette limite.

2) Montrer que dans cette limite les v.a. Ng, et Ng, sont indépendantes si
Q1NQ2=0.

3) Dans la limite thermodynamique estimer la probabilité de I’événement
P((Ng —E(Ng)) =z al@]), a>0.

Comparer le résultat de lestimation pour a = A/2, respectivement a = u/\/@
lorsque |Q)] est grand.

Indication : montrer que E(exp(tNg)) < oo et utiliser I'inégalité de Markov.
Choisir ensuite t de fagon optimale.

Exercice 8.8 Inégalité de Paley (1907-1933) et Zygmund (1900-1992). Si
X >0 est une v.a. telle que E(X?) < oo et si a < E(X), alors

(B(X) - )

P(X >a) > E(X7)

Indication : minorer et majorer E(X I{x~,}); pour majorer utiliser 'inégalité
de Cauchy-Schwarz (Schwarz (1843-1921)).

Exercice 8.9 a) Soit A4y,..., A, n événements. Montrer l'inégalité

P(A;U---UA,) > P(A)) + -+ P(A,) = Y P(AiN 4;).

i<j
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b) Soit X1,..., X, des v.a. indépendantes et de méme loi. Montrer que

. P(max], X; >1)
lim =
t—oo  nP(X; >1t)

Exercice 8.10 Soit X1q,..., X, des v.a. indépendantes et de méme loi.
a) Calculer la loi de
Y, = m:zlilx X;.

b) Montrer que lim P(Y;, <n) =1 si E(X;) existe.
¢) On définit A\, par 'équation

PY,<X)=p (0<p<1l).

Montrer que pour n grand

d) Déterminer le comportement de A, lorsque n diverge, dans les cas suivants :
1) X1 a une loi exponentielle de paramétre 1.

2) X1 a une loi gaussienne N(0, 1).
3) X, a une loi de Pareto de parameétre a > 0, fx(t) = ﬁ[ﬂg#» (t).

Remarque : si p = 1/2, Ay /5 est la médiane.



CHAPITRE 9

Chaine de Markov

Un des buts de la théorie des probabilités est de construire des modéles. Dans
ce chapitre on étudie trés briévement une classe de modéles appelés chaines de
Markov (& nombre fini d’états). La théorie des chaines de Markov a de multiples
applications.

9.1 Chaine de Markov a temps discret

Un processus stochastique & temps discret est une collection finie ou dé-
nombrable de v.a. X;, définies sur un méme espace de probabilité, et qui sont
indexées en général par le paramétre t € {0,1,...,n} ou t € {0} UN. Les
v.a. X; sont a valeur dans A, [’espace des états du processus; dans ce chapitre
A est toujours un ensemble fini. Le paramétre ¢ est interprété habituellement
comme une variable temporelle, bien que n’importe quelle autre interprétation
soit possible. Par exemple, le processus décrit 1’évolution aléatoire d’un systéme
qui peut se trouver dans |A| états possibles représentés par les éléments de A.
La v.a. X} indique I’état du systéme au temps t = k.

Exemple 9.1 On considére le systéme formé de deux urnes U; et Us dont la
composition est la suivante. Il y a 2N boules dont NV sont rouges et N noires;
chaque urne contient la moitié des boules. A chaque unité de temps on procéde
4 un tirage : on tire au hasard une boule de U; et au hasard une boule de U,
puis on remet la boule tirée de U; dans Us ainsi que la boule tirée de Us dans
U, . L’état du systéeme est déterminé par le nombre de boules noires dans l'urne
Ui ; les états possibles sont indexés par 0,1,...,N, i.e. A = {0,1,...,N};
X, = #{boules noires de Uy au temps ¢t = k}. O

Lorsque ¢t € {0,1,...,n} le processus est entiérement déterminé une fois que
lon a donné la loi conjointe des v.a. Xo, X1,...,X,. Lorsque t € {0} UN, il
faut donner les lois conjointes

P(X():wo,...,Xm:wm)

pour toutes les valeurs de m. Une trajectoire, ou histoire, jusqu'au temps n est
déterminée par la suite des états (ag,as,...,a,) du processus jusqu’au temps
n. L’espace fondamental qui décrit les trajectoires jusqu’au temps ¢ = n est

Qp = {w=(wo,wi,...,wn): w; EA,Vi=0,...,n} = A",
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La loi conjointe P(Xy = wo, ..., X, = wy) est définie sur 2, ; désormais on
considére que la v.a. X}, est définie sur €, (représentation canonique des Xy)

Xk : Q=2 A we— Xip(w) i=wy.

L’événement « I’état du systéme en t = 3 est a, et en ¢ = 5 est b » s’exprime
par
{Xg = a,X5 = b}

Pour alléger I'écriture, a la place de P(X; = w;, X; = w;, Xy = wy), on écrit
P(w;,wj,wy). De la proposition 4.1 on obtient

P(wo, . ..,wn) = P(wo) P(wi|wo) Pws|wo,w1) - - - Plwnlwo,wr, ..., wn-1) .

P(wjt1|wo, . ..,w;) donne la probabilité que le processus se trouve dans I'état
wjy1 au temps ¢ = j + 1, sachant que sa trajectoire jusqu’au temps ¢t = j est
donnée par (wp,...,w;).

Définition 9.1 Un processus stochastique vérifie la propriété de Markov (1856-
1922) si
P(wjt1lwo,wr, ..., wj) = Plwjt1lw;) Vj.

Un tel processus stochastique est appelé chaine de Markov.

La propriété de Markov exprime une perte de mémoire : la probabilité que
le systéme se trouve dans I’état w;;q au temps ¢ = j + 1, sachant le passé, ne
dépend que de I'état w; du systéme au temps ¢t = j. En supposant que les régles
de I’évolution du systéme sont indépendantes du temps, il suffit de donner la
loi de la v.a. Xy et une matrice stochastique M,

ng = P(Xj+1 = €|Xj = k) s
pour spécifier la chaine de Markov. En effet

P(wo, - -+ ywn) = P(wo) P(wi|wo) P(wa|wr) - - Pwn|wn-1)
= P(wo)Mugw; - M, -

A partir de cette formule, en sommant sur w; € A, ... ,w,_1 € A, on obtient
la probabilité que le processus est dans ’état w,, au temps t = n, sachant que
I’état initial au temps t = 0 est wyq,

P(wn|wo) = Z Muow, My, 10, =M (produit matriciel)

woWn
Wiyees,Wn—1

ot M}, est I'élément d’indices wow,, de la matrice M" (matrice produit de

n facteurs M).

Certaines propriétés du processus peuvent étre utilement décrites a 'aide
d’un graphe. Soit G le graphe dont les sommets sont indexés par les éléments
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I’état 1 conduit & n’importe quel état ;
I’état 1 ne communique pas avec ’état 7;
l’état 1 et I’état 5 communiquent.

i
\

©

FI1GURE 9.1 — Le graphe G associé & une matrice stochastique M.

de A. Deux sommets i et j sont reliés par un lien orienté (i, 7) si et seulement
si M;; > 0. L’état i conduit a j, i — j, si et seulement si

Im tel que P(X,, =j|Xo=1)>0.
L’état i communique avec j, i < j, si et seulement si i — j et j — i.
Exemple 9.2 On lance 100 fois une piéce de monnaie équilibrée. Chaque

résultat de I'expérience est également probable. Une séquence de Piles (Faces)
est une succession maximale de Piles (Faces). Dans la suite de symboles

F PPPFF P F PP FF
B e

il y a 7 séquences ; la plus longue est de longueur 3 et la derniére est F'F.

On définit I’événement Eqg9(k) « dans une suite de 100 lancers la séquence
la plus longue est de longueur > k ». Pour calculer la probabilité de cet événe-
ment on introduit un automate aléatoire. On considére le cas explicite k = 6.

L’automate est un systéme possédant 6 états notés 1,...,6. On pose
L,, := longueur de la séquence la plus longue aprés m lancers;
L, = longueur de la derniére séquence aprés m lancers.
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Dans 'exemple ci-dessus m = 12, Lo = 3 et £12 = 2. Les régles de 1’évolution
de 'automate sont données ainsi : 'automate enregistre L,, et £,, ; au temps m
I’automate se trouve dans 1’état k, k < 5, si et seulement si L,, < 6 et £, = k;
il se trouve dans I'état 6 si et seulement si L,, > 6. On choisit comme état
initial I’état 1 qui correspond a I’état de 'automate au temps ¢t = 1. Il est facile
de vérifier que 'automate a la propriété de Markov et de calculer sa matrice
stochastique M, My, = P(X; 41 = |X; = k),

1/2 1/2
1/2 0
1/2 0
12 0
12 0

0 0

1

=
[un
-

2 2 2 2
1

D=

=

FIGURE 9.2 — Le graphe associé a la matrice stochastique (9.1).

Cet automate a la particularité qu'une fois dans I’état 6 il y reste pour toujours.
L’état 6 est un état absorbant. On choisit 1'état initial P(X; = 1) = 1 au temps
t = 1 par commodité. On obtient

P(E100(6)) = P(X100 = 6)
=P(X100=6|X1=1)P(X;=1)= M??ﬁ.

1<>
—=— P(Ey(k))
—+— P(E0(k))
——X——P(Eoo()(k))
~
=" »
0 12 13 14 k

FIGURE 9.3 - k — P(E,(k)) pour n =20, n = 100 et n = 500.
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Pour 100 lancers, au centiéme prés, on calcule

k : 4 5 6 7T 8 9 10 11
P(Eyo(k)) 1,00 097 081 054 031 0,17 0,09 0,04

Remarque 9.1 On peut montrer des résultats trés précis concernant les
longues séquences. Par exemple P. Erdos (1913-1996) et A. Rényi (1921-1970)
ont établi le résultat suivant. Soit deux constantes Cy et Cs telles que 0 < C7 <
1 < Cy < o0; alors avec probabilité un, il existe No(w, Cy, Ca) tel que

I_Cl 10g2 NJ S ZN(w) S \_CQ 1Og2 NJ si N Z No(w701,02),

ol Zn(w) est la longueur de la plus longue séquence de Piles pour N lancers;
| ] est la partie entiére de z et log, x est le logarithme en base 2 de x. ]

9.2 Chaine de Markov ergodique 1

Une classe importante de chaines de Markov est celle constituée des chaines
de Markov ergodiques : ce sont les chaines de Markov dont la matrice stochas-
tique M est ergodique, i.e. telle que

Ik, M >0 Vij.

Si M est ergodique, chaque état communique avec n’importe quel autre état.
Il est facile de donner des exemples de chaines de Markov qui ne sont pas
ergodiques. Il suffit de donner une matrice stochastique telle que deux états
ne communiquent pas. Le théoréme suivant est le théoréme principal pour les
chaines de Markov ergodiques.

Théoréme 9.1 Si M est ergodique, alors il existe une unique mesure de pro-
babilité w sur A telle que pour tout k € A
w(k) = lim M}, >0 Vi

n—oo

et

D w(k)Myy = 7(j) -

kecA

Le terme ergodique a été introduit en mécanique statistique par
L. Boltzmann. Dans la situation particuliére considérée ici cela signifie que
le systéme « oublie » sa condition initiale (premiére affirmation du théoréme
9.1) :
VieA: P(X,=klXo=10)=M}, —n(k) sin— 0.
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Si la loi de I’état initial est la mesure de probabilité ug, P(Xo = j) = uo(j),
alors on obtient par la formule des probabilités totales la loi de X,

P(X, =k) =Y P(X, = kX = j)P(Xo = j)
JEA
= 1o(j)Mjy = (k).
JEA
Lorsque M est ergodique, dans la limite n — oo,

lim P(X, =k) = nlingozuo(j) ne=>_ po(j)m(k) =m(k).

n—oo - -
JEA JEA

En particulier si ug = m, les propriétés aléatoires de la chaine sont les mémes
quel que soit n, dans le sens que pour tout n P(X,, = j) = 7(j), car

S 7 (k)M = 7(5)

kcA

Cette derniére identité s’écrit plus simplement 7IM = 7 si la mesure de pro-
babilité 7 est considérée comme un vecteur ligne. La chaine se trouve dans un
régime stationnaire. La mesure de probabilité 7 sur A est la mesure de probabi-
lité stationnaire ou mesure invariante de la chaine. Dans cette situation I’état
de la chaine change au cours du temps, mais la probabilité de se trouver dans
Pétat k reste w(k) a n’importe quel instant ; la loi de X, est 7 pour tout ¢t = n.
Un point important est la vitesse avec laquelle on atteint le régime station-
naire. La preuve qui suit montre que ce régime est atteint exponentiellement
rapidement (voir (9.2)).

Preuve du théoréme 9.1 Soit M l’ensemble de toutes les mesures de pro-
babilité sur A. Pour comparer deux éléments de M on introduit une distance,
la distance en variation totale

1 ) )
d(p, i) =5 D 1n(i) = /()]
ich
Clairement d(u, ') < 1. On exprime cette distance sous une autre forme. Soit
At ={icA: p()— /(i) >0} et A" :={icA: pu@)— (i) <0}.
On peut écrire
0= (u(i) = ' (@) = Y (@) —w'@) = Y (') — pl@))-
i€A icAt ich—
Par conséquent la distance d(p, ') s’écrit aussi

A, 1) = 5 3 (0) ~ @) + 5 3 (0) — (i)

€At 1€A™

=) (uli) = p' (D).

i€At
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Soit p et ' € M; comme M est une matrice stochastique, uM € M et
WM € M puisque

DM =0 paliMy = u()) Y My =) (i) =

jeA jEA icA icA jeA ich
La distance en variation totale vérifie la propriété importante
d(uM, p'M) < d(p, 1) -

En effet, si 'on pose comme ci-dessus
Ap={jeA: ZMiMij > ZM;MU‘},
i i

alors

d(uM, /M) = Z (Z(u(i) —u’(i))Mij)
A i€A

IN

On remarque que A # Ar:, car sinon
=YY My > Y Y M, -1
Jjoo i
Si M;; > 0 pour tout ¢, 7, il existe § > 0 tel que

jEAL
Dans ce cas d(uM, 'M) < (1 = 6)d(u, p').

Soit pg € M, py = poM™ et ¢ > 0. Comme M est ergodique, il existe
k€ Net a>0 tels que

M’c >a>0Vij et (1—-a)"<e
(si m est suffisamment grand). Par itération, pour tout n > 1,

d(,u/k:m7 Nkm+n) = d(qukma Manm)
< (1 - O‘) d(ﬂoMk(mil)v H?LMk(mil))

< (L= a)™d(po, pn) <€
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Ces estimations montrent que pour tout j, la suite p,(j), n > 1, est une suite
de Cauchy ; par conséquent elle converge. On pose m(j) := limy, o, (5).

7M = lim p, M = lim pty, 11 = 7.
n n

Cette mesure de probabilité 7 est unique, car si 7'M = 7/,

d(m, ') = d(#M*, 7’/ M") < (1 — a)d(x, 7).
Ceci implique d(7,7’) = 0, i.e. 7 = 7’. Comme 7M* = 7, 7(5) > 0 pour tout
jeA.

Les estimations ci-dessus donnent aussi une estimation de la vitesse de
convergence de u, vers 7. Il existe une constante C' < oo telle que

d(pn, ™) < Cexp ( —1In (1 ! )Ukn) . (9.2)

—

a

Les chaines de Markov ergodiques sont étudiées aussi dans la section 10.6
en rapport avec la loi des grands nombres. Le chapitre 11 est consacré aux
marches aléatoires qui constituent une autre famille d’exemples de chaines de
Markov.

9.3 Exercices

Exercice 9.1 On considére n boules numérotées par i = 1,2,...,n; on aligne
ces boules de gauche a droite par ordre croissant de ¢. On fait une permutation
des boules, chaque permutation ayant la méme probabilité.

a) Calculer la probabilité de I'événement Fj « la boule k reste a sa place ini-
tiale ».

b) Exprimer, a ’aide des événements Ej, ’événement E(n) « aucune boule ne
reste & sa place initiale ».

Calculer la probabilité de ’événement E(n).

Indication : on peut calculer la probabilité de I’événement complémentaire en
utilisant la proposition 2.2.

¢) Déterminer la limite de cette probabilité lorsque n — oo.

d) Calculer la probabilité de I’événement Fy(n) « k et seulement k boules sont
non permutées ».

e) Estimer cette probabilité lorsque n est grand.

Exercice 9.2 a) Soit 2N boules dont N sont rouges et N sont noires. On
considére deux urnes, Uy et Uy, contenant chacune N de ces boules. On fait le
tirage suivant : on tire au hasard une boule de U; et une boule de Us ; puis on
remet la boule tirée de U; dans U, ainsi que la boule tirée de Us dans U;. Le
nombre de boules noires dans U; aprés le mi®™e tirage est noté X,,,. Montrer
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que le processus stochastique ainsi défini est une chaine de Markov et calculer
sa matrice stochastique

P(Xpsr = 5| Xon = ).

b) On suppose que Uy et Us sont vides. On remplit 'urne U; en choisissant au
hasard N boules parmi les 2V boules. Les autres boules sont mises dans Us.
Calculer la probabilité (k) que Uy contienne k boules noires et N — k boules
rouges.

c) Montrer que la mesure de probabilité 7 définie au point b) est la mesure
invariante de la chaine.

Exercice 9.3 Soit A = {1,2,3,4,5,6}.

a) Dessiner le graphe de la matrice stochastique M = (M,;;), 1 < i,5 < 6,
définie ci-dessous.

b) Quels sont les sous-ensembles des états qui communiquent entre eux ?

¢) Un sous-ensemble C' de A est fermé si

(i—j et i€C) = jeC.

Trouver les sous-ensembles fermés.
d) Est-ce que M est ergodique ?

1/2 1/2 0 0 0 0

0O 0 1 0 0 0

Mo |13 0 0 1/3 1/3 0
1o o o0 12 172 0
o 0 0 0 0 1

O 0 0 0 1 0

Exercice 9.4 Dans ce qui suit toutes les matrices sont des matrices stochas-
tiques de type r x r. Un vecteur x € R” est non négatif si et seulement si z; > 0
pour tout %.

Montrer que les trois conditions suivantes sont équivalentes.

a) M est stochastique.

b) Pour tout x non négatif le vecteur Mx est non négatif, et le vecteur 1 (dont
toutes les composantes sont égales a 1) est un vecteur propre a droite de valeur
propre 1, M1 = 1.

¢) Sip= (p1, -+ ,ur) est une mesure de probabilité, alors p/ := uM est une
mesure de probabilité.

Exercice 9.5 On considére une chaine de Markov avec espace des états A =
{1,2,...,r}. L’application X,, a valeur dans A, n > 0, donne ’état de la chaine
au temps n. L’évolution de la chaine est déterminée par la matrice stochastique
M. Soit p une mesure de probabilité sur A, P(Xo =1i) = p(i).

a)Sia; €A, j=1,...,i+k, exprimer & I'aide de M

P(ai, aiv1,y- s ai4k) = P(X;(w) = a4y .o, Xigk(w) = ajqr) -
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b) On définit deux algébres de Boole : F<,, qui est I'algébre des événements
qui sont des unions finies d’ensembles du type

[ag,...,an] :={Xo=ag,...,Xn=an}, a; €A,

et F>, qui est l'algébre des événements qui sont des unions finies d’ensembles
[br, .. bm], m>net b €A,

Si A€ F<p et B € F>yy, montrer que
P(ANB|X, =1) = P(A|X,, =i)P(B|X, =1).
(A et B sont indépendants conditionnellement a {X,, = i}).

Exercice 9.6 On lance n fois de fagon indépendante une piéce de monnaie
équilibrée. Le résultat de I'expérience est décrit complétement en indiquant
dans V'ordre la longueur maximale des séquences de Faces et de Piles (voir
exemple 9.2) ; par convention on commence toujours par une séquence de Faces,
celle-ci étant de longueur zéro si le premier lancer donne Pile. Soit I’événement
FE «on a obtenu exactement r séquences distinctes de Piles ».

Quelle est la probabilité conditionnelle de ’événement F, sachant qu’on a
obtenu lors de l'expérience k Piles (on suppose que k > r)?
Indication : si les longueurs des séquences de Faces sont fixées, le nombre de sé-
quences de Piles compatibles avec 'événement EN{k Piles} est égal au nombre
des rangements de k boules dans r boites, au moins une boule par boite, sans
enregistrer quelle boule va dans quelle boite.

Exercice 9.7 Soit A un événement concernant une expérience aléatoire, P(A) =
p, 0 < p < 1. On répéte cette expérience aléatoire de fagon indépendante jus-
qu’a ce que I'événement A se réalise.

Calculer la probabilité qu’on doive répéter I'expérience n fois jusqu’a la pre-
miére réalisation de A.

Calculer la probabilité qu’on doive répéter 'expérience n fois jusqu’a ce qu’on
ait observé pour la premiére fois r réalisations de A.

Exercice 9.8 Soit la chaine de Markov définie par la matrice stochastique

0 3/10 1/10 3/5
1/10 1/10 7/10 1/10
1/10 7/10 1/10 1/10
9/10 1/10 0 0

M =

a) Dessiner le graphe associé a cette matrice.
b) Calculer la mesure de probabilité stationnaire de la chaine.

Exercice 9.9 On considére le jeu suivant. Le joueur A choisit une suite de
trois lettres de l'alphabet { P, F'}, par exemple FPP. Le joueur B choisit alors
une autre suite de trois lettres, par exemple FFP. On lance une piéce de
monnaie équilibrée autant de fois que nécessaire jusqu’a ce qu’on observe pour
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la premiére fois une des suites choisies par les joueurs. Le joueur est gagnant si
c’est sa suite qui apparait.

a) Avec le choix ci-dessus, montrer que B gagne avec probabilité 2/3.

b) Pour le choix ci-dessus, le jeu peut étre décrit avec un automate a six états.
Donner le graphe qui spécifie cet automate ainsi que la matrice stochastique
associée.

Indication : il y a un état initial et deux états terminaux qui correspondent aux
événements « A gagne » et « B gagne » (ces deux états sont absorbants).

¢) Montrer que PFF gagne sur FFP, FFP gagne sur FPP, FPP gagne sur
PPF et PPF gagne sur PF'F.

Exercice 9.10 On considére une urne contenant a > 1 boules blanches et
b > 1 boules noires. A chaque unité de temps on tire une boule; si la boule est
noire le processus s’arréte et si la boule est blanche on la remet dans 1'urne et
on ajoute une autre boule blanche, puis on refait un tirage.

a) Sachant qu’on a fait ¢ — 1 tirages, calculer la probabilité que le processus ne
s’arréte pas au 7™ tirage.

b) Soit N le nombre de tirages nécessaires pour que le processus s’arréte. Cal-
culer P(N > k) et P(N = k). Montrer que si b > 1, klirgo EP(N > k) = 0;
montrer que si b = 1, alors ce n’est pas le cas.

¢) Montrer que 'espérance de la v.a. N existe si et seulement si le nombre de
boules noires b > 1.

d) Calculer E(N) lorsque b > 1.

Indication : on peut exprimer P(N > k) comme une différence de deux termes.






CHAPITRE 10

La loi des grands nombres

Dans les chapitres 10, 11 et 12 on étudie le comportement asymptotique de
la somme de n v.a. réelles indépendantes X1, ..., X, lorsque n devient grand.
Dans la plupart des cas les v.a. ont la méme loi, i.e. elles sont identiquement
distribuées. On dit que les v.a. Xy, ..., X, sont 4.i.d. si elles sont indépendantes,
identiquement distribuées. On étudie le comportement de la somme ZZ X;
sur différentes échelles de la maniére suivante : on sélectionne (de maniére
appropriée) une suite monotone a(n), n > 1, de nombres positifs et on étudie

1 n
—_— ZXi lorsque n — oo.
a(n) i=1

Les a(n) jouent le role de grandeurs de référence pour exprimer la valeur de la

somme des v.a. :
ple= ok 35324 = a3, <to).

Les cas étudiés sont
1) chapitre 10 : a(n)
2) chapitre 11 : a(n)
3) chapitre 12 : a(n)

n;
1 pour tout n, i.e. on étudie ), X;;

O(vn).

10.1 Théoreme de la loi des grands nombres

C’est un des théorémes les plus importants. Le théoréme de la loi des grands
nombres (LGN) donne une relation fondamentale entre

probabilité d’un événement et fréquence relative d’un événement,

et plus généralement entre ’espérance et la moyenne empirique. Il permet de
comprendre pourquoi un phénoméne aléatoire présente des aspects réguliers
lorsqu’il est examiné sur une échelle appropriée. Une des caractéristiques d’une
expérience aléatoire, telle qu’elle est définie dans ce livre, est que 'on peut
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répéter cette expérience. On définit la fréquence relative d’un événement A € F
par le rapport

# de réalisations de A lors de n répétitions indépendantes de ’expérience

n

La fréquence relative de A est une variable aléatoire ; la probabilité P(A) est
un nombre réel qui est calculé & partir de lespace de probabilité (92, F, P)
décrivant l'expérience aléatoire. La LGN permet de comparer P(A) avec la
valeur de la fréquence relative de A, i.e. les résultats théoriques (du modele de
Pexpérience) avec les résultats empiriques (de expérience).

Théoréme 10.1 (Loi des grands nombres) Soit X, Xo, ... une suite de v.a. i.i.d.
possédant une espérance. Alors pour tout € > 0

X1+ + X,

lim P(‘ -

n—oo

—]E(Xl)’ zs) ~0.

La moyenne empirique est la v.a.

et la moyenne théorique est le nombre réel E(X). Dans le cas de v.a. bornées
et i.i.d. 'inégalité de Hoeffding donne un résultat beaucoup plus fort, car on
obtient aussi une estimation de la vitesse de convergence qui est exponentiel-
lement rapide. Le théoreme 10.1 est optimal si les v.a. sont i.i.d. et si I’on ne
suppose que 'existence de I’espérance.

Jakob Bernoulli (1654-1705) a montré ce théoréme pour la premiere fois pour
les v.a. X; = I4 ot A est un événement donné. Dans ce cas E(X;) = P(A) et

1 n
- Z X, = fréquence relative de A = freq,,(4).
j=1

Pour ce cas, on peut choisir dans l'inégalité de Hoeffding a; et b; tels que
b; — a; = 1 puisque X; = I4. Cette inégalité donne la relation suivante entre
fréquence d’un événement A et sa probabilité,

freQn (A) —
P(A)

Ve > 0: P( P(4) ’ > s) < 2exp (- 2(eP(A)%n).  (10.1)

L’inégalité (10.1) donne, en fonction du nombre n de répétitions de ’expérience,
une estimation explicite de la probabilité de I’événement «I’erreur relative entre
la fréquence freq,,(A) de A et P(A) est plus grande que e». Cette probabilité
tend vers 0 exponentiellement vite avec le nombre n de répétitions.
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Exemple 10.1 On considere I'expérience de I'exemple 4.6. On a une urne qui est
composée de n jetons dont k£ sont noirs, les autres blancs. On fait un tirage sans
remise de ces n jetons, mais pendant le tirage on ne prend pas connaissance de
la couleur des jetons qui sont tirés. Soit A I’événement « le dernier jeton tiré
est noir ». Si 'on ne prend pas connaissance de la couleur des jetons qui sont
tirés, P(A) = k/n bien qu'il ne reste & ce moment qu’un seul jeton dans 'urne.
La valeur de P(A) exprime notre manque d’information au sujet de la couleur
des jetons. Comment concilier ceci avec le fait que les tirages ne dépendent pas
du fait que 'on connait on non la couleur des jetons?

La LGN donne la réponse. L’expérience qu’on fait consiste a tirer les jetons
sans prendre connaissance de la couleur de ceuz-ci. Si I'on répete n fois cette
méme expérience, lorsque n devient grand, la fréquence de ’événement A est
~ k/n avec une probabilité proche de 1. O

Exemple 10.2 On considere I'expérience de 'exemple 4.5. On modifie le pari
de la maniere suivante : on répéte 'expérience et chaque fois que I’'événement
E est réalisé, i.e. on a tiré 1 jeton noir et 9 blancs, on a la possibilité de gagner
10 francs suisses si 'on désigne 'urne qui a été utilisée pour le tirage des 10
jetons, et on perd 10 francs suisses si 'on donne une mauvaise réponse. Dans
ce cas la stratégie a adopter est claire si 'on peut jouer autant de fois qu’on
veut : on désigne toujours U;. En effet, P(C1|E) = 0,556 et la LGN affirme
qu’avec probabilité proche de 1 la fréquence relative

# de réalisations de E N C lors des n expériences

~ 0,556
# de réalisations de F lors des n expériences

si n est suffisamment grand. O

Preuve du théoréme 10.1 Lorsque les v.a. sont bornées, le théoréme suit de
I'inégalité de Hoeffding. Si les v.a. posseédent seulement une variance, on pose

1 n
Zy =~ (X, —E(X;)).
j=1
Laloi des grands nombres est alors une conséquence de 'inégalité de Chebyshev.
En effet, lim VarZ, = 0 puisque les v.a. sont indépendantes,
n—oo

VarZ, % ZE((XZ- - E(X;))(X; — E(X;))
= % > E((X —E(X)*) = %Vaer. (10.2)

Par conséquent, pour tout £ > 0

1 n 1 n—oo
P(‘n;)@ —E(X))| 2 ¢) = P(Zy] 2 £) < —VarXy 25 0.
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Noter que 'estimation de la vitesse de convergence vers 0 est considérablement
moins bonne que dans le cas ot 'on peut utiliser 'inégalité de Hoeffding.

Pour traiter le cas général, on utilise une idée simple, exprimée dans le lemme
10.1, qui est de se ramener au cas des v.a. bornées, pour lequel I'inégalité de
Chebyshev (ou de Hoeffding) est valable.

Lemme 10.1 Soit n v.a. Xq1,..., X, et 0 < a < o0o. On introduit les v.a.
tronquées X; = Xl x,|<a} qui sont égales a X; si |X;| < a et nulles si
| X;| > a. On pose

S =X1+-+X, et S, =X +--+X.
Alors, pour tout ¢ et pour tout t

P(|S, —c| >t) < P(|S;, —c| >t) + P(S, # 5,).

Preuve L’événement {|S,, — ¢| > t} se décompose en 'union des événements

(1S —¢| >t} N {S,, = S} et {|Sn —c| > t} N {S", # S, }. O

Soit & > 0, et p = E(X1), ¢ = nu, t = en, a = nd. On décompose les v.a.
Xi :
Xz, = XiI{|Xi|Sa}7 X; :X£+X1'I{|Xi|>a}-

La v.a. X1 est bornée et on pose p/ := E(X7). A partir des inégalités
VarY <E(Y?) et |X||<nd

on obtient
Var (X)) < E(X}) < nd E(|X}]) < ns E(1X, ). (10.3)

Avec les notations du lemme 10.1
P(S, # 8;) <Y P(X}, # Xi) = nP(|X1] > nd).
k=1

Ce lemme permet d’écrire

P(|% o) < (%

Comme lim E(X]) = E(X;) (théoréme 7.2), on peut choisir n suffisamment

On u‘ > 5) +nP(|X1| > né). (10.4)

grand de sorte que |p — p'| < £/2. En tenant compte de (10.3) et de I'indépen-
dance des v.a., on obtient par I'inégalité de Chebyshev

P uf= )< p(( T m

2
S f) < dn*dE(|X1|) .
n

n2e?
De (10.4) on conclut que

(-1 s D

P(IX1| > nd).
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En prenant d’abord la limite n — oo, on obtient par le lemme 8.1

n 46 E(| X
Vo >0 : limP(S——,u‘>5)§#.
n— oo n e
Il suffit de prendre maintenant la limite § — 0. O

Remarque 10.1 Si 'espérance n’existe pas, le comportement de la moyenne
empirique peut étre trés différent de celui décrit dans le théoréme 10.1. Par
exemple, si X1, Xs, ... sont i.i.d. et X; est une v.a. de Cauchy de paramétre 1,
alors pour tout n la moyenne empirique est une v.a. de Cauchy de paramétre
1. En effet, X7 +-- -4 X,, a une loi de Cauchy de paramétre n (proposition 6.4)
et la fonction de répartition de la moyenne empirique est

X1+ + Xy <t

F(it)=P <t)=PX1+- -+ X, <nt).
( )

n

En dérivant par rapport a ¢ on obtient la densité d’une v.a. de Cauchy de pa-
rametre 1. g

10.2 Processus stochastique faiblement corrélé

La LGN a une validité plus grande que celle indiquée dans le théoréme 10.1.
La condition i.i.d. des v.a. peut étre remplacée par d’autres conditions.

On suppose que les X; ne sont pas indépendantes (ni identiquement distri-
buées) et on définit comme dans la preuve du théoréme 10.1

n

> (X - E(X;)) -

Jj=1

Dy =

3=

Si lim VarZ, = 0, alors par l'inégalité de Chebyshev le théoréme 10.1 est

n—oo

vrai. C’est le cas si les X; sont non corrélées et identiquement distribuées (voir
(10.2)).

On peut encore remplacer cette derniére condition par une condition plus
faible. Soit X7, X5, ... un processus stochastique. Le processus stochastique est
faiblement corrélé si

1) il existe C' < oo tel que |Cov(X;, X;)| < C pour tout 7,7 ;

2) il existe r(n) > 0, nlgrolo r(n)=0et

|Cov(Xy, X;)| < r(li—jl) Vi, j.

Théoréme 10.2 Si le processus stochastique est faiblement corrélé, alors

Ve > 0: nllrgop(’%zn:(xj fE(Xj))‘ > 5) ~0.
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Preuve On pose

et on vérifie que VarZ,, — 0 si n — oo. Soit p € N;

1
VarZ, = — > Cov(Xi, X;)

0,J
1 1
= ﬁ Z COV(XZ', Xj) + ﬁ Z COV(XZ'7XJ')
ij: |i—j|<p i.j: [i—j|>p
2p+ 1)C
< Gt 1e +r(p) —r(p) sin— oo
n
On a utilisé le fait qu'il y a au plus 2p + 1 indices 4 tels que |i — j| < p pour j
fixé. Mais p est arbitraire ; par conséquent lim,, VarZ,, = 0. ]
Si le processus stochastique X7, Xo, ... est faiblement corrélé et si
lim E(X,) =pu,
n—oo

alors l'affirmation du théoréme 10.2 peut s’énoncer :

Ve>0: lim P(‘%ix,- —#’ 25) ~0. (10.5)
=1

n—oo

En effet, si les espérances des X,, convergent vers p,
Vo INstelque n> Ny = |p—E(X,)| <4;
cela implique
nli_)rr;o‘—ZE Xp)—p| <6 V6.

Le résultat (10.5) découle du théoréme 10.2.

Exemple 10.3 Voir section 10.6 pour des exemples de processus stochastiques
faiblement corrélés. O

Exemple 10.4 Suite et fin des exemples 2.4, 6.4 et 8.4. On considére le cas
h = 0 qui est le plus intéressant. Les v.a. X; (voir (2.4)) sont identiquement
distribuées, mais non indépendantes, et E(X;) = 0. Si 8 < 1, alors la fonction
9o, @ un seul maximum global en = 0. La loi des grands nombres est valide
pour les moyennes empiriques M,, de l'aimantation (voir (8.5)) et

1
Ve>0: lim ElnP(|Mn\ >¢) <0.
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Cela signifie que les déviations par rapport & la moyenne sont rares (comme
pour (8.1)). La LGN est vérifiée, et on a un bon contrdle de la vitesse de
convergence.

Si 8 > 1, la fonction go g a deux maxima globaux en £m*(8) # 0 (voir fi-
gure 6.8). Un phénomene nouveau apparait, une transition de phase du premier
ordre : en ’absence de champ magnétique le systeme possede une aimantation
(par spin) non nulle qui est égale & +m*(f). L’aimantation est m*(8) > 0
si Pon approche h = 0 & partir de h > 0, en prenant la limite h — 0 (voir
(6.7)). L’aimantation par spin passe de valeurs strictement positives & des va-
leurs strictement négatives lorsque h passe de valeurs positives a des valeurs
négatives. L’aimantation dans ce modele est un paramétre d’ordre.

m*(B,h) A
1 —+

Figure 10.1 Aimantation du modele de Curie-Weiss pour g = 1,3.

Cette discontinuité de 'aimantation est caractéristique d’une transition de
phase du premier ordre. La loi des grands nombres n’est plus vérifice : 'ai-
mantation par spin du systéme est concentrée en +m*(5) et non en 0. Ce sont
ces valeurs qui sont observées lorsque n est grand (voir exemple 8.4), alors que
I'espérance de I’aimantation par spin est nulle. En effet, si € > 0 est assez petit,
I'intervalle [—¢, €] ne contient pas les maxima globaux £m*(f8), et par (8.4)

1
lim —In P(M,, € [-¢,¢]) = max rkog(z) <0.

n—oo N z€[—e,e]
Par conséquent

lim P(|M,| >¢e)=1— lim P(|M,|<e)=1.
n—oo n—oo

Comme Dlaimantation moyenne est concentrée autour de £m*(3) et que son

espérance est nulle, lorsque n tend vers I'infini 'aimantation moyenne prend la

valeur m*(f) avec probabilité 1/2 et —m*(3) avec probabilité 1/2. O
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10.3 Loi forte des grands nombres

Le controle de la vitesse de convergence dans la LGN est important. Pour
Pexploiter on fait appel au lemme de Borel (1871-1956) et Cantelli (1875-1966).

Lemme 10.2 (Borel-Cantelli) Soit A,, une suite d’événements tels que

Z P(A,) < .

n>1

Avec probabilité un, seulement un nombre fini de ces événements sont réalisés
stmultanément.

Preuve Si B est I’événement « un nombre infini des A,, sont réalisés », alors

we€B — we UAk Ym.
k>m

PB)<P(|J 4Ar) <) P(A) —»0 sim— oo
k>m k>m
a

Soit Xi, X5 ... un processus stochastique tel que E(X;) = E(X;) existe
n
pour tout i. On pose S, = ZXi7 et on suppose que pour tout ¢ il existe

i=1
d(e,n) tel que

P(‘% - E(Xl)‘ > 5) < d(e,n) avec Z(S(z—:m) < 00. (10.6)

n>1

C’est le cas, par exemple, si les v.a. sont i.i.d. et bornées. Soit
S (w)
o = {2
(6) = {2
Sous 'hypothése (10.6), pour tout € > 0

D P(An(e)) < 0.

n>1

—E(Xl)‘ >el.

L’événement F(g) « un nombre fini des A,,(g) sont réalisés » a une probabilité
égale a un. Cet événement s’écrit

E(e) = {w: IN(e,w) tel que m > N(g,w) implique Sm(@) _ E(Xl)’ < 5} .
m
Si l’on pose ¢ = k=1, k > 1, alors I’événement

E:=(\E(k™)
k
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a encore une probabilité égale & un. Par conséquent, si w € F,

On a donc convergence ponctuelle de S, (w)/m vers la constante E(X;) avec
probabilité un. Ceci constitue la version forte de la LGN. Dans le cas de v.a.
i.i.d. on a le théoreme 10.3.

Théoréme 10.3 (Loi forte des grands nombres) Soit X1, X5, ... une suite de v.a.
i.4.d. possédant une espérance. Alors avec probabilité un

lim Sim ()

m— 00 m

= E(X,).

10.4 Fonction de répartition empirique

Soit X une v.a. aléatoire et F'x sa fonction de répartition. Comment obtenir
des informations sur F'x 7

Si Xq,...,X, sont i.id. et X; £ X, on définit la fonction de répartition
empirique (constante par morceaux)

~ 1 &
=1

La fonction ﬁn(a:) est une v.a. puisque qu’elle donne la fréquence relative de
Pévénement {X < z}. Pour une réalisation x1,...,z, des v.a. .i.d. X,

x> Fy(z) = %#{i: x; < x}

est une fonction de répartition : elle est monotone croissante, continue & droite,

lim Fo(z)=0 et lim F,(z)=1.

r—r—00 Tr—r00

Elle définit donc une loi (discrete) sur R. Si ¢ est une fonction réelle définie sur
R, 'espérance de ¢ par rapport a cette loi est simplement la moyenne empirique

n

%ZSO(%)-

i=1
De I’équation de Hoeffding on obtient : pour tout € > 0,

n—oo

supP(|ﬁn(x) — Fx(z)| >¢) < 2exp (—2¢%n) =3 0.
x€R

On peut démontrer un résultat plus fort, le théoreme de Glivenko (1897-1940)
et Cantelli, en utilisant la loi forte des grands nombres.
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Théoréme 10.4 (Glivenko-Cantelli) Soit X1, Xo, ... des v.a. i.i.d. telles que X; £

X ou X est une v.a. donnée. Soit ﬁn la fonction de répartition empirique de
X1,...,X,. Alors, avec probabilité un,

lim sup ’ﬁn(x) - Fx(x)| =0.

n—oo rER
Preuve On donne la preuve lorsque la fonction de répartition F'x de X est
continue. Soit € > 0; il existe
— 0 =20 < T < < Tpyp =00

tels que

Fx(zit1) — Fx(z;) < Vi<k,

N ™

car la fonction de répartition Fiy est monotone et continue. On compare les
fonctions F'x et F), en utilisant le fait qu’elles sont monotones. Pour tout x €

(-Tia xi«kl]?

et

~

Fx(2;) = Fu(i1) < Fx(2) — Fp(z) < Fx(2i1) — Fal;).
On en déduit que
|Fy(z) — Fx(z)] < max {F,(zi41) — Fx (@), Fx (zip1) — Fala)} .
Par conséquent,

A, := max sup  |F,(z) — Fx/(z)]
=0,k pe(z;,2541]
_max_ max {ﬁn(xlﬂ) — Fx(x;), Fx(xi41) — ﬁn(xz)} .

1=0,..

Par la loi forte des grands nombres, avec probabilité un,

lim F,(z;) = Fx(z;) Vi<k.

n— oo

Par conséquent, avec probabilité un, I’événement

E(e) := {limsup A, < e}

n—oo

est réalisé. Il en est de méme pour

E:=()E(F),

k>1

ce qui prouve le théoreme. a
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10.5 Principe de la méthode de Monte-Carlo

On présente ici 'idée de base de la méthode de Monte-Carlo, non la méthode
d’un point de vue pratique, en considérant le calcul de 'intégrale d’une fonction
continue h : [0,1]? — R,

[S:/ h(tl,...,tp)dtl'”dtp.
[0,1]?

La méthode de Monte-Carlo est une méthode probabiliste qui permet de
faire des économies de temps de calcul, mais qui peut parfois conduire a des
erreurs a cause de son caractere aléatoire. On introduit les v.a. i.i.d. Xy,..., X},
chacune étant uniformément distribuée sur [0, 1]. Si

Y= h(X1,...,X,),

IE(Y):/ h(ty, ... ty)dty -~ dt,.
[0,1]°

Soit Y71,Ys,...,Y,, des v.a. i.i.d., ¥; ~ py. Pour tout € > 0
lim P N Y.—I|>¢)=0
Jm (5% -1z e) =0
=

De fagon concreéte, on construit un échantillon w = (wy,...,w,) de longueur
n; chaque w; € [0,1]? est obtenu en utilisant p fois un GNA pour générer les p
coordonnées de w;, puis on calcule la moyenne empirique

n

-3 i)

J=1

La v.a. Y est bornée, |Y| < M. On utilise 'inégalité de Hoeffding pour estimer
la probabilité de I’événement : la moyenne empirique des Y; donne un résultat
qui differe de I d’au moins € > 0;

LS 1] =) < 2o (- 25
— i — X - — -
njzlj =) =P 2M?

Un point important est que I'estimée ci-dessus est indépendante de la dimension
p de 'hypercube sur lequel on calcule l'intégrale de h. Lorsque p est grand,
lavantage d’utiliser la méthode de Monte-Carlo devient évident si ’on accepte
un certain risque. Le risque est quantifié par la probabilité d’obtenir un résultat
dont la précision est moins bonne que ¢. Le risque est inférieur & é si n vérifie

2

ne
- 1<
2€Xp( B 2) 1)
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10.6 Chaine de Markov ergodique II

On considere une chaine de Markov avec r états représentés par les éléments
de A = {1,...,7}. On suppose que les régles de I’évolution du processus sont
indépendantes du temps et sont donc déterminées par une matrice stochastique
M

ng = P(Xj_H =/ ‘Xj = k) .
Les v.a. qui donnent I’état du processus au temps 0,1, ... sont Xy, X7,.... On
définit deux autres v.a.

N, (i) :=card{k: 0 <k <n, Xj =i},
Np(ij) :=card{k: 0<k<n—-1, Xy =iet X1 =3}.

La v.a. N, (i) donne le nombre de fois que le processus a passé dans 1'état 4
jusqu’au temps n. On peut 'interpréter comme le temps de séjour du processus
stochastique dans l’état i jusqu’au temps n. La v.a. N, (ij) indique le nombre
de fois que le processus a passé successivement par les états i et j jusqu’au
temps n.

On suppose que la matrice stochastique M est ergodique. La chaine de
Markov possede une mesure invariante 7w, 7T = «. Dans le régime stationnaire
du processus stochastique, la probabilité que celui-ci passe successivement par
les états i et j est donnée par 7(i)M;;.

Théoréme 10.5 Si M est ergodique, alors pour tout € > 0

lim P(‘M—w(i)‘ 25) =0 Vi,

n—o0 n
: Ny (ij) ) _ .
nl;rr;oP(‘T — (i) My 25) =0 Vi,j.

La premiére affirmation donne une interprétation de la mesure stationnaire
7 : w(i) représente le temps de séjour moyen dans l'état i lorsque n tend vers
Uinfini. Dans ce théoréme on ne précise pas 1’état initial de la chaine. Les
affirmations sont indépendantes de 1’état initial (ergodicité).

Preuve La démonstration est semblable dans les deux cas; on considere le
deuxieme. C’est une conséquence de la loi des grands nombres pour des v.a.
non indépendantes (non identiquement distribuées). Soit deux états i et j. On
définit

0 sinon.

Yk:—{l Si Xp=iet Xjp1=j

On fixe un état initial de la chaine en donnant la loi de Xo, u(i) := P(Xo = 4).
On montre que le processus définit par les v.a. Yy est faiblement corrélé.

Comme M est ergodique (théoreme 9.1)
lim Mj, =n(j) Vk. (10.7)

n—roo
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Si I’état initial de la chaine est donné par u,
T
P(X, =i) =Y p(6)My,.
=1

Par la propriété de Markov et (10.7)

r
k—oo

E(Yi) = P(X =i, Xpq1 = j) = 3 _ p(O)Mf,My; =5 7(i)M;;
=1

et

E(YiYigm) = Y p(O)MFM;; M7~ M, .
/=1
Calcul de Cov(Ys, Yitrm)-

E(YiYetm) = EVREYigm) = Y p(O)MF;Mi; M7~ My — E(Vi)E (Vi)
/=1

= B(Ye) (M} My, — (Vi)

La suite E(Y;,) est une suite de Cauchy car elle converge. De ce fait et de (10.7)
on obtient, uniformément en k > 1,
|E(Ym+k) - M;‘Y;_lMiﬂ < |E(Ym+k) - E(Ym)‘ + |E(Ym) - Mﬁ_lMij\
—0 sim — oo.

Par conséquent
m—00

r(m) = s%pyJE(YkY,Hm)—E(Yk)E(YHm))\ =F0.

Comme
R noo
lim_ E;E(Yk) 3 (i) My,
on peut appliquer le théoréme 10.2 sous la forme (10.5),

P(’N"T(lij) — 7(i)My;

25)—)0 1<ij<r.

10.7 Exercices

Exercice 10.1 On considére une suite i.i.d. de v.a. de Bernoulli de parametre
0<p<1. Onpose S, =X+ -+ X,. Montrer que

S
P(’—"— ‘> )<7.
n pp=¢ ~ 4ein?

Montrer la loi forte des grands nombres sous ces hypotheses.
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Exercice 10.2 Démontrer la premiére partie du théoreéme 10.5.

Exercice 10.3 On considere 1’espace de probabilité d’'un GNA. On pose

Y(w) 0 si0<w<i
W) =
1 sit<w<l

Soit # la transformation de [0, 1) sur [0, 1),
w (w):=2w mod 1.

On définit pour tout entier n > 0, X,, := Y 0 6". X,,(w) donne le (n + 1)ieme
chiffre du développement de w en base 2. Noter que la transformation 6 défi-
nit un automate déterministe (systéme dynamique) dont I’espace des états est
[0,1) : si w est donné, A(w) est univoquement déterminé.
a) Montrer que pour tout k € N, les v.a. Xo,..., X) sont i.i.d.. Donner la loi
des Xp.
b) On appelle motif m, de longueur r une suite agas - - a,_1, a; € {0,1}, i =
0,...,7—1. Soit m, un motif fixé (par exemple si r = 10, m1o = 0100011110) ;
on définit la v.a. N, (w;m,) de la maniére suivante : N, (w;m,) est égal au
nombre de fois que r chiffres consécutifs coincident avec le motif m, dans
Xo(w) -+ Xp—1(w). Montrer qu’avec probabilité un

oy Mol _ 1

n—o00 n or
Indication : décomposer N, (w;m,) en r sommes constituées chacune par des
v.a. i.i.d..
¢) On suppose qu’on connait w avec une précision finie qui permet de déterminer
les dix premiers chiffres aga; - - - ag du développement en base 2 de w. Calculer
pour k =5 et k =10 (en fonction des b;)

P(Xk:b07...X}€+9:b9|X0:a0,...X9:CL9).

Le résultat exprime la dépendance sensible du systéme dynamique par rapport
aux conditions initiales.

Exercice 10.4 On considére une densité de probabilité bornée, f(x) < M, qui
est nulle en dehors de l'intervalle [a, b]. On utilise deux GNA indépendants U;
et Us et on pose

X=a+(b—-a)U; et Y =MU,.

SiY < f(X) on garde la valeur de X, sinon on tire un autre point (X,Y)
jusqu’a ce que Y < f(X).

a) Montrer que la densité de la loi de la v.a. Z, qui est définie par ce procédé,
est f.

Indication : calculer la fonction de répartition de Z.
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b) On considére une fonction continue g : [0,1] — [0,1]. En s’inspirant du
premier point, donner une variante de la méthode de Monte-Carlo pour calculer
I'intégrale de la fonction g sur [0, 1].

Exercice 10.5 Suite de I'exercice 9.10. Soit N la v.a. définie dans ’exercice 9.10;

on considere une suite de v.a. i.i.d. N; avec N; £ N.On suppose que b =1
(une seule boule noire). Montrer que pour tout € > 0,

lim P

n— oo

(‘N1+---+Nn

—a‘ 25) =0.
nlnn

Indication : utiliser la méthode de la preuve du théoreme 10.1 en introduisant
des v.a. tronquées N;j = N;In;<m et en choisissant M = [anlnn]. Montrer
que le deuxiéme terme dans le lemme 10.1 tend vers 0.






CHAPITRE 11

Marche aléatoire

Dans ce chapitre on étudie 'exemple 2.1 de la marche aléatoire sur Z. A la fin
du chapitre on examine aussi le cas ol la marche a lieu sur Z2 et Z3. Soit X},
k=1,2,..., des v.a. i.i.d. de Bernoulli, P(X; = £1) = 1/2. Le marcheur part
toujours de 0; sa position initiale est Sy := 0. Il fait un pas & chaque unité de
temps ; au temps k — 1 il fait un pas (d’une unité) a droite si X3 = 1 et un pas
(d’une unité) a gauche si Xy = —1. La position du marcheur aprés n pas (au

temps n) est
n

j=1

Une marche w jusqu’au temps n est spécifiée par les positions du marcheur
w(k)en k=0,1,...,n; I'ensemble de toutes les marches jusqu'au temps n est
noté Q,,. La mesure de probabilité sur 2, est la mesure uniforme, P,({w}) =
27" puisqu’il y a 2™ marches différentes et que chaque marche est également
probable. Les v.a. S et X} sont définies par

Sp(w) =wk) et Xp(w):=wlk)—wk-1).

Il est commode de représenter une marche par une ligne brisée, appelée aussi
chemin, comme sur la figure 11.1, et de considérer qu'un chemin est le graphe
d’une fonction ¢t — w(t), avec ¢t € R. Par la suite on omet en général 'indice n
dans Q,, ou P,.

Cette expérience aléatoire peut étre interprétée de différentes maniéres. Par
exemple, il s’agit d’un jeu équitable; on regoit 1 franc par partie gagnée et on
donne 1 franc par partie perdue. Ici S, représente le gain (ou perte) du joueur
apres n parties.

Les v.a. X sont i.i.d.; la loi des grands nombres est vérifiée, mais elle ne
donne essentiellement aucune information sur cette expérience. En effet, dans
la loi des grands nombres la v.a. S, est exprimée sur 1’échelle a(n) = n, i.e.
Sp = xn. Or on sait déja, par l'inégalité de Hoeflding, que |S,| < n. De
I'inégalité (8.3), avec ¢ = v 2alnn, on obtient

P(|Sn\ > v2anlnn) < %
n
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10 11 12 13 14 15 16 17

FIGURE 11.1 — Chemin d’une marche aléatoire.

Sia > 1, par le lemme de Borel-Cantelli, on sait qu’avec probabilité un, au
plus un nombre fini des événements {|S,| > v2anlnn}, n > 1, sont réalisés.
Par conséquent, si a > 1, avec probabilité un

Sn
lim sup # <1.

n—oo V2anlnn —

Il existe un résultat beaucoup plus fort et remarquable da & Khinchine (1894-
1959),

Théoréme 11.1 (Loi du logarithme itéré) Si les X;, ¢ > 1, sont i.i.d.,
E(X;) =0 et VarX; = 1, alors avec probabilité un

n Sn
limsup ————+=1 et liminf — =-1

n—oo V2nlnlnn B n—oo /onlnlnn B

En résumé, l'échelle a(n) = n est totalement inappropriée pour étudier le
comportement de S,, en détail. Dans ce chapitre on étudie la marche aléatoire
sur 1’échelle a(n) = 1 et dans la section 12.1 sur I’échelle a(n) = O(y/n).

11.1 Marche aléatoire sur Z, retour a I’origine

Pour calculer P(S,, = r), il suffit de compter le nombre N, , de marches dif-
férentes, partant de 0 au temps t = 0 et arrivant & r au temps t = n. Soit p
le nombre de pas a droite et ¢ le nombre de pas & gauche. On a p+ g = n et
p—q=r,cequidonne 2p=n+r.

P(S,=r)=Np,27" = (nnﬂ) 27", (gyc) = 0 si non défini.
2
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Un événement important est le retour a ’origine qui peut avoir lieu seulement
aux temps pairs; on définit ug := 1 et ugy, := P(S2, = 0), n > 1. Par la formule
de Stirling (voir exemple 3.8)

1
Uon ‘= P(Sgn = O) = (?}?) 27271 >~ —. (111)

Un autre événement important est le premier retour a l'origine au temps 2n
dont la probabilité est par définition fy := 0, fo, sin > 1,

fgn Z:P(Sl #0,...,5271717&0752“:0).

En utilisant la propriété de Markov de la marche aléatoire, les probabilités us,
(retour a l'origine au temps 2n) et for (premier retour a l’origine au temps 2k)
sont reliées ainsi :

Ugn = foUzp—2 + fauon—a + -+ fonuo sin=>1. (11.2)
Le terme foug,—o = P(Se =0, S, = 0), faua,—_4 est la probabilité de I’événe-

ment {S; # 0,5, = 0,52, =0} etc.

Lemme 11.1 (Principe du miroir) Soit s > 1 et r > 1. Il existe une cor-
respondance 1 — 1 entre les chemins qui partent de A := (1,s), passent par
(m,0) pour un 1 < m < n et arrivent en B := (n,r), et les chemins qui partent
de A" .= (1,—s) et arrivent en B.

Sk

=N WO

-1
-2
-3
—4

F1GURE 11.2 — [llustration de la construction du principe du miroir.

Preuve Soit un chemin, qui est le graphe de la fonction ¢t — w(t), telle que
w(l) = s, w(n) = r et m est le premier instant tel que w(m) = 0. Ce chemin
part de A, arrive en B et passe par (m,0). On construit un chemin, qui part
de A’ et arrive en B, et qui est le graphe de la fonction w’ obtenue par la

transformation
—w(t) sit<m;
W'(t) == ®) T
w(t) sinon.
Si 'on applique cette transformation a w’, on retrouve la fonction w. Ceci per-

met de définir une bijection entre les deux ensembles de chemins. O

Le lemme suivant joue un role central dans I’analyse de la marche aléatoire.
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Lemme 11.2 Pour la marche aléatoire sur 7,
1) P(Sl 750,...,52»”750):P(SQ#O7S47EO...,SQH7£O)ZUQn.
2) P(Sl ZO,...,SQTL ZO):Ugn

Preuve Si 'événement {S; # 0, 1 < k < 2n} est réalisé, alors soit 1’événe-
ment {S7 > 0,...,S2, > 0} est réalis¢, soit {S; < O0,...,S2, < 0} est réalisé.
Par symeétrie ces événements ont la méme probabilité. Pour montrer 1) il suffit
de montrer

U2n

Si{S1 >0,...,S52, >0} alieu, alors S; =1 et
P(S1>0,...,8,>0) =Y P(S1 =1, >0,...,85,_1 > 0,5, = 2r).
r>1

Par le lemme 11.1, le nombre de chemins, qui partent de A = (1, 1) et arrivent
en B = (2n,2r) et tels que w(t) > 0 pour tout ¢t < 2n, est égal au nombre
de chemins, qui partent de A et arrivent en B, moins le nombre de chemins,
qui partent de A’ = (1,—1) et arrivent en B; ce nombre est Nap_1.2,—1 —
Nop_1,2r+1- Par conséquent

1
P(S1>0,...,5p-1>0,5,=2r)= 5on (Nan—1,20-1 — Nop—1,2041)

= %P(Sgn_l =2r—1)— %P(Sgn_l =2r+1).
En sommant sur 7 > 1 on obtient (la somme est finie)
P(S1 > 0,...,Sm > 0) = %P(Sgn,l _1). (11.4)
D’autre part, si So, = 0, alors So,,_1 =1 ou So,,_1 = —1; us, s’écrit donc
Uz = P(Sapn—1 =1let X9, = —1) + P(Sap—1 = —let Xo, = 1)
= %P(SQn—l =1)+ %P(S%—l =-1)=P(Szn1=1). (11.5)

En effet, par symétrie P(S2,—1 = —1) = P(S2p,—1 = 1), et les v.a. Sap_1 et
Xo, sont indépendantes. Les résultats (11.4) et (11.5) prouvent le point 1).

Si une marche vérifie S; > 0,...S5, > 0, alors S; = 1 et S > 1 pour tout

k=2,...,2n. Par conséquent 'équation (11.3) s’écrit
% = P(S;>0,...,5, >0)
=P(S2>1,...,8,>15 =1)P(S1=1)
=P(S1>0,...,5,-1 >0)P(S; =1)
=P(51>0,...,5, >0)P(S;=1) = %P(Sl >0,...,5;n >0).
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A partir de ces résultats on calcule aisément la probabilité du premier retour
a lorigine au temps 2n.

fzn:P(527é0,..., Som_ 0, Sgn:())
:p(swéo,...,sm_wéo)—P(swéo,...,s%_ﬂéo, 52n7éo)

= U2p—2 — U2p -

En utilisant I’expression de ug,_2 on obtient

2n — 2)!
fon = (n(l).(n)l)' 272 — g, (11.6)
U2n
B 2n)! 5, 4n? _ U2p
~ nln! (2n71)2n_u2n_2n71'

Les événements « premier retour & l’origine au temps 2n », n > 1, sont disjoints,

fot+fat-- <1

500 1
400 1
300 1
200

100 1

—-100

FIGURE 11.3 — Marche aléatoire sur Z.

Pour la marche aléatoire sur Z
lim (fo+ fa4- -+ fon) = lim (ug — ugpn) =ug=1. (11.7)
n— 00 n—0oo

Pour une marche arbitrairement longue on retourne a ’origine avec probabilité
un. On définit la v.a. T, temps du premier retour a l’origine, par

T(w) :=min{k > 1: Sk(w)=0}.
La loi de T est donnée par

P(T=2n4+1)=0 et P(T=2n)= fo,, n>0.
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La v.a. T n’a pas d’espérance,

E(T) =Y 2kP(T = 2k) = 0.
E>1

On n’a pas de LGN pour T'; on ne peut pas définir un temps de récurrence
moyen. La v.a. qui donne le temps du deuxiéme retour & ’origine s’écrit 17 + 715
avec T et Ty indépendantes et T; £ T,i=1,2.

Soit A, := {les r premiers pas sont faits & droite} ; la probabilité condition-
nelle de faire le pas suivant a droite, sachant A,., est 1/2 puisque les pas sont
indépendants. La loi des grands nombres indique que la fréquence relative du
nombre de pas a droite tend vers 1/2 lorsque n diverge. Cependant on ne peut
pas conclure que lors d’une marche particuliére les pas & droite sont « compen-
sés » la plupart du temps par les pas a gauche. Le fait que ug, ~ (v/7n)~! et
que E(T) = oo montrent que ce n’est pas du tout ce qui se passe (sinon on au-
rait un temps de récurrence moyen et us, # 0 lorsque n — o0). Les propriétés
d’une marche aléatoire sont surprenantes. Ceci est particuliérement manifeste
dans la section suivante 11.2.

11.2 Marche aléatoire sur Z, loi de I’arc-sinus

On considére des marches jusqu’au temps 2n (marches de 2n pas) qui partent
de Vorigine. On calcule les probabilités des événements suivants

{le dernier passage a l'origine a lieu au temps 2k},

{le temps passé a droite de l'origine vaut 2k} .

Théoréme 11.2 (Loi discréte de ’arc-sinus pour la derniére visite)
Soit Za, la v.a indiquant le dernier temps de passage a l'origine pour une
marche effectuée dans Uintervalle de temps [0, 2n],

Zon(w) := max{k: Sp(w) =0, 1 <k <2n}.
La loi de Zsy, est P(Zayp =2k +1)=0 et

P(Zgn = 2]{7) = P(ZQn =2n — Zk) = UL U2 —2k -

Preuve On écrit

P(S3, = 0,842 #0,...,52, #0)
= P(Sopt2 #0,...,52, # 0[Sz = 0)P(S2, =0).

En utilisant le lemme 11.2

P(Sok42 #0,...,82, # 0[S =0) = uan—2k ,
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car a partir de 2k on effectue encore 2n — 2k pas sans passer par 'origine. O

La loi de Zs,, est symétrique, P(Zs,, = 2k) = P(Z2, = 2n — 2k). La proba-
bilité est maximale pour des valeurs petites ou grandes de k. Soit

1

On veérifie (voir (5.3))
[ s ta(3) == (1) =

/ fly)dy = ; arcsin y/z .

C’est une loi béta B(1/2,1/2); on la nomme aussi loi de I’arc-sinus & cause de
sa fonction de répartition. Dans la limite n — oo, la fonction de répartition
de la v.a. Z3,/2n converge vers la fonction de répartition d’une v.a. de loi de
Iarc-sinus. En effet, ug, ~ (7n)~1/? et

et

P(o =)= 0

~ — f(zr) avec wxy:=

P(Zap = 2k) = -

La fonction de répartition Fy,, de Zs,/2n vérifie (0 < z < 1)

Fon(z) = P(% < x) = > P(Zen =2k)
k:k<zn

. /f —arcsm\/E_A()

f(x)

O] 0,5 !

sy

FIGURE 11.4 — Densité de la loi de 'arc-sinus.

Six ~ 0,025 = 1/40, A(X) ~ 0,1. Pour une marche particuliére effectuée
dans Dintervalle de temps [0, 2n] et choisie au « hasard » (la probabilité sur
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lensemble des marches est uniforme), la probabilité que le dernier passage &
lorigine ait lieu avant le temps 2n/40 est ~ 10~1. Par exemple, si un marcheur
fait un pas toutes les secondes pendant 365 jours, I’événement correspond a
passer a lorigine pour la derniére fois avant le 10 janvier a 3h. du matin.
Ce résultat montre tres clairement que pour une marche aléatoire symétrique
les « pas a droite » ne sont pas compensés la plupart du temps par les « pas
a gauche ». Car si c’était le cas, cette probabilité tendrait vers zéro lorsque
n — 0o, et la derniere visite a ’origine aurait lieu a un temps 2k proche de 2n.

La loi des grands nombres indique que la fréquence relative de I’événement
« le dernier passage & l'origine a lieu avant le temps 2n/40 » est ~ 107! si
le nombre N d’observations indépendantes est grand. En moyenne (moyenne
empirique), une marche sur 10 passe pour la derniere fois & l'origine avant le
temps 2n/40 si la moyenne empirique est calculée avec N grand.

Théoréme 11.3 (Loi discréte de ’arc-sinus pour le temps de séjour) La proba-
bilité que dans Uintervalle de temps [0, 2n] le marcheur passe 2k unités de temps
du coté droit de l’origine et 2n—2k du coté gauche vaut usy Usn—ok. Par conven-
tion : si S1 = 1, alors tant que S > 0 on considére qu’on est a droite de
Vorigine ; si S1 = —1, alors tant que S, < 0 on considére qu’on est a gauche
de lorigine.

Preuve Toutes les marches ont 2n pas. Soit bay 25, la probabilité de I’événement
« le temps passé a droite de l'origine vaut 2k ». On doit montrer by 2, =
Usk Uap—2k- S1 2k = 2n (voir lemme 11.2),

P(51>0,...,55,>0)=us, = bapon =Uzp = U2pUp.

Par symétrie bg 2, = uouz,. 1l reste a considérer les cas 1 < k < n —1 ol
l'on a toujours un premier retour a l'origine au temps 2r < 2n. Il y a deux
possibilités.

a) Les 2r premiers pas sont & droite de lorigine, et donc r < k <n —1 et la
partie de la marche apres le point (2r,0) contient exactement 2k — 2r pas &
droite de 'origine. Le nombre de telles marches vaut

_ _ 1 _
22 o 22" oy opon_op = 3 227 for 22" 2 bo 0 oo .
b) Les 2r premiers pas sont & gauche de lorigine, et donc r < n — k et la
partie de la marche apres le point (2r,0) contient exactement 2k pas & droite
de l'origine. Le nombre de telles marches vaut

1
2r—1 2n—2 2 2n—2
2577 for - 27T by op—op = 3 27" for - 27" % bag op—2r .

Par conséquent pour 1 <k <n —1,

k n—k
1 1
b n = 3 r D2k —2r 2n—2r 5 b n—2r - 11.
2k, 2 2r§:1f2 2k—2r2n—2 +2;f2 2k,2n—2 (11.8)
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On procéde par induction. L’identité bay 25, = uag U2n—_2r €st vraie sin = 1;
supposons qu’elle soit vraie pour m < n — 1. Dans ce cas (11.8) devient (voir
(11.2))

1 n—k

1
bok,on = 3 Uan— 2k§ for Uag—2r += 5 U2k E for Uan—ok—2r .

U2k U2n—2k

Corollaire 11.1 Si 0 < = < 1, la probabilité qu’au plus xn unités de temps
sont passées du coté droit de lorigine, et au moins (1 — x)n du coté gauche,

tend vers 2 arcsin \/z lorsque n — oo.
s

Pour n grand, pendant au moins 97,5 % du temps de la marche, le marcheur
est du méme coté de l'origine avec probabilité 0,1 + 0,1 = 0,2. En effet, avec
probabilité 0,1 le marcheur passe au plus 1/40 = 0,025 du temps a gauche de
Porigine et avec la méme probabilité au plus 1/40 du temps a droite de l'origine.

11.3 Comportement récurrent/transitoire

Les marches aléatoires peuvent étre définies sur Z%, d > 2, exactement de la
méme fagon, ou sur tout autre graphe (fini ou infini). Dans le cas de Z?, le
marcheur voyage sur les sites de Z? et & chaque unité de temps il fait un pas
dans une des quatre directions du réseau. La marche est symétrique si chaque
pas est équiprobable et effectué de maniére indépendante. On suppose que le
marcheur part de lorigine O = (0,0) comme dans la section 11.1. Sa position
au temps n (ou aprés n pas) est notée S, et T désigne comme avant le temps
du premier retour a l'origine,

T =min{k > 1: S, = O}.

L’événement {le marcheur retourne a l'origine} peut s’écrire de deux maniéres
différentes,

{In>1tel que S, =0} ou {T < oo}.

La probabilité de retourner a lorigine est notée p (sur Z, p = 1),

p:=P(T < 00) ZPT k).
k>1
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La probabilité de revenir au moins deux fois a I'origine est

> P(T=k)PEm>1: Spym =0T =k) =

k>1

Y P(T=k)P(Em>1: Sy = 0[S =0) =
k>1

ZP(T:k)p:pZ.

E>1

De la méme maniére on montre que la probabilité de visiter au moins k fois
origine est égale & p*. Par conséquent,

pr := probabilité de visiter O exactement k fois = p* — p**1 = pkF(1 —p).
De ce résultat on obtient la propriété importante

0 sip=1

P t O est fini) = F1-p) =
(# retours en O est fini) Zp( D) {1 Sp<l.

k>0

Une telle propriété est appelée loi zéro-un : soit elle est vraie avec probabilité un,
soit sa négation est vraie avec probabilité un. On peut aussi calculer ’espérance
du nombre N de retours en O. Si p < 1,

E(N)=>kpr=Y_ kp*(1—p) :p(l_p)ipi __r

k>1 k>1

Cette formule est encore valable si p = 1, car dans ce cas E(N) = oo. Cette
relation fournit un critére pour savoir si p < 1 : il faut et il suffit que E(V) < oo,
ie.

E(N) = E(Z I{SH:O}) =3 P(S,=0) < 0.

n>1 n>1

Théoréme 11.4 (Pélya (1887-1985)) Soit une marche aléatoire sur Z¢ partant
de lorigine.

1. Sid=1etd =2, il yaune infinité de retours a l’origine avec probabilité
un.

2. 5id > 3, il y a une probabilité non nulle de ne jamais retourner a
lorigine ; avec probabilité un le marcheur s’échappe a l'infini.

Dans le premier cas du théoreme, lorsque p = 1, on dit que la marche est
récurrente ; dans le deuxieme cas la marche est transitoire. La probabilité de
retour a l'origine pour une marche arbitrairement longue est p ~ 0,34 sid =3
et p~0,1sid=6.Pour d=1 et d=2la marche est récurrente.
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Preuve On montre pour d = 2 que E(N) = oo en calculant P(Ss, = O).

P(S2n = 0) = % i @Z) (2:) <2(:__ kk))

k=0 choix des pas choix des pas choix des pas
horizontaux /\vers la gauche/) \ vers le haut

1 @2l n! n!
T 420 (nl)? kzzo El(n — k) kl(n — k)!

ECDE ) () ()

~

™’
Par conséquent E(N) = oo et donc p = 1. On a utilisé 'identité
zn: n n _(2n
kJ\n—-k) \n)’
k=0

(Compter le nombre de sous-ensembles a n éléments d’un ensemble de 2n boules
dont n sont noires et n blanches). On revient a l'origine avec probabilité un, et
donc par la loi zéro-un du retour a l'origine on y revient une infinité de fois.

Si d > 3, on estime P(Ss, = O). 1l suffit de considérer le cas d = 3.

s - 5 (08 ) ()

k,j.t: ( choix des pas dans les )
k+j+£€=n \directions des trois axes

w(n) X w5 o)l

k—&-}—;—/:n

On montre (voir ci-dessous) qu’il existe une constante M telle que

[3ln<k ? e)] S%‘ (119)

Par conséquent (voir (3.2))

M 1 (2n 111 n
P(S2n0)§n2n(n> > 3k3134<k‘ J 5)

k,j,0:
k+j+l=n
M 1 /2n\ /1 1  1\m
n 22"(n)(3+3+3)
const.
= p3/2

Ceci montre que E(N) < oo. Dans ce cas, si z € Z3 et si S = z, alors la
probabilité de revenir en ce site une infinité de fois est nulle. Pour toute boule
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de rayon R centrée en O la probabilité de revenir une infinité de fois dans cette
boule est nulle, quel que soit le rayon R. Cela signifie que le marcheur s’échappe
a l'infini avec probabilité un.

Veérification de (11.9). Si n = 3m, alors par (3.2)

1 n 1 3m 31
3n<k j E)S?,Sm(m m m)ﬁ em’

La premiére inégalité s’obtient en écrivant le quotient

Elgtet - (m4a)!(m+0b)! (m+c)!
mim!m! m!m!m! ’

Ce quotient est plus grand que 1, cara+b+c=0.Sin=3m —14,i=1,2, on
se raméne au cas précédent en utilisant

i n <37i n+1
3n\k j £) = 33m\k+1 J Iy

11.4 Exercices

Exercice 11.1 On considére une élection avec deux candidats P et Q. Le
candidat P obtient p votes et le candidat @) obtient ¢ votes, p > ¢. On procéde
au dépouillement en tirant successivement au hasard les bulletins de vote de
I'urne. Tirage sans remplacement! Quelle est la probabilité que durant le dé-
pouillement le candidat P a toujours strictement plus de voix que le candidat
Q7

Indication : représenter ce dépouillement par une marche aléatoire.

Exercice 11.2 Pour la marche symétrique sur Z, montrer que pour tout k

lim mnP(Sa, =2k) =1.

n—oo

Exercice 11.3 On considére la marche symétrique sur Z partant de 'origine.
Soit r un entier non négatif et k£ < r.
a) Montrer que

P(I?fal)(»s'e >r,S,=k)=P(S,=2r—k).
Indication : utiliser le principe du miroir.
b) Calculer la probabilité

P(r?jxl)(Sg =r,S,=k).
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c¢) Calculer la probabilité

P(I?E%l)(Sg =r).

Exercice 11.4 On considére une marche aléatoire asymétrique sur Z,
PX=1)=p e PX=-1)=g,
p+q=1et p#q. Est-ce que la marche est récurrente 7

Exercice 11.5 Dans R? on considére les vecteurs e; = (1,0) et ex = (0, 1),
ainsi que les vecteurs m; := e; + e; et my := e; — e5. On définit

Li:={x=ke : keZ}
LQZ:{X:kezlkEZ}
L:={x=km; +lmy: k€ZetlcZ}.

Le graphe L est isomorphe & Z2 et on considére sur L la marche aléatoire
symétrique. Montrer que c’est équivalent & considérer deux marches aléatoires
symétriques et indépendantes sur IL; et Lo.






CHAPITRE 12

Théoréme de la limite centrale

Comme mentionné au début du chapitre 10 la quantité .S,,, somme de v.a. i.i.d.,
peut étre étudiée sur trois échelles; elle se comporte de maniére trés différente
sur chacune des trois échelles.

Dans le chapitre 11 on a considéré S, sur 1’échelle a(n) = 1. En emprun-
tant une terminologie propre a la physique, on peut dire que dans le chapitre
11 on étudie S,, sur I'échelle microscopique. Le comportement de S,, est sans
aucune régularité et souvent inattendu et surprenant. C’est le régime ou les
effets aléatoires sont maximaux; ce régime persiste pour tout n. Par opposi-
tion, dans le chapitre 10 ’échelle de référence est a(n) = n. C’est une échelle
macroscopique : I'unité caractéristique pour exprimer S,, est proportionnelle &
n, le nombre de v.a.. Sur cette échelle il y a de la régularité (LGN). Le caractére
aléatoire disparait lorsque n diverge. Si X1, X5, ... sont i.i.d. et possédent une
espérance, I’événement (¢ > 0)

{ ZX > E(X) +t} {ZX >IE(ZX)+nt}

exprime une grande déviation par rapport a la moyenne. L’inégalité de
Hoeffding montre que ces grandes déviations sont rares lorsque n — co. Cette
inégalité suggére un comportement différent lorsqu’on étudie les petites dévia-
tions par rapport a la moyenne, i.e. des événements du type (t > 0)

{;ix zx@(x&ﬂﬁ} = {Zn:X ZE(iXi) + it}

(Voir (8.3) section 8.2). Cette échelle intermédiaire, qu’on peut appeler échelle
mésoscopique, correspond & a(n) = \/n. Sur cette échelle la v.a. pertinente est

ZZ‘L:I [Xi B E(Xz)]
NG .

Il y a un fait remarquable et fondamental : I’émergence d’'un phénomeéne aléa-
toire « universel » (au sens des classes d’universalité des physiciens). Si n di-
verge, le comportement des v.a. Y, est le méme asymptotiquement dés que
E(X;) et E(X?) sont fixés; de plus les petites déviations sont typiques.

Y, =
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12.1 La loi binomiale et la loi normale

La loi binomiale B;(n;p) est une des lois fondamentales de la théorie des pro-
babilités. On a vu dans la section 6.6 que dans la limite des événements rares,
np — Aet n — oo, cette loi converge vers la loi de Poisson 7. Ici on étudie une
autre limite de cette loi dans le cadre de la marche aléatoire sur Z. On montre
par un calcul explicite que sur I’échelle a(n) = v/n la loi de S,,/+/n tend vers
une loi gaussienne. Puis on montre la relation entre la marche aléatoire et le
mouvement Brownien.

Calcul de P(Ss, = 2r) On fait j pas a droite et [ pas a gauche, j+1 = 2n et
j—1=2r,cequidonne j =n+r.

1
Prob (Sa, = 2r) = (

2n ) 1 (2n)!
o2n

n+r -
En utilisant la formule de Stirling, n! ~ +2mnn"e™",

Prob (Sz, = 2r) ~ 2m2n
e CV2r(n ) /2n(n —7)
(2,”)277. C72n 27271

’ (’I’L + r)n+r (TL _ T‘)nfr e—n—Te—n+r

_ 1 1 (1 n fr)fnf’r' (1 ',")71’714‘1’7'
R AR n
1 1 1

1—Zyr
N (1_;;)"<1+;;) '

n?2

On écrit
1_

1+

2
—1-Ty O(r’n=?).
n

3=

3=

On obtient un résultat non trivial lorsque n — oo si r ~ y/n. On définit z, par
I’équation

Avec cette notation,

et

Par conséquent

Prob (Sa, = 2r) = Prob ( St _ xT> ~
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On examine le comportement des marches aléatoires, lorsque n tend vers
I’infini, d’une maniére un peu différente, en prenant une limite du continu de la
maniére suivante. On fixe un temps macroscopique t; on fait un pas a chaque
unité de temps 7 (temps microscopique) ; ces deux échelles de temps sont liées
par la relation ¢ = n7. La longueur d’un pas est h et on pose

Y, :=hX, et S, ::ZYZ» :hZXi.

La v.a. S, donne la position du marcheur aprés n pas. La variance de S,
VarS,, = nVar(Y;) = nh?,

donne 'espérance du carré de la distance du marcheur a l'origine. Soit D une
constante fixée ; on choisit A en fonction de n de sorte que

h2 h2 tD
hn=—nr=—t=Dt ie. h=V71D=4/—.

T T n

FIGURE 12.1 — Vers la limite du continu : D =1, h = /7 et 7 = 0,0025.
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On étudie sous ces conditions la limite du continu 7 — 0. On note que la
« vitesse » h/7 du marcheur diverge dans cette limite : le mouvement est de
plus en plus rapide et erratique. Par le calcul précédent on obtient, dans la
limite n — oo, la fonction de répartition de la loi de la position du marcheur
au temps ¢ :

Si B; désigne la position du marcheur au temps ¢, dans cette limite, B; est une
v.a. gaussienne N (0, Dt).

Plus généralement, en utilisant la propriété de Markov de la marche aléa-
toire, on peut calculer comme précédemment la probabilité que le marcheur
passe au temps (macroscopique) ¢ dans lintervalle (a,b) et arrive au temps
t + s (s = mr) dans lintervalle (c,d). Pour simplifier un peu l’écriture on
choisit D = 1.

Z Z P(S’n = x)P(§n+m = y|5’n = a:)

a<xz<bc<y<d

Z Z P(S’n = x)P(S’m = y—x)

a<z<bc<y<d

- ¥ X A F=Rr(E=A)

a<z<bc<y<d

/bdx/ d . e*?’ii1 e*(y?)2
N t s
a c 4 V 27Tt AV, 271'5

= P(B (a7b),Bt+S S (C7 d)) .

(lorsque 7 — 0)

Ce calcul montre que les v.a. Byys — By et B ont la méme loi N(0,s) et que
les v.a. By et Byys — By sont indépendantes. La généralisation au cas

P(Bt1 € IlvBt1+t2 S IQ, .o ;Bt1+~~-+t;€ € Ik)

oit les I; sont des intervalles est immédiate. Les v.a. B, qui sont indéxées par le
paramétre continu ¢ € R™ définissent un processus stochastique continu appelé
mouvement Brownien. Pour tout t1,...,t; et k € N arbitraire les v.a.

By, By, — By,, ..., By, — By, _, sont indépendantes;
Bt1 ~ N(O,tl) et Btj - Btj71 ~ N(O,t]‘ - tjfl), 2 S ] S n.
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12.2 Théoréme de De Moivre-Laplace

Dans cette section on démontre le théoréme de De Moivre (1667-1754) et
Laplace (1749-1827), par un calcul explicite semblable a celui de la section
12.1, mais plus précis. Ce théoréme est un cas particulier du théoréme de la
limite centrale de la section suivante. La démontration consiste principalement
a établir le lemme 12.1 qui a son propre intérét.

Théoréme 12.1 (De Moivre-Laplace) Soit X, k > 1, une suite de v.a.
i.i.d. de Bernoulli de paramétre 0 < p < 1. Alors pour tout —oo < a,b < 00

- 1 b,
fim Pla< 2P <p) L [t g
n—oo np(l —p) V27 Ja

Preuve L’analyse repose sur le lemme 12.1.

Lemme 12.1 Soit0 < A<oo,g=1—p et

k—np
Unk = .
nk \/TQ
Si Junk| < A, alors il existe des constantes dy et do indépendantes de n telles
que

n PP qnk
—%(1 d2)< F < %(1+ d2>
e vr(l—— ———— | <evn — .
v/~ 1l Vn
N—— N—
=D (n) \/ 2mnpq

On donne la démonstration du théoréme puis celle du lemme. Soit & une valeur
de S,, = Z?Zl X ; pour alléger ’écriture on pose vpp = Vp.

Sp—pn

S, =k <—
Vv 1pq

Vi -

k:a<vp<b
On suppose que
vjm1 <a<y; << < b < vpgq .

Les quantités vy vérifient 'hypothése du lemme 12.1 car a et b sont fixés.
Comme

Vg1 — Vg =

NOT

on obtient




158 Théoréme de De Moivre-Laplace

et
¢ (n
> (1) o e T
k)P q (Z (V41 'Uk)-
k=j k=j
Le théoréme est démontré en prenant la limite n — oc. a

Preuve du lemme Par calcul en utilisant la formule de Stirling; n est fixé et
on pose vpi = vk. On utilise le lemme suivant.

Lemme 12.2 Si 2| < 2/3, alors | In(1+ ) — (z — %) | < |23

Preuve In(1+ z) :x—””—;—i—%—---zx—g—z—i—ﬂx), avec
1 1
<y Ly ‘f“' <o silz] <2/3.
n>3 " 3 n>3 ‘ |
a
Par définition
k—mnp
Vg = Uk = <~ k =np+ vir/npq

v 1pPq
= n—k=nqg— v /npq.
La formule de Stirling,
c1(n) V2rnn"e " < nl < c(n) vV2mnnTe™

avec c1(n), ca(n) — 1 si n — oo, permet d’écrire

ci(n) n n e
Res(n —H) 7™ MS@ Pt

et
n e ca(n) n
(k) P S a0 TR

Dans ces expressions

- npqvk)k(n—kJr\/quvk)"—k
n—=k

k n—k
(1 _ npqvk) <1+ v Pq ) .
n
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Par conséquent
_ [ vnap  npg s ~V/mpg
Inp(n, k) =k { 1 Vk ~ 52 Uk —1-9( i vk)
o [VrPa o npg Vg
+n=k) {n T AR 9(n - k“’“)
n’pg Vpq V/pq
__mvk—i-kﬁ(— . vk>+(n—k)6‘<nikvk).

Enfin

k(n—k) = (np + vk\/npq) (nq — vk\/npq)
= n’pq — vinpq + nqui\/npq — vinp/npq
L U V" )

n o Jnpg /npg
= n’pq(1 — (n, k)) .

= n2pq( -

En mettant ces résultats ensemble, il existe, uniformément en |vg| < A, des
constantes d; et dy telles que

1 ”ik n k k 1 ”ik
JE— < n < JE—
D,(n) T qe 2 (k) P q DJF(’H) 2,

Pour des v.a. de Bernoulli, la somme S,, obéit & une loi binomiale B;(n, p).
Lorsque n est grand, le théoréme 12.1 (ou le théoréme 12.2 dans des cas plus
généraux) permet de calculer approximativement

S, —E(S,) 1 /b 2
Pla< —/———2 < ph| ~ — 2 dt.
(a -~ V/Vars, ) V21 Jq ¢

Il faut faire attention au fait que a et b sont des constantes. Si la probabilité
de ’événement est petite, il faut que n soit grand si 'on veut utiliser cette
approximation et avoir une erreur relative petite.

Remarque 12.1 La loi B;(n;p) est discréte et donc aussi celle de T,,,

Sn —np
np(1—p)

n =

Si B est I’ensemble des valeurs de la v.a. T,,,

1 52

Pour une approximation ponctuelle de la loi B;(n, p) voir le lemme 12.1. o
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Exemple 12.1 On réalise 100 lancers d’une piece de monnaie équilibrée. La v.a.
qui compte le nombre de Piles est

100

5100 = ZXk avec ]E(Sl()o) = 50 et Var5100 = 25 .
k=1

D’apres le théoreme 12.1

S100 — 50) < 33)

P(50 = 52 < S1o0 < 50 + 52) = P(| =%

1 e t2d
~— e z dt.
\/271' /—z

Dans cet exemple, une déviation standard SD = /VarS1g9 = 5. La probabilité
d’observer une valeur de S1go € [50 —SD, 50+ SD] est ~ 0,68 et la probabilité
d’observer une valeur de S1pp € [50 — 35D, 50 + 35D] est =~ 0,997. Si I'on ob-
tient le résultat Sypg > 67, la probabilité de ce résultat est tres petite puisque
67 ¢ [35, 65] = [50—35D, 50+3SD]. Sil’on a fait expérience qu’une seule fois,
il est raisonnable d’avoir des doutes sur le fait que la piece est équilibrée, méme
si ce résultat est possible, car la probabilité P(S100 > 65) ~ 0,0015. Mais sil’on
a fait Iexpérience plus de 10% fois et qu’on rapporte uniquement un des résul-
tats peu probables, il n’y a pas de raison de douter que la piece est équilibrée.
Par la loi des grands nombres on s’attend a ce qu’on trouve des résultats avec
S100 = 67, mais avec une fréquence relative tres petite. On a ici une illustration
du principe de la loterie : la probabilité que « je gagne » est tres différente de
la probabilité qu’« il y a un gagnant ». Cette derniere probabilité est grande si
le nombre N de participants est grand; si NV augmente cette probabilité aug-
mente. Lorsque N est tres grand il est surprenant de ne pas avoir un gagnant. 0

12.3 Théoréme de la limite centrale

Le théoreme 12.2 est appelé en anglais « Central Limit Theorem ». La termi-
nologie est due a Pélya a cause du réle central de ce théoréme en théorie des
probabilités et en statistique. La terminologie usuelle en frangais « théoreme de
la limite centrale » (TLC) indique que ce théoréme décrit le comportement du
centre de la distribution par opposition & la queue de la distribution !.

On considere des v.a. réelles et indépendantes X3, ..., X,,. Chaque v.a. X;
a une espérance f; et une variance 0]2 telle que 0 < 0']2- < 00. On se raméne au
cas p; = 0 en introduisant de nouvelles v.a. centrées,

V=X — .

1. Les noms de mathématiciens célebres sont attachés a ce théoreme, Laplace, Poisson,
Chebyshev, Liapunov (1859-1918), Markov, Lindeberg (1876-1932), Bernstein, Lévy (1886-
1971), Cramér (1893-1985), Feller (1906-1970), Kolmogorov.
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La premiére partie du théoréme 12.2 décrit le comportement d’une somme
de v.a. i.i.d. sur Péchelle a(n) = /n lorsque n — oo. Le caractére essentiel
du théoréme 12.2 est celui d'un théoréme d’approzvimation (2™ partie). On
s'intéresse a leffet cumulé d’un grand nombre de v.a. f/j, 1 < j < mn, (causes
aléatoires) indépendantes et « petites » dans le sens suivant : E(?j) =0etla
variance de chaque v.a. Y; vaut n=".

Il y a un cas pour lequel 'affirmation du théoréme est exacte pour n fini.
Soit X, j =1,...,n, des v.a. i.i.d. et X; ~ N(m,o?). La v.a.

=~ X;i—m
;=" _— ~ N(0,1 .
J U\/ﬁ (07 /Tl)

La variance de }7] est la somme des Var(if;) et donc égale a 1 et
> Y ~N(0,1).
J

Par conséquent

Ce cas particulier est souvent utilisé en statistique ; la justification de ce choix
s’appuie sur le théoréme 12.2 qui est aussi vrai pour des v.a. non identiquement
distribuées (voir section 12.4). Le théoréme de la limite centrale concerne le
comportement asymptotique de la fonction de répartition de

S, —E(S,)
Var(S,,)

lorsque n — .

FiGURE 12.2 - Comparaison des fonctions de répartition pour les v.a. Z, =
(/1)1 (Sn — n) oit Sy est la somme de n v.a. i.i.d. de loi exponentielle de para-
métre A = 1. Comparer avec la fonction de répartition de la loi exponentielle de la
figure 6.6.
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Théoréme 12.2 (Théoréme central de la théorie des probabilités)

1) Soit X1, Xo,... des v.a. i.i.d. telles que lespérance et la variance existent ;
Var(X;) =02 et 0 < 0% < 0co. Alors

lim sup P(

S (X - B(X )<x)f<I>(:c)‘:0.
it
2) Si de plus E(|X; — E(X1)|?) < oo, alors

- E(|X: —E(X1)P)
EX;C— b)) < ) @(x)’ﬁ —~ G .

sup P(
z€R

L’estimée du point 2) est due a Berry et Esseen (1918-2001). Une preuve
compléte (avec une estimée un peu plus faible) est donnée en section 12.4.

L’hypothése 0 < Var(X;) = 02 < 0o est importante. Soit X1, Xo,... des
v.a. 1.1.d., telles que E(X;) =1 et Var(X;) = 1. Le théoréme 12.2 affirme que

|Sy, — n| est de Pordre de y/n avec grande probabilité;
P(S, > n) = 1/2 lorsque n devient grand.

Ce résultat, combiné avec le théoréme 11.1, signifie qu’asymptotiquement la
v.a. S, fluctue autour de sa moyenne sur l’échelle a(n) = \/n :

a) La fonction de répartition de la loi de (\/ﬁ)il(Sn —n) converge vers celle
de la loi N(0,1) de moyenne nulle; Pécart de S,, & sa moyenne sur cette
échelle est positif ou négatif avec égale probabilité, lorsque n — co.

b) Avec probabilité un, cet écart sur cette échelle prend n’importe quelle
valeur réelle lorsque n diverge,
Sp(w) —n Sn(w) —n
lim sup Sn(w) = =00 et liminf Sn(w) = n = —00. (12.1)
Si Var(X;) n’existe pas, on peut avoir un comportement complétement diffé-
rent. La seule chose que I'on sait est que

Sp=nE(X1)+r, et lim —

On peut construire (exemple 12.2) des v.a. i.i.d. avec E(X;) = 1, telles que
|Sn — n| est au moins de 'ordre de n/lnn, et S, — n a le méme signe avec
probabilité tendant vers un si n — oo :

1—
¥e>0 lim P(Sn<nfﬂ) —1.
n— 00 Inn
Dans cet exemple, asymptotiquement lorsque n — oo, la valeur de S, ne fluctue
pas autour de n =E(S,,), quelle que soit ’échelle a(n) que Pon considére.

Exemple 12.2 Soit X une v.a. discréte qui prend les valeurs,

ek

PX=eY)Y=——_ k>1 e P
X =eD)i=rpgny bzt o P ;kkﬂ
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L’espérance de X est égale a

=D Z;—l ;(;_kiJ_

k>1

Soit X1, Xo,... une suite de v.a. i.i.d., X; £ X, et S, = X7+ + X,.
Pour étudier S,, on utilise la méthode du lemme 10.1 en introduisant des v.a.
tronquées

X=X I{Xiéln"n} .
D’une part

P(X;=X[,i=1,...,n)=1-PQ3j: X; # X))

>1 —En:P(Xj £ X))
j=1
_1—nP(X1 > —)

Inn

d’autre part, en utilisant la proposition 1.3 et en posant

k* = max{k‘ ek < m}

(e e) —x

e
P(X1>lnn) Z k‘k‘—l—l /k* ?dx

< e M(lni>‘2
~ (k*)? n Inn
Par conséquent
lim P(X; =X],i=1,...,n)=1. (12.2)
n— 00
On calcule
E(X,)_i(l e () e
! P k k+1 Inn Inn
et
a ek kT o
Var(X]) < B(X!)?) < 72%/ © dr.
b—1 ]f 1 X

L’intégrale est estimée en utilisant

yex
/ —dm<f+2/ —dz < — +2/ 75 dv,
3 31‘
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ce qui donne
1 [Ye® eV

i .
331,2 —y2

Par I'inégalité de Chebyshev et les résultats précédents,

P(Z X!~ E(X])| > 7) < %(lnn)z 0. (12.3)

. T Inn
=1

A partir de (12.2), (12.3) et du lemme 10.1,

u 2 fum) <7

converge vers 0, lorsque n — oo. Par conséquent,

S, —nE(X])| >

S, — nE(X7)| =

> =)+ P(S. # 5)

Ve>0 lim P(—M<Sn_n§_@>:1.

n—oo Inn — Inn

La LGN est bien str vérifiée puisque lim,, P(|S,, —n| > en) = 0. O

Exemple 12.3 Si A est grand (A € N pour simplifier), la loi de Poisson 7 est
la loi d’une somme de v.a. i.i.d. de loi de Poisson 7. Si Z ~ ), la fonction de
répartition G de la v.a. Zy := (Z — \)/V/\ vérifie

ilelg |GA(z) — ®(2)| < O(\%) .

A partir de ce résultat on peut montrer que

. V2mne "n"
lim —— =1.

Soit X1,...,X,, des v.a. i.i.d. de loi de Poisson w1, et S,, := X;--- + X,,. Par

le TLC
Sy, —n

) e

D’autre part S, ~ 7, ce qui permet d’écrire (¢ € N)

_ n—~
P(—1<S" ”<0)= 3 e

P(—lg

IN
o

0<e<yn
n" Z n(n—1 né(n—ﬁ—&— )
<
-1 i
- > II0-7)-
0<e<y/n =1

Pour 0 < ¢ < /n, on a les inégalités (voir solution exercice 3.10)

2 1

1:[ (1 — f) < e TmeIvE |

;ah
5,
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Par conséquent,

Sp—n 1 0 2
S e
jin P12 222 <o) = o [ o F

= lim

J P 2 T3

12.4 Preuve du théoréme de la limite centrale

On démontre le théoréme de la limite centrale avec une estimée (12.6) plus
faible que celle de Berry-Esseen, ainsi que la premiére partie du théoréme 12.2.
Cette preuve est due a Lindenberg (1922). Il y a d’autres preuves de ce théoréme
qui sont plus courtes, mais qui utilisent des outils de I’analyse harmonique. La
preuve ci-dessous a le mérite d’étre directe et elle ne fait appel qu’aux notions
introduites dans ce livre.

Soit X1, Xs,... des v.a. indépendantes,
E(X;)=p; et 0<VarX; = O'J2- < 00.
On ne suppose pas que les v.a. sont identiquement distribuées. On pose
5% ::cr%—|—~~—|—ofb.

On introduit les v.a.

X — s n
y; = 2T Sy ::ZYj
j=1

J Sn

telles que

o2
VarY; = S—; et E(Y;)=0.

n

On introduit aussi n v.a. indépendantes
Zj ~ N(0,03/s7)
qui sont aussi indépendantes des Xj et on pose
Th=2Z1+--+2,.
Par définition, la loi de T, est N(0,1) et
Var(Y;) = Var(Z;) et Var(S,) = Var(T,) =1.
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On estime supérieurement la différence
P(Sp <t) = P(Ty < t) = E(I(—0,(Sn)) = E(J(—oey(Th)) -

Soit h : R — [0, 1] une fonction monotone décroissante de classe C® ayant les
propriétés suivantes :

h(s)=1 si s<0 et h(s)=0 si s>1.
Soit 0 < § <1etteR fixés; on définit f5 : R — [0, 1],
fs(@) =h(0" (z—1)).

Par définition de h, [(_o 4)(z) < f5(x) pour tout € R et par conséquent

P(S, <t) = P(T, <t) < (E(f5(S0)) — E(f5(T,)))
+ (E(f5(Th) = E(I(—co,5)(Th))) -

Le 2i®™m¢ terme de droite est facilement contrélé,

22

t+5 .
0 < E(f3(Tn) — E(Ioo.q(T)) F/ (x—1)e % do < 4.

La différence E(f5(S,)) —E(fs5(T,)) est exprimée par une somme télescopique

en introduisant les v.a.
> 4 Y v

1<5<k k<j<n
Avec ces v.a.,
E[f5(Sn)] - ] =Y {Elfs(Uk +Y2)] —E[fs(U + Z0)] } -
k=1

On estime chaque terme de la somme ci-dessus. Comme f5 est de classe C3,
on peut écrire un développement de Taylor au deuxiéme ordre avec reste; on
développe fs(Ur(w) + Yy (w)) pour w fixé.

fs(Ui +Y3) = f(Ux) + i £ (U) + (v2/2) £ (U)
+(v2/2) [ D) - 12 (Uk)} : (12.4)
avec Uf = Uy + Wy et Wy < |Yi|; on estime le reste en notant que
A= sup [k (5)] = | £ (@) < 4672
et

@) Up+Wy
|57 (Ug) — Uk | = ‘/ x)dr| < A58V (12.5)
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On a une expression similaire pour fs(Uy + Zx).

On peut maintenant estimer E|[f5(S,)] — E[fs(T,)] en tenant compte de
(12.4), de I'expression similaire pour f5(U+Zy), de 'estimation du reste (12.5)
et des identités E(Yy) = E(Zx) = 0 et Var(Yy) = Var(Zy). Les v.a. Uy, Yy et
Zy, sont indépendantes et pour p = 1, 2,

E((Y)? £ (Ur)) = B((Va)?)E(F (Uk))
et
E((Zo)” £7(U) = E((Zo)P)E(£P (U)) -

Le résultat final est

n

Z (1Y) +E(12,%)} -

E(f5(Sn)) —E(f5(Tn

Si V ~ N(0,72), on obtient par intégration par parties

E(V[) W T et ar— \/%TS.
Par conséquent
SB1Z1) = = Y
j=1 T j=1
< 4 io?(max %)
k  Sp

On établit une borne inférieure pour P(S, < t) — P(T,, < t) de la méme
maniére, en utilisant, & la place de fs, la fonction gs telle que pour tout x € R
g5(w) < I_oog() :

gs(x) == h("(z —t+9)).
—1/4

En combinant les deux bornes et choisissant § = s,/ ~, on obtient
sup [P(S, < t) — ®(t)| < (12.6)
t
s (ASE(X — ) |, 2
1/a( 42 J J z )
S, (22 =2 + A ijaxaj—l—l).

i=1 n
Lorsque les v.a. sont i.i.d. s2 = no?; I'inégalité (12.6) devient
sup | P(S, < t) — ®(t)] < Cn 5.
t

Ceci démontre la deuxiéme partie du théoréme 12.2 avec une estimée plus faible
que celle Berry-Esseen.
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On peut estimer (12.5) en supposant seulement Pexistence des variances.
Soit € > 0.

2U) = 157 0k) = [F2(U7) = 152(00)] [Tgwi<ey + Tvagsey] -

Le premier terme est estimé par

| 552 UF) =157 (V) [Ty <oy < ‘/ f( ) dﬂﬂ’f{mm}
< A5~ |Yk|j{|Yk\§g} < Ad3
le deuxiéme terme par
| 152 (UR) = 157 (U Ty < 2072 B Iy ey

avec
B :=sup |h¥ (s)].
S

Comme VarS,, = 1, le membre de droite de (12.6) peut étre remplacé par

A§ 3¢

+6 2B S—Z]E X]ff,u,k) I{\Xk — | >esn }) (127)
k=1

=L(n;e)

+ A6 3 max 2 45,
kE Sy

Par définition, la condition de Lindenberg est I'affirmation :

Ve:  lim L(n;e) =0.

n—oo

Cette condition implique la condition de Feller, qui est 'affirmation

. Ok
lim max— =0.
n—oo k S,

En effet, pour tout &

o _ BV {jaj<esny) T B {ja|25,))
52 s7,

1 = n—o0 2
=2 372 (Y {jz|3es0}) — €2
n n =1

62

2
s
< —"+

Siles X; sont i.i.d., la condition de Lindenberg est vérifiée, car pour tout € > 0
lirILnE((Xl - Ml)zI{\Xl—Hl\ZEU\/ﬁ}) =0.

Ceci démontre la premiére partie du théoréme 12.2. a



Théoréme de la limite centrale 169

Théoréme 12.3 Soit X1, Xo,... des v.a. indépendantes telles que E(X;) = p;
et Var(X;) = 03, 0 < 07 < co. On pose s, == 0} + -+ 0. Si la condition de
Lindenberg est vérifiée, alors

n

1
lim s P(— (X — i) < )7(1) ‘:o.
im_sup Snkz =) < (z)

Preuve Si la condition de Lindenberg est vérifiée, il suffit de prendre dans
(12.7) les limites n — oo, puis € — 0 et enfin § — 0. O

12.5 Convergence faible

Dans cette derniére section on formalise une notion déja rencontrée plusieurs
fois. Cette notion est utilisée également dans la partie consacrée a la statistique
mathématique. La thése du théoréme 12.2 est une affirmation sur la fonction
de répartition F, de (oy/n)~1(S, —E(S,)) :

lim sup\F t)—®(t)|=0.
n—oo
Le résultat (12.1), qui se généralise aux v.a. i.i.d. qui possédent une variance

non nulle, montre que sous ces hypothéses il n’y a pas convergence ponctuelle
de la suite

(Sn(w) —E(Sn)
ovn ’

Le théoréme 12.2 conduit naturellement & introduire la définition 12.1.

n>1.

Définition 12.1 Une suite de fonctions de répartition F,, n > 1, converge
faiblement wers la fonction de répartition F si et seulement si pour tout point
de continuité t de F on a

lim F,(t) = F(¢).

n—oo
Une suite de v.a. X,,, n > 1, converge en loi (ou en distribution) wvers une v.a.

X si et seulement si la suite des fonctions de répartition Fx, des X, converge
faiblement vers la fonction de répartition Fx de X. Cette convergence est notée

X, 5 x.

Remarque 12.2 La terminologie X, £ X nlest pas trés heureuse (mais trés
utile!) puisqu’il ne s’agit pas d’une convergence des v.a.. Un point de continuité
de F est un point ¢ € R tel que F(t—) = F(t). Comme le nombre de points de
discontinuité est au plus dénombrable, I’ensemble complémentaire des points
de continuité de F' est dense dans R. O
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Exemple 12.4 Les v.a. Za,/2n de la section 11.2 convergent en loi vers une

v.a. Y dont la loi est celle de 'arc-sinus. Dans la section 12.1, S, £ X on
X ~ N(0, Dt). a

Exemple 12.5 On considére la v.a. X de fonction de répartition F', telle
que P(X = a) = 1, et les v.a. X,, de fonctions de répartition F,,, telles que
P(X,=a+1/n)=1.Sit+#a,lim, F,(t) = F(t), i.e. X, converge en loi vers
X. Dans cet exemple F(a) =1 # lim,, F,,(a) = 0. O

Proposition 12.1 La convergence en loi a les propriétés suivantes.

1) Sia est un point de continuité de Fx,

X,5X = lim P(Xpn<a)=P(X<a)=P(X <a).

n—oo

2) Soit X une v.a. constante telle que P(X = a) = 1. Alors

lim P(|X, —a|>e)=0 Ve>0 < X,5X.

n—oo

Cette proposition permet d’énoncer la LGN en utilisant la convergence en
loi : si les v.a. Xj sont i.i.d. et si I’espérance existe, alors

1
- S Xk SEX).
k

Preuve 1) Soit a un point de continuité de Fx ; par définition de la conver-
gence, lim,, P(X, < a) = P(X < a). D’autre part, pour tout € > 0, il existe
a* < a tel que a* est un point de continuité de Fx et Fx(a*) > Fx(a) —¢e (voir
remarque 12.2). Le résultat suit des inégalités

P(X<a)—2e<P(X,<a")<P(X,<a)<P(X,<a)

qui sont valables pour n grand, et du fait que € > 0 est arbitraire.

2) On a les inégalités suivantes

P(|X, —a|>e)=P(X, <a—¢)+P(X, >a+e¢)
<Fx,(a—e)+1—Fx, (a+¢)
=P(X,<a—-¢)+PX,>a+¢)
< P(IXn—al 2 ).

Le résultat découle du fait que ces inégalités sont vraies pour tout € positif et
que 1 — Fx, (a+¢€) > 0. O
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Sit < 1, lim, Fy, (t) = 0; et si ¢t > 1, lim, Fy, (¢) = 1. On en conclut que
U, 5 Y avec P(Y =1) = 1.
Si 'on pose W,, :=n(1 —U,),
Fw, (s) = P(Un >1- f) =1-Fy, (1 - f) .
n n
Si s <0, Fiy,(s) =0 pour tout n, et si 0 < s < n on obtient
S\
lim Fiy, (s)=1— lim (1— 7) S1oes.
n—o00 n—oo n

W, converge en loi vers une v.a. exponentielle de parametre 1. O

Proposition 12.2 Soit X une v.a. constante telle que P(X = p) = 1 et X,,,
n > 1, une suite de v.a. telles que BE(X,,) = p, et Var(X,,) = o2. On suppose
que

lim g, =p et lim 02 =0.
n— oo n—roo

Alors X,, converge en loi vers X.

Preuve En effet, par hypothese
E(|Xn — puf*) = E(Xn — pin + pn — )
= E(Xn - /}L’n)2 + (Mn - M)Q —0.
On obtient le résultat en utilisant 'inégalité de Markov et la proposition 12.1,

]E(|Xn - ,UJ|2)

P(IXn _,u| Z E) S 52

—0.

Soit X, A X avec P(X = p) =1; si ¢ est continue et bornée, alors
Jim E(p(Xn)) = E(p(X)) = ¢(n)-
En effet, |p(z)] < C < o et
Ve 36 >0 tel que (Jo —p| <6 = |p(z) —o(p)| <e).

Par conséquent

|E(0(Xn) — ()| < E(le(Xn) — 0() I x, —ul<s})

+E(|‘P(Xn) — ()] I{Ian;L\>6})
< eP({|Xn — pul <0}) +2C P({| X5, — p[ > 6})

n—oo

<e+2CP{|X, —p| >6}) — €.

Comme ¢ est arbitraire, I'affirmation est vérifiée.

De fagon beaucoup plus générale on a le théoréme suivant (sans démonstra-
tion), qui énonce une affirmation équivalente a la convergence en loi.
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Théoréme 12.4 Soit X et X,,, n > 1, des v.a. réelles. X,, converge en loi vers
X si et seulement si pour toute fonction ¢ : R — R continue et bornée,

lim E(p(Xn)) = E(p(X)).

n— oo

Un corollaire immédiat de ce théoreme est que si g : R — R est une fonction
continue alors

X, 5X = g(X,) 5 g(X).

En effet, pour toute fonction ¢ : R — R continue et bornée, la fonction po g :
R — R est aussi continue et bornée.

Résumé Dans les chapitres 10 et 12 on a établit deux résultats fondamentaux
de la théorie des probabilités pour des v.a. indépendantes et identiquement

distribuées.
N

Xn
1) La LGN : Enle 5 E(X) si E(|X]|) existe.

Y [Xn — E(X,)]
VN

Un point essentiel dans ce genre de résultats de type asymptotique est
I’étude de la vitesse avec laquelle les limites sont obtenues, car on veut uti-
liser ces résultats comme théorémes d’approzimation (n fini). L’inégalité de
Hoeffding donne une telle information pour la LGN. Lorsque ces théoremes
s’appliquent et que la vitesse de convergence est rapide, on a le cas du ha-
sard bénin selon la terminologie de B. Mandelbrot (1924-2010). Cette forme du
hasard est celle qu’on maitrise bien. On a aussi donné un sens précis au fait
que si des v.a. X; sont i.i.d. et possédent une espérance et une variance ¢ non
nulle, alors la somme S,, de ces v.a. fluctue autour de E(S,,) sur I'échelle o+/n,
et le comportement de ces fluctuations pour cette classe de v.a. est universel.
Par contre, si les variances des X; ou les espérances des X; n’existent pas, le
comportement de S,, peut étre tres différent.

2) Le TLC : 5Y avec Y ~ N(0,1) si VarX, = 1.

12.6 Exercices

Exercice 12.1 Calculer la probabilité de I’événement P(Y > 90) si YV est la
somme de 100 v.a. de Bernoulli i.i.d. X4, ..., X,, P(X; = 1) = 0,8. Estimer
cette probabilité en utilisant la deuxiéme partie du théoreme 12.2. Calculer
lerreur relative de cette estimation.

Exercice 12.2 On lance 10° fois, de facon indépendante, une piece de monnaie
équilibrée. On note N T le nombre de Piles obtenus. Classer par ordre décrois-
sant de probabilité les événements suivants.

1) By :={NT >6-10%}.

2) By :={NT >500500}.
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3) E3:={N*t=5-10}.
Justifier votre réponse en donnant des estimations des probabilités de ces évé-
nements.

Exercice 12.3 On considere une v.a. X de Poisson de paramétre A = 100.

a) Estimer la probabilité P(X > 120).

b) Quelle est I'estimation de I'erreur donnée par I'inégalité de Berry-Esseen ?
Indication : la somme de v.a. indépendantes de Poisson est une v.a. de Poisson.

. N . N N
Exercice 12.4 On doit déterminer la somme ) ., a, ou chaque a, € [1,10].
Les a,, sont connus avec une précision &,

a, =b, +e, avec —e<g,<ec.

On calcule 25:1 by, a la place de ZnN:1 Q.

a) Quelle est 'erreur maximale que l'on peut faire ?

b) Quelle est l'erreur a laquelle on s’attend si les erreurs ¢, sont indépendantes
et uniformément distribuées sur 'intervalle [—¢, ] ?

¢) Quelle est la probabilité de faire une erreur plus grande que v/Ne ?

Exercice 12.5 On suppose que les v.a. X, k > 1, sont i.i.d. avec moyenne p et

variance o2. Soit Z,, des v.a. telles que Z, £, Y, ou Y est une v.a. constante,
P(Y = a) = 1. Sous ces conditions montrer que

n— oo

. IR
lim P(U\/ﬁkz_l(Xk—u)—i—Zn<x)=<I>(x+a) VzelR.

Indication : utiliser la proposition 12.1.






CHAPITRE 13

Estimation ponctuelle

Dans les quatre derniers chapitres on applique la théorie développée jusqu’ici
a des thémes classiques de la statistique mathématique. Les ouvrages [Mo],
[Ar] et [Pe] couvrent une matiére beaucoup plus vaste avec beaucoup plus de
profondeur.

La statistique s’applique a un ensemble trés vaste de domaines allant des
sciences de base aux sciences humaines. Elle est fondamentale pour toutes les
branches qui se basent sur des observations. L’exploration, la modélisation et
I’analyse des données, ainsi que la maniére d’obtenir celles-ci, sont des pro-
blématiques importantes de la statistique, qui ne sont pas abordées dans ce
livre.

La statistique a des liens trés forts avec la théorie des probabilités dont
elle utilise les concepts et les résultats, comme la loi des grands nombres, le
théoréme de la limite centrale etc. Une question de base est celle de 'ana-
lyse de résultats obtenus en général sous la forme de valeurs x € R" de v.a.
X1, ..., X,. Une différence essentielle, par rapport aux chapitres précédents,
est que le mécanisme de ’expérience aléatoire dont proviennent les résultats
X n’est pas complétement connu. La modélisation de I’expérience aléatoire est
incompléte en ce sens que la mesure de probabilité fait partie d’'une famille de
lois indexées par un paramétre 6. Dans les chapitres 14, 15 et 16 on suppose que
la loi décrivant I'expérience est celle correspondant & une valeur déterminée 6,
du paramétre 6, mais qui est inconnue. Le mécanisme aléatoire de I’expérience
est donc fixé, mais on ne le connait pas entiérement. Le probléme de 1'inférence
est d’estimer la valeur 6, & partir des données expérimentales.

13.1 Modele statistique

Pour formaliser cette situation on définit un modéle statistique comme un qua-
druplet (Q,F, Py,0) o © est un ensemble, qui est le domaine des valeurs
possibles du paramétre 6 ; pour tout 6 € O, (2, F, Py) est un espace de pro-
babilité. La famille des lois de probabilité {Py: # € ©} est donnée. Dans ce
chapitre, aprés avoir donné des exemples de modéles statistiques, on introduit
les notions de base dont on a besoin par la suite. Enfin, on étudie en détail un
modéle statistique trés important dans la pratique, le modéle de Gauss.
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Exemple 13.1 On reprend 'exemple 4.4 du canal de transmission de la section
4.1. On connait le résultat de I’expérience qui est la lettre by transmise par le
canal, mais non la lettre envoyée. Ici la lettre envoyée joue le role du paramétre 6
et donc © = A, 'alphabet d’entrée. Pour chaque valeur a; de 6 on a une mesure
de probabilité qui est une ligne de la matrice stochastique M : M, = P(bg|a;)
et

P(bi|aj) = P(la lettre by est reque |la lettre a; est envoyée) .

Une maniére d’estimer la valeur de 0 est de construire une fonction de décision
o, telle que ¢(k) est un maximum global de la fonction j — P(b|a;) :

P(bk|a¢(k)) > P(bgla;) Vi. (13.1)

La fonction de décision ¢ est un exemple d’estimateur ponctuel, plus précisé-
ment ici un estimateur de maximum de vraisemblance & cause des inégalités
(13.1). Un estimateur est une v.a. car ¢’est une fonction du résultat d’une expé-
rience aléatoire ; la valeur de cette v.a. pour un résultat de ’expérience donne
la valeur estimée du paramétre.

Dans ’exemple 4.4, on a aussi considéré le cas ot I’on a une information sur
les lettres envoyées dans le canal sous la forme d’une mesure de probabilité sur
A; P(A;) donne la probabilité que la lettre a; soit envoyée dans le canal (me-
sure de probabilité a priori). On construit une fonction de décision, qui tient
compte de cette information, en utilisant la formule de Bayes pour calculer
la mesure de probabilité a posteriori. Cette approche importante de la statis-
tique, appelée statistique bayésienne, qui utilise une information a priori sur le
paramétre 6, sous la forme d’une mesure de probabilité définie sur I'espace des
paramétres ©, n’est pas considérée dans ce livre. Dans cet exemple les fonctions
de décision sont les mémes dans les deux cas, si la mesure de probabilité P(A;)
est uniforme. O

Exemple 13.2 On considére la mesure d’une grandeur scalaire m, (exemple
2.2 section 2.1). Le point de vue adopté est que cette grandeur a une valeur ob-
jective qu’on veut déterminer & partir de mesures expérimentales. Le désaccord
entre les observations est attribué & des incertitudes de nature aléatoire. Les
données empiriques sont modélisées par des v.a. Xq,..., X, dont on postule la
loi conjointe sans préciser certains parameétres. Un choix standard est de pos-
tuler que les v.a. X; sont indépendantes, X; ~ N(m,o?), et que les paramétres
m et o2 sont inconnus. Dans cet exemple

O={0=(m,0*): mcReto? cR"}.

Les quantités

= 1 2 1 S 2
T = E(z1+'-~xn) et s°:= n_lz(xj—x)
J=1
sont des estimations de m et 2. Elles sont calculées sur la base des données em-
piriques (z1,...,2y) (valeurs des v.a. Xi, ..., X,,) obtenues lors des n mesures
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par conséquent T et s? sont les valeurs des v.a.

. 1 _
Xi= (X140 Xp) et 52 .= > (X, - X)?

n—1
pour ces données empiriques. O

Exemple 13.3 On considére une urne U (N, R) contenant N jetons dont R
sont rouges et N — R blancs. On tire au hasard n jetons sans remplacement. On
indique le nombre r de jetons rouges obtenus. Cette expérience est décrite par
Pespace fondamental Q :={0,1,...,n}, F = P(£), et la mesure de probabilité
qui est la loi hypergéométrique,

() G2

r n—r

M N, R)(r) i= ~ Ll 2 =,

n

1) Dans une population dont le nombre total N d’individus est connu on veut
estimer la taille R d’une sous-population spécifique & partir d’'un échantillon
de taille n. Ici © = {0,1,..., N}, la liste des valeurs possibles de R; 0 est le
paramétre cherché R et Py = H;(n; N, 0). On effectue un tirage de n jetons et

on obtient le résultat r. Une estimation naturelle du parameétre R est donnée
par la valeur 61 (r) de la v.a.

SM.

N

r— 0y (r) = | -

|.

(Si n est grand on s’attend a ce que r/n ~ R/N).

2) Estimer le nombre total N d’individus d’une population en connaissant la
taille R d’une sous-population spécifique. Cette fois R est connu, mais N est
inconnu. ©® = {R, R+1, ...} est la liste des valeurs possibles de N ; le paramétre
cherché 0 = N et Py = H;(n;0, R). Une estimation naturelle du paramétre N
est donnée par la valeur f5(r) de la v.a.

|.

T ég(r) = L#

13.2 Définitions de base

Un modeéle statistique (£2, F, Py, ©) est donné ; on écrit Ey(X), ou Varg(X), si
I’espérance de X, ou la variance de X, est calculée avec la mesure de probabilité
Py du modéle. On suppose que les informations & disposition sont exprimées
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sous la forme de n nombres réels x = (x1,...,2,) (il est facile d’adapter les
définitions qui suivent & d’autres situations si nécessaire) ; x est un échantillon
de longueur n qui est la valeur d’une v.a. vectorielle notée X = (X1q,...,X,).
L’espace des échantillons est I’ensemble de tous les échantillons possibles de
Pexpérience; il est noté X. La loi de X (loi conjointe des Xi,...,X,,) est une
mesure de probabilité sur . On utilise la convention suivante :

1) Si X est discréte, f(x;0) = Py(X = x).
2) Si X est continue, f(x;6) est la densité de probabilité de la loi conjointe
Py de X.

Exemple 13.4 a) Les v.a. Xi,..., X, sont iid., X; ~ N(m,o?) et § =

(m,o?);

n 2

f(x;m,o?) = Wlaanexp(—z(x]é_azm))

j=1
b) Les v.a. X1,..., X, sont i.id., X; ~ 7y et 6 = \;

f(x5)) = PA(X =x) :e_")‘H /\_l .
c) Les via. X3,..., X, sont i.id., P(X;=1)=1-P(X; =0) =p;

fxsp)=B(X=x) =" (1 —p)' " = p>i " (1 - p)" 2"
Le parameétre est 8 = p. O

Il y a deux sortes d’estimation d’un paramétre du modéle sur la base d’un
échantillon x. Soit ’estimation est donnée par une valeur unique, et dans ce
cas on parle d’estimation ponctuelle, soit on donne un ensemble de valeurs,
souvent un intervalle, et on parle d’estimation par intervalle. Ce deuxiéme type
d’estimation est discuté au chapitre 15

Définition 13.1 On introduit les notions suivantes.

1) Une statistique T est une v.a. qui ne dépend que des observations. C’est
une v.a. qui est de la forme

T=g(X1,...,Xn) =9(X)

ol g est une fonction donnée définie sur R™.

2) Un estimateur ponctuel du parametre 0 est une statistique & valeur dans
©, elle est notée 0. La valeur 0(x) est I’estimation ponctuelle de 6 pour
Uéchantillon x € 3.

3) Le biais de 0 est by(0) := Eg(f) — 0. L’estimateur 6 est non biaisé si et

seulement si bg(f) = 0 pour tout 0.

4) Le carré moyen de l'erreur est CMEq(6) := Eo((6 — 6)?).
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Remarque 13.1 On vérifie que

Si 6 est non biaisé, CMEy(6) = Vary(6). O

Il n’'y a pas qu’une seule fagon d’estimer un paramétre. Pour comparer
les différents estimateurs d’'un méme paramétre il faut choisir des critéres de
comparaison. Par exemple, lorsque 6 et 65 sont non biaisés, estimateur 6; est
meilleur que 'estimateur §2 si

Varg(6;) < Varg(fy) V€O,

Un estimateur non biaisé est d’autant meilleur que sa variance est petite.

La fonction (x,0) — f(x;0) est une fonction de deux variables; elle est
interprétée de deux maniéres différentes :

1. si 0 est fixé, x — f(x;60) définit une mesure de probabilité sur X ;

2. si x est fixé, la fonction 6 — f(x;0), qui est définie sur O, est appelée
fonction de vraisemblance ; elle est notée ci-dessous par Ly () pour bien
la distinguer du premier cas.

Exemple 13.5 Dans le premier cas de I’exemple 13.3 le paramétre est 0 = R,
et la fonction de vraisemblance est

R+ L.(R)=H;(n;N,R)(r).

Dans le deuxiéme cas le paramétre est 8 = N, et la fonction de vraisemblance
est
N L,(N)="H;(n;N,R)(r).

a

Une classe importante d’estimateurs est celle ot f(x) est un maximum global
de la fonction de vraisemblance L.

Définition 13.2 Un estimateur 6 est un estimateur de maximum de vraisem-
blance si et seulement si pour chaque x la valeur 0(x) de Uestimateur est un
mazimum global de 0 — Ly(0) :

Lyx(A(x)) > Lx(0) Y0€O,Vxe€R".
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Exemple 13.6 L’estimateur de ’exemple 13.1, les estimateurs de ’exemple
13.2 (sous certaines hypothéses, voir section 13.3), ceux de 'exemple 13.3 (voir
exercice) sont des estimateurs de maximum de vraisemblance. Dans le cas de
Pexemple 13.4 ¢) l'estimateur de maximum de vraisemblance de p est obtenu
en cherchant le maximum global de la fonction p — f(x;p), ou de la fonction
p — In f(x;p) puisque le logarithme est une fonction strictement monotone.
Par conséquent, pour x donné, p(x) est solution de I’équation

(Cens oS- n)-o

K3

Un calcul simple donne p(x) = — sz Cet estimateur est non biaisé car
n =
?
E,(p) = p. o
Pour un échantillon x = (z1,...,2,) donné on obtient une estimation du

paramétre en calculant é( ). Cette Valeur depend en general de la longueur n de

I’échantillon car I’estimateur dépend de n, i.e. 6 =6,. Une propriété naturelle
d’un « bon » estimateur est que l’estimation est d’autant « meilleure » que la
longueur de I’échantillon est grande.

Définition 13.3 On suppose que pour chaque n € N on a un estimateur 0, .
La suite 6,,, n > 1, des estimateurs est consistante si pour tout 6

lim Pp(|6, — 0] >¢)=0 Ve>0.
Remarque 13.2 Sous des conditions assez générales, si les X; sont i.i.d., les

estimateurs de maximum de vraisemblance forment une suite consistante d’es-
timateurs. O

Proposition 13.1 Si pour une suite d’estimateurs én, n>1, Ee(én) =0, et
Varg 0,, = 02 de sorte que

limf, =60 et limo2 =0,
n n
alors la suite én, n > 1, est consistante.

Preuve Découle directement des propositions 12.2 et 12.1. a

13.3 Modele de Gauss

Dans de nombreuses situations concrétes on utilise le modéle de Gauss. Dans
ce modéle les échantillons x proviennent de v.a. i.i.d. Xi,..., X, telles que
X; ~ N(m,a?). On parle de populations normalement distribuées.
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On détermine les estimateurs de maximum de vraisemblance pour les pa-
ramétres m et o2 et on donne les propriétés principales de ces estimateurs.
La recherche des estimateurs de maximum de vraisemblance est simplifiée en
examinant d’abord deux cas particuliers.

1) On suppose que o2 est connu. La fonction de vraisemblance sous cette hy-
pothése est

Il faut minimiser Z?Zl(xj —m)?. L’estimateur de maximum de vraisemblance
est la v.a.

1
m— Ly(m) = 7exp<—

(V2mo2)n

(zj —m)®
202

n

Jj=1

Cet estimateur est non biaisé.

2) On suppose que m est connu. La fonction de vraisemblance est

UQHLX(U2):W102ylexp(—ZW).

j=1

En prenant le logarithme et en dérivant par rapport a o on obtient

d n 1

n 1 9
T g g )
L’estimateur de maximum de vraisemblance de o2 est la v.a.
1 n
- X. —m)?.
Jj=1

Cet estimateur est aussi non biaisé.

Le cas général, ou les deux paramétres m et o2 sont inconnus, s’obtient
facilement & partir des deux cas précédents en remarquant que ’estimateur du
premier cas ne dépend pas de la variance o2. Pour trouver le maximum de
la fonction de vraisemblance (m,o?) — Ly(m,o?) il suffit de maximiser cette
fonction d’abord par rapport & m, puis de maximiser 1’expression obtenue par
rapport & o2. Par conséquent la paire de v.a.

(X % S - Y)Q) (13.2)

J
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est celle des estimateurs de maximum de vraisemblance du modéle. Le premier
estimateur X est non biaisé puisque

E,o2(X) =m.

Ce n’est pas le cas de 'estimateur de la variance. En effet

> B (X - X)? })Mﬂ —m+m—X)?)
J

- Z Epn o2 (X —m)?) +nEp g2 ((m — X)?)
= 2, 02 (X = m) Y (X —m))

J
= Z E.p 02 ((Xj - m)2) —nEy, o2 ((Y - m)2)
J
=no? — nVar,, ,2X = (n — 1)o?

C’est pourquoi on remplace souvent cet estimateur par I'estimateur

n

-1
k:l

qui est non biaisé.

Définition 13.4 La loi du khi-carré a n degrés de liberté, notée x2, est la loi
de

Up =2+ + 22
o0 Z1,..., 2y, sont ii.d., Z; ~ N(0,1).

f()

0,1

&

Ol P 4 6 8 0 12 14

FIGURE 13.1 — Densité de la loi x2 du khi-carré a 5 degrés de liberteé.

Sila v.a. Uy, a une loi du khi-carré, son espérance est la somme des variances
des Z; et sa variance la somme des variances des Z2,

E(U,) =nE(Z}) =n et VarlU, =nVarZ? =2n.
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En effet, VarZ? = E(Z}) —E(Z2)? = E(Z}) — 1 et

4 7t /2dt
r/

f et /Q)dt

2 [ 2 2qt =3,
r/
Par le TLC on obtient

(2n)"Y2(U, — n) 5 N(0,1).
Calcul de la densité de Z7.
P(Z} <t)=P(—Vt < Zy < V1) = Fz,(Vt) — Fz,(—V1).

En dérivant par rapport a ¢t on obtient la densité de U; : la densité est nulle si
t < 0, sinon

d 1 1 1 1
-p Z2 <t)= — —t/2( _~ =t -
glGrst)=7=e (2\/;>+«@e (2\/{)

L
= ——e t>0.
V2t o

La loi de Z? est une loi gamma de paramétres (27 2) Par conséquent la loi
du khi-carré & n degrés de liberté est une loi gamma de paramétres (ﬂ l)

272
(proposition 6.4),
n\"11 _y/y\2-1
fxi (y) = P(g) 56 2 (§> ’ I+ (y) -

Proposition 13.2 Soit X1,...,X,, i.i.d. de loi N(m,o?), 02 > 0. Alors les

V.a.
n

Yn = lsz et 52 = L (Xk —Yn)2
nk:l " k=1

sont indépendantes,

2 2
— o (n—1)S,
XnNN(m,;) et Tﬂwxifl'
Preuve On introduit les v.a. Z; := o~ 1(X; —m), i = 1,...,n, qui sont i.i.d.

et de loi N(0,1), ainsi qu'une base orthonormale de R™ composée des vecteurs
n; avec nj := ((v/n)~1,...,(v/n)™1). Soit U la matrice orthogonale dont les
lignes sont les vecteurs n;. On pose

Z:=(Z,....2,) et Y :=UZ.
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Chaque v.a. Y; ~ N(0,1) car E(Y;) =0 et

E(Y?) = ni()ni(k)E(Z; Zx) = (nin;) = 1.
k

J

En particulier

X, — X, —
Z — (n,|Z) nlz(Zl— mo oz, - m)
(o g
_ (Xl _Yn Xn yn)
= o Sy p
= <1’1k|Z> nk:ZYknk.
k=2 k=2

Les v.a. Y; sont indépendantes car leur loi conjointe est donnée par

P(Y € A)=P(ZcU'4)

1 z%JrJrz%)
= — exp| — ———2 ) dz - -dz,
(Vam)" /UM b 2 L
1 y%+-~'+y2>
= ex —777 d ~-~d s

puisque U est orthogonale. On en déduit que

> () - (Sovin Svim ) - 3o
i=2 =2 j=2

k=1

(n—1)S3

Par conséquent la v.a. > ~ X%—1 et elle est indépendante de Y7, et

donc aussi de X,,. O

Définition 13.5 Soit X ~ N(0,1) et U, ~ X2 deuz v.a. indépendantes. La
loi de Student & n degrés de liberté est la loi de la v.a.

X
n——e.
Vi
Cette loi est notée t,,. Student est le pseudonyme de W. Gosset (1876-1957).

La densité de la loi de Student & n degrés de liberté est égale a

2 n+1

ntl C
o) = i (14)
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Sin =1, t; est la loi de Cauchy de paramétre 1. La loi ¢,, est symétrique, et
de l'expression de sa densité on déduit facilement que ¢, AN 0,1).

Remarque 13.3 Le calcul de la densité de la loi t,, peut se faire par un calcul
direct. On calcule d’abord la loi de V := \/U,,,

Fy(t)=PU, <t*) sit>0, Fy(t)=0 sit<O0,
puis celle de X/V,

P(% < t) = P(X <tV) = /{( Fx (@) fy (v) dadv.

z,v): e<tv}

On a utilisé I'indépendance des v.a. X et V. Par définition

X X t
P( n7<t) :P<—<—>.
f\/Un - V= n
En dérivant par rapport a ¢ on obtient la densité de la loi ¢,,. Détails voir [Pe]
pp- 80-81. a

Proposition 13.3 Si X1,...,X,, sont i.i.d. et X; ~ N(m,0?), alors la loi de

T, :=+/n

X,—m
est une loi de Student t,_1 4 n— 1 degrés de liberté.

S

Preuve Ce résultat découle de la proposition 13.2. Soit

X, —m  (n—1)82

Les v.a. Z et Y sont indépendantes, Z ~ N(0,1), Y ~ x2_ et
X

n—m ynfmai Z
\/’ﬁ Sn —\/E pu Sfﬂ—\/ﬂ*lﬁ.

7 =

O

Remarque 13.4 Les résultats ci-dessus sont établis pour le modéle de Gauss.
Si les X; sont i.i.d. et possédent une espérance et une variance o2, mais ne sont
pas de loi gaussienne, alors la suite des estimateurs X,, n > 1, est une suite
consistante d’estimateurs de ’espérance des X; (loi des grands nombres). Ce
qui compte c’est la loi de X, et le TLC assure que

X, —EX) _ %

v VarX,,

On peut aussi montrer que

L 7, Z~N(0,1).
g

§2 552 8 Lo T, 5 Zavee Z ~ N(0,1).

Par conséquent, en ce qui concerne les estimateurs X, et T,, on a des résultats
similaires a ceux du modéle de Gauss lorsque n — oo. o
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13.4 Exercices

Exercice 13.1 On considére le modéle de 'urne U(N, R) dans le cas ou le
paramétre R est connu et le paramétre N est inconnu (exemple 13.3).
a) Donner explicitement la fonction de vraisemblance et déterminer I’estimateur
de maximum de vraisemblance.
b) Estimer la taille N de la population totale avec cet estimateur en utilisant
les données suivantes : R = 1000, la taille de I’échantillon est 1000 et dans cet
échantillon il y a 7 = 100 jetons rouges.
Indication : pour trouver I’estimateur de maximum de vraisemblance, examiner
le rapport
Hi(n; N, R)(r)
H;(n; N — 1, R)(r)

et montrer que ce rapport est plus grand que 1, puis plus petit que 1 lorsque
N croit.

Exercice 13.2 Fréquence d’émission radioactive non connue. On suppose que
les émissions ont lieu & des intervalles indépendants et que I'intervalle de temps
entre deux émissions est bien modélisé par une v.a. exponentielle de paramétre
6 inconnu, f(t) = fe=% I+ (). On mesure n intervalles de temps successifs ;
I'intervalle de temps du ™¢ intervalle est donné par la valeur d’une v.a. X;
comme ci-dessus.

a) Déterminer Pestimateur de maximum de vraisemblance de 6.

b) Calculer le biais de cet estimateur.

Exercice 13.3 Soit Xi, 1 < k < n, n v.a. 1.i.d. d’espérance E(X;) = p et
variance Var(X;) = o2. La moyenne empirique des X; est X,, et la variance
empirique est S2. Montrer que S2 converge en loi vers o2.

Indication : introduire les v.a. Y; := X; — p et écrire (n — 1)S2 a Paide des Y;.

Utiliser la LGN.

Exercice 13.4 On considére n v.a. X, 1 < k < n, qui sont indépendantes et
uniformément distribuées sur 'intervalle [0, 6], oil § est un paramétre inconnu.
Dans cet exercice et le suivant on examine le probléme de ’estimation de 6.
Pour modéliser ce probléme on introduit ’espace de probabilité Q = (R*)" et
les mesures de probabilités Py définies par les densités

0" siz; <O,Vi<n
pe(xlv"wxn) =

0 sinon.

L’espace des paramétres © = (0, 00).

a) Trouver la fonction de vraisemblance Ly(6).

b) Montrer que l'estimateur de maximum de vraisemblance 6 = maxy_; Xp.
¢) On pose 0., := 0 si échantillon X = (X1,...,X,n) est de taille m ; montrer
que c’est une suite consistante d’estimateurs.
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Exercice 13.5 a) Calculer le biais de l'estimateur de maximum de vraisem-
blance § de l'exercice 13.4. Comment modifier 6 afin d’avoir un estimateur non
biaisé 7

b) Construire un estimateur non biaisé de 6 a partir de la moyenne empirique
X. Est-ce que cet estimateur est meilleur que Iestimateur non biaisé construit
sous a) ?






CHAPITRE 14

Méthode des moindres carrés

On reprend l'exemple 13.2 de la section 13.1. La grandeur physique scalaire
a une valeur objective m,. Une mesure de cette grandeur donne la valeur z.
Celle-ci est interprétée comme la valeur d’une v.a.

X=m,+72

ol Z est une v.a. qui modélise les incertitudes (ou erreurs) provenant de la
mesure expérimentale de m,. On distingue les erreurs systématiques qui ont
invariablement le méme signe et méme grandeur sous des conditions identiques,
et les erreurs accidentelles ou aléatoires qui n’ont ni le méme signe ni la méme
grandeur sous des conditions identiques'. Les erreurs systématiques sont dé-
tectées en comparant les résultats obtenus avec un « cas connu » (étalon).
Par exemple un mauvais étalonnage d’un instrument de mesure conduit a des
erreurs systématiques. Pour interpréter les résultats des mesures on fait des
hypothéses sur la loi de Z. Dans une mesure il faut distinguer la précision et
l’exactitude. La précision se rapporte au degré de soin apporté lors de la me-
sure. La variance de Z nous renseigne sur la précision de la mesure : plus cette
variance est petite, plus la mesure est précise. Si la précision n’est pas connue a
Pavance (ce qui est le cas général), la variance de Z est un paramétre inconnu
a déterminer. L’exactitude se rapporte a la justesse des résultats, absence d’er-
reur systématique. L’absence d’erreur systématique se traduit par E(Z) = 0,
i.e. E(X) = m.. Si les n mesures sont faites dans des conditions identiques,
on peut supposer que les Z; sont des v.a. indépendantes et identiquement dis-
tribuées. Dans cette formulation de cette expérience de physique il y a donc
(au moins) deux parameétres a estimer, E(X) et VarX = VarZ. Par la suite on
suppose que E(Z) = 0 (absence d’erreur systématique).

Le point de vue adopté ici est que les paramétres inconnus ne sont pas
des quantités aléatoires. L’aspect aléatoire, qui est essentiel pour utiliser les
méthodes de la statistique, intervient uniquement lorsqu’on obtient 1’échantillon
X.

1. Le terme « erreur », qui est couramment utilisé, peut préter & confusion. Alors qu’il
s’agit typiquement dans le cas d’une erreur systématique d’une mauvaise calibration d’un
appareil de mesure, dans le cas d’une erreur accidentelle il s’agit de I'incertitude due au fait
que ’on ne contrdle pas complétement les conditions dans lesquelles les mesures sont faites.
Il ne s’agit pas dans ce second cas d’une erreur due & une fausse manipulation d’un appareil
lors du processus de mesure.
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14.1 Principe général

La méthode des moindres carrés est un procédé pour estimer des paramétres.
Son intérét est qu’elle repose sur des hypothéses faibles concernant les lois des
v.a. et qu'elle est facile & utiliser & cause de son caractére géométrique. Le
principe de la méthode est le suivant. Soit une relation de la forme

T =a+ fe

entre deux quantités = et t. A partir de n mesures de x et ¢, (x1,%1), ...,
(zn,tn), on veut estimer les parameétres « et 8 qui interviennent de maniére
linéaire dans la relation considérée. S’il n’y avait aucune incertitude on aurait

Vi ;= a+ feb

et a partir de deux relations avec t; # t5 on obtiendrait

Tl — T2

8= et 2a:x1+x2—ﬂ(et1+et2).

ef1 — etz

En présence d’incertitudes (erreurs) on peut seulement estimer les paramétres
a et 8. Siaetbsont des estimations de « et 3, on compare
x; valeur observée (mesurée)
et
#; == a + be'" valeur ajustée (pour a, b et t;).

Par définition le résidu est la différence entre ces valeurs,
ry =Ty — .fz .

Gauss et Legendre (1752-1833) ont proposé (indépendamment) de prendre
comme estimations de a et § les valeurs & et § qui minimisent la somme
des carrés des résidus,
2 £112
ot =lx—%[?,
i

ou || - || est la norme euclidienne de R™. Dans I’exemple ci-dessus, & = &(x, t)
et 0 = [(x,t) sont déterminés par la condition

n

Y(a,b): Z [2; — (a + be“)]2 > Z [z — (& + Be')]
i—1

i=1

2

Le vecteur x = (21,...,2,) € R™ est appelé vecteur d’observation et le vec-
teur X = (&1,...,3,) € R", tel que &; = (& + Beti), vecteur d’ajustement.
Sur le méme schéma on peut traiter les problémes ou les paramétres inconnus
interviennent linéairement. Dans les sections 14.2 et 14.3, on analyse plus en
détail des cas simples importants, en faisant des hypothéses supplémentaires
afin d’avoir des informations sur les estimateurs déterminés par cette méthode.
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14.2 Mesure d’une quantité scalaire

Le cas le plus simple est celui ou la quantité a mesurer est une constante, par
exemple la masse d’un objet,
T =My .

Une mesure de x est interprétée comme la valeur d’une v.a. X = m, + Z. Les
paramétres du modéle statistique sont désignés par m et o2 (variance). On fait
les hypothéses suivantes :

1) Pas d’erreurs systématiques, E,, ,2(X;) = m; Var,, ,2X; = o2

2) Xi,...,X, sont identiquement distribuées et non corrélées.

On construit deux estimateurs, un pour m et un autre pour o?. Soit un
échantillon x € R™ de longueur n (vecteur d’observation). Si m est estimation
de m, le vecteur d’ajustement t = (vn, ..., ) appartient au sous-espace Fj
engendré par le vecteur d = (1,...,1). Le principe de la méthode consiste a
déterminer m de sorte que m € Ey et

[x —m|*<||x—m|? Vm=(m,...,m)€ FE CR".

L’estimation de m est donc déterminée par le vecteur m qui minimise la dis-
tance de x a un vecteur de Ej ; par conséquent l'estimation de m est m(x) ou
m(x)d est la projection orthogonale de x sur F; : (||d|| = v/n)

1

(x)d = <x‘n*%d> (n—%d).

L’estimateur de m est la moyenne empirique

Par construction les vecteurs (Z,...,Z) et (x; — Z,...,x, — Z) sont orthogo-
naux. Ce dernier vecteur appartient au sous-espace vectoriel de dimension n—1
orthogonal & l'espace F; engendré par d.

En résumé, le résultat x; d’'une mesure est décomposé de deux maniéres
différentes ; d’une part
XTi =My + 2;
iéme

ou z; est 'incertitude lors de la ¢ mesure, et d’autre part

T, =m+r;

ou M est la valeur estimée de m.., qui dépend de toutes les mesures. La méthode
des moindres carrés détermine les vecteurs m et r = (rq,...,7r,) de sorte que

XxX=m+r e mdlr.



192 Régression linéaire simple

Proposition 14.1 Si les v.a. Xl,. . X, sont identiquement distribuées et non

corrélées, alors la v.a. Xn = E X; est un estimateur non biaisé de ’espé-
rance et la v.a. S2 = L3, ( X)? est un estimateur non biaisé de la
variance.

Preuve Voir exercice 14.2. O

14.3 Régression linéaire simple

Soit t une température et  une longueur. La théorie prédit la relation z =
a, + B«t. Une telle relation est un exemple de régression linéaire simple. La
régression est multiple si

x = Bo+ Bit1 + Poto + -+ - + Bty

les 3; sont des constantes (coefficients de la régression). Ce cas plus général
peut étre traité de maniére analogue.

On mesure n fois la température et la longueur, (t1,21),. .., (tn, T,). Sou-
vent dans la pratique une des grandeurs, par exemple ici la température, peut
étre déterminée de fagon beaucoup plus précise que 'autre grandeur. Dans ce
cas on peut considérer que les incertitudes expérimentales proviennent essen-
tiellement de la mesure des longueurs. Les roles des grandeurs t et x sont alors
différents ; ¢t est appelée variable explicative et x variable réponse. Les résultats
des mesures des longueurs sont interprétés comme les valeurs de v.a.

Pour simplifier on fait encore I’hypothése que la précision des mesures, qui est
donnée par la variance des Z;, est la méme pour chaque i = 1, ..., n. On obtient
un modéle avec paramétres o, 3 et o2. On suppose qu’il n’y a pas d’erreurs
systématiques ;

Eaﬁo’ (X) —a+ﬁt et Val‘a’ﬁ’az(Xi) :(72.

On utilise la notation de la section 14.2. Soit Fs le sous-espace vectoriel de
R™ engendré par les vecteurs d et t := (¢1,...,t,). Si les mesures étaient par-
faites le vecteur d’observation x = (x4, ..., ;) serait donné, pour les variables
explicatives t, par la relation

X:Oéd‘i’ﬂtEEQ.

On estime les paramétres « et 5 en déterminant le vecteur de Fs le plus proche

de x; ce vecteur est donné par la projection orthogonale de x sur Es. Soient
1

n; :=n"2d et ny := t — (t|n;) n; un vecteur orthogonal & n; (ny n’est pas
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normalisé) ; les vecteurs n; et ny engendrent Fs. La projection orthogonale de
x sur Fs est

(x|ny)ny + —— (x|ny) ny = ad + ft.

1
|22
On obtient par un calcul simple /B(x, t) et &(x,t). Soit

- 1
t:i=—(t14 - +tn);
n

les estimateurs B et & sont

o =Tty —1) 3t — Dy
>t =0y 2t

=

et

a=T—

I

Proposition 14.2 Si les v.a. X; sont non corrélées et si pour tout i
Eop.o2(Xi) =a+Bt; et Varyg,2(X;) =02,
alors é& et (3 sont non biaisés (Eq,p,02(0) = a et By g o2 (B) =0), et

oY, 12 . o?
—=* et Var,go,2f8= o,
ot Skt

Sttzzt_t ZtQ—nt
J

L’estimateur S? de 0® est aussi non biaisé (Ea7[3,,,2(52) =0?),

Var, go20 =

ot l’on a posé

S2 =

Preuve La preuve se résume a un long calcul.

SttE(B):Z(t —#)(a+ ;) —aZt —1 +ﬂZt
—B ZtQ—tZt ﬁstt (carZ(tj—t)=0>.

J

S2,Var § = Z t; —1)*VarX; (car X, non corrélées)
= 02 Z(tj —E)z = O'QStt .
J

E(d):z%ﬂlfj—w:a.

J
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Dans les calculs qui suivent on utilise la relation E(Y?2) = VarY + (E(Y))? et

> (X = X)(E—t;) = —Suf3.

J

Var & = Var[zj: (% —t t{g;f)XJ}
= 252 Var[z (Stt —nt(t; — i))Xj}
= n252 Z (Stt t _t))Z

_ _ _9 _
_ nTSEt Z (Sft — S (t; — 1)+ n2T(t; — t)2)

2

= 5% (nStQt +n?t Stt>

2

S (Stt—i-an)

nStt

2
a 2 Z 2 <2
nSe fear S j 5=

Z(}g—d—tﬁf :Z(Xj —Y+%B—tj3>2

J J

_ZX -X) +22X — X) (T —t;)5 + See 3

_ZX - X)? 525tt.
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= (n—2)0% + 2D 17— F2nt” — Sy
7
=(n—2)0+ B[ Y 8 —ni’] — F*Si
7

= (n—2)o?.

14.4 Modeéle de Gauss et les moindres carrés

Dans le cas de la régression linéaire simple (section 14.3), si les v.a. Z; sont
i.id. et Z; ~ N(0,0?), on vérifie facilement que les estimateurs & et B sont les
estimateurs du maximum de vraisemblance du modéle. Comme ce sont des v.a.
qui sont linéaires en X;, ces estimateurs sont encore des v.a. gaussiennes avec
espérances et variances données par la proposition 14.2. Le lien étroit entre la
méthode des moindres carrés et le modéle de Gauss est di & Gauss lui-méme.
Il a justifié la méthode des moindres carrés en faisant des hypothéses sur les
v.a. qui modélisent les incertitudes lors d’une mesure expérimentale. Sous ces
hypotheéses, il en a déduit que les lois de ces v.a. sont gaussiennes. Néanmoins,
en derniére instance c’est I'expérience qui permet de valider le choix de lois
gaussiennes. Dans certaines situations ce choix est acceptable, dans d’autres il
ne est pas. Selon des propos de G. Lippmann (1845-1921), rapportés par H.
Poincaré (1854-1912) dans son livre Calcul des Probabilités?,

« tout le monde croit que les erreurs suivent une loi normale, les expéri-
mentateurs car ils pensent qu’il s’agit d’un théoréme, et les mathématiciens qui
pensent que c’est un fait expérimental. »

La remarque 13.4 est utile lorsque le nombre d’observations est grand. Lors-
qu’on analyse la méthode des moindres carrés dans le modéle de Gauss on a
des informations trés précises sur les estimateurs.

Proposition 14.3 Sous les hypothéses ci-dessus la v.a.

n—2

de la proposition 14.2 est indépendante des v.a. & et /3’ La loi de
(n —2)5%/5?

est celle du khi-carré a n — 2 degrés de libertés.

2. Calcul des Probabilités, p. 169, Editions J. Gabay (1987).
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Preuve La preuve est analogue a celle de la proposition 13.3. Les v.a. Z; :=
o Y X; — a— Bt;) sont i.i.d. et de loi N(0,1). Soit une base orthonormale de
R™ composée des vecteurs m; tels que m; = n; et mo = ||na2||~'ny (on utilise
ici et aprés les notations de la section 14.3). Soit U la matrice orthogonale
dont les lignes sont les vecteurs m;. On pose Y := UZj les v.a. Y; sont i.i.d.
et de loi N(0,1) (voir la preuve de la proposition 13.3). Le point principal est
I’observation simple que le vecteur v := ad + 5t € Fy, ce qui implique

ad + Bt = (X|m) my + (X|my) my = o((Z|my) m; + (Z|my) my) + v

et

X-ad+ft=> (X/m;)m _O—Z (Z|m;) m, .
i=3
On obtient de suite la loi de (n — 2)S?/0? puisque

n

%Z X, —a— ft;)? ZZ|mJ :ny.
=1 j:3

Jj=3

Comme les v.a. & et B s’expriment uniquement a l'aide des v.a. ¥ et Y3, la
v.a. S? est indépendante des v.a. & et 3. ]

14.5 Exercices

Exercice 14.1 Deux quantités mesurables = et y sont liées entre elles par la
relation y = a + Bx2 oil a et 3 sont des paramétres inconnus. On mesure ces
deux quantités et on trouve

(xlayl) = (27 3) (372792) = (47 6) (:C?n 93) = (5a 7) .
Estimer a et 3 par la méthode des moindres carrés.
Exercice 14.2 Démontrer la proposition 14.1.

Exercice 14.3 On suppose que les v.a. X; sont identiquement distribuées, non
corrélées, de moyenne p et variance o2. Les v.a. Y; := X; — X sont appelées
déviations.

a) Vérifier que la moyenne empirique X est non corrélée avec chaque Y;.

b) X et Y sont deux v.a. positives et non corrélées. Quelle est la plus grande
variance, Var(X +Y) ou Var(X —Y)?

Exercice 14.4 On considére une régression linéaire x = o + [t ou ¢ est la
variable explicative et x la variable réponse. On a observé

4 5 6 7

2 3
5 8 10 10 12 15
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Donner la valeur des estimateurs &, 3 et S2 de la proposition 14.2.

Exercice 14.5 On modélise la mesure expérimentale d’une quantité scalaire
z par une v.a. réelle. La variance de cette v.a. donne des renseignements sur la
précision de la mesure.

a) On suppose que z = axy et qu’on peut mesurer de maniére indépendante x
et y de sorte qu’on obtient une v.a. Z = a XY, produit de deux v.a. indépen-
dantes. Exprimer ’espérance et la variance de Z en fonction des espérances et
des variances de X et Y. Donner un estimateur non biaisé de I’espérance de Z.
b) On suppose que y = g(z) ou g est une fonction continue et bornée. On
peut mesurer expérimentalement x de sorte qu’on obtient une v.a. Y = g(X).
Comme estimateur de la moyenne de Y on utilise g(X,,) ot X,, est la moyenne
empirique des mesures de la quantité z. Justifier ce choix en montrant que
cette suite d’estimateurs est consistante (on admet qu’il n’y a pas d’erreurs
systématiques).

Indication : voir chapitre 12.5.






CHAPITRE 15

Estimation par intervalle

Les estimateurs considérés jusqu’ici sont des estimateurs ponctuels qui donnent
pour chaque échantillon x une estimation é(x) du paramétre 6. Dans ce chapitre
on examine une autre maniére de faire des estimations ; on donne non plus une
valeur estimée unique, mais un ensemble de valeurs. Lorsque le paramétre a
estimer est réel, cet ensemble est en général un intervalle.

15.1 Domaine de confiance

Le cadre est le méme que dans les chapitres précédents. Les données empiriques
proviennent de n v.a. Xy, ..., X, réelles qui forment un vecteur aléatoire X :=
(X1,...,Xp). Pour analyser ces données empiriques on suppose :

1) la loi conjointe des X;, f(x;6), est connue pour chaque 6 € © ;

2) les données empiriques correspondent & des v.a. dont la loi conjointe est
f(x;6.); la valeur 6, est fixe mais inconnue.

Pour estimer la valeur inconnue du paramétre on construit pour chaque échan-
tillon x un sous-ensemble C'(x) C © tel que

Pp.({y: Cly)20.}) =1~ «

avec « petit. Cela signifie que la probabilité de ’événement « la valeur 6,
inconnue appartient & C'(x) », calculée avec Py_, est 1 — a.

Définition 15.1 Soit 0 < a < 1. Un domaine de confiance de niveau de
confiance 1 — «, ou seuil de confiance «, est une application qui & chaque
x € ¥ associe un sous-ensemble C(x) C © tel que pour tout 6

P({y:Cly)260})=1-a. (15.1)

Le seuil o est petit, par exemple 0,05 ou o = 0,01.

Lorsque le paramétre est réel on construit en général un intervalle dont les
bords sont spécifiés par deux v.a. 74,

C(x) = [r-(x), 7+ (x)] € ©.
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Remarque 15.1 Jusqu'ici les événements étaient exprimés sous la forme
{X € B} ou X est une v.a. et B C € est un ensemble donné. Ici c’est l'inter-
valle [7—(+), 7 (+)] qui est aléatoire. Dans I’approche exposée dans ce livre, le
parametre 6 n’est pas une quantité aléatoire.

PG([T—vT-‘r] 50)= /f(X; e)I{y: [T,(y),nr(y)]ae}(x) dx.

Une fois 'expérience réalisée, x est connu; pour n’importe quel 8 on peut dire
sans ambiguité si 'affirmation C(x) 3 6 est vraie ou non. O

Dans la définition 15.1 le point important est que l'affirmation (15.1) est
vraie uniformément en 6. Elle est donc vraie pour 6,. L’interprétation proba-
biliste d’un domaine de confiance de niveau 1 — « est la suivante :

La probabilité, calculée avec Py, , que lors d’une réalisation de X le do-
maine de confiance contienne 6, , est égale a 1 — v :

Py ({x:C(x)26,}) =1—a.

Ce qui est particulier ici c’est le fait que, malgré la remarque 15.1, on ne peut pas
savoir si 'événement {x: C(x) > 6.} est réalisé ou non lorsque I’échantillon
est connu. En effet, la valeur (non aléatoire) 6, du parameétre est inconnue.
Cependant, cet événement est bien défini, ainsi que sa probabilité, qui est égale
a 1 — a, lorsqu’elle est calculée par rapport a la mesure de probabilité Py, du
modele. Une fois que ’échantillon est obtenu cet événement est soit vrai, soit
faux. Ceci est illustré dans la remarque 15.2.

Le principe de construction d’un domaine de confiance est simple : pour
chaque 6 € © on choisit un événement A(f) qui ne dépend que des observations
et tel que Py(Ap) = 1 — . L’événement A(f) est « typique » pour la mesure de
probabilité Py. Ce choix n’est pas univoque, mais souvent il y en a un qui est
naturel et qui s’impose. Une fois ce choix fait, lorsqu’on obtient des données
expérimentales x, on examine pour ces données expérimentales si I’événement
A(0) est réalisé ou non. Si A(0) est réalisé, 6 fait partie du domaine de confiance :

C(x):={0 € ©: A(0) est réalisé pour x} .
Ainsi, par construction,
elC(x) < x¢c A(9).
Par conséquent
VO: Pp(C(X)20)=Py(X e Alf)) = Py(A(#)) =1—«.
15.1.1 Intervalle de confiance pour le modéle de Gauss

On construit des intervalles de confiance pour les deux parametres m et o2 du
modele. La construction de ces intervalles est facilitée par 1’existence de v.a.
pivot. On donne d’abord une définition.
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Définition 15.2 Soit 0 < p < 1. Le p-quantile d’une fonction de répartition F
est la valeur q(p) telle que F(q(p)) = p.

Exemple 15.1 La médiane d’une v.a. est le 1/2-quantile de sa fonction de ré-
partition. Pour une loi N(0,1),

qn(0,1)(0,975) = 1,96 .
Pour une loi de Student t,,

n .10 30 60
@, (0,975) : 2228 2042 2

O

a) On suppose que Jiest connu. L’estimateur de maximum de vraisemblance
du parametre m est X,, ~ N(m,o?/n). Pour tout n > 1 la v.a.

< _
Y, = =22 N(0,1)

v/ VarX,,

a une loi qui ne dépend pas du parametre m. Une telle v.a. est appelée v.a. pivot
car sa loi ne dépend pas du parametre qu’on estime. On introduit le quantile
Za = qn(0,1)(1 — @) qui est caractérisé par

PY >z)=a siY ~N(0,1).

20,01 = 2,33 20,025 = 1,96 20,05 = 1,645.

Un choix naturel pour A(m) est Pévénement

- o
= {X: m — %ZQ/Q < Xn(x) <m+ ﬁza/2}

de sorte que P,,(A(m)) = 1 — . Pour simplifier I'écriture on pose T,, = X ,,(x).
L’intervalle de confiance est par définition
I(x) = {m: A(m) est réalisé pour x}

:{meR:fnfiza/QSmgfnqL (15.2)

NG

=[r-(x), 7 (x)] ot Ti(x) =Ty £

. }
N
ag

\/EZQ/Q .

Remarque 15.2 L’exemple suivant illustre la signification d’un intervalle de
confiance. Soit X une v.a. de loi N(0,1). On a a disposition N valeurs indépen-
dantes de X. Sachant que X a une loi N(m,1) on estime la valeur du parametre
m = 6 a partir de ces N valeurs de X a disposition. Ici 8, = 0. Pour estimer
6 on calcule pour chacune de ces valeurs deux intervalles de confiance (15.2)
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avec a = 0.05 et @« = 0.32 (ici » = 1). Si @ = 0.05 l'intervalle a une lon-
gueur 2 X 1,96 = 3.92 et si @ = 0.32 la longueur et approximativement 2. La
probabilité que chaque intervalle contienne la valeur 0 est de 0.95 si @ = 0.5
et de 0,68 si @« = 0.32. Si N est grand la LGN, qui relie la probabilité et la
fréquence relative d’un événement, implique que ’on s’attend & obtenir environ
5% des intervalles de confiance ne contenant pas 6, = 0, si @ = 0.05 et 32%,
si @ = 0.32. On peut constater ce fait dans la figure 15.1 ot 'on a reporté les
intervalles de confiance pour N = 100. a

b) Si m et o2 sont inconnus, on construit de la méme facon un intervalle de
confiance pour m en utilisant la proposition 13.3. En effet, pour chaque n > 1
T, est une v.a. pivot puisque sa loi ne dépend pas de m et o2. Ce qui change
dans (15.2), c’est que o est remplacé par son estimateur S, (x) et z,/2 est
remplacé par tq /2,1, OU Lo, est défini par

PY >tan)=a siY ~t,.
Par exemple pour o = 0,05, I'intervalle de confiance est

Sn(x)t <m<7T, + Sn(x)
\/’ﬁ 0,025, n—1 > >~ 4dn \/ﬁ
Sn

=[r-(x), 74 (x)] ol Tx(x)=7T,+ %t07025,n—1 .

I(x) = {m eR:z, — t0,025,n—1}

avec

Sn(x) =

(il'j — fn)2 .
1

1 n
n—14%
j=

Remarque 15.3 Les physiciens adoptent une autre convention pour donner une
estimation de la précision d’une mesure. Les résultats sont énoncés sous la forme

_ S _ S
Ty — \/—% <m<T,+ \/—% avec Sy, := Sp(X).
Cela revient a choisir ¢, /2 ,—1 = ¢1,_, (1 — §) = 1. Si n = 10, cette convention

correspond & choisir pour le modele de Gauss o = 0,34 ! Si I'on fait 100 séries
de 10 mesures chacune, on a une situation qui ressemble a celle de la deuxieme
colonne de la figure 15.1. g

¢) Pour construire des intervalles de confiance pour la variance on utilise la v.a.
pivot (proposition 13.2)

(n—=1)S3/0% ~ x5 1.
Soit X2, défini par
PY > X(an) =a siY~yx2.
L’événement
n—1)57(x)

(
B(Jz) = {X: X?—a/2,n—1 < T = Xi/Z,n—l}
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432101 2 3 4 32101 2 3

Figure 15.1 Simulation de 100 intervalles de confiance pour une v.a. de loi N(0, 1)
(voir remarque 15.2). A gauche le niveau est 0,95. A droite, c’est la convention des
physiciens qui est utilisée (voir remarque 15.3), ce qui correspond & o = 0,32 & la
place de a = 0,05. Dans la simulation plus du tiers des intervalles, construits avec la
convention des physiciens, ne contiennent pas la vraie valeur du parametre 6, = 0.

vérifie P, 2 (B (02)) = 1—a. Par conséquent on obtient I'intervalle de confiance
de niveau 1 — «

., (0= 1)S2(x)

2
on/2,n71

(0 -1}

<o® <~
X1—a/2,n—1

I(x) = {a

15.1.2 Intervalle de confiance pour des v.a. de Bernoulli

Soit X1,...,X, des v.a. i.i.d. de Bernoulli de parameétre p qui est inconnu.
L’estimateur de maximum de vraisemblance du parametre p est (voir exemple
13.6)

. ., . ~ 1— .
Cet estimateur est non biaisé et sa variance Varp,, = £ ( — p) converge vers (0 si

n diverge. La suite de ces estimateurs est donc consistante (proposition 13.1).
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Soit -
n1/2 (Xn _ p)

n -

X,(1-X,)
On sait par la LGN et par le TLC que
nl/2 (yn _ p)

5Y,Y ~N(0,1).
p(1-p)

X, 5p et

On peut aussi montrer que Y, 5y, Asymptotiquement on obtient une v.a.
pivot Y. La v.a. Y, est fréquemment utilisée pour la construction d’un intervalle
de confiance de la maniére suivante. On proceéde comme dans le cas a) du modele
gaussien en prenant

Alp) = {x: |Y5]| < 2402} -
On a donc remplacé le quantile ¢(1—«/2) de laloi de Y,, par celui de la loi limite
N(0,1). A cause de cette approximation on obtient un intervalle de confiance

Tn(l —Tp _ Tn(l—Tp
1(x) = {p :xn—za/z(\/ﬁ) Sprn—i—za/z(\/ﬁ)}.

Le niveau de confiance est 1 — « seulement dans la limite n — oco.

Exemple 15.2 Un journal rapporte le résultat d’un sondage avant une votation :
52% de la population est favorable au projet soumis & votation avec une marge
d’erreur de +4%. Comment analyser ce sondage ? On va supposer que les per-
sonnes sondées ont été choisies au hasard et que 'usage du modele ci-dessus est
justifié. De plus, on suppose que 'intervalle de confiance donné par le journal
est de niveau 0,95 (pratique courante). Dans le modele avec les variables de
Bernoulli, X; = 1 si la personne i est favorable au projet. L’estimation de p est
Pn = 0,52 et I'intervalle de confiance de niveau 0,95 est

v/0,52-0,48 1/0,52 - O,48>
vn vn '

La marge d’erreur est de 4% ; le nombre n de personnes interrogées est donc

1/0,52-0,48
Vn

soit environ 600 personnes. a

(0,52 ~ 1,96 0,52 +1,96

(1,96)2(0,52)(0,48)
(0,04)2

1,96 ~004 = n= = 599,29,

15.2 Exercices

Exercice 15.1 Combien de personnes aurait-il fallu interroger dans ’exemple
15.2 pour qu’on obtienne une marge d’erreur de 0,02 7
Indication : utiliser I’estimation de p obtenue par le journal.
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Exercice 15.2 On a obtenu I’échantillon suivant pour des v.a. gaussiennes i.i.d.

42,70 43,48 43,63 42,78 43,18
42,56 42,76 42,87 42,95 43,39
43,01 43,06 41,60 43,20 43,10

a) Calculer la moyenne empirique et la variance empirique.
b) Donner un intervalle de confiance de niveau 0,95 pour la variance.

Exercice 15.3 Construire un intervalle de confiance de niveau 1 — a pour 'es-
timateur de maximum de vraisemblance 6 de ’exercice 13.4.
. . . n
Indication : 'estimateur est max X;.
i=1

Exercice 15.4 a) Construire un intervalle de confiance de niveau 1 — « & partir
de lestimateur construit dans I'exercice 13.5.
b) Counsidérer le cas ol n est grand et o = 0,05.

2 n
Indication : I'estimateur est — Z X;.
nia

Exercice 15.5 On considére une régression linéaire x = « + St avec t comme
variable explicative. Les v.a. Z;, qui décrivent les incertitudes lors des mesures,
sont i.i.d. et de loi N(0,0?%). On reprend les données de I'exercice 14.4.

a) Construire une v.a. pivot pour le parametre «.

Indication : & partir des résultats des propositions 14.2 et 14.3 on peut construire
une v.a. pivot de loi t,,_o.

b) Construire un intervalle de confiance de niveau 0,95 pour .






CHAPITRE 16

Test

Dans ce dernier chapitre on expose briévement quelques notions de base con-
cernant les tests statistiques. On suppose qu’on a un modéle statistique ; 'ex-
périence aléatoire qu’on étudie est décrite par (Q,F, Py,) pour une valeur 6,
fixe, mais inconnue du paramétre . On veut déterminer dans quelle mesure
une propriété postulée du modéle est compatible avec les résultats expérimen-
taux x. En d’autres termes, si ’on suppose que la propriété postulée est vraie,
est-ce que les résultats expérimentaux x sont compatibles avec I’hypothése dans
le sens que les résultats expérimentaur peuvent étre « expliqués » par le méca-
nisme aléatoire de l’expérience. Un test de signification permet de juger si une
différence est réelle ou si elle est due & une variation aléatoire.

16.1 Test de signification, p-valeur

Dans un modéle statistique on appelle hypothése Hy une affirmation sur la va-
leur 0, du paramétre 6. Une hypothése ne dépend pas des observations. Elle est

juste ou fausse. Formellement une hypothése est identifiée & un sous-ensemble
Oy CO:
O := {6 € O: laffirmation Hy est vraie pour 6} .

La négation de laffirmation Hy est appelée hypothése alternative Hy. Elle est
identifiée & ©1 = ©\0Oy.

Exemple 16.1 On lance n fois une piéce de monnaie. On veut tester I’hypo-
thése Hy « la piéce est équilibrée ». Le modéle statistique est donné par

Q={0,1}", P ﬁ ﬁl— 17w avec 0 < 0 < 1.

Pile est codé par 1 et P(Pile) = 6. Ici ©g = {1} et ©1 = (0,1)\{3} correspond
a 'hypothése alternative « le dé n’est pas équilibré ». a

Exemple 16.2 On fait n mesures d’une quantité scalaire. On se place dans le
cas du modéle de Gauss et on suppose que o2 est connu.
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a) On teste 'hypothése Hy « la quantité vaut mg ». Dans ce cas ©g = {mg} et

@1 = R\{mo}
b) On teste 'hypothése Hy « la quantité est inférieure ou égale & mg ». Dans
cecas Og={m e R: m<mp}et O ={mecR:m>mp}. a

Pour analyser ’hypothése Hy on peut faire un test de signification. Ce test
permet de juger la signification de I’écart entre les résultats expérimentaux
et les résultats théoriques, si l'on suppose que Hy est vraie. Le résultat est
donné sous la forme d’une p-valeur (voir définition 16.1). Les tests les plus
simples font intervenir une statistique de test, telle que les grandes valeurs de
X indiquent que les résultats obtenus sous I’hypothése Hy sont difficilement
explicables uniquement par le mécanisme aléatoire du modéle de I’expérience.
Dans le cas de I'exemple 16.1 on pose S := #piles de ’échantillon et on choisit
la statistique de test

Xi=|s-2  (Ey8)=13).

Pour analyser ’exemple 2 on introduit la v.a.

Z = 7X7" — Mo

vn.
o
Dans le cas 16.2 a) on choisit X = |Z|. Le cas 16.2 b) est un peu différent.
On s’intéresse ici aux valeurs de X, > mg puisque ce sont ces valeurs qui
peuvent nous indiquer si m, > mg. Dans ce cas on prend X = Z; ce choix est
compatible avec Hy et ne favorise pas les valeurs X,, > my (voir aussi 'exemple
16.6).

Définition 16.1 La p-valeur du test est la probabilité, calculée lorsque I’hypo-
thése Hy est vraie, que la statistique de test X premne la valeur observée ou
une autre valeur indiquant un écart plus extréme par rapport & ’hypothése Hy.

Exemple 16.3 Dans le cas de I'exemple 16.1 on suppose qu’on a fait 10 lancers
et qu’on a trouvé les résultats 1,0,0,0,1,0,0,0,0,0. La valeur de X pour cet
échantillon est 3; par conséquent la p-valeur sous Hy est

Prob(X > 3) = Py (S € {0,1,2,8,9,10})

= 2?0((100) + (110> + (120)) —0,11.

La p-valeur n’est pas trés grande, mais le test de signification ne remet pas en
question ’hypothése Hy. a

Exemple 16.4 a) Pour 'exemple 16.2 a), sous ’hypothése Hy, la p-valeur est
calculée avec la mesure de probabilité P,,,. Si |X| = 3,09,

Po212309) = - [ e g L [T 2 g — 0002
™ >3,09) = e” z dt + e” 7 dt = 0,002.
(212300 = —— [ ) — /
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b) Dans le cas 16.2 b), si X = 1,28, la p-valeur sous Hy vaut

X, - _
sup Pn(Z >1,28) = sup Pm(%ﬁ > 1,28 + M)

m<mg m<mg
= sup (1 —@(1,28—1— M))
m<mg g

=1-—®(1,28) =0,1.

2

Si on ne connait pas o“ on utilise T}, ~ t,,_1 a la place de Z. O

Dans l'exemple 16.4 a) la p-valeur est trés petite. En général on considére
que lécart est statistiquement significatif lorsque la p-valeur est inférieure a
une valeur petite appelée seuil de signification. Trés souvent ce niveau est fixé
a 0,05. Par conséquent dans le cas 16.4 a) on doute fortement de I’hypothése
Hj sur la base des résultats obtenus.

Exemple 16.5 Fréquence d’émission radioactive non connue. On suppose que
les émissions ont lieu & des intervalles indépendants et que I'intervalle de temps
entre deux émissions est bien modélisé par une v.a. exponentielle de paramétre
6 inconnu, fp(t) = fe % Ipy(t). On mesure n intervalles de temps successifs,
T1,...,Tn. Laloide X := X7 +---+ X, ou X; est la v.a. donnant la longueur
du 7™ intervalle de temps, est une loi d’Erlang (loi gamma de paramétres

(n,0)) de densité
tnfl

fx(t) =6 !e*“JW ().

(n—1)
La v.a. 20X ~ x3, ; en effet
P(20X <t)=P(X <t/(20)),

et par conséquent la loi de 20X est une loi gamma de paramétres (n,1/2).
L’estimateur de maximum de vraisemblance de 0 est § =n/X et

9 0
20X = 2n5 ~ X3, avec Py (0 > %xi,zn) =a.

Si une théorie prédit 6 < , et si aprés avoir fait 10 mesures on obtient 6(x) =
1,660p, est-ce que cet écart est statistiquement significatif? Pour répondre a
cette question on calcule la p-valeur du test sous I'hypothése Hy = {0 < 6y},

sup Pp(0 > 1,60p) = sup (1 — Pp(f < 1,66)))
0<6o 0<6o

6 200
—1— i ~ <0).
1= juf Fo (20 1,600 — 9)

On identifie x2 5 & (200)/(1,600) ; a est minimal si 6 = 6o, et par conséquent
on obtient

sup Py(0 > 1,60p) =1 —ag avec 2, 50 =20/1,6=125.
0<6,
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Cela correspond & ag = 0.9. Le résultat expérimental peut étre considéré sta-
tistiquement consistant avec la théorie ; ce résultat expérimental n’est donc pas
statistiquement significatif, car il peut étre « expliqué » par le mécanisme aléa-
toire de ’expérience en supposant que la théorie est correcte. a

16.2 Erreurs de premiere et deuxieéme espece

Dans cette section on reprend la méme problématique sous un angle un peu
différent. On formalise la situation ou, a I'issue du test, on décide de rejeter ou
non I’hypothése Hy. Toute décision est liée a un risque qui est quantifié par le
niveau du test. Ce risque dépend entre autres du choix de la statistique utilisée
pour faire le test. La région critique définie ci-dessous est la région pour laquelle
on décide que les valeurs empiriques sont statistiquement significatives; dans
ce cas on rejette Hy. La marche & suivre est la suivante.

1
2

)
)
3) On fixe le niveau du test 1 —a, a petit, par exemple o = 0,05 ou a = 0,01.
4)

On formule une hypothése Hy (09 C O).
On choisit un test, ici une statistique de test X.

On détermine une région critiqgue du test qui est un sous-ensemble R C X
de I’espace des échantillons tel que

sup Py(R) < «.
ISCH)

5) On fait le test; si Péchantillon obtenu x € R, alors on rejette Hy. Dans
le cas contraire on ne rejette pas Hy.

Exemple 16.6 On reprend 'exemple 16.2. Dans le cas a) on teste Iaffirmation
my = myg contre my # mg. On choisit le seuil o = 0,05.

Py (12] > 1,96) = 0,05.
La région critique est (T, = £ 37" | z;)
R={x:|Z(x)| > 1,96}

- {x: T < Mg — 1,96i} U {x: T, > m0+1,96i}.

v vn

Dans le cas b) on teste laffirmation m, < mq i.e. Hy := {6 : 0 < mg}; pour
tout 0 < myg

X, -0 X, — 0 —
= A T T
—_————
< 0 sous Hy
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On peut prendre comme région critique si o = 0,05 (29,05 = 1,645)

R = {x: Tp > Mo+ 1,645%}.

Dans cette procédure de décision on peut faire deux sortes d’erreurs :
erreur de premiére espéce : 0, € Og et x € R;

erreur de deuziéme espéce : 0, & Op et x € R.

Par convention on minimise ’erreur de premiére espéce. On controle les pro-
babilités d’erreurs de premiére espéce uniformément dans le paramétre 6 ; si
0* ¢ ©¢ on ne peut pas faire d’erreur de premiére espéce.

La logique du test est un argument par contradiction. L’hypothése Hy ex-
prime une position défavorable vis-a-vis des faits qu’on souhaite mettre en
évidence. Le choix de Hy est donc important. Les deux hypothéses Hy et Hy ne
sont pas traitées de la méme fagon. On prend donc le risque de considérer qu’un
événement {X € R} de probabilité inférieure & «, si I’hypothése Hy est vraie,
ne se produira pas. Le point de vue adopté est que si I'événement {X € R} se
produit, on a des raisons statistiques pour mettre en doute Hy : on rejette Hy.
Dans le cas contraire on ne rejette pas Hy.

On définit
B(0) :=Py(XER).

La fonction (), restreinte & ©\Og, est appelée puissance du test. Pour un
seuil donné, on préfére un test avec grande puissance, afin de minimiser aussi
Perreur de deuxiéme espéce. En effet, si 0, € O1, la probabilité de faire une
erreur de deuxiéme espéce est 1 — 3(6.). Il est possible que [(6.) soit petit et
donc Py, (X ¢ R) grand ; la probabilité de faire une erreur de deuxiéme espéce
peut étre grande.

Exemple 16.7 Dans 'exemple 16.6 a)

g0y (B 210

- Pg(yno__ 0 /> 196+ W)

+ Pg(yno__ b Jn < —1,96+ Mo =0vVn _09)\/5)

- 1—(1)(1,96+ mo_a\/ﬁ) +<I><— 1,96 + 10 _6\/5).
g

Dans I’exemple 16.6 b)

5(6) = Pg(@\/ﬁ > 1,645) —1- <I>(1,645 + mog_ 9\/5) .
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Lorsque H; est vraie, 8(8) > a. De plus elim B3(0) = 1. La probabilité de faire
— 00
une erreur de deuxiéme espéce n’est pas nécessairement petite. La puissance

de 3(0) dépend de n; la probabilité de faire une erreur de deuxiéme espéce
diminue lorsque n augmente.

Exemple 16.8 On teste I’hypothése Hy « un dé est équilibré ». Le test du
x? de Pearson (1857-1936) permet de tester si une v.a. X discréte, prenant les
valeurs 1,...,k, alaloi P(X = j) = p;. On mesure I’écart entre les fréquences
empiriques N, (x;1) = #{j : &; = i} et np; au moyen de la statistique

T (x) = zk: (Nn(x»ii)]— npj) '

j=1

Pour employer la statistique T, il faut connaitre sa loi. Lorsque le nombre des
observations est grand, & la place de calculer cette loi, on procéde comme pour
I'intervalle de confiance pour les v.a. de Bernoulli en utilisant le

Théoréme 16.1 Siles v.a. X1,..., X, sont i.i.d.,a valeur dans {1,...,k}, et
si P(X;=14)=p;, 1 =1,...,k, alors la v.a.

2
k (Nn(';j) —npj)
—~ np;

J
converge en loi vers une v.a. Z telle que Z ~ Xiil.

Si n est grand on remplace la loi de T3, par celle du Xﬁ_l et on détermine
une région critique (asymptotiquement de niveau 1 — «) par

R={x: Tu(x) 2 Xak-1}-
Dans le cas présent, si v = 0,05, X3 5.5 = 11,07.
On procéde & 120 lancers du dé et on obtient ’échantillon

i 1 2 3 4 5 6
Nigo(x;i) : 26 20 16 27 15 16

On ne rejette pas Hy car la p-valeur du test vaut P(T,, > 7,10) = 0,22,

1
Tiao(x) = 35 (262 +20% +16% + 272 + 15% + 162) — 120 = 7,10.

a

Remarque 16.1 Dans lexpression de T, on connait la loi de N,(+;j) sous
Ihypothése Hy. C’est une loi binomiale de paramétres n = 120 et p = 1/6. Par
conséquent VarNigo(+;7) = 100/6 et

E(Tlgo) = Z 70V3rN120(';j) =5.
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Si la loi de T} peut étre approximée par celle du x2 alors la variance de Tia
est approximativement le double de E(T}29), soit 10, et Pécart-type est approxi-
mativement 3,16. Expérimentalement on a trouvé une valeur 7,10 < 5 + 3,16,
en bon accord avec I’hypothése Hy. a

16.3 Exercices

Exercice 16.1 On lance un dé 1200 fois et on obtient

i : 1 2 3 4 5 6
N1200 (X; ’L) : 175 215 220 190 170 230

Est-ce que le dé est équilibré ?

Exercice 16.2 On considére des v.a. i.i.d. X;, X; ~ N(m,1) ou la valeur de
m est inconnue, m = 0 ou m = 0,5. On teste I'hypothése Hy = {m = 0} a
partir d’un échantillon de ces v.a. de taille n. Donner un test de niveau 0,95 et
calculer la probabilité de faire une erreur de deuxiéme espéce pour ce test.

Exercice 16.3 On lance un dé a six faces 300000 fois. On a obtenu 101351
fois le chiffre 5 ou le chiffre 6.

a) Calculer la fréquence relative de cet événement.

b) Est-ce que le dé est équilibré ?

Indication : utiliser la v.a. de test Y}, du paragraphe 15.1.2 et estimer la p-valeur.
Alternativement utiliser I'inégalité de Hoeffding. Comparer les deux méthodes.

Exercice 16.4 On reprend les données de l'exercice 14.4. Les v.a. Z; qui dé-
crivent les incertitudes lors des mesures sont i.i.d. et de loi N(0,0?).

a) Construire une v.a. pivot pour le parameétre .

Indication : & partir des résultats des propositions 14.2 et 14.3 on peut construire
une v.a. pivot de loi t,,_o.

b) Tester I’hypothése 5 = 0 contre 8 > 0. Choisir 0,95 comme niveau du test.






Solutions de quelques exercices

Exercice 3.9 Le nombre total de symboles est Nn. La question a) est équi-
valente & compter les rangements de r boules indistinguables dans Nn boites,
au plus une boule par boite. La probabilité qu’on ait r; boules dans les boites
1 a N, ro boules dans les boites N + 1 a4 2N etc est

() () o (N (Nn — 1)1
(A;") rlorp! (N =71l (N =)/ (Nn)!
—C(N)

Lorsque N diverge, en utilisant la formule de Stirling, on montre sans difficulté
que la fraction C(N) — n~".

Exercice 3.10 a) La probabilité qu’aucune boite ne contienne plus d’une boule
est

U\A;[Ln:jlf[l(l_ﬂj;[)Sexp<_§é>:exp<—n(gﬂzfl)>.

Une borne inférieure est donnée par

n—1 ] n—1 j2
e (=357~ X3p)
j=1 j=1

En utilisant 1’identité

(2 1
1+22+32+“.+n2:n(n+ )(2n + )7

n—1

(1 ) (-2 D L by ] 2o (- 2020)

<.
Il

si2n < M. Sic= 31;‘2, la probabilité qu’aucune boite ne contienne plus
d’une boule est au moins 1/2.

b) On montre I'inégalité.

£L'2 3

1 x
—r—r<1-— 2> = o4 o
exp(—z — z%) < x(z}x—}—xfnl_x x—|—2+3+

= I—2>x2(£+x—2+ )
2 - 3 4 ’
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Si z <  la parenthése est inférieure a £ (3 + 25 + 55 + -+ ) = 3.

Exercice 5.2 Si n est impair le moment d’ordre n est nul. Si n = 2m, le
moment d’ordre 2m est égal a

0?™ = tappariements de 2m objets = 1-3--- (2m — 1)o?

Exercice 5.7 Soit Q = [0,7]* et P la mesure de probabilité de densité

/dth Hhxl :

Soit A = {X: Zz(1) > Tr@) > --- > T} Ol T est une permutation de
., k. L’union des A, est Q, et par symétrie P(A,) ne dépend pas de 7. Si
la permutation 7 est I'identité, P(A,) s’écrit

(/Omdth(t))_k./owdtl h(xl)/owldxg h(xz)-'-/omkldwkh(xk) :%.

Exercice 6.3 Pour une réalisation w, 'application j — S,(w) est non dé-
croissante. Si T). > n, alors S, < r, et si S,, < r, alors T;. > n. Ceci établit
{T, > n} ={S, <r} et donc P(T, > n) = P(S, < r). La distribution de S,
est une distribution binomiale B;(n,p). Calcul de P(T, = k);

(T, =k} ={Sp1=r—1}N{X,=1}.

Ces deux derniers événements sont indépendants; (pour k > r)

P(T, = k) = P(Sy-1=r—-1)P(X), =1) = (];_ i)pr(l -

{T, <o} =U,>1{Tr < n}; ensemble complémentaire est
(T >n} = ({Sn <7}
n>1 n>1
Comme lim,, P(S, <r)=0,onal— P(T, <o) =0. Eneffet (sig=1-p)

: n k n k k n r+1 : r_n—r
lim hm n lim rn =0.
m (k) <lim )~ < lim rn"q

k<r—1 k<r—1

Exercice 6.4 On suppose que c’est I'urne Uy qu’on découvre vide; il y a k
boules dans 'urne U;. On note cet événement par Ey(k). Si Eg(k) est vrai, on
a choisi N + 1 fois 'urne Uy et on a fait (N + 1) + (INV — k) tirages; en utilisant
les v.a. données en indication de ’exercice

Tni1=2N—k+1.
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Comme p =1/2,
2N — k
P(Ey(k)) = P(Tyy1 =2N —k+1) = ( N ) 9—(2N—k+1)

De fagon similaire on définit E; (k). La probabilité cherchée est
2N —k 9—(2N—k)
N .

. En effet, en utilisant le changement

P(Eo(k)) + P(EL(F))

Exercice 7.5 E(X) = § et VarX =
de variables y = At,

1= 1 > Dz +1
—/ Ate~ ()T dt = / oY (y)* dy = Pla+1) _ %
0

e

I'(x) Jo AL (2) W
E(X?) = ﬁ /OOO Ate M (At)T T dt = FA(SFJ(;Q)) _ f(x)\;r 1)

{T,, < x} si et seulement si le nombre d’émissions jusqu’au temps z est au
moins n, i.e. {T,, <z} = {N(z) > n}. Par conséquent

> e—)\x Stl’j
P(Tngm):zj(ﬁ).

En dérivant par rapport a x on obtient la densité de la loi de T}, :

—1 e—Am(}\x)n—l

e~ /\x
<_)\)Z ] )\Z = (n—1)!

jzn j>n

La loi de T}, est une loi d’Erlang ou loi 7y, x.

Exercice 7.7 a) P(X; = X5) = Zp? b) Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz

gpf < 1:§Pi < (sz)l/2(z )1/2'

=1

c) Si p; = 1/n pour tout ¢, P(X; = Xo) =1/netsipi =1,p; =0, 5 # 1,
P(X; = X5) = 1. Dans les autres cas les inégalités sont strictes.

Exercice 8.1 b) On pose ¢; = n;/n. Du point a)

n n
niy n E n
ql ...qP< ( ) . qp
<n1,n2,~-~,np) p . ny,ng, - ,Np

N1,enp>00
ni+--+np=n
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Par conséquent

<n1,n27...’ ) f[(n) —eXp(_nzfl .

i=1

Exercice 8.8 Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz

E(XI(xsa) < (E(X?) " (E(I x5a))

Par ailleurs
E(XI{x>a}) = B(X) = E(X[{x<ay) = E(X) -
De ces inégalités on obtient

E(X) —a)®

PIX > 0) = Blpsa) > TE A2

Exercice 8.9 a) P(A; UAs) = P(Ay)+ P(A2) — P(A; N Az). On procéde par
récurrence. On suppose l'inégalité établie pour n.

P(AjU---UAp41)=P(A1U---UA,) + P(Any1)
—P([A1U---UA, N Au41)

n
P(A U---UA,) + P(Ang1) ZPA NApyi1)
=1

> P(A;) =Y P(Ain Ay) "

J i<j
b) D’une part

P(miaXXi>t):P({X1Zt}U"'U{XnZt})STlP(XlZt)-

D’autre part, I'indépendance des v.a. X; et le point a) impliquent

n(n —1)

5 (P(X1 > 1)

P{Xy >t} U---U{X, >t}) >nP(X, > t) -

Exercice 8.10 a) voir exemple 12.6. b)

P(Y, <n)=P(X; <n)---P(X, <n)=(1-P(X; >n))"
- (1 _nPX>n) ”))" noe
n
Si E(X;) existe, le résultat découle du lemme 1.1 et de lim, nP(X; > n) = 0.
c¢) Par définition

p=PY,<X)=01-P(X1>\)",
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et donc

P(X1>X)=1- en 0P = —%lnp—kO(n*z) = % +0(n?).

Asymptotiquement, pour n grand, A, ~ Inn si X; ~ 711 et Ay, ~ v2Inn si
X1 ~ N(0,1). Pour une loi de Pareto de paramétre «,

n o \1/a
Ap ~ (W) .

Si0 < a <1, on observe un comportement totalement différent de celui d’une
v.a. possédant une espérance.

Exercice 9.6 On note ai,...a,+1 la longueur des séquences de Faces, et
bi,...,b, la longueur des séquences de Piles. Par définition a; > 0, a,11 > 0;
dans les autres cas a; > 1 et b; > 1. Si la longueur des séquences de Faces est
fixée, le nombre de configurations avec k Piles et r séquences de Piles est égal
au nombre de placement de k boules indistinguables dans k£ boites, au moins
une boule par boite. Ce nombre est (*~]) (voir exemple 3.6). Pour compter le
nombre de séquences possibles de Faces on définit a1 := a1 +1, Gry1 := ary1+1
et a;j := a; sinon. On a ) . a; = n — k + 2; le nombre de séquences possibles
de Faces est (”_’:‘H) puisque a; > 1. Le nombre de configurations avec k Piles
est (Z) La probabilité cherchée est donc

(D

P(E|k Piles et k —n Faces) = ~~— 2"
(&)

Exercice 9.9 Pour le point a) utiliser par exemple une analyse avec diagramme
en arbre ou 'automate ci-dessous.
b) L’automate a six états, 1,...,6. L’état initial est 1. Si l’on obtient Pile, on
retourne & 1’état 1, sinon on passe a ’état 2. De 'état 2 on passe a I’état 3 si
I’on obtient Face, sinon on passe a I’état 4. Lorsqu’on atteint ’état 3, B est str
de gagner : ou bien on atteint I’état final 5 si 'on obtient Pile, ou ’on retourne
dans I’état 3 si I'on obtient Face. Lorsqu’on est dans ’état 4, on atteint I’état
final 6 si 'on obtient Pile et on retourne a [’état 2 si ’on obtient Face. Lorsqu’on
est dans Pétat 2, la probabilité de gagner pour B est 1/2, et la probabilité de
revenir dans cet état est 1/4. Par conséquent

1 1 1 D)
P(Bgagne):§(1+i+ﬁ+...):g'

Exercice 9.10 Voir solution exercice 10.5.

Exercice 10.1 On utilise I'inégalité de Markov. On pose Y := |% -

E(Y4)

PY >e)=P(Y*>eh) < =
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> E[X: - p)(X; — p)(Xx — p)(X1 —p)].

i,5,k,1=1

Les seuls termes non nuls sont du type E[(X; — p)?(X; — p)?] = p*(1 — p)? et
E[(X; —p)] =p(1 —p)(»* + (1 —p)?). Ny a 3n(n — 1) termes du premier type
et n du second type. Donc

E(YY) = M[n@ﬁ FU= ") 431 - p)n? - )] <

n4 n2 "
La convergence de la série ) | -5 entraine la loi forte des grands nombres.

Exercice 10.3 On définit récursivement, & partir des intervalles I := [0,271)
et I = [2_1,1)7 les intervalles Iyg et Ip; en divisant par deux Iy, et les
intervalles 1o et I;; en divisant par deux I;; on obtient Iy := [0,272),
Iny := [272,27Y), I1p := 275,27 +272), I1; == [271 +272,1). On répéte
cette opération a partir des nouveaux intervalles. Si, par convention, on exclut
les développements en base 2, qui se terminent uniquement par des 1, alors

Towrw, = {w: le développement en base 2 de w commence par wowy * - Wk } ;

X, (w) = wy, donne le (n + 1)™me chiffre du développement en base 2 de w. Il
découle de ceci que X, est une v.a. de Bernoulli de paramétre 1/2, et que

P(X:wo...Xk:wk):27k71:P(onwo)...P(Xk:wk)

pour tout k. Soit ag - - - a-—1 un motif. On définit les v.a. Zx, k > 0, par

Zp(w) - 1 siag - Gr 1 =Wk Wriro1
k = .
0 sinon.

On peut décomposer N, (w;m,.) en r sommes de v.a. i.i.d.

Ny ( wmr . Z Z L.

§>0:
jr+p<n

On applique la loi forte des grands nombres pour chacune des r sommes.

Si k = b, les probabilités conditionnelles sont nulles, sauf si as = by, . .., a9 = by.
Si cette condition est vérifiée, les probabilités conditionnelles sont égales & 27°.
L’état du systéme dynamique aprés 5 unités de temps est dans I,...q,. Lorsque
k = 10 les probabilités conditionnelles sont toujours égales a 2710, Cela signifie
que la connaissance partielle de la condition initiale w (connaissance des dix
premiers chiffres du développement binaire de w) ne permet aucune prédiction
sur I’état du systéme apres 10 unités de temps.

Exercice 10.4 a) Soit a < xg < b et F' la fonction de répartition de la loi de
densité f. On a Fz = F car

P(Z < 29) = P(X < aolY < f(X)) =
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PIX < 00.Y < F00) = g7 [, £ = 370

PY < f(X)) = /f o=

b) Soit D la région du carré [O7 1] située sous le graphe de g. On considére
'espace de probabilité © = [0,1]? avec la mesure de probabilité uniforme et la

v.a. Y = Ip. Soit Yi,...,Y, des v.a. i.id., Y; 2 Y. Par la LGN
1@ !
Ve>0: lim P(’EZYZ-—/ g(u)duﬂzg) ~0.

Exercices 9.10 et 10.5 Si le processus ne s’arréte pas aprés ¢ — 1 tirages,
I’urne contient apreés ces tirages b boules noires et a + ¢ — 1 boules blanches. La
probabilité conditionnelle cherchée est donc

a+1—1
a+b+i—1"
k .
a+i—1 (a+k—1a+b-1)!
P(N > k) = =
(N> k) 1;[1@+b+¢—1 @—Dlat+btk—1)"
Si b > 1, ce produit tend vers 0 au moins aussi vite que k~2. Si b = 1,

limy kP(N > k) = a. E(N) = >, -, P(N > k) < oo si et seulement si b > 1.
Dans ce cas, on peut écrire -

(a+k-1! 1 (a+k—1)! (a+k)!
(a+b+k—1) b—1((a+b+k—2)! B (a+b+k—1)!)

On en déduit

a+b-1
_ZP(N>I<:)—?.
k>0

On introduit des v.a. tronquées N/ et on pose S, = >_1" | N;, S}, = Y1 Nj.

P(S, # S]) <nP(Ny # Nj)) =nP(N; > M) =n

— 0

a+ M
si M = |anlnn]. Sib=1,

(a+k)athk—1)

P(N=k)=P(N>k—1)—P(N > k) =

M—-1

M
Ma M
AN —
E(N}) =) k = a+j—a+M—aln;+O(1),
k=1 j=1
M
k‘2
Var(N]) = E a <aM.

(a+Ek)a+k—-1)
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On prend n suffisamment grand de sorte que
‘E(SL)

nlnn

<3
—a| < -
-2

En utilisant le lemme 10.1

P(‘ni?n _“’ >¢) SP(‘W > %) +nP(N, # N))

4nVar(Ny) 1 4a? 1 oo
< ———5 < — — 0.
n?(Inn)?2¢2  Inn ~ e2lnn  Inn

Exercice 11.3 a) Par le principe du miroir, un chemin qui arrive en k et passe
par j > r doit couper ou toucher la ligne horizontale & hauteur r. L’ensemble
de ces chemins est en correspondance biunivoque avec les chemins qui partent
de Porigine et arrivent en k + 2(r — k) = 2r — k;

P,(max >r) = P(I?E),l}{Sg >r)=P(S,=2r—k).

b) La probabilité cherchée est donné par
P,(max >r) — Py(max >r+1)=P(S, =2r—k) — P(S, =2r—k+2).

¢) La probablité cherchée est donné par la somme sur k = r,r—1,... du résultat
précédent,

Z(P(Sn =r+4)—PSn=r+j+2)=P(Spn=1)+P(S,=r+1).
J=0
Un des termes est nul, car P(S,, = k) = 0 si n et k n’ont pas la méme parité.

Exercice 12.2 N7 est une somme de N = 10° v.a. de Bernoulli d’espérance
1/2 et de variance 1/4. Le TLC indique que la somme N appartient avec
probabilité ~ 0,95 a l'intervalle

E(NT)+2y/Var(N+) =5-10° + 10.

Prob(E3) > Prob(E3) > Prob(E;). Pour estimer Prob(E;), utiliser I'inégalité
de Chebyshev ou celle de Hoeffding. Pour Prob(F3), faire un calcul en utilisant
la formule de Stirling.

Exercice 12.4 L’erreur maximale est Ne. Si les erreurs sont uniformément
distribuées sur [—e¢,¢], E(g,) = 0 et Var(e,) = €2/3. Lorsque N est grand, par
le TLC on s’attend a des erreurs de I'ordre O(v/Ne). La probabilité que Perreur
sur la somme dépasse V/Ne¢ est égale a

P(|Z] > V/3)=0,084 ou Z est N(0,1).

Exercice 12.5 En remplacant X par X, — p et Z, par Z, — a, il suffit

1 n
de montrer affirmation pour u = 0 et a = 0. Soit Y, := —— ZXk. Par
ovn —
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hypothése lim,, P(Y,, < z) = ®(z), et pour tout € > 0 et § > 0 il existe N (e, )
tel que pour tout n > N (e, d), P(|Zn| > 5) < e. Si n est suffisamment grand,

P(Yn+Zy <x) <P({Yn+Zy <a}-{|Zn] <0}) +e < P(Yp,<x46)+¢

PYo<z-0)—e<P({Ya<az—6}-{|Za <0}) < P(Yu+Z,<2).

On obtient le résultat en prenant la limite n — oo, puis la limite ¢ — 0 et
finalement ¢ — 0 (utiliser la continuité de ®).

Exercice 13.3 On introduit les déviations Y; := X; — pu.

(n—1)S ZYQ—nY

Les v.a. Y; sont i.i.d.; par 'inégalité de Chebyshev ?i £ 0. Les v.a. Y2 sont

K2

1
i.i.d. de moyenne o2, et par la LGN — ZYf £ 2. Pour des v.a. U, et V,
n =

telles que U, £ et Va £ v, u et v des constantes,

n~>oo

P(Up+V,—u—v|>20) < P(|U, —u| >8)+ P(|V,, —v| >4§) —
Exercice 13.4 La fonction de vraisemblance pour x donné s’écrit
0 — Ly( H I, (z;) .
Elle est donc nulle tant que 6 < max; x; ; puis elle vaut #~". L’estimateur de
maximum de vraisemblance est max; X;. Pour la suite voir exemple 12.6.
Exercice 14.5 a) En utilisant I'indépendance de X et Y, E(Z) = aE(X)E(Y),
VarZ = a*[E(Y)VarX + E(X)VarY + VarX VarY] .

Comme estimateur non biaisé de Z on peut prendre aX,Y .

b) Si les v.a. X; ont une espérance x, par la LGN les v.a. X, convergent
en loi vers la v.a. constante z. Par une variante du calcul qui montre que
lim, E(g(X,)) = g(x), les v.a. g(X,,), n > 1, forment une suite consistante :

Ve 36 >0 telque (t—z|<d = |g(t) —g(z)| <e),

TLA?OO

— P(|g(X.) — g(x)]| > &) < P([Xn — 2| > ) "=F0.

Exercice 15.3 L’estimateur de maximum de vraisemblance est 0 = max; X;.
Comme on a toujours § < 6, un choix naturel pour A(6) est

A@0) :={za(0) <O <0} avec Py(AB)=1-a.
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On a z4(f) = a'/™f car
l—a=Py(AW0) =1— Py < za(0)) =1 —2,(0)"07™.
L’intervalle de confiance I(x) est donné par

I(x) := {6 : Ag est réalisé pour x} = {0 :0(x) <0 < o~ /" h(x)}.

Exercice 15.4 L’estimateur est T := %Zl X; tel que
Eg(T) =6 et Varg(T)=6%/3n.
Pour n grand, le TLC implique que la loi de

Y = (T —Ey(T))//Vary(T

est proche de la loi N(0,1). Asymptotiquement, si n — oo, P(|Y| < 1,96) =
0,95. On choisit de faire cette approximation et on prend

A(0) = {|(T = By(T))//Varg(T)| < 1,96}
Pour un échantillon x, 'intervalle de confiance est donné par
I(x) := {0: Pévénement A(f) est réalisé pour z}.
A(0) est réalisé si et seulement si
\/%‘T;Q‘ < 1,96 < ( i/’%)e <T< (1 \1/’;)9.
On obtient pour 'intervalle de confiance

1) =[(1+ \1/’272)_%@),( bg%)_lcr(x)] .

Exercice 15.5 La v.a. statistique & est gaussienne et non biaisée. La variance
est donnée dans la proposition 14.2. L’estimateur de la variance est donné par
la v.a. S? de la proposition 14.3. On a donc

(& — a)vnSy ~ N(0,1) et (n —2)8? 9

—_— NX 9.
i ‘t2, ’ o2 n—2
77

Par la définition 13.5, la v.a.

La construction de l'intervalle de confiance est standard. Avec les données nu-
meériques « € [1,57 — 1,80, 1,57 + 1,80].

Exercice 16.4 On procéde comme pour I'exercice 15.5. On utilise la v.a. pivot

o=,

Sous ’hypothése Hy (8 = 0) on rejette celle-ci dés que Z > 2,01 si le niveau
est 0,95. Avec les données numériques Z = 11,9. On rejette donc Hy.
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