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Préface

Ce livre s’adresse en premier lieu a des étudiants ingénieurs qui ont suivi
un cours d’analyse de base (calcul différentiel et intégral). Il correspond a la
deuxiéme année du cursus (& raison de deux heures de cours et deux heures
d’exercices par semaine) de ’Ecole Polytechnique Fédérale de Lausanne. Nous
pensons qu’il peut aussi étre utile aux étudiants en mathématiques ou en phy-
sique comme complément a un cours plus théorique.

Il existe d’excellents livres sur les sujets traités ici (certains, que nous aimons
particulierement, sont mentionnés dans notre bibliographie). Notre approche est
toutefois différente. Comme notre ouvrage s’adresse avant tout a des étudiants
ingénieurs nous avons privilégié I'apprentissage de la matiere par les exemples
et les exercices. En effet nous avons réduit la partie théorique a une sorte d’aide
mémoire, tout en essayant de ne pas sacrifier la précision et la rigueur des
énoncés des théoremes et des définitions. Par contre nous avons développé avec
beaucoup de détails les exemples et les corrections des exercices. Pour rendre
I’acces plus aisé aux étudiants ingénieurs nous avons surtout insisté sur ’applica-
bilité des méthodes, parfois au dépens d’un développement mathématique rigou-
reux (particulierement en ce qui concerne 'analyse vectorielle et les problemes
de convergence dans I'analyse de Fourier). Toutefois les exemples et les exercices
ont été choisis pour qu’un tel développement puisse se faire sans trop de diffi-
cultés, par un étudiant motivé. Nous espérons donc que ce choix d’organisation
de la matieére satisfera a deux besoins de nature différente. En premier lieu il
devrait permettre & I’étudiant de se préparer efficacement aux examens. Mais il
devrait aussi s’avérer utile, plus tard, pour retrouver rapidement et précisément
les résultats théoriques importants.

L’organisation générale du livre a été légerement modifiée dans cette qua-
trieme édition. Les trois premieres parties (analyse vectorielle, analyse complexe
et analyse de Fourier) sont divisées en chapitres, qui se terminent par une sec-
tion d’exercices et une section de corrigés détaillés. Les chapitres (a l’exception
des deux derniers consacrés aux applications aux équations différentielles et du
chapitre [8| Appendice) sont organisés comme suit.

1) Les définitions et les théorémes sont énoncés avec précision mais sans
commentaires. Par ailleurs nous mentionnons les pages exactes des livres de
notre bibliographie ou le lecteur intéréssé pourra poursuivre son étude.

2) Des exemples significatifs sont ensuite discutés en détails.
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3) Enfin de nombreux exercices sont proposés (et comme déja dit, ils
sont corrigés intégralement dans la section suivante) et sont divisés en deux
catégories. La premiere, la plus importante par le nombre, permettra a 1’étudiant
d’assimiler la technique et les concepts présentés dans le chapitre. La seconde
(les exercices correspondants étant identifiés par un astérisque) présente des
développements théoriques importants qui peuvent permettre aux étudiants les
plus motivés d’approfondir le sujet. La quatriéme édition contient de nombreux
nouveaux exercices de ce second type.

Nous aimerions maintenant faire quelques commentaires sur la bibliographie.
Nous avons sélectionné deux types de livres.

1) Nous avons choisi comme livres de références mathématiques les ou-
vrages suivants dont nous avons aimé la rigueur, la clarté et la profondeur :

- pour 'analyse vectorielle et les séries de Fourier le livre de M.H. Protter et
C.B. Morrey ainsi que celui plus avancé de W. Fleming ;

- pour I'analyse complexe celui de L.V. Ahlfors qui est un grand classique;

- pour la transformée de Laplace et de Fourier le livre de D.V. Widder;

- les trois livres de E.M. Stein et R. Shakarchi sont aussi de trés beaux livres
et ils couvrent une bonne partie de la matiére discutée dans notre livre (analyse
complexe et analyse de Fourier) ;

- enfin les trois volumes de S.D. Chatterji couvrent le domaine entier du
présent ouvrage.

2) En ce qui concerne les livres plus spécifiquement pour ingénieurs nous
aimons particulierement le livre de E. Kreyszig. Les deux ouvrages de K. Arbenz
et A. Wohlhauser sont aussi, par leur concision, attrayants.

3) Par ailleurs le premier auteur a enseigné le méme cours aux mathé-
maticiens (& raison de quatre heures de cours et quatre heures d’exercices par
semaine) et mettra & disposition sur le web des la fin de 2018 ses notes de
cours [7]. Elles peuvent permettre aux étudiants les plus motivés d’approfondir
le sujet.

Enfin nous voudrions terminer cette bréve préface en adressant nos plus vifs
remerciements a tous ceux qui nous ont aidé a la réalisation de notre livre. En
premier lieu nous pensons a tous les étudiants qui ont suivi notre cours et qui par
leurs commentaires nous ont permis d’améliorer sensiblement diverses parties
du présent livre. Nous avons bénéficié aussi de nombreux commentaires d’assis-
tants et de collegues, lors des quatre éditions, notamment de S. Bandyopadhyay,
M. Cibils, G. Croce, G. Csato, S. Dubuis, H. Gebran, O. Kneuss, P. Metzener,
G. Pisante, A. Ribeiro, L. Rollaz, K.D. Semmler, S. Sil et D. Striitt. Lors de la
troisieme édition, J. Douchet nous a suggéré, par écrit, plusieurs modifications
intéressantes.

La publication open de notre livre fait suite a une initiative de R. Dalang et
D. Striitt.
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Premiere partie

Analyse vectorielle






Chapitre 1

Opérateurs différentiels de
la physique

1.1 Définitions et résultats théoriques

Définition 1.1 Par la suite Q@ C R™ sera un ouvert, n > 2 et on notera
x=(T1, " ,Tn).
(i) Si f € CY () on définit pour x € Q, grad f = grad f (x), par

gradf:Vf:(af . af)e]R"

Ox1’ Oz

appelé le gradient de f.
(i) Si f € C?(Q) on définit, pour x € Q, le Laplacien de f, Af = Af (x),
par

i=1 g

St Af =0 dans Q, on dit alors que f est harmonique dans ).
(iii) Soit F = F (z) = (Fy (x),-++ , Fn (2)), F € C* (Q;R™). On définit pour
x€Q,divF =divF (z), par

" JF;
divF:Z LeR
i—1 Oz;

appelé la divergence de F (on note parfois V - F).
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(iv) Sin=2 et si F(z) = (Fy (z),F2 (z)), F € C* (4R?), on définit pour
x € Q, rot F' =rot F' (z), par

oFy, OF
tF=———-——€R
ro 8.%‘1 8332 <

Sin=3etsiF(z)=(F(z),F;(z),Fs(z), FeC (R, on définit, pour
x €Q, rot F =rot F (x), par

<8F3 oFy, O0F, 0F3; 0@y 8F1>
rot F' =

appelé le rotationnel de F' (on note parfois VAF ). On note aussi symbolique-

ment
€1 €2 €3

_ 9 1o} 1o}
I'Ot F - 69:1 69:2 69:3

P F, B3

Remarque (i) On peut aussi définir le rotationnel de F pour n’importe quelle
dimension. Pour tout n > 2 et pour tout € , on définit, rot F' = rot F' (z)

par
rot F = ((_1)i+ﬁ (3Fi _ 3Fj>) C ALY
Ozj  0xi) ) cicicn

(#1) On notera souvent les dérivées partielles sous la forme

T
o 8961 ’ riry 83318% ’

o,
Théoreme 1.2 Soit Q@ C R™ un ouvert.
(i) Soit f € C%(Q) alors
divgrad f = Af.
(ii) Soient n =3, f € C*(Q) et F € C? (;R?) alors
rotgrad f =0 et divrotF =0.

(iii) Soient f € C1(Q) et g € C*(Q) alors

div (f gradg) = f Ag + gradf - gradg

(ot x -y dénote le produit scalaire de deux vecteurs x,y € R™).
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(iv) Si f,g € C1(Q) alors

grad (f g) = f gradg + g gradf.
(v) Si feCH(Q) et F € C'(Q;R") alors

div (f F) = fdiv F + F - gradf.
(vi) Sin=3 et F e C*(Q;R?) alors

rotrot F' = —AF + grad div F'

(ot si F = (Fy, Fy, F3) on a noté AF = (AF,,AF;, AF3)).
(vii) Sin=3, f € C1(Q) et F € CH(Q;R3) alors

rot (f F) =gradf A F' + frot F
(ot & Ay dénote le produit vectoriel de deux vecteurs x,y € R?).

(Pour plus de détails, cf. [2] 4-7, [4] 113-116, [7] chapitre 1, [§] 316-317, [11]
485-497, [12] 417-424).

1.2 Exemples

Exemple 1.3 Soient x = (z1,--- ,2y), a = (a1, -+ ,ay,) et r tels que

Soit f (x) = 1/r. Calculer (sans se servir du théoréme ci-dessus)
F=gradf, Af, divF.
Calculer, quand n = 3, rot F.

Discussion Noter que le domaine de définition de f est @ = R™\ {a}. Com-
mengons par calculer Or/dx; = r,, . De la définition de r? on a, en dérivant des
deux cotés de I'identité,

T, —a
27"1“%:2(3:,'—&1) = Tg, = : :
r
(i) On a pour tout i =1,--- ,n
of 0 -1 —2 Ti — Q4
fzi_axi_azm (7’ )__T o =~ r3
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et donc
1 Tr—a

F(‘r):gradf(x)ziﬁ (Iliala'” 71'”*(1”)—7 T3

(ii) Par ailleurs on a

f _Pf 0 (ri—a r3 =3 (z; — a;) r’ry,
T 022 Oy rs

r—3(x; —a;) T 3(wi—a) =

= 4 5
On déduit alors que
n 1 n n 1 3_n
) _
AF=" fow = = [32(3;1- —a;)” — ZTQ] =3 [37% —nr?] = TT
i=1 i=1 i=1

Noter que, quand n = 3, on a A f = 0. (Ce résultat aurait pu se déduire a ’aide
du théoreme, du calcul précédent pour le gradient et de celui de la divergence

qui suit).
(i4i) Comme F; = f,, , on déduit
OF; 0
et on retrouve 3
divF=Af=2""

(iv) Par le théoréme ci-dessus on doit avoir rot ' = rot gradf = 0, mais

vérifions-le directement

€1 €9 €3
fwng - fJJ2L133 0
9 9 9
ot F'=| 300 355 3a5 | = | ferzs = Jogaer | = O
Jaszr — [
fw1 fwz f:vg . e

Exemple 1.4 Soient F (z,y, 2) = (v?—eY,sin z,y%+2). Calculer div F et rot F.

Discussion On trouve

divF=2z+0+1=22x+1

et
€1 €9 €3
2y —cosz 2y —cosz
t F' 9 9 4 yO 0 ’ 0
ro = — = - = - =
ox oy 0z
04 e¥ ey
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1.3 Exercices

Exercice 1.1 Soit
F(z,y,2) = (y2 sin (z z) , €Y cos (x2 + z) ,log (2 4 cos (z y))) = (F1, Fy, F).
Calculer les quantités suivantes.
(i) gradFy , gradFy, gradF3
(i) div F
(iii) rot F.
Exercice 1.2 Soient f : R3—=R une fonction C! (R3) et F: R® = R3 un

champ vectoriel C! (R3; R3) . Dire parmi les expressions suivantes celles qui ont
un sens

(i) grad f (ii) feradf (iii) F - gradf (iv) div f
(v) div(f F) (vi) rot(f F) (vii) rot f (viii) frot F
(iz) rotdiv F.

Exercice 1.3 Soient x € R™ et r = /a5 + -+ 22.
(i) Montrer que si f () = U (r) alors, pour x # 0,

n—1

Af=0"(r)+ U (r).

(ii) Déduire une solution de Af =0 dans Q@ = R"\ {0}.
Suggestion. Utiliser (cf. e:cemple le fait que

Z;
Te, = — .
T

Exercice 1.4 Soient x = rcosf, y = rsinf, Q = {(x,y) eER?: z,y > 0} et
f:Q—=R, f=f(x,y), une fonction C?(Q). Soit

g=yg(r,0) = f(rcosf,rsind)
ou en d’autres termes

f(xy)=9g(r(z,y),0(x,y)).

Montrer que
0%f 0*f 0% 109 1 @

Af=22 2L 2742727 - )
/ ox2  Oy? Or2  r or r2 962

Calculer Af pour

2
flzy)=va2+y? + (arctg g) :
x
Suggestion. Commencer par montrer que
ar = ar vy 90  —y y 90 x

=7 or o Loy
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Exercice 1.5 Montrer (i) et (ii) du théoréme[1.4
Exercice 1.6 Montrer (iii) et (iv) du théoréme[1.4

Exercice 1.7 Montrer (v), (vi) et (vii) du théoréme[1.3

1.4 Corrigés

Exercice (i) On calcule d’abord le gradient de Fy, F3, F3 et on trouve

F: F F:
%:y?zcos(xz) %zstin(mz) %:ngcos(xz)
F: F: F:

% = —2xeYsin (a:2 + 2) %—; = ¢eY cos (Jc2 + z) % = —¢eYsin (xQ + z)
OF; _ ysin(zy) OF; _ wsin(zy) %—0

or  2+cos(zy) oy  2+cos(zy) 0z

(i) On a que

diyp - 20 0F | OF

ety T g, SV reos(@a) +eveos (¥ +2)

(#4i) Finalement

OF3  OF, xsin (z

o3 92 3 ) Y i (2

a(c)y aaz 72+cos (:cy) + eY sin (a: —i—z)
rot F = ﬂ,ﬁ — 5 ysin (zy)

dz  Ox Ty COS(xZ)+2—|—TS(.Z‘)

ok, ok b (2 N

Oz dy -2 (a:e sin (x —l—z)—l—ysm(mz))

Exercice Les expressions qui ont un sens sont les suivantes : (i) ; (ii) ; (iii) ;
(v); (vi) et (viil).

Les expressions qui n’ont pas de sens sont les suivantes : (iv); (vii) et (ix).
Exercice Tout d’abord on déduit de 'exemple (en considérant a = 0)

que
or T;

Ty, = = —,
Y 0wy r

(i) On commence par écrire

e AGIE

9z r

Ja
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On obtient alors
an " T ! 0
fwiwi - axg - w (T) rlz‘? + ’(/} (T) a..
x? 1 1
) D ) [

— % v [E-5).

On a ainsi

r

Af = Z focmm - ,l/}// g(r) Z"T? + d)/ (T)
=1

=1

=" (r) + ' (r) {”_1} :w,,(r)+n;1

r r

(i) On trouve donc que si Af = 0 alors

" _1_n "y w”(r)zl—n
(0 (’I“) -, ( ( ) = Y’ (1) r
log) (r) = (1 —n)logr = ' (r)=7r'"".

On déduit immédiatement que

logr sin=2

Y(r)=q r2m
2—n

sin > 3.

Exercice (i) Rappelons que comme z,y > 0 on a

r:(x2+y2)1/2 tg@zg = Hzarctgg.
x x

Par ailleurs, on a vu que (cf. exemple [1.3))

or or y
—_— = et —=-=.
dr r oy r
On trouve que
-y 1
0 2 -y -y 00y
or 2 T p2 4.2 20 - 2
x 1+g% T2 +y r Oy 1+%
x x
(#i) On peut écrire
8f_89@ 89%_9089 y Jg

ox  Jrdxr 90 dx 1 Ir 1290
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t
) of _dgor 0900 _yog @ 0g
Oy Ordy 000y ror 120’
(iii) On a
O*f 0 fxz\Og  x 0 (dg 9, 509 y 0 (g
axzaw<r)aﬁrax<ar>yax(r )aeﬂax<ae)
_roeilg w(zdy oy P\ 20y 0y
o2 9r o \rorz 2 0rod rt 00
_y (29 _y P
r2 \r Ordf r2 062
et ainsi

Pf_y g 2?39 2xy Pg  2xydg  y* Py

922 B or 2oz 3 oro0 14 00 11 092
Un calcul similaire nous conduit &

82f_x289 y? 029 2zy 0% 2my@ xQ@

o2 3 or  r2or2 ' 3 oro0 i 00 ' rt 062

et donc

109 8% 1 0%
Af=--24 I -~ 7
! r6r+87‘2+r2 002

(iv) En écrivant la fonction en coordonnées polaires, on obtient
flay)=r+0

1 2 24 4/x2 42
Apoly 2 2V

r r2 xr2 + y2

Exercice (i) On va montrer d’abord que div grad f = Af. On peut écrire
of 0 0
divgrad f = div ( ! of e f)

Oxy Oxy’ Oz,

L0 (N, D (N, o (o
9y \ 01y Oxo \ 012 Oz, \ Oz,
B o*f 0°f 0% f B

— 671% + 87‘]:% + A + @ — Af.

(i4) On va prouver maintenant que rot grad f =0

Pf  0f
€1 €2 €3 oydz  0z0y
8 8 38 P 0
rotgrad f=| 9z dy 0z |= 0z0c  oxd: |
or of of *f _ f

0xdy B Oyox



Corrigés

(#i) Comme

OF; OF,
er €2 3 Oy 0z
9 090 9 | | 0F, O0OF3
= oy o2 |T| @ e
P F K oF, oF
or y
on trouve
wvrop_ O (0P 0RO (OF 0RO (0F, OF:
M 0z \ dy 0z dy \ 0z ox 0z \ Ox dy
_ OB O'Ry | OR 9°Fy | 9°F, 9K _
 0xdy  Oxdz  Oydz Oydxr  020x 020y
Exercice (i) On a

0
div (f grad g) = div (f,fam - ,faj )

_ 0 (% L

- of g g
Z@x ( axl) 2{8% 83:1-4_ ox?

=grad f -gradg + f Ag.

(#) On obtient de méme

_(9F 39 f dg of dg
grad(fQ)(@q} fa 81‘2]0,”.’ +8Z‘nf)

8f 3f N 8f " 89 6‘g dg
Ox1 Oxy’ Oy Oxy’ Ory’ ' Oxy,

=g grad f + f gradg.

Exercice (i) Comme F = (Fy,---, Fy,), on déduit que
dlv(fF):dlv(thfFQv 7fF )
of 8F1}

—Zax Z L}xi Bt Ox;

=1
=F-grad f + fdiv F.

(#) Montrons maintenant que rotrot F = —AF + graddiv F. On a

wp_ (9P 0B OB _oR or, on
Oy 0z 0z Ox ' Ox Oy

)

11
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et on obtient donc

rotrot F' =

ie.

rotrot F' =

Comme par ailleurs on a

AF =

on déduit finalement que

rotrot F + AF =

Comme
grad div F' = grad <

on obtient bien

or ' 9y

Opérateurs différentiels

rotrot FF = —AF + grad div F.

€1 €9 €3
0 0
o dy 0z
OF, OF, 0OF3 O0Fy, OF
dy 9z 9z dx dxr Oy
0’F, O0°F, O0°F, O°F3
drdy  dy: 922 ' 0x0z
0*Fy  0°F, 0°F, O°Fy
oydz 022 0x2  dxdy
0*F,  0*F3 0°F3  0*F,
oxdz  0x2  Oy? | Oydz
0*’r, 0*F, 0°F
Ox? Oy>? 022
O*Fy  O*Fy,  O%F,
Ox? Oy? 022
0’F3  0°F3  0°F3
O0x? Oy? 022
0’F, 0°F3; O’Fy
Oxdy  Oxdz  0x?
0’Fy  0’°F,  0°F,
Ooydz  0xdy  Oy?
0’F, 0*F, 0O°F3
0xdz  Oydz 022
0’F, 0°F, 0%y
0x2  Oxdy  Ox0z
OF, N 6Fg> _ 0’ N 0*F, 0O°Fy
Oz oxdy  Oy?  Oydz
0’F, 0*F, 0O°F3
0xdz  Oydz 022



Corrigés

(i4i) On veut montrer que rot (f F') = gradf A F + frot F. On a

B 0
€1 €2 €3 872/ (f Fj) a E (f F2)
0 0 0
[P fF, [Fs 8‘1 (f@)—%(fﬂ)

On déduit alors que

F3<9f_Faf+f(aF3 aFg)

dy ? 9z dy 0z
0 0 oF OF:
I‘Ot(fF): Fléi—F38'£+f(é);—8;))
of of 0Fy, OF;
joNciy ik oz S
2 9 18y+f(3x ay)
Par définition
af af
€1 €2 €3 FS@TJ_FQ&
_|of of of | _ of . of
gradf A F = or dy 0z | Fl&_F‘Baix ’
Fi F, F of _p 9f
Fan Fl(?)y

et donc en combinant les résultats on trouve

rot (f F) = gradf A F + frot F.

13






Chapitre 2

Intégrales curvilignes

2.1 Définitions et résultats théoriques

Définition 2.1 Soit I' C R™ une courbe simple réguliére (pour une définition

précise cf. sect. paramétrée par 7y : [a,b) = T, v () = (v1 (&), ;7 (1))
On notera

(i) Soit f : ' = R une fonction continue. L’intégrale de f le long de T' est
définie par

b
/Ffdl :/ fOr@) 1Y @) dt.

(ii) Soit F = (Fy,---,F,) : T = R™ un champ vectoriel continu. L’intégrale
de F le long de T' est définie par

b b n
Jrea= [ o)=Y GO0

(iii) Si T' C R™ est une courbe simple réguliére par morceauz (cf. sect. ,'
en particulier il existe v : [a,b] = T continue et a = a; < ag < --- < any1 =b
avecy' € C(las,a;41]),i=1,--- ,N) et si f : T — R est une fonction continue
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et F': T'— R™ un champ vectoriel continu, alors

N Ait1
/chu—;/ai @) I (0] de

N Q41
/F-dzzz/ F(y(t) -~ (t)dt.
r i=17ai

Remarque (i) Toutes les courbes que nous rencontrerons dans ce livre seront
des courbes simples régulieres par morceaux et méme, pour la plupart, régulieres.

(i) La longueur d’une courbe I' est obtenue en prenant f = 1 dans les
définitions ci-dessus, c’est-a-dire

long (T') = /Fdl.

(iii) Les définitions sont indépendantes du choix de la paramétrisation (au
signe pres pour la deuxiéme).

(Pour plus de détails, cf. [2] 23, [4] 333-334, [7] chapitre 2, [§] 258, [11] 513, [12]
426).
2.2 Exemples
Exemple 2.2 Calculer la longueur du cercle unité.
Discussion On écrit
I'={y:[0,2nr] > R* ~(t) = (cost,sint)},

alors
v (t) = (—sint,cost) et |y ()] =1

2m
long (T") :/dl :/ dt = 2.
r 0

Exemple 2.3 (i) Calculer /fdl quand f(x,y) = /22 +4y? et
r

et donc

= {(a:,y) eR?:2y=2az¢€ [0,1}}.

(ii) Calculer /F ~dl quand F (z,y) = (2%,0) et
r

I'={(z,y) eR*:y =coshz, z €[0,1]}.



FExercices

Discussion (i) Une paramétrisation de la courbe est donnée par

t2

’y(t)<t,2), te[0,1].

Alors, comme v (t) = (1,t), on trouve

1 2 1
t2
/fdl:/ t2+4<2) \/1+t2dt:/t(1+t2)dt:
r 0 0
(i) Dans ce cas on peut prendre

v(t) = (t,cosht) = 4/ (t)=(1,sinht).
On a donc

1
1
/F-dl:/ (t%,0) - (1,sinht) dt = — .
r 0 3

2.3 Exercices

Exercice 2.1 (i) Soit I' = {(z,y) e R?* 1y = f (z), = € [a,b]}. Montrer que

long (T') = /ab 1+ (f (1)t

(ii) En déduire la longueur de la courbe
I'={(z,y) e R*:y =coshz, z €[0,1]}.
(i) Soit
I'={(z,y) eR?:z(t)=r(t)cost, y(t) =7 (t)sint, t € [a,b]}.

Calculer la longueur de T' en fonction de r.

Exercice 2.2 C’alculer/ F-dl quand F (z,y) = (:17 Y, y% — :U) et
I';

Fl:{(t’t)te[oal]}7 FQZ{(t7€t)It€[O,1]}7
I3 = {(\/E,tQ) ‘te [1,2]}.
Exercice 2.3 Calculer /F -dl quand
r

F:{(x,y,z)eR3:x2+y2:1,z=0} et F(x,y,2)=(x,2,y)

I={(z,y,2) ER’:y=¢", z2=2,2€[0,1]} et F(z,y,2)=(zy2).

17
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Exercice 2.4 Calculer /fdl quand f (z,y,2) =22 + 12 + V22 et
r
£2
r= {'y(t) = (cost,sint, 2) :te|o, 1]} .
On rappelle que

2
/\/ac2+a2 dng\/xQ—&—az—l—%log(x—!— x2—|—a2>.

Exercice 2.5 Soit I' une courbe régulicre de R3 joignant A et B. En utilisant
la loi de Newton (Force = masse X accélération), calculer le travail nécessaire
pour déplacer une particule de masse constante de A a B le long de T.

Exercice 2.6 Soient F (z,y) = (x +y,—x) et
I'={(z,y) eR*:y* + 42" —42°> =0, v >0}.

(i) Montrer que ~y (t) = (sint,sin (2t)) avec t € [0, 7] est une paramétrisation
de T

(ii) Calculer /F -dl.

T

Exercice 2.7 * On dit qu’une paramétrisation simple réguliére

vila, b =T (@) = (t), 7 (1)
est une paramétrisation par la longueur de 'arc, si

IV @) =1, Vte]a,b].
Montrer que si I' C R™ est une courbe simple réguliere, alors il existe une
paramétrisation par la longueur de l’arc.
2.4 Corrigés
Exercice (1) Une paramétrisation de I' est donnée par
x=t et y=f(t)

c’est-a-dire,

YO =@Ef®) = A H)=0F@1)

et on obtient donc .
long (T') = / 1+ (7 (1))t

(#7) On a maintenant f (¢t) = cosht et donc

1+ (f7(t))* = cosht.



Corrigés 19

Le résultat suit alors immédiatement

e—e !

long (I') = sinh 1 — sinh 0 = 3

(#i) On pose 7 (t) = (r (t) cost,r (t)sint) et on déduit que
v (t) = (r' (t) cost — r (t)sint,r’ (t)sint + 7 () cost)
= IO =6+

De la définition on déduit que

b
long (') = / VO ) + (r (1) at.

Exercice (i) Dans ce cas comme
el (tat) - (t’t) = FA (t) = (17 l)a
on trouve immédiatement que
1 1 1
/ F~dl=/ (%1% —t) -(1,1)dt:/ (2t —t)dt = —.
Ty 0 0 6
(i1) On choisit
Yo (t,t)=(t,e") = () =(1,€")

et on obtient ainsi
1 1
Fdl = / (te',e*' —t) - (L,e') dt = / eldt =
0 0
(#i) Dans ce dernier cas on écrit
vs (t,t) = (x/i, t2) = )= <1 ,2t>
2Vt
et on trouve donc

/F F-dl:/l2 <t2\/f7t4—\/i>~<2\1/¥72t) dt

271 689 16
= 4ot 2t | dt = — — =
/1 (2 + f) 30 5

(63—1).

Wl =

I'z

Exercice (i) On choisit comme paramétrisation, pour ¢ € [0, 2],

v (t) = (cost,sint,0) = 4 (t) = (—sint,cost,0).
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On trouve alors

/F-dl:
r

2m
(cost,0,sint) - (—sint, cost,0) dt

27
—sintcostdt = 0.

S—. >—

(iz) On note, pour t € [0,1],

()= (e t) = A ()= (1e,1).

On obtient
1
/F dl = / (t.e',t) - (l,et,l)dt:/ (2t +€*")dt
0
:t2+§1:1+e2
2 | 2

(Noter que dans (i), contrairement & (ii), le sens de parcours de T' n’est pas
explicitement donné; le choix du sens opposé aurait évidemment donné dans ce
cas le méme résultat, a savoir 0.)

Exercice [2.4] De la paramétrisation donnée on en déduit

v (t) = (—sint, cost, t) = |Y O)|=vV1+t2 et f(y({#) =1+t

On a par conséquent

/Ffdl=/l(1+t)mdt:/lmdtJr/ltmdt

0 0

= [2 +;log (t+Ve+ ) ~(14) \/1+t2] 1

0
%1+7Tﬁ+%1 (1+\/§).

Exercice Soit 7 : [a,b] — T une paramétrisation de I, on a «y(a) = A,
Y (b) = B. Par ailleurs F( ( ) = ’y” (t) . On trouve donc

[rea=["mywy@a=n [ Ly or]a
- % I ®IF -5 A @I,

ce qui n’est rien d’autre que la variation de I’énergie cinétique.

Exercice La courbe est donnée par y = £22v/1 — 22. Par exemple on peut
choisir
I'={y(t) = (sint,sin (2¢t)), ¢t € [0,7]}.
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olici ,
Noter que le sens de parcours de I' n’est pas explicitement donné dans le
probléme; nous avons choisi le sens contraire du sens trigonométrique). On
trouve donc

/F~dl:/ (sint +sin (2¢), —sint) - (cost,2cos (2t)) dt
r 0

T 8
= {—2cos (2t) sint+cost[sint+sin(2t)]}dt:g.
0

Exercice * Soit § une paramétrisation simple réguliere de I
d:la,b] =T, 6(t)=(61(t), -, (1))

(en particulier || (¢)]| # 0 pour tout ¢ € [a, b]). On pose

T
y=n@)= [ 16 @)
a
et on observe que
n : [a,b] = [0,long (T)]
et que 7 est inversible et C' ([0,long (I')]) . On pose alors

YW =6(n"" ()

et on vérifie que
IV (WII=1, Yy e [0,long ().

En effet

C’est ce qu'il fallait démontrer.






Chapitre 3

Champs qui dérivent d’un
potentiel

3.1 Définitions et résultats théoriques

Définition 3.1 Soient Q C R™ un ouvert et F = F (z) = (Fy,--- ,F,) : Q@ —
R". On dit que F dérive d’un potentiel sur Q) s’il eviste f € C1(Q) (f est
appelé le potentiel) tel que

F(z)=grad f (z) = <£(m),,§x{l (:r)>, VzeQ.

Théoréme 3.2 Soient Q C R™ un ouvert et F € C (Q;R™). Si F dérive d’un
potentiel sur ) alors

oF;
afj

_OF
63@

(x) (£)=0, Vi, j=1,---,netVxel

(3.1)

Remarque (i) La condition ci-dessus s’écrit aussi
rot F'(z) =0, VzeQ.

(#) La condition n’est pas suffisante (cf. exemple ci-aprés) pour
garantir I'existence d’un tel potentiel, il faut pour cela des conditions sur le do-
maine 2. Si le domaine 2 est convexe, ou plus généralement s’il est simplement
connexe, la condition est bien suffisante. On rappelle que dans R? un domaine
simplement connexe est un domaine sans trou. Pour les notions précises d’en-
semble connexe, convexe, simplement connexe nous référons au chapitre
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(i4i) Dans un domaine (c’est-a-dire un ensemble ouvert et connexe) le po-
tentiel est unique & une constante pres.

Théoreme 3.3 Soit @ C R™ un domaine et soit F € C(Q;R™). Les affirma-
tions suivantes sont alors équivalentes.

(i) F dérive d’un potentiel sur §Q.
(ii) Pour toute courbe simple, fermée, réguliére par morceauz, T' C §2

/F~dl:0.
r

(iii) SotentI'1,T'y C Q deux courbes simples réguliéres par morceauz joignant
A a B alors
F.dl = F-dl.
I I's
(Pour plus de détails, cf. [4] 341-351, [7] chapitre 3, [8] 261-264, [I1] 568-576,
[12] 429-433).

3.2 Exemples

Exemple 3.4 Soit F (z,y) = (4 23y? 2ty + y) . Montrer que F dérive d’un
potentiel sur Q = R2 et trouver un tel potentiel.

Discussion Le domaine de définition est @ = R? qui est un ensemble convexe.
En dérivant on obtient

oF, O0F; 3 3
— — — =8z"y—8zx°y =0.
ox dy 4 Y
Le théoreme [3.2] et la remarque qui suit nous garantissent ’existence d’un po-
tentiel f : R? — R. Pour trouver ce potentiel on écrit
of of

e = 4237 et a—y =2z + .

En intégrant la premiere équation par rapport a la variable x on obtient

f@y) =2y +a(y).

En dérivant cette derniere expression par rapport a y et en remettant dans la
deuxieme équation on a

o1 =2z'y+a' (y) = 22"y +y.
dy

Ceci implique que
2

y
dy=y = aly) =5 +eo

avec ¢ € R. Finalement le potentiel cherché est donc

2
floy) =a'y + 5 +c
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Exemple 3.5 Soit F (z,y,2) = (Qmsin z,zeY, 2% cosz + ey) . Montrer que F
dérive d’un potentiel sur 0 = R3 et trouver un tel potentiel.

Discussion On vérifie si la condition nécessaire, i.e. rot F' = 0, est satisfaite.

On a

€1 €2
5 5 5 eY —e¥ 0
rot F' = — — — = 2xcosz —2xcosz = 0
ox dy 0z
0-0 0

2zsinz ze¥ z?cosz 4 €Y

Comme € = R? est convexe, F dérive d’'un potentiel. On écrit alors

O _gpsinz 26 _ o of
= 2zxsinz, ay—ze et 3

=z%cosz + ev.
ox
On integre la premiere équation par rapport a = et on trouve

f(z,y,2) :xZSinz—i—a(y,z).

En dérivant cette derniere expression par rapport a y et z et en remettant dans
les deuxieme et troisieme équations on obtient

O _  ow_0o

dy Oy
of v_ .2 Oa
8279: cosz+e’ =x cosz+az.

En intégrant la premiere équation par rapport a y on trouve

al(y,z) =zeV +6(2).
Puis en remettant le résultat dans la deuxieme équation on a

g—j:ey+ﬁ’(z):ey = p'(2)=0 = B(z)=p = constante.

Finalement en résumant on a obtenu
f(z,y,2) =a%sinz + ze¥ + B.

Exemple 3.6 Soit

Yy T
Flo = (-t )

(1) Trowver le domaine de définition de F.
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(ii) Soient

Q1 = {(z,y) eR?:y >0}
92:{(x,y)€R2:y<0}

Q3 =R?2\ {(z,y) eR?: 2 <0 et y =0}
Qe =R>\ {(0,0)}.

F dérive-t-il d’un potentiel sur Q; , i =1,2,3,47 Si oui trouver un tel potentiel,

si non trouver I C §; tel que /F -dl # 0.
r

Discussion (i) Le domaine de définition de F est Q4 = R?\ {(0,0)} et F €
C (€24;R?) . On a par ailleurs

0 T 0 Y
tF: J— R — = v Q .
ro Ox (3:2 +y2) Oy ( 22 +y2> 0 (@,y) € 2

(ii) Noter que Qq,Qs C Q3 C Q4 et Q7 et Oy sont convexes, (23 est simple-
ment connexe (mais pas convexe) et {14 n’est pas simplement connexe. On va
d’abord trouver un potentiel quand y > 0 (et donc dans ;) puis quand y < 0
(et donc dans €9) et puis enfin on discutera le cas ot y = 0.

Cas 1 : (x,y) € Q. Cherchons donc un potentiel f € C* (€;). Si un tel f existe

on doit avoir
of y af T

o2 ey L=——
Oz 2 4+ 12 ¢ oy  x2+9?

En intégrant la premiere équation par rapport a x on trouve
x
f(z,y) = —arctg " +ay (y).

En remettant dans la deuxieme équation on trouve o/, (y) = 0 et donc le po-
tentiel cherché dans Q; (c’est-a-dire lorsque y > 0) est

flay) = —arctg§+a+, Y (z,y) €

oll a4 € R est une constante arbitraire.

Cas 2 : (x,y) € Q9. La méme analyse que précédemment conduit &
T
f(&y)z—arctgf—i—a,, V(.’L’,y)EQQ
Y

ou a_ € R est une constante arbitraire.

Cas 3 : (z,y) € Q3. Par les cas 1 et 2, §'il existe un potentiel f € C*! (€23) alors
il doit nécessairement étre de la forme

x
—arctg— 4+ a4 siy>0etzeR
Y

f(zy) = T .
—arctg—+a_ siy<OetzxeR
Y
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Il reste a savoir si on peut choisir les constantes a; et «_ de maniere & prolonger
contintiment un tel f & la demi-droite (x,0) avec z > 0. Ceci est possible car (x
étant positif)

. s . s
lim (@) = =5 +as et lim [/ (o) = G +a-.

11 suffit donc de choisir ay = a_ + 7 et on aura bien que

—arctgf—i—(a,—«—w) siy>0etzelR
)

f(z,y) = Ozf-l-g siy=0etx>0
—arctgnga, siy<OetxeR
Y

est un potentiel C! (Q3) de F, a— € R étant une constante arbitraire.

Cas 4 : (z,y) € Q4. La méme analyse que précédemment ne nous permet pas
de définir continiment f sur y = 0 quand z < 0 car on aurait alors

m 3T
1. = — _ = _ _—
yiglJr[f(:c,y)] g ta-+tr=a +-
™
li =—= _
Jm [f(z.y)]=—5 +a

et ceci est impossible. Donc F' ne dérive pas d’un potentiel sur 4. Montrons
ceci différemment. Soit I' = {(ac,y) ER?: 2?2 +92 = 1} C 4. On a alors

2m
/F~dl:/ (—siné, cosh) - (—sinb,cosd) dd = 2w # 0.
r 0

Au vu du théoréme [3:3] on a ainsi montré que F' ne dérive pas d'un potentiel
sur Q4.

3.3 Exercices
Exercice 3.1 Soient les champs vectoriels F; : R2 — R?
Fl(x,y)Z(y,xy—x), Fg(x,y):(3x2y+2x,x3), Fg(x,y):(3x2y,x2).

Le champ F; dérive-t-il d’un potentiel sur R? 2
Si oui, trouver un potentiel duquel dérive F;, si non trouver un chemin fermé

Ftelque/Fi-dl;«éO.
r

Exercice 3.2 (i) Soit F : R? — R? un champ C*, F = F (u,v) = (f (u,v), g (u,v)).
Soit

so(w,w:/o (@] (ta,ty) +yg(ta, ty) dt.
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. 0g Of P .
Montrer que si — = == alors F (x,y) = grad ¢ (z,y) . En déduire un potentiel
u v
pour F (z,y) = (2zy,2? +y) .
(ii) Généraliser ce résultat o R™, avec

F(u)=(F(u),...,F, (u), @(x):/o F(tz) zdt

et
oF; OF}

(91,6]' - 6ui ’

Vi, j=1,-,n.

Exercice 3.3 Soit
z

F(x7y,z): (2£Cy+1+1_2,

22+ 2y 2z, 9> +arctgx> .

Le champ F dérive-t-il d’un potentiel sur R3 ? Si oui trouver ce potentiel.

Exercice 3.4 Soient

_ R2 2 — (Y v
Q—R\{(O,y)ER yZO} et F(-T'ay)_<x2+y27x2+y2>'

Montrer (en exhibant un potentiel f) que le champ F' dérive d’un potentiel sur Q.

Suggestion. Procéder comme dans l'ezemple [3.6,
Exercice 3.5 Soient r = y/x2 +y? et F(x,y) = (a(r)z,8(r)y) avec o, B €
C(0,00) tels que

lim (ra(r)) = lim (r 5 (r)) = 0.

r—0 r—0

(i) Trouver une condition nécessaire pour que F dérive d’un potentiel sur
Q=R>\{(0,0)}.

(ii) Montrer (comme dans l’exercice que

1
faw)= [ Fltaty- @l
est un potentiel pour F sur ).
Exercice 3.6 Soit I’équation différentielle
F(tu®)u (t)+ F(tu(t) =0, teR.
(i) Soit F(x,y) = (F1 (z,y),Fa(x,y)) un champ vectoriel qui dérive d’un
potentiel f sur R2. Montrer qu’une solution u = u (t) de l’équation différentielle

est donnée, sous forme implicite, par

f(t,u(t)) = constante, Vit eR.
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Suggestion. Calculer % [f(t,u(t))].

(ii) En déduire une solution de

u? (t)u' (t) +sint =0
u (0) = 3.
Exercice 3.7 (Facteur intégrant). Soit l’équation différentielle

Fy (t,u(t))u' (t) + Fy (t,u(t)) =0, teR.

(i) Montrer que s’il existe W : R? — R (avec W (z,y) # 0, ¥V (z,y) € R,
W e C* (R?)) tel que

W(a:,y)F(z,y): (WF17WF2)

dérive d’un potentiel ® sur R? alors une solution u = u (t) de I’équation différentielle
est donnée, sous forme implicite, par

O (t,u(t)) = constante, Vit € R.
(ii) En déduire une solution de
Atsin (tu(t)) +u(t) (2 +1) cos(tu(t)) +u () [(£* + 1) teos(tu(t))] = 0.
Suggestion. Choisir W (z,y) = 1 + 22

Exercice 3.8 Soient

- —x y o % _py?
F(x’y)_((:c2+y2)2’(x2+y2)2>’ Gl <(x2+y2>2’(1‘2+92)2>

et @ =R2\ {(0,0)}. Les champs F et G dérivent-ils d’un potentiel sur Q? (Si
oui trouver un potentiel, si non justifier votre réponse).

Exercice 3.9 * Soient Q C R3 un ensemble conveze avec 0 € Q et F =
(F',F?2,F3) € C* (Q;R?) tel que

divF =F, +F., +F) =0 dans Q.

Soit )
/ [F?(tx)ws — F3 (o)) tdt
! o
o) = o | = / [F3 (ta)ay — F (ta) as) bt
3 0

/1 [F' (tz)wo — F2 (tz) x| tdt
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Montrer que
F=rot® dans Q.

Indication et remarque. S’inspirer de l’exercice[3.3 On pourra remarquer qu’une
facon plus ramassée d’écrire ® est donnée par

@(x):/ol[F(t:v)/\x]tdt, x e

ot on a dénoté le produit vectoriel par A, ce qui veut dire que si x,y € R3, alors
€1 €2 €3
L2Y3 — T3Y2
TANYy=| 1 T2 T3 |=| T3Y1— T1Y3

x -
v Y U3 1Y2 2Y1

3.4 Corrigés
Exercice (i) Comme

rotF1:g(wyfx)fg(y):yflflgé(),
ox y

le champ F} ne dérive pas d’un potentiel. On peut choisir I' =T'; UT's ou
D= {(t,1?):te0,1]} et To={2-t 2—1):te[1,2]}.

On trouve alors que

I

/F1~dl
T

= Fy-dl+ Fy - dl
I Iy

:/0 (tQ,t3—t)~(172t)dt+/1 (2—t,(2—t)2—(2—t)>-(—1,—1)dt
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et donc A
Fi-dl=— #0.
JR B
0 0
(i) Comme rot Fy = 7 (x?’) - 3y (3;1021/—1—296) =322 - 322 =0 et que

le domaine de définition de Fy est R2, qui est convexe, on déduit que Fy dérive
d’un potentiel f. Ce potentiel satisfait donc

of

Or
ad = f(z,y) =2y +h(z).

=322y +22
of _
dy
En dérivant cette derniere équation par rapport a = et en la comparant a la
premiere, on a
3%y +h' (z) =32%y+22x = k' (r)=2x = h(z)=2?+ constante.
Donc le potentiel est f (z,y) = 23y + x2+constante.
(#i) Comme
0

rot F3 = — z?
or

0

_ 9 2\ _ 9. 9.2
ay(S:ﬂy) 2x—3x° #0,

on trouve que F3 ne dérive pas d’un potentiel. Choisissons I' = I'y UT's comme
dans la question (i). On a

/FFg.dl—/O1 (3t4,t2).(172t)dt+/12 (3(2—t)3,(2—t)2>'(—1,—1)dt:%.

Exercice (i) Cas n = 2. On commence par observer que

of (tz,ty) of (ta,ty)
ou ty ov }

%[tf(tx,ty)] =f(ta,ty)+t [x

9 _ of (tx,ty) dg (tz,ty)
e S e ty) +ygtaty)]=f(tety) +te =—5 == 1y =75

Comme 0f /0v = 0g/0u on déduit que ces deux quantités sont égales. En reve-
nant a la définition

s@(%y):/o [ f (ta,ty) +yg(tety))di

et en utilisant ’observation précédente on a
Op Lo
= = ta,t ta,ty)|dt
50 = | sples Gty yo oty

1
:/ %[tf(tx,ty)] dt =tf(ta,ty)ly=f(z,9).
0
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0
Idem pour 8—(’0 = g (z,y) . Dans l'exemple on vérifie d’abord que
Y

P 9,

et on calcule ensuite

1
o (z,y) = / (2tzy, %2 +ty) - (z,y)dt
0

y2

1
:/ (3t%2%y +ty?) dt = 2%y + 5
0

(i) Cas m > 2. Comme précédemment on observe que, pour tout j =
1’ DY 7n,

OF,
D, (tz)

8 n
o [ (to)] = F (t2) +t;xi

i=1

"\ OF;
Comme 0F;/0u; = OF;/0u; on trouve que ces deux quantités sont égales. De

la, définition ) )
0 0 =1

on obtient, en utilisant les identités précédentes, que

dp Lo |&

i=1

Lo
dt = i a[tFj (tz)] dt

= tF; (to)ly = Fj (2).

Exercice (1) On vérifie facilement que rot F' = 0. Si F' = gradf on doit
avoir
of z of _ » of

— =z’ +2yz, — =y®+arctgx
Y 0z

et donc, en intégrant la premiere équation par rapport a x, on trouve que
[y, 2) =2y + 2 arctgz + ¢ (y, 2) .

Dérivant f par rapport a y et z on obtient

of _ o, 0v of d¢
i _r t — = t _r
ay xr° + ay e a2 arctgx + Ep
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et par conséquent

9 o 2
— =2yz et — =y".
dy Y 8z 7
De la premiere de ces deux équations, en intégrant par rapport a y, on a que
d¢

p,2)=y240() = F-=y"+¢(2)
et de la deuxieéme équation on obtient
[0'(:)=0 = ¢@)=d = e2)=y=2+c

On a finalement
f(x,y,2) =2’y + zarctgz + 3%z + c.

Exercice On vérifie facilement que

0 x 0 —y
tFl=—|——)—-—=(————= =0
" Oz <w2+y2) dy (w2+y2>
Essayons de trouver un potentiel. Rappelons que
Q=R>\ {(0,y) e R?:y >0}.

Cas 1. Trouvons un potentiel dans Q; = {(z,y) € R*:2>0}.On a

of -y
0 - 2+ 2
i_xxy = f(ac,y):aulrctg%—i—cur (a4 €R).
oy x?+y?

Cas 2. De méme dans Qy = {(z,y) € R? : & < 0} on obtient que
_ Y
fzx,y) =arctg=+a_ (a- €R).
x
On a donc que le potentiel dans €, s’il existe, est donné par

arctgg+a+ siz>0
x

flz,y) =

arctgg +a_ siz<O.
T

Il reste a choisir ary et c— pour que ce potentiel soit bien défini en (0,y) avec
y < 0. Pour cela on observe que

- -_T ~ =T
lim [f @) =—F+ar et lm [f@y)=F+a.
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On doit donc choisir ;. = a— + 7. On vérifie alors facilement que le potentiel
f cherché sur 2 est bien

arctgg—i—a,—l—w siz >0
T

71'
f(@,y) = a+5 siz=0
arctg LA +a_ siz <O.
T

Exercice [3.5] Une condition nécessaire est rot F' = 0 c’est-a-dire

0= (B~ 5 (@)D =y 5 () ~aa’ () L.

Et donc on déduit qu’il faut nécessairement que 3’ (r) = o’ () ce qui entraine
que B (r) = a (r)+ap . En s’inspirant de l’exercice on trouve qu’un candidat
a étre le potentiel est

1 1
ﬂmw:A[ﬂmww%%Mﬁ:A(M”HLN”Hw%%wﬁ

:/ t[a(tr)x2+ﬁ(tr)y2]dt:/ t[a(tr)rQ—i—aon]dt
0 0

1

1
=—apy? +/ tra (tr)dt.
2 0

En posant tr = s (ds = r dt) on déduit que

Few) =gaos+ [ sals)ds

Comme 1in% (sa(s)) = 0, l'intégrale est bien définie et donc f est candidat &
s—

étre le potentiel. Pour en étre sir on vérifie que f € C* (Q) et que grad f = F.

8f af) on a

Exercice (i) Comme F = grad f = <8 5
T oy

d Ui o O
0= G [F (b)) = 5 (hu) +u' ()5

= Fy (tu () + o (£) Fy (t,u (1)).

(t,u(t))

F. F
(ii) F (z,y) = (sinz,y?) alors % — % = 0. Comme F est définie sur
x y

tout R? on peut trouver un potentiel

3
f(m,y)z—cosx—i—%.
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Donc une solution est donnée par (¢ € R étant une constante)

1
3 u? (t) — cost = c.

Comme de plus u (0) = 3, on déduit que ¢ = 8 et donc

u(t) = (3cost+ 24)1/3.

Exercice (i) En procédant comme dans I’exercice précédent on constate
que comme

W F = grad @,

on a

0P %:WF1+u’(t)WF2

0= 2@t u®)] =00+ ()
=W (Fi +u (t) Fy).
Comme W = 0 on déduit que toute solution de ® (¢,u (t)) = c satisfait
Fy (t,u(t) +u' (¢) Fa (t,u(t)) = 0.
(i) On pose
F(z,y) = (4zsin(zy) +y (2* + 1) cos (zy), (z° + 1) zcos (zy)) .
On ne peut pas appliquer I'exercice précédent car

0F, O0F

P oy 7Y

Par contre si on considere

WF = ((mz +1) [dzsin(zy) +y (z° + 1) cos (zy)], (x2+1)2xcos(xy)>

on obtient
OWF,) 0WF)
Ox B oy

= (x2 +1) [cos (zy) + 5% cos (zy) — zysin (ry) — x3ysin (z y)| .
On trouve le potentiel
@ (z,y) = (2° + 1)25111 (zy).
On déduit qu'une solution est donnée, sous forme implicite, par

(* + 1)2 sin [t (t)] = ¢ = constante.
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Exercice (i) On pose F' = (a, 5) et on trouve

0 - _

£ = 2 [—2 (2vy) (JL‘2 +y2) 3] =4zy (x2 —|—y2) s

0 - _

£ =—y [—2 (2z) (* + %) 3] =dzy (2> +¢°) ’
d’ou rot F' = 0. Le candidat a étre un potentiel doit satisfaire

2 2\ 1
T awy=—a(@+y?) > f= %wy)
af -2 2y -2 -2
a9y =@y ="y (@ +y") " = d @) (@ +y’) T=y (@)
Par conséquent le potentiel est donné par
1
flx,y) = Y] + constante

qui est un champ C* sur .
(ii) On pose G = (a,b) et on trouve

%Z =392 (22 +9%) T+ Ay (2 + %) T = (2P ) T (3222 — oY)
% — 2 (P +7) T —aPda (2P 4 ?) ) = (@ 4 97) T (B2 — oY)

et ainsi rot G = 0. Toutefois, si on prend I' = {(cost,sint),t € (0,27)} on
trouve

2m
/ G-dl = / (sin®t, — costsin®t) - (—sint,cost) dt
r 0
2m
= —/ sin?tdt = —m # 0.
0

Donc ce champ ne dérive pas d’un potentiel sur Q = R? \ {(0,0)}.

Exercice*On note y = (y1, y2,¥3) ,
D= (z)=(0",9%®%) et F=F(y) = (F,FF?%.

On rappelle que
1
/ [F?(tx)ws — F3 (o)) tdt
0
1
Px)=| @ | = / [F3 (tz)ay — F (tz) xs| tdt
0

/1 [F'(tz)wo — F2 (tz) x| tdt



Corrigés

et
e e e
1 2 3 (foz _ (1)23
0 0 0 .
tp=| — — — [=]| & —3
ro 8{E1 al‘g 81'3 3 o
2 1
ol 2 9P Pz~ Oz,
On calcule la troisieme composante de rot ¢
(ot ®)* = 32 — @
‘o 3 1
= — |F° (tx)xy — F (to)zx
[ oz (7 ) = P )
faiu [F? (tz)zg — F? (tx) x| tdt

et on trouve
1
(rot ®)* = /0 [tF3 (tx)a) + F (tx) — t F (t2) 23
—tF, (tx)zs+tF, (tz)z,+F°(tz)]tdt
et ainsi
1
(rot ®)* :/ 2t F? (tz) —t* (F,, (tz) + F,, (tz)) s
0
+t2 (F;’1 (tx)xy + F;’Q (tx) xg)] dt.
L’hypothese div F' = 0 implique que
F;’S (tz)=-— (Fyl1 (tz)+ Fy22 (tz))

et par conséquent

37

1
(rot ) = /O 2t F? (tz) + *F, (tx)xs +t* (F,, (tx)zy + Fy (tx)xs)] dt

Ceci nous conduit finalement a (le produit scalaire dans R3 est noté -)

(rot ®)* () = /1 (2t F? (tz) +t* (grad F? (tz) - )] dt
0

:/O %[tQFS (tz)]dt = F° (z).

On montre de manitre similaire que (rot ®)" = F! et (rot ®)* = F2.






Chapitre 4

Théoreme de Green

4.1 Définitions et résultats théoriques

Définition 4.1 (i) On dit que Q C R? est un domaine régulier s’il existe
Qo, 1, -+, U, C R? des ouverts bornés tels que

m

Q:Q()\Uﬁj ﬁjCQO,Vj:1,2,~~~,m
j=1
QZQQJZ(Z)SZZ#],’L,]:L,WL an:Fj,jZO,l,Q,"',m

ot les I'; sont des courbes simples fermées réguliéres par morceaus.

(i) On dit que 9 = ToUT1 U---UT,, est orienté positivement si le sens
de parcours sur chacun desT';, 7 =0,1,--- ,m, laisse le domaine Q & gauche.

Remarque La définition de lorientation de 92 est intuitive, une définition
précise se trouve dans le chapitre |8l En particulier le sens de parcours de T’y
doit étre le sens positif mais le sens de parcours sur I'y,---,I, est le sens
négatif.

Théoréme 4.2 (Théoréme de Green) Soit Q C Ri un domaine régulier
dont le bord OS) est orienté positivement. Soit F € C* (Q;R2)

F = F(z1,22) = (F1 (21, %2) , F2 (21, 22))
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alors

F: F
// rot F' (1, x2) dz1dxe = // <82 — 81) dx1dxoy = F-dl.
Q O 8£E1 31‘2 a0

Corollaire 4.3 (Théoréme de la divergence dans le plan) Soient Q, 09
et F' comme dans le théoréme. Soit v un champ de normales extérieures unité
a 09, alors

. 5J 3] 8F2> /
div I’ , dzry dre = — 4+ — |dxyrdxy = F-v)dl.
//Q iv F (z1,x2) dzy dzs //Q (3:171 g 1 dxy 89( v)

Corollaire 4.4 Soient 2 et 9Q comme dans le théoréme. Soient F (x1,x2) =
(—x2,21), G1 (z1,22) = (0,21) et Go (z1,22) = (—x2,0) alors

1
aire(Q):f/ Fd=| ¢ -d=| G.-d.
2 Jaq o0 20

(Pour plus de détails cf. [2] 43-44, [4] 363-364, [7] chapitre 4, [8] 360, [11] 528-532,
[12] 436-445).

4.2 Exemples

Exemple 4.5 Soient Q = {(z,y) e R? :2? +y? <1} et F(z,y) = (v 2).

Vérifier le théoréeme de Green.

Discussion (i) Calcul de / / rot F'dx dy. On vérifie facilement que rot F' =
Q

1 —2y. En posant © = rcosf, y = rsinf, on obtient

1 2m
// rothxdy:/ / (1—-2rsin®)rdrdf =m.
Q o Jo

(i) Calcul de /

F - dl. On pose v (6) = (cosf,sinf) et on a alors
1)

2 27
F.dl = / (sin2 0, cos 9) - (—sinb,cos0) do = / cos?0db = .
a0 0 0

Exemple 4.6 Soient
Q={(z,y) eR?: 1 <2? +y* <4}

et F (z,y) = (2%y,2xy) . Vérifier le théoréme de Green.
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Discussion (i) Calcul de // rot F'dz dy. On trouve que
Q

et donc, en passant aux coordonnées polaires,

2 2m
// rothxdy:/ / (2rsin07r2coszt9)rdrd9
Q 1 Jo

2 pom 2 15
= / / —r3cos? O drdh = —71'/ r3dr = ——.
1 Jo 1 4

(i) Calcul de / F -dl. On pose
o9

Ty = {7 () = (2cos6,2sin0) : 0 € [0,2x]}

'y = {71 (0) = (cosf,sind) : 6 € [0,27]}
/ F-dl:/F'dlf/ F-dl.
o To 't

2T
/ F.dl = / (8 cos® §sinf, 8 cosOsinf) - (—2sin b, 2 cos ) df
To 0

et on obtient

27
= —16/ (C082 0sin? @ — cos? 0 sin 9) db
0

2m
= 716/ cos? @sin® 0 df = —4n
0
2m -
/ F.dl = / (cos? Osin 6, cosOsinf) - (—sinf, cosd) df = ~1
I, 0

et donc finalement

Fodi=-"r
N 4

4.3 Exercices
Exercice 4.1 Vérifier le théoréeme de Green pour

Q={(z,y) eR*: 2 +y> <1} et Fl(z,y) = (zy,9°).
Exercice 4.2 Vérifier le théoréeme de Green pour

Q={(z,y) eR*: 1< +y* <4} et F(z,9)=(z+y,y°).

41
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Exercice 4.3 Soit Q) C R? le triangle de sommets (0,0), (0,1) et (1,0). Soit
u(z,y) =y+e”

(i) Calculer // Au (z,y) dz dy.
Q

(ii) Calculer
/ Ou v+ Ou vy | dl
o0 \ O ' oy ? ’

ot v = (v1,12) est la normale extérieure unité o O et le sens de parcours de
00 est tel qu’il laisse Q a gauche.

Exercice 4.4 Vérifier le théoréme de Green dans les cas suivants :
(i) A= {(x,y) ER?: 2%+ (y— 1)% < 1} et F(z,y) = (—2?y, zy?);
(i) A={(z,y) eR?: x>0 eta’+y> <1} et

F(z,y) = (Mw(zﬂ)

avec o € C* (R).
Exercice 4.5 Vérifier le théoréme de Green pour F (z,y) = (xy,y) et
A:{(a:,y)eRQ:x2+y2>1 etx2—4<y<2}.
Exercice 4.6 Vérifier le théoréme de Green pour
A={(z1,22) e R*: 2] + 23 < 1}.

Suggestion. Il vaut mieuz considérer les coordonnées cartésiennes que les coor-
données polaires et écrire

A:{(xl,xg)ERQ:xle(—l,l) et —\/1—x%<x2<1/1—m%}
:{(ml,xQ)GRQ:xge(—Ll) et —\/1—m%<m1<\/1—x%}.

Exercice 4.7 Soient @ C R? un domaine régulier, v = (v1,1vs) la normale
extérieure unité a 0L (0Q étant orienté positivement). Soient u,v € C? ().

Montrer que
//Audxdy = / (gradw - v)dl
Q o0

et vérifier les idendités de Green

// [vAu—l—gradwgradv]dmdy:/ v(gradu - v)dl
Q o9
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//Q(uAv—vAu)dxdy:/aQ[u(gradv.y)_U(gradu_l/)]dl

Suggestion. On utilisera d’abord le théoreme|1.2, c’est-a-dire :
div (ugradv) = u Av + grad u - grad v.
On appliquera ensuite le théoréme de la divergence (cf. Corollaire .

Exercice 4.8 A laide du théoréme de Green démontrer le théoréeme de la di-
vergence.

Exercice 4.9 (i) Vérifier le corollaire[{.])

(ii) En particulier si 9Q = T' est une courbe simple fermée réguliere de
paramétrisation v (t) = (v1 (t) ,v2 (t)), t € [a,b], en déduire que

b b
aMm=/w@%@ﬁ=—/%®w@ﬁ

1

b
=5 [ %O =% OO

Exercice 4.10 * Soient Q C R? un domaine régulier et f, o € C° (ﬁ) . Montrer
que le probléme

(D {Au(:z:,y)—f(x,y) (:E,y)EQ
u(z,y) =¢(@y) (z,y)€0Q

admet au plus une solution u € C? (ﬁ) .

Suggestion. Soient u,v deuzx solutions de (D). Montrer, a l'aide de la premiére
identité de Green (cf. exercice , que w =u—v =0.

Exercice 4.11 * Soit
Q={z=(21,22) €R* 12} +23 < 1}.
Pour x € 9Q et u € C! (ﬁ) , on dénote par

ou ou ou ou ou ou
+xo— et —r1=—.
6562

v ory 0w, ar ~ on,
(i) Calculer
4 {[u (cos @, sin 0)]2} .

do
ou
u— = 0.
/89 87'

En déduire que
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(ii) Soient X € R et u € C* (Q) vérifiant

{ Au=0 dans €)

du _ y Ou
S = A g sur 9.

Montrer, a l'aide du théoréme de Green et de la question précédente, que u =
constante.

4.4 Corrigés

Exercice |4.1 (i) Calcul de // rotF dx dy. On calcule d’abord le rotationnel
Q

de F, on trouve que
oF, O0F;

or Ay
On passe en coordonnées polaires, z = rcosf, y = rsinf, et le Jacobien de la
transformation est égale a r. On a alors

1 27
// rothxdy:/ / (—rcosf)rdrdd = 0.
Q o Jo

(#1) Calcul de / F - dl. On obtient donc, si 92 est paramétrée par v (0) =

a0
(cosf,sin®),

rotl = = —z.

2
/ F.-dl = / (cos Osin@,sin® 0) - (—sin 6, cos ) do
I9) 0

27
= / (— cos 0sin® 6 + cos fsin® ) df = 0.
0

Exercice (1) Calcul de // rotF dzdy. On a que
Q

En utilisant les coordonnées polaires, on peut écrire

2 27
// rotF dx dy = / / (=1)rdrdf = —3m.
Q 1 Jo

(i1) Calcul de / F -dl. On a que
a0

/ F.dl = F-dl— F-dl,
aQ To ry
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ou l'on a posé
To={v(#) = (2cosb,2sinbh) : 6 € [0,27]}
'y = {7 (0) = (cosb,sinh) : 6 € [0,27]} .
On trouve respectivement que

2m
F~dl:/ (2cosf + 2sin @, 4sin®§) - (—2sin 6, 2 cos 0) df = —4r
I 0

2m
/ F.dl = / (cos® + sin,sin* ) - (—sin 6, cos ) df = —.
I, 0

On obtient par conséquent que

/ F.dl =—
o0

Exercice (i) On voit tout d’abord que Au (z,y) = €. On a que
Q:{(m,y)€R2:0§x§16t0§y§1—m}

et donc

1 -z 1
// Audazdy:/ / e”’dydx:/ (l—x)eldx:[@—x)ew}é:e—2.
Q o Jo 0

(#i) On a par ailleurs que 9Q =T'; UT2 UT's, ol
Ly ={nt)=(0):te[0,1]} = () =(1,0) = v=(0,-1)
L= (2 (0 = (1= t0) s € 00} = 250 = (-1.1) = v= (7= =)
Py = {93 () = 01— 1) st [0,1]} = 2% () = (0,-1) = v =(~1,0).

Comme grad u = (e”,1), on obtient (en posant gradu - v = du/0v)

—dl / (e",1) - (0,-1)dt = -1

Fl

indl / (er=41) - <\1[ \f>fdt /O(eHJrl)dt:e

1
Ou gy = / (1,1) - (—1,0)dt = —1.
0

s 31/

Le résultat suit alors immédiatement

/—dl—e—Q

o0
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Remarque. Le théoreme de la divergence (corollaire [4.3) donne immédiatement

que
// Au:// div(gradu):/ (gradu~y)dl:/ @dl,
Q Q o0 80 ov

Exercice (a) On vérifie d’abord le Théoréme de Green pour F (z,y) =
(—2%y,zy?) et A= {(x,y) eER?: 224+ (y—1)° < 1}.

(i) Calcul de // rotF dx dy. On a que
A

oF, OF;
rOtFZT;_T;:yZ_(_x2):$2+y2

et donc, en coordonnées polaires,
A={(z,y) eR*:x=rcos, y=1+rsinf avec r € (0,1), 6 € (0,2m)}.

Le Jacobien de la transformation est . Un calcul élémentaire donne

1 2m
// mFdxdy:/ / [(r0059)2+(1+rsin9)2} rdrdg =T
A o Jo 2

(i) Calcul de / F' - dl. La courbe est alors paramétrée par
dA

0A={(z,y) eR*: z=cosf, y=1+sind, 0 € [0,2n]}

et donc

2
/ F.dl = / (— (1 + sin ) cos? 0, (1 + sin §)? COSG) - (—sin @, cos ) df
oA 0

_ 3
_i

(b) On vérifie maintenant le théoréme de Green pour
A={(z,y) eR*:z>0et 2’ +y*> <1}

€T

etF(x,y)—< ),ga(y)) avec ¢ € C1 (R).

2(1+22 + 42
(i) Calcul de // rotF dx dy. On trouve
A

oF, O0F Ty Ty
rotFl'=———=0—|— 5 | = 5
Oz Oy (I+a22+y%) (I+ 22 +y?)

et

A= {(x,y) €R?:x=rcos, y=rsinf avec r € [0,1), 6 € (j,g)}
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Iy

On obtient facilement que

// rothxdy—/ / rcosf bmedraf@—o

(1+7r2)

ii) Calcul de F - dl. On pose
(i) P
24

I'=0A=T,UTy,
ol
5 ) -
I'h =4(z,y) € R : . =cosf et y =sinf avec 0 € 53
Iy =

{(z,y) eR*:z=0ety=—tavecte[-1,1]}.
On obtient ainsi

i

F-dl:/2 (Coje, cp(sin@)) - (—sind, cos ) db
r, -

-/

e VE

1

@(sin@)cos@d@z/ @ (t)dt

-1

[ME)

et

/FQF.dl/11(0,@(t))~(0,1)dt/1 cp(t)dt/lgp(u)dw

Le résultat final est donc

F-dl =0.
0A

Exercice (i) Calcul de // rotF dz dy. On trouve rot FF = —z et A =
A

Ap\ Az, ol

Ay ={(z,y) eR*:2” -4 <y <2}
Ay ={(z,y) eR* : 2” +y* < 1}

47
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et par conséquent

// roth:sdyz// rothxdy—// rot F'dx dy.
A Ay Az

Un calcul immédiat donne

1 2m
7// rothxdy:f/ / (—rcos@)rdrdd =0
As o Jo

et
V6 2 V6
// rothxdyz/ / (—x)dxdy:—/ z(2—2”+4)dx
Aq —\/é z2—4 —\/6
V6 A7V
:—/ (Gx—x?’)dx:—[?)xz—} =0.
-6 4 -6
On a donc
// rot F'dxdy = 0.
A
(i1) Calcul de / F - dl. On trouve que
A
OA=TyUT;U(-T9)
ol

Ty = {a(t) =(=t,2), te (—\/E,Jé)}
ro={5() = (12— 1), te(-v6,V6)}

Iy = {v(¢t) = (cost,sint), t € (0,27)}.
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Le calcul des intégrales curvilignes donne

NG
/F~dl:/ (=2¢,2) - (=1,0)dt = 0,
To -6
NG
/F~dl:/ (t (> —4) 6> —4) - (1,2t)dt =0,
Ty -6
27
/ F~dl:—/ (costsint,sint) - (—sint,cost) dt = 0.
—Ts 0

Le résultat final est donc

F-dl:/F-dH—/ F-dl+ F-dl=0.
OA Fg Fl *F2

Exercice FEtape 1. (i) On commence par calculer pour

F = F(l‘l,l‘g) = (Fl (xlaxQ)’FQ (xl’x2))

49

I'intégrale suivante (rappelons qu’on note F = OF'/0x4 et Fgl = 0F?/0x,)

1 py/1—a2
—// F! dridry = — / F} dxidzs
Q 2 -1 —\/l—zf 2

-1

(#) On a de méme

1 py/1—22
// le d$1d$2 2/ / F12‘1 d$1d$2
Q —1J—/1—-23

1

Etape 2. (i) On écrit 0Q =Ty UT; ou

_ /1 [Fl (xl,m) _p (xl, m)] day

() - ()

rlz{(t,—m—t?) :t:—1—>1} et ng{(t,\/l—tQ) :t:1—>—1}.

On obtient alors que

/aQ(Fl,O)~dl }

Il
—
/
&S|

2l
VS
\.@F
|
~
|
<

[\
N———
\.O
N—
7N
J—‘
S
T‘ <+
~
D)
N———
QL
~
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(#1) On écrit ensuite 02 = I's UTy ou
F3:{<\/17t2,t>:t:71ﬁ1} et F4:{<—\/1—t2,t):t:1%—1}.

On obtient alors que

/m (0, F2) ~dl:/_11 (o,F2 (Mt)) : (\/1_’%21) dt
[ o (V) |

-1

t
- 1)at
VI—¢t2 )

(i4i) Finalement, en regroupant les résultats, on a bien obtenu que
// (F2 — F},) daidxs :/ (F', F?) - dl.
Q a0

Exercice (i) On est dans les hypotheses du corollaire il suffit donc

d’écrire
// Audrdy = // div (grad u) de dy = / (gradu - v)dl.
Q Q o9

(#i) Comme (cf. théoréme (iii))
div (v grad u) = vAu + (gradu - grad v)

on trouve, grace au corollaire la premiere identité de Green

// [vAu + (grad u - grad v)] dx dy
Q

:// div(vgradu)dxdy:/ (vgradu'l/)dl:/ v(gradu - v)dl.
Q o9

a9
(iii) Par le théoreme (iii), on a que
uAv — vAy = div (ugrad v) — div (vgrad u) .

Par conséquent, en appliquant le corollaire [£.3] on trouve la deuxi¢me identité
de Green, & savoir

//Q (uAv — vAu) dw dy = //Q [div((ugrad v) — div (v grad u)] dz dy

= / [u(gradv - v) — v (gradw - v)] dl.
a0

Exercice On va simplifier la démonstration en considérant que {2 n’a pas
de trous et que 9 est une courbe réguliere donnée par 92 = {7y (t) : t € [a,d]}.
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On sait (cf. définition que le vecteur normal unitaire extérieur a 2, v, est

tel que
( (1), =1 (1))
I @)l

v=(v,1p) =
On pose & = (®4, P3) on
(I)lz—FQ et (I)QZFl.

On observe qu’alors

0%y 0% OF  OF
e e IR =

Oy =01y 4 2y = (Frvn+ Faws) IV () = (F-v) v ()]

En utilisant le théoreme de Green on déduit le résultat, a savoir

//QdiVFdT/dy_//Ql"Ot@dSEdy—/m@dl—/ab(b(y(t))wy’(t)dt

b
- [ Empeia= | @va.

=divF

Exercice (i) On remarque que rotF = 2 et que rotG; = rotGe = 1. Par
conséquent, en utilisant le théoreme de Green, on obtient le résultat souhaité

car
. 1 1
Alre(Q)://dmdy:f//roth;vdy:f/ F-d
Q 2JJa 2 Jaa
:// rotGy dx dy = Gy -dl
Q a0

= // rotGs dx dy = Go - dl.
Q a0

(i1) 102 = {7(t) = (1 (t) 32 (1)) ¢ € [a, 5]}, on &, dapres (i),

Aire () =

et
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Exercice * Soient u,v € C* () deux solutions de (D). Soit w = u — v.

On a alors
Aw (z,y) =0 (2,y) €Q
w(z,y)=0 (z,y) €.

Par la premiere identité de Green on a ainsi

Oz//wAwdxdy:/ w(gradw-u)dl—/ |grad wl|? dz dy
Q a0 Q
——/ lgrad wl|? dz dy.
o

Donc gradw = 0 et comme Q est un domaine, on déduit que w est constant
dans Q. Comme w € C? (Q) et w = 0 sur 99, on infere que w = 0, ¢’est-a-dire
u = v. On a donc bien montré que (D) admet au plus une solution.

Exercice * (i) On a si &y = cosf et 3 =sinf que
1d
u% = sinf (uggl) —cosf (u 889:2) =5 {[u (cosf),sinf))]z}.
et par conséquent

ou 1> d . 2
/BQUE__§~/O @{[u(cosﬁ,snﬂ)] }d9—0.

(i) En multipliant ’équation par u et en utilisant la premiere identité de
Green (avec v = u) et (i) on obtient

0*//uAuf / lgrad ul|? +/ u@
V

—// llerad | +)\/ u—:—/ larad ul|?
Q o OT Q

Par conséquent gradu = 0 et donc u = constante.



Chapitre 5

Intégrales de surfaces

5.1 Définitions et résultats théoriques

Rappel On rappelle ce qu’il faut absolument savoir sur les surfaces et nous
référons pour de plus amples développements a la section

(i) On dit que ¥ C R? est une surface réguliére si (entre autres) il existe

- A C R? un ouvert borné dont le bord OA est une courbe simple fermée
réguliere par morceaux.

- Une paramétrisation
OIZ%ZZO'(Z) cR?

injective, o € C* (Z; R3) , 0 (u,v) = (01 (u,v),02 (u,v),0° (u,v)) , telle que le
vecteur normal satisfasse

€1 €2 €3 2 3 3 2
0u0y — 030y
N R R B I 31 1.3 I
ouNoy,=| 0, o5 o, |=| ojo,—0u0, | #0, V (u,v) €A
1.2 2 1
1 2 3 0u0y — 00y
O-’U O-’U O-’U

(i) Une surface est dite réguliére par morceaux si, intuitivement, elle
est une union finie de surfaces réguliéres disjointes (cf. si nécessaire, définition
3.13)).

Toutes les surfaces que nous considererons dans ce livre seront des surfaces
réguliéres par morceaux qui seront de plus orientables (nous n’avons pas besoin
de définir ici ce terme, cf. si nécessaire chap. . Par ailleurs dans tous les
exemples étudiés (cf. en particulier ceux mentionnés ci-dessous) nous serons en
mesure de traiter les surfaces régulieres par morceaux comme si elles étaient
régulieres sans trop rentrer dans les détails.
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Exemple 5.1 (i) (Sphére) Soit
Y= {(z,y,2) eER®: 2® +y* +° = 1}.
Une paramétrisation réguliére par morceauxr de X3 est donnée par
o (0, ) = (cosfsingp,sinfsing,cosp), (0,p) €A
ot A= (0,27) x (0,7). La normale associée est
o9 N\ 0, = —sing (cosfsin g, sin 0 sin @, cos @) .
(ii) (Cylindre) Soit
E:{(x,y,z)€R3:x2+y2:1 et 0<z<1}.
On choisit comme paramétrisation réguliere par morceauz
o(0,2) = (cosf,sind,z), (0,2)eA
avec A = (0,27) x (0,1). La normale associée est
o9 No, = (cosb,sinb,0).

Définition 5.2 (i) Soit ¥ C R? une surface réguliére (avec o = o (u,v) : A —
R3 une paramétrisation) et f : ¥ — R une fonction continue, alors on définit
lintégrale du champ scalaire sur 3 comme

J[1as= [[ 10 @) lowno duas.

(ii) Si 3 est une surface réguliére par morceaux telle que ¥ = |J 3; avec ;
i=1

//Efdsi//&fds.

Définition 5.3 (i) Soit X2 C R?® une surface réguliére orientable (de paramétrisation
o=o0o(u,v): A= R3). Soit F: ¥ — R3 un champ vectoriel continu. On appelle
intégrale du champ vectoriel F' sur ¥ dans la direction v = o, N\ 0, la quantité

//ZF.ds://A [F (0 (u,0)) - ou N o] dudv.

m
(ii) i X = | Z; avec X; réguliéres, alors
i=1

1=

réguliéres alors

m

//EF-ds:;//EiFds.
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Remarque (i) Si f =1, alors

aire (%)) = / /E ds.

(i) L’intégrale / / F'-ds est aussi appelée flux a travers X dans la direction v.
)

(i4i) Les définitions ci-dessus sont indépendantes du choix de la paramétrisation
(au signe pres pour la deuxiéme).

(Pour plus de détails, cf. [2] 29-31, [4] 376-389, [7] chapitre 5, [§] 334, [1I] 540-
550, [12] 452-459).

5.2 Exemples
Exemple 5.4 Calculer 'aire de ¥ ot
Y= {(z,9,2) eR®: 2® + y* + 2° = R?}.
Discussion On définit A = (0,27) x (0,7) et
o (0,¢) = (Rcosfsinp, Rsinfsin p, Rcos @) .

On a
09 A0, = —R?sin ¢ (cos 0 sin ¢, sin  sin ¢, cos )

et donc
oo Aoyl = R?sin .

L’aire de X est alors donnée par

2m ™ ™
aire (X) = // ds = / / R%sinpdfdp = 27TR2/ sing dy = 4w R2.
b o Jo 0

Exemple 5.5 Calculer //fds ou f(z,y,2) =22 +y>+22 et
b

E:{(m,y,z)€R3:x2+y2:1 etOSzgl}.
Discussion On définit A = (0,27) x (0,1) et
o (0,z) = (cosb,sinb, z).

On trouve
o9 Ao, = (cosf,sinf,0)

ce qui donne
llog Aol = 1.
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Le résultat souhaité est donc

1 pon 1
//deZ/ / (cos29+sin29+2z)d9dz:27r/ (1+22)dz=4m.
b o Jo 0

Exemple 5.6 Soient F (z,y,z) = (y, —CL‘,Z2> et
Z:{(x7y,z)€R3122::L‘2+y2 etogzgl}.

Calculer le flux passant a travers ¥ dans la direction ascendante (c’est-a-dire
dans la direction des z > 0).

Discussion Dans ce cas on pose A = (0,27) x (0,1) et

o (0,2) = (zcos6,zsinb, z) .

On obtient
e1 es es zcosf
ogNo, =| —zsinf zcosf 0 |= zsin @
cos 0 singd 1 —z
Comme —z < 0, on choisit comme normale v = — (g9 A 0,). On obtient ainsi

1 27
//F~ds:f/ / (ZSiHQ,*ZCOSG,ZQ)'(ZCOS@,ZSiHQ,*Z)dZdG
b o Jo

1 27
:—/ / (ZQCOSGSine—ZQCOSGSine—Z3)dZd9
o Jo

1
m
:2 3d = —
TAZ z B)

5.3 Exercices
Exercice 5.1 Soient f (v,y,2) = xy+ 22 et

Z:{(:1c7y,z)ERP’:ZQZQEQ—i—y2 etOSzgl}.

Calculer //fds
by

Exercice 5.2 Soient F (x,y,2) = (mQ,yQ,ZQ) et
S={(z,y,2) eR*: 22 =2+ ¢y* et 0< 2 < 1}.

Calculer le flux passant a travers ¥ dans la direction ascendante (c’est-a-dire
dans la direction des z > 0).
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Exercice 5.3 Soit
Z:{(m,y,z) eR3: 22 =22+ etOSzgl}.
Calculer la masse de la surface ¥ sachant que la densité est p (x,y, z) = \/aﬁy2
Exercice 5.4 Soient F (z,y,z) = (0,2, 2) et
Y= {(az,y,z) ER?:2=6-3x—2y, z,y,2> O}.
Calculer le flux qui passe par cette surface et qui s’éloigne de l'origine.
Exercice 5.5 Soit
Q={(z,y,2) eR®:2” +y* < 2 < 1}.
Calculer Uaire de 0S.

Exercice 5.6 Soit 0 < a < R. Soit le tore Q obtenu par rotation du disque
(x — R)2 + 2% < a? autour de 'ave Oz (cf. le dessin de l’exemple .

(i) Montrer que
x=(R+rcosp)cosh, y=(R+rcosp)singd et z=rsinp

avec 0 <r <aet0<0,p <2 est une paramétrisation de §2. Faire un dessin et
indiquer ce que représentent r, 0 et . Calculer le Jacobien de la transformation
puis calculer le volume de Q.

(ii) Trouver une représentation paramétriqgue du bord de 2 (noté 0Q) et
exprimer une normale au bord de 2.

(iii) Calculer laire de OSQ.

iv) Calculer 22dx dy dz.
(iv) Y
Q

Exercice 5.7 * Soit Q C R? un ouvert, I' C Q une courbe simple, réquli¢re et
fect (Q) , [ > 0. Considérons la surface

S={(z,y,2) eR*: (z,y) €T, 0< 2 < f(z,y)}.

/Ffdl:Aire(E)://Elds.

Montrer que

5.4 Corrigés
Exercice On pose

o (0,2) = (zcos,zsinb, z), avec (0,2z) € A=(0,2m) x (0,1).
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La normale est alors donnée par
ogNo, = (zcosb,zsinh,—z) = |og Ao, = V22,

On trouve donc

1 2w 1
//fds=/ / \/iz(ZQCOSQSiHQ—i—zQ)dez:277\/5/ Bdr =1
by o Jo 0 V2

Exercice [5.2] On a
0(0,2) =(zcosh,zsinb, z), avec (6,2) € A=(0,2m) x (0,1)

et donc
ogNo, = (zcosb,zsinb, —z).

Noter que la normale pointe dans la direction des z négatifs. On a donc

27
//F ds = — / / 2% cos®0,2%sin 0, 2%) - (zcos 0, zsin ), —2) dz df
o Jo
27
// 23 cos? 0 + 23 sin 9—z)dzd9—27r/zdz—§
0

Exercice Une paramétrisation de ¥ est donnée par 1’exercice précédent
Y ={o(0,z) = (zcos0,zsinb,z): (0,z) € A= (0,2m) x (0,1)}.
La normale est alors donnée par
o9 Ao, = (zcos6,zsinf, —2z) = |logAo.| =2z

On trouve alors

1 27 )
// \/x2+y2ds:\/§/ / 2dzdd = 252
b o Jo 3

Exercice [5.4] On a

et la normale est alors (noter qu’elle pointe dans une direction qui s’éloigne de
lorigine)

oz Noy=|1 0 =3 |= 2
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On obtient

2 (6-3x)/2
//F-ds:/ / (0,6 —3x—2y,6 —3x—2y)-(3,2,1)dxdy
b 0o Jo

2 ((6-31)/2
:/ / 3(6 -3z —2y)dyder=18.
o Jo

Exercice On écrit 90 = X1 U X5 ol

S ={(2,y,2) ER¥:z =2 +y? et 2 <1}
— {a(r,&) = (rcos@,rsine,ﬂ) 0<r<1,0<0< 27r}

o= {(z,y,2) ER¥ 1z =1et 2% +y* <1}
= {B(r,0) = (rcosf,rsinf,1): 0 <r <1, 0<0 <27},

On calcule d’abord Aire (X;). On a

e1 es es —27r2cosé
o, N\ ag = cosf sinf 2r | = —2r2sin6
—rsinf rcosf 0 r

et par conséquent
lor A gl =71+ 472,

On déduit alors que

1 pon 1
Aire(El):/ r\/1+4r2drd0:27r/ rv1+4r2dr
0o Jo 0

5-n),

On détermine maintenant Aire (32) (on pourrait calculer 'aire de X5 immédiatement
en se rendant compte que ¥y est le disque unité). On trouve

_ i 2\3/2
=27 {12 (1+4'r ) }0

€1 €3 €3 0
Br N\ By = cos 6 sinf 0 |=] 0
—rsinfd rcosf O T

et donc

1 2m
Aire (X9) = / / rdrdf =m.
o Jo

Le résultat souhaité est alors

Aire (09) = Aire (X1) + Aire (3g) .
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Exercice (i) En ce qui concerne cet exercice on pourra tout d’abord se
référer a ’'Exemple On a que

x (R+rcosp)cost
y | % | (R+rcosp)singd | =u(r,6,¢),
z rsin ¢

et ainsi
cospcos) —(R+rcosp)sinf —rsinpcosd
Vu= | cospsind (R+rcosp)cosf —rsinpsind
sin 0 T COS

Le Jacobien est donc
|det Vu| = r (R +rcosp).

On déduit alors que

a 2m 2
Vol(Q):///dedydz:/o /0 /0 r (R4 rcosy)drdfdyp

= 47r2R/ rdr=27°Ra?.
0

(ii) O est paramétré par
o (0,9) = ((R+acosp)cost, (R+ acosp)sinb,asing), 6, €[0,27].

On trouve que

e1 €2 €3
oo No, =| —(R+acosyp)sing (R4 acosyp)cosb 0
—asiny cosf —asinpsinf a cos
ou encore
a (R + acos ) cos ¢ cos b
ogNo,=| a(R+ acosy)cospsing
a (R + acosp)sinp
et donc

loo Nog|l =a(R+acosyp).

(i4i) L’aire est alors donnée par

2m 2
Aire(aQ):// ds:/ / a(R+acosyp)dfdp = 4n*Ra.
o0 o Jo

(iv) On a finalement

a 2m 2m
/// dexdydz:/ / / r(r2sin2<p) (R4 rcosy)drdfde
Q o Jo Jo

a 2m 2 4
R
:27rR/ 7“3d7"/ sin? pdp = e
0 0 2
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Exercice * Soit v = (71,72) : [0,1
réguliere de la courbe T'. Définissons o : |

aft,h) = (v (@), 72 (), b f (71 (8) 72 (1)) -

]
0,1] x [0,1] — R? par

Alors, o est une paramétrisation de X, avec

er e es ¥ () f(7 (1))
oeNop=|7 v h(MNfe+%fy) |=]| —Nf@)
0 0 f 0

et donc
| > 0.

lloe Aonll = f (v (@) IV ()

En utilisant la définition de I'intégrale de surface, on obtient

//2““:/01/01 ”"Mghdtth/olf(v(t))7’(t)||dt=/rfdl.

— I' une paramétrisation simple et






Chapitre 6

Théoreme de la divergence

6.1 Définitions et résultats théoriques

Définition 6.1 On dit que Q C R? est un domaine régulier s’il existe des
ouverts bornés tels que Qg, Q1,--- ,Q,, C R?

Q:Q()\Uﬁj ﬁjCQo,Vj:LQ,"'ﬂ’n
j=1

QNQ=0sii#4,4,j=1--.,m 00;=%;, j=01,2--,m

ot ¥;,j=0,1,2,--- ,m sont des surfaces réguliéres par morceauz, orientables
et telles que 9L; = 0.

De plus il existe un champ continu (par morceaux) de normales extérieures
unitaires v a ).

Remarque La derniere condition se comprend comme : Vx € ¥;,7 =0,1,2,--- ,m,
ol le champ de normales est continu, Ve > 0 suffisamment petit et pour tout
j=1,2,---,m

z+ev(z)eQ;, z—ev(z) eﬁ?,

r—ev(z)eQy, z+ev(z)e.



64 Théoreme de la divergence

Théoréme 6.2 (Théoréme de la divergence) Soient Q C R? et v comme
ci-dessus. Soit F: Q — R3, F € ! (Q;R3) , alors

///QdivF(x,y,z)dxdydz://aQ (F-v)ds

Corollaire 6.3 Si Q) et v sont comme ci-dessus et st

F(%?J’z) = (l‘,y,Z), Gl (xayaz) = (.’L’,0,0),
G2 (1’,y,2) = (Ouy70)7 GS ({E7’y72) = (0707’2)

alors

vol(Q):%/AQ(F-V)ds:/AQ(Gi-V)ds, i=1,2,3.

(Pour plus de détails, cf. [2] 33-36, [4] 397-407, [7] chapitre 6, [§] 340-349, [LI]
550-555, [12] 475-479).

6.2 Exemples
Exemple 6.4 Vérifier le théoréme de la divergence pour

Q={(z,y,2) € R?: 22 + 42 + 2% < 1} et F(z,y,2)=(zy,y,2).
Discussion (i) Calcul de // div F. On trouve que
Q

divF =y +2.

Donc, en passant en coordonnées sphériques x = rcosfsin @, y = rsinfsin ,
z = 1 cos p, on obtient

2m
/// y+2) da:dydz—// / (2 + rsin@sin ) r?sin o dr df dy
4 8
—277/ / 272 smgpdrdgp—fw/ sinpdp = —m.
3 Jo 3

(i1) Calcul de / / (F -v)ds. Une paramétrisation de la surface est alors
o9

donnée par

N =3 ={0(0,p) = (coshsinp,sinfsin p,cosp), (0, ) € [0,27] x [0,7]}.
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Un calcul immédiat donne
o9 N o, = —sin ¢ (cos @ sin ¢, sin 6 sin ¢, cos @)
qui est clairement une normale intérieure. En observant que sur 0f) on a

F (=09 Noy)

= (cos 6 sin 6 sin? , sin 6 sin ¢, cos go) - (cos 0sin ¢, sin 0 sin p, cos @) sin
on obtient
2m ™
// (F-v)ds = / / (cos2 6 sin @ sin o + sin? 0 sin® ¢ + cos? @ sin ©) dpdb
aQ o Jo
:77/ sin3<pd<p—|—27r/ cos? @ sin o dp
0 0

3,17 3,77
=7 {—cosgo—i—cos3 w]o — 27 {COSB 910 = gw.

Exemple 6.5 Vérifier le théoréme de la divergence pour

Q= {(x,ywz) eR3: 22+ yf<letl<z< 1} et F(z,y,z)= (x270,0).
Discussion (i) Calcul de /// div F. On trouve que
Q

divF =2x.

En passant aux coordonnées cylindriques, z = rcosf, y = rsinf, z = z, on

obtient
o 1 gl
/// (2x)dxdydz:/ //(2rcos@)rdrd9dz:0.
Q o Jo Jo

(#) Calcul de // (F -v)ds. On a que
a0
0N =YUX; Uy
oll

202{(CC,:%Z)ER3:x2+y2<1etz:0}
Li={(z,y,2) ER* 2 +yP <letz=1}
Yo ={(z,y,2) ER*:a” +y* =let 0< 2 < 1}

dont les paramétrisations et les normales sont données respectivement par
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o (r,0) = (rcosf,rsind,0) = o2 Aoy=(0,0,r), (normale intérieure)

ol (r,0) = (rcos,rsinh,1) = o} Aoy =(0,0,7), (normale extérieure)
o (r,0) = (cosf,sinf,z) = ozAc> = (cosf,sinf,0), (normale extérieure).

On obtient par conséquent

2 1
// (F'V)dsz—/ / (r®cos®6,0,0) - (0,0,7)drdf =0
% o Jo

27 1
// (F-V)ds:/ /(7"2(10829,0,0)~(O,O,T)drd9:0
1 0 0

27 1
// (F-v)ds= / / (0052 0, 0,0) - (cos,sin6,0) df dz = 0.
o o Jo

Finalement on a bien trouvé

//aQ(Fw)ds:O.

6.3 Exercices
Dans les exercices 1 a 10 il s’agira de vérifier le Théoreme de la divergence.
Exercice 6.1 Soient F (z,y,2) = (z2,y,y) et
Q={(z,y,2) eR¥:2* + y* + 2* < 1}.
Exercice 6.2 Soient F (x,y,z) = (0,0,zy2) et
Q={(z,y,2) eR*: 2 +y* <2® et 0< 2 < 1}.
Exercice 6.3 Soient F'(z,y,2) = (zy,y 2, x z) et le tétraédre unité donné par
Q:{(x,y,z)€R3:0<z<l—x—y, O<y<l-—u, O<a:<1}.
Exercice 6.4 Soient F (z,y,z) = (a:z,yQ,zz) et
Q={(z,y,2) €R*: b” (2® +y?) <a®2® et 0 < z < b}.
Exercice 6.5 Soient F'(z,y,z) = (xz, —y2,22) et
Q:{(x,y,z)€R3:x2+y2<4 et 0<z<2}.
Exercice 6.6 Soient F'(z,y,2) = (z,y,2) et

Q:{(x7y,z)€R3:x2+y2+z2<4 etaz2+y2<3z}.
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3
Exercice 6.7 Soient F (z,y,z) = (0, ﬁy;ﬂ ,5) et

Q{(x,y,z)GR?’:tg\/m<z<l, 952+y2<71T—Z etz<0<y}.
Exercice 6.8 Soient F (x,y,z) = (mQ,y2,22) et
Q={(z,y,2) eR*: 22 <2’ + ¢y <letz>0}.

Exercice 6.9 Soient F (z,y,2) = (2,0,zy? + 2?) et

0= {(a@y,z) ER3:2>0,0<2<2 et4(x2+y2) < (2—4)2}.
Exercice 6.10 Soient F' (z,y,z2) = (xQ,O,O) et

Q= {(az,y,z) ER* 2’ + P+ 2 <deta’+ 7+ (2 -2 < 1}.
Exercice 6.11 Montrer le corollaire [6.3.

Exercice 6.12 (Identités de Green) * Soient Q@ C R* un domaine régulier
et v : 0Q — R3 la normale extérieure unité. Soient u,v € C? (Q) On dénote

ou
par — = grad u - v. Montrer que

v
ou
/// [vAu—l—gradu-gradv]dxdydz:// v — ds.
Q oa OV
ou v
///Q(vAu—uAv)dxdde—//BQ (vay—uay)ds.

Suggestion. On utilisera d’abord le théoréme (i), & savoir

div (ugradv) = u Av + grad u - grad v.
On appliquera ensuite le théoréme de la divergence.

Exercice 6.13 * Soient Q C @3 un domaine réqulier, v la normale extérieure
unité a 09). Soient f, o € C° (Q) et soit le probléme

) {Au:f dans Q

%:ga sur 0f)

ou ) ) »
ot on a noté Eoi grad u-v. Trouver, a l'aide de l’exercice|6.12, des conditions
v

nécéssaires sur f et ¢ pour que le probleme (N) admette une solution u €
C? (Q) . Que peut-on dire de l'unicité des solutions de (N)?
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Exercice 6.14 * Soient Q C R3 un ouvert borné régulier et v = v (x) la nor-
male extérieure unité en x € O€).

- On dénote le produit scalaire dans R® par (;.), c’est-a-dire
(Tiy) =a1y1 + T2y2 + T3 Y3

- On note
divG =0 dansQ
H(ﬁ): GeCl(ﬁ;R?’): rotG=0 dansQ
(G;v) =0 sur 0Q
(i) Montrer que, pour tout f € C* (ﬁ) et GeH (ﬁ) ,
div (f G) = (grad f; G) .

(i) Montrer, a l’aide du théoréme de la divergence, que, pour tout f € C! (ﬁ)

tGEH (D),
///Q (grad f (2); G () dz = 0.

(iii) A laide de la question précédente, montrer que si Q est simplement
conneze alors
GeH (ﬁ) & G=0.
Exercice 6.15 * Soient Q1 C R? un domaine régulier, a € C* (ﬁ) ,fecCt (ﬁ)
et u = (u1,uz,uz) € C* (G R?) vérifiant

divu + (grada;u) = f  dans
u=0 sur 0%

ou {.;.) dénote le produit scalaire dans R®. Montrer, a l'aide du théoréme de la

divergence, que
///ea(m)f (z)dx = 0.
Q

6.4 Corrigés
Exercice (1) Calcul de // div F' dz dy dz. On a tout de suite que
Q

divF =2z +1.
On passe aux coordonnées sphériques

r=rcosfsing, y=rsinfsiny, z=rcosy
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on trouve alors

1 2m ™
/// didezdydz:/ / / (rcos @ + 1) 72 sin o dp df dr
Q o Jo Jo

1
:2%// (rgcoswsimp—l—?“Qsingo)d(pdr
o Jo

7T/7T ) 2m /ﬂ ) 4
== cospsinpdp + — sinpdp = —.
2 Jo 3 Jo

3
(i) Calcul de // (F - v)ds. On parametre 92 = X par
a0

o (0,¢) = (cosfsinp,sinfsinp,cosp), (0,¢) € [0,27] x [0,7].
Le calcul de la normale donne
o9 N o, = —sin g (cos @ sin g, sin §sin ¢, cos ) ,

qui est une normale intérieure. On obtient ainsi

//SQ(F-I/)ds

2m
= / / (cos2 0 sin® o cos ¢ 4 sin? @ sin® ¢ + sin 0 sin? ¢ cos gp) dyp db
™ q q
= 71-/ (sin‘3 @ cos p + sin® <p) dy
0

= w/ (sin3 © €Os  + sin ¢ — sin ¢ cos? go) dy
0

T 4 3 !
4
/ (F.y)ds:w/ <sm4g0_cosgp+cosgap> d(p:g.
19) 0

Exercice (i) Calcul de /// div F dz dydz. On a que
Q

divF =xy.

et donc

On choisit les coordonées cylindriques (le Jacobien est alors r)
x=rcosl, y=rsinf, z=2, z€(0,1), € (0,2m), r € (0,2).

On trouve que

1 27
/// div F dx dy dz :/ / / r cos@sm@)rdrd@dz
o Jo Jo
2m
/1/ 3[ cos ( )] drdz = 0.
o Jo 0
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(#1) Calcul de // (F -v)ds. On pose
19}
0N =X U2y,
ol
21:{(m,y,z)ERS:xQ—i—yzgletz:l}

Yo = {(xayvz) eR3: 22+ > =22etz € [0,1]}.

On parametre Y1 par

ol (r,0) = (rcos@,rsind, 1), avec (r,0) € [0,1] x [0, 27]
on trouve alors que
e1 €2 es 0
ot Nop =] cosf sinf 0 |=1] 0
—rsinf rcosf 0 r

qui est une normale extérieure, donc

27 1
// (F-v)ds = / / (0,0,7% cos@sin @) - (0,0, r) dr do
SN o Jo

27 1
:/ / r3cos@sinddr do = 0.
0 0

On parametre 3o par

o2 (r,0) = (rcosf,rsind,r), avec (r,0) €[0,1] x [0, 2]
on a alors que
e1 es es —rcosf
o2 Nojg=| cosh sinf 1 |=| —-rsinf |,
—rsinf rcosf 0 r

qui est une normale intérieure. On déduit

21 1
// (F-v)ds= / / (0,0,7“3 cos@sin@) - (rcos@,rsin®, —r)dr df
o o Jo

27 1
- / / (—r4 cos f sin 0) drdf =0
o Jo

et donc
// (F-v)ds=0.
o
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Exercice (i) Calcul de /// div F dz dy dz. On a immédiatement que
Q

divF=x+y+z.

On a que

Q:{(x,y,z)€R3:O<z<1—z—y, O<y<l-—u, O<Jc<1}

1 1—x l—z—y
/// diVFd:cdydz:/ / / (x+y+2)dzdydx
Q 0o Jo 0
1 1 1—x 9 1
:5/0/0 (1—(x—|—y))dyda&=§.

(F-v)ds.Onaque 02 =% UXy,UX3U3Xy, ou
Q

et donc

(#i) Calcul de

R

¥ ={a(z,2)=(2,0,2) : 0<2<1—2, 0<2x <1}
Yo={f(z,y) =(2,4,0): 0<y<1—z, 0<z <1}
Y3 ={v(y,2) = (0,9, ) Oézélfy,OSyél}
Ya={0(z,y)=(z,y, 1 —2x—y):0<y<1l-x 0<z<1}.

Les normales correspondantes sont

€1 e €3 0
aNa,=| 1 0 0 |= —1
0 0 1 0
€1 €9 €3 0
BuABy=|1 0 0 |=
0 1
€1 €2 €3 1
Yy NVz = 1 0 |= 0
0 0
€1 €2 €3 1
A0y =1 0 —-1|=/[1
0o 1 -1 1

qui sont des normales extérieures pour la premiere et la derniere et intérieures
pour les deux autres. Noter alors que

/El(F-z/)ds:/zg(F-z/)ds://zs(F-v)ds:O
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et donc

//GQ(F-u)ds://&(F-y)ds
/01/0”«9:% y(1—a—y)a(l—o—y)-(1L,1,1)dyde

ce qui nous donne finalement
1
// (F-v)ds=-.
09 8

ExerciceH (i) Calcul de /// div Fdxdydz.OnaquedivF =2 (z+y + 2).
Q
On pose

r=arcosf, y=arsinf, z=>bt, avec0<O<2m, 0<r<t<l1

et on trouve donc

acos) —arsinf 0
Jacobien = | asind arcosf 0 |=da%br.
0 0 b

Ceci nous permet de calculer

27 1 t
// didexdydz:Q/ d@/ dt/ a’br(arcos +arsinf +bt)dr
Q 0 0 0

1 ¢ 212
b
:47ra2b2/ dt/ rtdr="2"2"
0 0 2

(#1) Calcul de // (F-v)ds. On a que 092 = ¥; U X3 ol
19)

¥ = {(%y,z) €R31m2+y2 SaQ, ZZb}
={a(r,0) = (rcosf,rsinf,b): 0<0 < 2w, 0<r <a}

Sy = {(2,9,2) e R®: 2 (22 + %) = a?2? et 0 < 2 < b}
={B(0,t) = (atcosBh,atsinf bt):0<0 <2m, 0<t<1}.

On trouve
el €9 €3 0

a, \ag = cos sinf 0 | = 0

—rsinfd rcosf 0 T
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e1 €a es abtcost
Bo APy =| —atsin® atcosfd 0 |= abtsin®
acosf asinf b —a?t

qui sont toutes les deux des normales extérieures. On obtient donc

2 a
// (F-v)ds = / / (T2 cos? 0,r?sin? 0, b2) -(0,0,7)drdf = 7 a*b?.
bl o Jo

//EQ(Fw)ds

27 1
= / / (a2t2 cos? 0, a’t? sin? 0,b2t2) . (abtcos f,abtsinb, fazt) dt db
o Jo

1
= —27ra2b2/ t3dt = _r a’b?
O 2

// (F-v)ds= T a2,
20 2

Exercice (i) Calcul de /// div F dz dy dz. On obtient
Q

divF =2x—-2y+2z.

et finalement

On pose

r=rcosh, y=rsinf, z=2, avecO0<r,2z<2, 0<6<27

et par conséquent

o 2 2
// didexdydz:/ / / (2rcosf —2rsinf +2z)rdrdfdz = 16.
Q o Jo Jo

(#) Calcul de // (F -v) ds. On voit que 92 = 31 U 33 U X3 ou
I9)

Y1={(z,y,2) ER*:2® +y? <4, z=0}
={a(r,0) = (rcosf,rsinf,0):0< 0 < 2w, 0<r <2},

22:{(957972)6R3Ix2+y2=47 0<Z<2}
={p(0,2z) = (2cos0,2sin6,2) : 0 <0 <27, 0<z<2}

Sy ={(z,y,2) ER®: 2” + > <4, =2}
={v(r,0) = (rcosf,rsin€,2): 0 <0 <27, 0 <r <2}.
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Les normales sont alors données par

e1 es es 0
a, \ag = cos sinf 0 | = 0
—rsinf rcosf 0 r

e1 e es3 2 cos

BoApB,=| —2sinf 2cosh 0 |= 2sin 6
0 0 1 0
el es es 0
Y ANyo=| cosb sinf 0 |=]| 0
—rsinf rcosf 0 r

qui sont des normales extérieures pour les deux derniéres et une normale intérieure
pour la premiere. Ceci nous conduit a

27 2
// (F-v)ds = —/ / (r® cos® 6, —r*sin®0,0) - (0,0,7) dr df = 0
PN o Jo
27 2
// (F-v)ds =/ / (4cos® 0, —4sin*0, 2%) - (2cos 6, 25sin6,0) dzdf = 0
DA o Jo

2 2
// (F-v)ds = / / (r®cos® 0, —r*sin®0,4) - (0,0,7)drdf = 16
A o Jo

et donc a
// (F-v)ds=16m.
o0

Exercice (i) Calcul de / / / div F dz dy dz. On trouve immédiatement que
Q

div F' = 3. On passe aux coordonnées cylindriques et on trouve
2
0= {(rcos@,rsin@,z) :0€(0,2m), re (O,\/g) , % <z<V4- 7“2}

et donc

V3 AT o
///didemdydz:S/ / / rdfdzdr
Q o JzZ 0

3
\/§ 2 1
:671'/ <\/4—r2—r>7“d7“:97r.
o 3 2
(i1) Calcul de // (F - v)ds. Noter que 02 = X1 U X5 ol
o

¥ = {a(ﬁ,g@) = (2cosfsingp,2sinfsinp,2cosp) : 6 € [0,27], p € [0, g}}
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Ve *

(dessin dans le plan 7, 2)

Yo = {B(r,@) = (rcos@,rsin@,i) :0€[0,2n], r e {O,ﬁ}}

Le calcul des normales donne

el es es —4 cos fsin? ¢
ag Nay, =| —2sinfsing 2cosfsiny 0 = | —4sinfsin®¢
2cosfcosp 2sinfcosp —2sing —4 cospsing
el es es —g r2 cos 6
BrNpByg=| cosb sin 0 %r = _273 <in 0
—rsinf rcosf 0 3

r

qui sont toutes les deux des normales intérieures. On peut donc calculer les
intégrales de surface

2m
/ (F-v) ds:/ / [(2 cos @ sin p, 2sin G sin p, 2 cos ) -
N o Jo

(4 cos 0 sin? o, 4sin 0 sin” p, 4 cos @ sin @)] df dy

/3
= 167r/ sin ¢ dp = 167 [— cos gp]g/?’ =8r
0

// (F-v)ds
Yo
27
/ / (rcos@ rsinf, ) <2r COSH,QT §1n9 —r) dr df
3
:27r/ (QTT) dr
0 3 3

I
| —]
| =
[
&

\
w
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37 197
F~ d :8 —_— = .
//( v)ds T 2 2
o9

Exercice (i) Calcul de // div F' dz dy dz. On trouve que
Q

On trouve donc

3

En passant en coordonnées cylindriques on a que

Qz{(rcos@,rsinQ,z):tgr<z<1, 0<r<%, g<9<77}

et on déduit donc que

) I ogm ol 3 3r [ 1
div Fdx dydz = s rdzdfdr = — [arctg 2], . 7 dr
Q 0 t 1+2 2 0 &

: gr

[

ISERSE]

z=tgr

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
us

T

1
(dessin dans le plan 7, z avec angle de rotation 6 € [F, 7])

(i1) Calcul de // (F-v)ds.Onaque 00 =3 UXUX3UX,, ol
a0

§h={®ww% @yﬁszOSyég}
22:{(33,0,,2): tglz| <z <1, —%SxSO}
g = {a(r,@) = (rcos@,rsinf, 1), 0 <r < gegw}

¥, = {ﬁ(r,@) = (rcosf,rsinf, tgr) : 0 <r <

)

NI
poly NI

gagw}
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Les normales extérieures dans les deux premiers cas sont respectivement (1,0, 0)
et (0,—1,0). Les deux autres normales sont

€1 €3 €3 0
a, \Nag = cos @ sinf 0 =] 0
—rsinfd rcosf O r
—rcosf
€1 €2 es3
cos? r
. 1 o
BrANBo=| cosb sin @ — | =| zrsin
. cos? r cos2
—rsinf rcos6 0 .

qui sont, respectivement des normales extérieure et intérieure. Par conséquent
nous trouvons que

// (F-v ds—/ / < + —, >.(1,0,0)dydz:0
o8 tgy
/ Fl/ds—/ / (0,0,5)-(0,-1,0)dxdz =0
S -4 Jtg(—=)
1 3rsinf B w2
//EB(F V)dS—/O / <0,2 5) (O,O,r)d@dr:Z(Z)

R in6 0 rsinf
// (F-u)ds:/4/ (0,37"S'mz,5>-<m°§ ,m;,—r>d0dr
Y 0o J=x 1+tg“r Ccos*T  Cos*T

2

—/04[; (3r251n2975r)d0d7": (%)47%(%>2
/GQ(F-I/)ds:<Z)4.

Exercice (i) Calcul de /// div Fdxdydz. OnaquedivF =2(z+y+ 2).
Q

En passant en coordonnées cylindriques on trouve que

et ainsi

Q={(rcosf,rsinf,2):0<z<r<1, 6ec(0,2r)}

et donc

27 1 T
// didea:dydz:/ d@/ dr/ 2(rcosf+rsinf+ z)rdz
Q 0 0 0
1 T 1 T
:27r/ rdr/ 22dz:27r/ rdr ==
0 0 0 2
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1 T

(dessin dans le plan r, z)

(i1) Calcul de // (F-v)ds. On a que 992 = X1 UXo UX3 on
X9)
¥ ={a(r,0) = (rcosf,rsinf,0):0<r <1, 0<6<2r}

Yo ={B(0,2) =(cosb,sinh,z):0<z<1,0<6<2r}
Y3={y(r,0) = (rcosb,rsind,r):0<r<1,0<6<2r}.

Les normales sont alors

€1 €2 es 0
a, \ag = cos sinf 0 | = 0
—rsinf rcosf 0 r
e1 ea €3 cos 6
BogNB,=| —sinf cosf 0 |= sin 6
0 0 1 0
e1 es es —rcosf
Yr N\ Yo = cos 6 sinf 1 |= —rsinf
—rsinf rcosf 0 r

qui sont respectivement des normales extérieures pour les deux dernieres et

intérieure pour la premiere. On trouve alors

1 2m
// (F-v)ds= / / (7“2 cos? 0, r? sin® 0,0) -(0,0,—7r)drdd =0
o o Jo
1 2
// (F-v)ds = / / (cos? 0,sin 9, 2%) - (cos §,sin6,0) df dz = 0
D o Jo

1 2m
// (F-v)ds = / / (r? cos® 0,r?sin® 0, 7?) - (—r cos @, —rsinf,r) dr df
5 o Jo

1
:277/ 7“3(17“:I
0 2

d’ou le résultat.
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Exercice (i) Calcul de /// div F dz dydz. On trouve divF = 2z. On

Q
passe en coordonnées cylindriques et on déduit que

Q:{(rcos@,rsin&,z):0<z<2, 7g<0<g, O<2T<472}

2—2/2
/// dldexdydz—/ / / 2zrdfdzdr
—71'/2
U

et donc

z=4-2r

2 T

(dessin dans le plan 7, z avec angle de rotation 6 € [, F])

(#) Calcul de // (F -v)ds. On voit que 99 = ¥; U X U 35 U Xy avec
a0

¥ ={a(y,z) = (0,y,2) : 2€(0,2) et 2|y| <4 -2z}

T v
= = 31 =< 0< = <
Yo {ﬂ(r,@) (rcosf,rsiné,0) 5 <9< 5 r_2}
v T
3= - i Ll <h<= r<
PN {’y(r,ﬁ) (rcosf,rsiné,2) : 5 <6< 5 TS 1}
Y= {5(1",9):(rcosﬂ,rsin9,472r):fg <6< g, 1§r§2}

Les normales sont alors
ay Aoz =(1,0,0), By ABy=(0,0,r)

Y Ave = (0,0,7), 0. Adg=(27cosf,2rsinb,r)

et ce sont des normales intérieures pour les deux premieres et extérieures pour
les deux suivantes. On trouve en conséquence

2—2/2
/ (F-v ds—/ / (2,0,2%) - (—1,0,0) dy dz = —12
P21 242z/2
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m/2 2 64
/ (F-v ds-/ / (2,0,T300898in2 9) (0,0, —7r)drdf = T
o

7/2J0
w/2
/ (F-v ds—/ / (2,0,7° cosfsin® § +4) - (0,0,7) dr df
33 w/2J0

w/2 9
/ / (r4cosesin29+4r)drd9:7+27r
/2 J0 15

//24(F~1/)ds

/2
/ / 2 0,7° cosfsin® 0 + (4 — 27r) ) -(2rcos6,2rsinf,r)drdd
/2

/2
/ / 47“0059—1—7“ cosfsin®@ +r (4 —27) )drdﬂ

w/2

On a ainsi le résultat souhaité

117r
(F-v)ds = / (F-v)
//asz Z 3

Exercice [6.10| (i) Calcul de /// div F'dx dy dz. On voit tout de suite que
)
div F = 2. On passe en coordonnées cylindriques et on obtient

Q= {(rcosH,rsin@,z) 0<r< —V1-r2<z<\4-—-r2 0<9<27r}

et donc

Va—rZ 27
/// dldexdydz—/ / / (27 cos@)rdfdzdr = 0.
2—v1—12

(i) Calcul de // (F-v)ds. On a 09 = ¥; U 33 o
a0

1
¥, = {a(r,@) = (rcos@,rsinH, \/47r2), 0<r< V15 0§9§27r}

1
Yo = {5(7“,9) = (Tcos@,rsin@,Q—m>, 0<r< vi5 OSQSZW}-
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2+ (z—-2)2=1

i
|
|
|
I
|
|
V15
4

(dessin dans le plan r, z)

On trouve

r2 cos 6

€ e e -

' 2 “ Jii2

o, N\ g = cos 0 sin 0 \/j _ r2sin @
4 —r2 —_—

— 2

—rsinf rcosf 0 Va—r2

r

—r2 cosf
€ e e -

1 ? s Viei?

Br A By = cos sin 6 \/ﬁ — —r25ind
—r —rsng

— 2

—rsinf rcosf 0 V1i—r?

la premiere est une normale extérieure alors que la seconde est intérieure. Ceci
nous conduit a

// (F Z/)ds—/\/F/%(choﬁQOO) reost 17sind r|dfdr =20
1 ~Jo 0 Y Va—r2 A2’ B

// (F~V)ds—/¢fs/2ﬂ(r20082900)- rcost r7sind —r | dfdr
b ~Jo 0 Y VI—1r2 V1T =72’
—0

et par conséquent
// (F-v)ds=0.
o0

Exercice On remarque tout d’abord que

divF=3 et divG;=1,i=1,2,3.



82 Théoreme de la divergence

Par conséquent, en apppliquant le théoreme de la divergence, on obtient, pour
i1=1,2,3,

Vol(Q):///Qdmdydz:%///Qdidexdydz:%//aQ(Foz/)ds
:///QdivGidxdydz://aQ(G

Exercice * (i) Le théoréme (iii) donne
div (vgrad u) = v Au + (grad u - grad v)
div (v grad u) — div (ugradv) = v Au — u Awv.

(i1) Par le théoréme de la divergence on a donc

/// [v Au + (grad u - grad v)] dz dy dz

/// div (v grad u) d:vdydzf// (vgradu - l/dS—// v—ds
o0 o OV

(iii) Par le théoreme de la divergence on trouve ainsi

/// (vAu—uAv)dmdydz:// (vgradu — ugradv) - vds
Q
ou
[ -5 e

Exercice * (i) Comme, par la premiere identité de Green (avec v = 1),

///Auxy, dzdydzf// —ds
89

on a la condition nécéssaire

//Qf(x,y,z)dxdydzz//[m(pds.

Noter que si u est une solution de (N), alors u + ¢ est aussi une solution pour
n’importe quel c € R.

(#i) Soient u et v deux solutions et montrons que que w = u— v = constante.

La fonction w satisfait
Aw =0 dans
(N)

% =0 sur 0N
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En multipliant I’équation par w et en utilisant la premiere identité de Green
(avec u = v = w), on obtient

o~ fffwsn= ot [ i

Par conséquent gradw = 0 et donc w = constante. Il y a donc unicité des
solutions a une constante pres.

Exercice * (i) On a
div (fG) = fdivG + (grad f; G) = (grad f; G) .

(ii) Par le théoreme de la divergence, comme G € H (Q),

J[[avier=[[ G a-

Et donc, a l'aide de la question précédente

///Q (grad f (2); G (z)) dz = 0.

(#i) Comme € est simplement connexe et G € H (ﬁ) , il existe g tel que
G =gradg.

En choisissant f = g dans la question précédente, on déduit que

[ 1ere -

Exercice * On commence par multiplier ’équation par e® et on observe
que

et donc le résultat.

e’ f =e*divu + e (grad a; u) = div (e®u) .

On applique alors le théoreme de la divergence pour obtenir que (v dénotant la
normale extérieure unité a 9f)

I r= e = [

Comme u = 0 sur 02 on a le résultat.






Chapitre 7

Théoreme de Stokes

7.1 Définitions et résultats théoriques

Théoréme 7.1 (Théoréme de Stokes) Soit ¥ C R® une surface réguliére
par morceauz et orientable. Soit F : ¥ — R3, F = (I, Fy, F3), ot les F; sont
Ct sur un ouvert contenant ¥ U 0%, alors

//rotF-ds:/ F-dl.
p) %

Rappel On rappelle uniquement ce qui est nécessaire pour vérifier le théoreme
de Stokes et pour plus de détails sur les surfaces nous référons au chapitre [5| et
a la section 8.4

(i) Pour toutes les surfaces régulieres par morceaux > C R? avec pa-
ramétrisation ¢ = o (u,v) : A — ¥, que nous considererons, le bord de ¥,
noté 9%, sera donné par o (JA) ol on a enlevé les parties qui sont parcourues
deux foix dans des sens opposés ainsi que les points (cf. les exemples plus bas).

(i) Une fois choisie une paramétrisation o : A — X, la normale o, A o,
est donnée et l'intégrale de surface est donc comprise comme intégrale dans la
direction o, A 0, c¢’est-a-dire

//ErotF.ds://A(rotF(o—(u,v)).UuA%) dudo.

Par ailleurs le sens de parcours de 0% est alors celui induit par la paramétrisation
o0 : A — Y et c’est donc celui obtenu en parcourant positivement 0A.

Exemple 7.2 (cf. sect.[8.4 pour plus de détails.) (i) (Sphére) Soit

L= {(z,y,2) eR*: 2 +y* +2° =1}
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alors 9% = 0 (cf. dessin de l'exemple . Une paramétrisation régquliére par
morceaux de Y est donnée par

o (0,) = (cosfsinp,sinfsing,cosp), (0,p) € A
ot A =(0,2m) x (0,7).
(ii) (Demsi-sphére) Si
3= {(x,y,z) eR¥: 2?42 4+22=1 etzZO}

alors
0% = {($7y,2) €R3:x2+y2:1 eﬁZ:O}

(cf. dessin de l'exzemple et le sens de parcours de 0% induit par la pa-
ramétrisation

o (0, ¢) = (cosfsinp,sinfsinp,cosp), (6,0)c A

(ot A = (0,27) x (0,7/2)) est le sens de parcours négatif (¢’est-a-dire 0 : 2w —
0). On a aussi que la normale est donnée par

o9 N o, = —sinp (cos @ sin g, sin fsin ¢, cos ) .

On aurait aussi pu prendre une autre paramétrisation de ¥

o (z,y) = (x,y, \/l—xz—y2>, (z,y) € B= {(m,y) eR?: 22+ 42 < 1}

et on aurait retrouvé que
0L =G (0B) = {(z,y,2) eR*: 2> +y* =1 et 2 =0}
(iii) (Cylindre) Si
E:{(m,y,z)€R3:x2+y2:1 et0§z§1}
alors (cf. dessin de l’e:cemple
ox=ToUly

ou

Iy = {(m,y,z) eR3: 22 +42 =1 etz:O}

Iy ={(z,y,2) eER*: 2 +y> =1et 2 =1}.
Si on choisit comme paramétrisation

o(0,2) = (cosf,sinb,z), (0,2)€ A

avec A = (0,27) x (0,1), alors le sens de parcours de 0%, induit par la pa-
ramétrisation o, est le sens positif sur To (8 : 0 — 27) et négatif sur 'y
(0 : 2r — 0). Par ailleurs le champ de normale unité (induit par la pa-
ramétrisation) est

v=o0p Ao, = (cosb,sind,0).

(Pour plus de détails, cf. [2] 41-49, [4] 410-417, [7] chapitre 7, [8] 362-366, [11]
562-567, [12] 470-474).
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7.2 Exemples
Exemple 7.3 Vérifier le théoréme de Stokes pour F (z,y,z) = (z,2,y) et

Z:{(x,y,z)€R3:22:m2+y2 et0<z<1}.

Discussion (i) Calcul de // rot F'-ds. On a
b

On parametre ¥ comme suit
0(0,z) = (zcos0,zsinb,z), avec (0,z) € A= (0,2m) x (0,1).

et donc une normale est donnée par

e1 es es zcosl
ogNo,=| —zsinf zcosf 0 |= zsinf
cos sinf 1 —z

On déduit donc que

2m 1
// rotF'ds:/ / (1,1,1) - (zcosb, zsinf, —z) dz d
b o Jo

2r o1 1
:/ / (zcos@+zsin9—z)dzd0=—27r/ zdz = —m.
o Jo 0

(#i) Calcul de / F - dl. Commencons par calculer
%

U(aA):F1UF2UF3UF4

I'y ={y(#) =0(6,0)=(0,0,0)} = {(0,0,0)}
Iy ={1(2)=02nr,2)=(202), 2:0— 1}
I3 ={13(0)=0(0,1
Dy={nu(z)=0(0,2) =(2,0,2), z:1 =0} = —T»

On s’apergoit alors que

) = (cosf,sinf, 1), 0: 27 — 0}

X =T3={v(0) =0(0,1) = (cosb,sinb,1), 6 :2r — 0},
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avec I'3 parcouru négativement. Comme
74 (0) = (—sinf,cos0,0),

on trouve

2
F-dl = —/ (1,cos0,sin6) - (—sinb, cos6,0) do
o5 0

27
= —/ cos? 0 dl = —m.
0

Exemple 7.4 Vérifier le théoréme de Stokes pour F (z,y,z) = (0, 07y2) et

E:{(Qz,y,z)ERS:z2+y2+22:1etzSO}.

Discussion (i) Calcul de // rot F' - ds. On voit que

z
e; ez €3 2y
1o} 9 o)
rot F' = 9z By 92 = 0
0 0 g2 0

On choisit de paramétrer 3 comme suit
o (0,¢) = (cosfsin p,sin fsin @, cos )
avec (6,p) € A= (0,27) x (7/2,7). Une normale est alors donnée par
o9 N\ o, = —sing (cos fsin g, sin 0sin @, cos @) .

L’intégrale de surface nous donne donc

// rot F' - ds
b))

™ 2m
= —/ / (2sin@sin’ ¢,0,0) - (cos Osin p, sin @'sin ¢, cos @) dip db
w/2J0

™ 2m
= —2/ / sin @ cos § sin® p dp df = 0.
w/2J0

(#1) Calcul de /

F - dl. Observons que
ox

U(aA):F1UF2UF3UF4

ou

I'n={m@®) =0c(0,7/2) = (cosf,sinh,0), §:0— 2r}

; T
Iy, = {’72 (9) = o (27, 0) = (sinp, 0, cos ), o : 5 —>7r}
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I's={y(0)=0(0,7)=(0,0,-1), 6:27 — 0} = {(0,0,-1)}

. ™
Iy = {74 (¢) =0 (0,¢) = (sinp,0,cos), ¢ :m— 5} =—T5.

On a donc que
ox =14

avec I'; parcouru positivement. On a alors
71 (0) = (—sin 6, cos 6, 0)

et donc

2m
/ F.di :/ (O,O,sin29) - (—sin#,cos0,0)dd = 0.
ox 0

7.3 Exercices
Dans les exercices suivants on vérifiera le théoreme de Stokes.
Exercice 7.1 Soient F (z,y,z) = (xzy,zQ,O) et
E:{(m,y,z)eRB:x2+y2222, 0<z<1}.
Exercice 7.2 Soient F (x,y,z) = (:EQy,z,x) et
Z:{(x,y,z)€R3:x2+y2:z4, nggl}.
Exercice 7.3 Soient F (z,y,z) = (azzyg, 1,z) et
S ={(z,y,2) eR3: 2% + 9% + 22 = R?, z>0}.

Exercice 7.4 Soient F'(z,y,z) = (—2y,z2,y) et
E:{(x,y7z)€R3:z:3—g\/m, x>06t3<x2+y2<4}.
Exercice 7.5 Soient F (x,y,z) = (O,ZQ,O) et
E:{(w,y,z)€R3:x2+y2+z2:4, xz,y >0, 1§z§\/§}.

Exercice 7.6 Soient F (z,y,z) = (0,0,y + 2?) et

™

{ (r,y,2) ER3 122 +y? + 22 =4, 2,y,2 >0, }
2:
2

z
0 < arccos = < arctg ¥ <
2 T

Exercice 7.7 Soient F (z,y,z) = (0,30270) et X le triangle de sommets A =
(1,0,0), B=(2,2,0), C =(1,1,0).
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Exercice 7.8 Soient F (x,y,z) = (x y,xz,xz) et X la surface obtenue en fai-
sant Uintersection du cylindre x2 +vy? < 1 avec le plan x + z = 1.

Exercice 7.9 Soient F (z,y,z) = (2,y,0) et
Z:{(gn,y,z)6R3:z:sin(Sx—l—Qy)7 x>0, y>0 et:r:—i—ygg}.
Exercice 7.10 * Soient f € C*' (R?),

F(z,y,2) = (0, f (x,y,2),0)

et
S={(z,y,2) eR*: 2 +y* =1, 0<z,y,2 < 1}.

Vérifier le théoréme de Stokes.

7.4 Corrigés

Exercice H (i) Calcul de // rot F' - ds. On trouve que
b

€1 €2 €3

o 9 0 2
F = o —_— =
rot dr Oy 0z 0 )
2y 22 0 -

et si A= (0,27) x (0,1), alors
Y ={0(0,2) = (zcosb,zsinb,z) avec (0,z) € A}.

La normale est alors

e1 €s es zcosf
ogNo, =| —zsinf zcosf 0 |= zsin 6
cos 0 sin 0 1 —z

On a ainsi
2m 1
// rot F'-ds = / / (—22,0,—2%cos®0) - (zcos 0, zsinf, —2) dz df
by o Jo

2r 1 1 -
z/ / 23c0s29dzdt9=7r/ 2dz = = .
0 0 0 4

(#1) Calcul de / F-dl.Ona
%

U(GA):F1UF2UF3UF4
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91
avec

Iy ={0(6,0)=(0,0,0)}
Iy ={oc(27m,2)=(2,0,2):2:0—1}
I's ={0(6,1) = (cosb,sinh,1):0:2r — 0}
Iy={0(0,2) =(2,0,2) : 2:1 >0} = —Ty
On voit alors que 9% = I's qui est parcouru négativement. On obtient par
conséquent

2w
/ F.dl = 7/ (cos2 fsin 6, 1,0) - (—sin#,cos8,0) df
o 0

27
:/ COS2QSin29d9:E.
O 4

Exercice (i) Calcul de // rot F' - ds. On a que
b

€1 €2 €3

-1
0 o 0
rot F' = % aiy & = _12
2 —X
Ty z x

et si A= (0,1) x (0,2m) alors

2 ={o(r,0) = (r’cos,r’sind,r) : (r,0) € A}.

La normale est donnée par
€1

es es —r2cosf
orNog=| 2rcosf 2rsinf 1 —r2sinf
—r2sinf r2cosf O 273

et par conséquent

1 2
// rot F' - ds = / / (—1, —1, —r* cos? 0) . (—r2 cos b, —r? sin9,2r3) dr df
b o Jo

1 27 T
:—/ / 277 cos? O drdf = — =
0 0

1
(#) Calcul de /

F - dl. On obtient par ailleurs que
%

U(@A):FluFQUF3UF4
ol

Iy ={o(r,0) = (7“2,0,7“) 70— 1}
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Iy ={0(1,0) = (cosb,sind,1):0:0— 2x}
s = {cr(r,QTr) = (7’2,0,7“) | —>O} =-1T4
Iy ={0(0,0) =(0,0,0):6:2r — 0}.
On déduit donc que 9% = T's et qu’il est parcouru positivement. On obtient

alors que

27
/ F-dl = / (0082 fsin b, 1,0059) - (—siné, cosb,0) db
ox 0

27
:7/ coszf)sin29d9:fz.
O 4

Exercice (i) Calcul de / / rot F' - ds. Un calcul immédiat donne
b

€1 €9 €3 0
0 o 0
rot F' = zi; Zﬁ; Ei; = 0

9,22
-1322/3 1 2 3z Yy

De plus si on pose A = (0,27) x (0,7/2) on a
Y = {0 (0,¢) = R(cosfsinp,sinfsin g, cosp) ou (§,¢) € A}.

On trouve
el es es —R?cosfsin’ ¢
o9 Ao, =R*| —sinfsing cosfsingp 0 =| —R?sinfsin®p
cosfcosp sinfcosp —sing —R? cos psin @

et on infere donc que

27 /2
// rotF~ds:3R6/ / cos? 0'sin? 0 sin® ¢ cos ¢ df dyp
b o Jo

6 27 6
:R— COSQQSiHQGdQZﬂ.

(i) Calcul de / F - dl. On trouve alors que
)

U(GA):F1UF2UF3UF4
ol

Iy ={0(0,0)=R(0,0,1):0:0— 27}

Iy = {0(27r,<p) = R (sing,0,cos¢) : ¢ : 0 — g}
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s = {cr (9, g) = R(cosf,sinb,0): 0 : 27 — O}
Iy ={{0(0,¢0) =R(siny,0,cosp):p: g =0} =-T5.

On conclut donc que 9% = I's qui est parcouru négativement et ainsi

2m
/ F.dl = —/ (R5 cos? 0 sin® 9,1,0) - (—Rsinf, Rcos,0) dd
[ 0

27 6
R
= R6/ cos? 0sint 0 dh = %
0

Exercice (i) Calcul de // rot F' - ds. On voit tout d’abord que
by

€1 €2 €3

o 0 0 boe
rOtF: ax Fy & = 0
-2y xz y z+2

En posant A = (%,2) X (—g, g) on obtient

Y= {0(7“,9) = (rcos@,rsinH,—;r—i—?)) ou (r,0) EA}.

On obtient

e1 es es 3 rcosf
. 3
o, Nog = cos 6 sinf —= 2 sin®
2
—rsinfd rcosf@ 0 -

et donc

// rot F' - ds

b
2 s

:/ ’ (1—rcos€,0,—3r+5> . (3r0089,3rsin97r) dr df
2 2 2 2

/;/,2,

(i) Calcul de /

ox

™

|

3 3 5 5 3 5 16 287
<2r0059 27" cos” 0 2r +5T>d9dr— 3+ 5

z
F -dl. Noter que 0¥ =0 (0A) =T UTyUT3UTYy et

3 2
Fl:{a(rv_g) - (07_7'3_27"’_3) :T:3—>2}
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Iy = {0(2,0) = (2c0s6,2sin6,0) : 0 : —g — g}

s 3 2
F3:{a(r,2):(0,r,—2r+3>.7‘.2—>3}
2 2 2 T T
T, = — = | =cos@, =si 21:60:—= —— 5.
4 {a<3,9> (3c050,35m9,> 0 2—> 2}

On a donc
2 3 8
F-dl = (2r,0,—r)-(0,—1,—= | dr ==
I 2 2 3

3

F-oll:/2 (—4sin6,0,2sin6) - (—2sinh,2cos,0)dd = 4w
Iy -

s
2

2
3 8
Fedl=— | (=2 (0,1,-S)dr=2
AS /;( T7O7T) (077 2)7’ 3

3

/ F~dl:7/2 <4sin9,4c059,251n9> . <QSin0,2cos¢9,O> do
. _ 3 3 3 3 3
8
:—/_72r <gsin29+gcos29>d9:—§7r.

Par conséquent on a bien obtenu
1 2
/ Foa—18 + 287
% 3 9

Exercice (i) Calcul de / / rot F' - ds. On passe en coordonnées sphériques

V)

BINTE

v

et on écrit pour A= (0,%) x (£, %)

Y ={0(0,¢) = (2cosbsinp,2sinfsinp,2cosp) avec (6,p) € A}.

On trouve
e1 es es —4 cos 0 sin? ")
o9 N0, =| —2sinfsing 2cosfsing 0 = —4sinfsin? ¢
2cosfcosyp 2sinflcosp —2sing —4 cos psing
Comme
€1 €2 €3 —9,
o 0 0
rot F'=| — = 0
or Oy 0z
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on obtient

rot F'-og Aoy,

= (—4cos,0,0) - (—4cosf sin? o, —4 sin 0 sin? o, —4 cos @ sin )

et donc

™ iy 9
// rotF~ds:16/3 /2 cosﬂcoscpsin2wd9d50:2\ff§.
by = Jo

4
(#) Calcul de / F-dl.Onaque dx =0 (04)= U Ty, ou
a% i=1

S

ol w3y

Q

= {0’ (9,%) = (cosﬂ,sinG,x/g) :0:0— g}

s

j

6
(\/§COS¢9 \[Slﬂ@ 1) g }

) (0,2sinp,2cos p) :

wm

ry= {U(O,cp) = (2sinp,0,2cos¢) : @ :

Un calcul immeédiat conduit a

w\ﬁ
c»\s‘
——

/ F~dl:/2(0,3,0)-(—sin@,cosH,O)d9:/23cos€d9:3
Ty 0 0
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™

/ F.dl = —/2 (0,1,0)~(—\/§sin97\/§cose,0) do=—3
I's 0

x
F.dl = —/ (0,4 cos® ,0) - (2cos p,0, —2sin p) dp = 0.
F4 z

6

On a donc bien

4
2
F-dz:}‘/ F~dlz2f—§.
i=1 7T

0%

Exercice (i) Calcul de / / rot F' - ds. On trouve tout de suite que
by

€1 €2 €3

1
o 0 0
F = _ _ =
rot or Oy 0z 0
0 0 y+22 0
De plus, on écrit
Y = {o(0,¢)=(2cosfsinp,2sinbsinp,2cosy) :

T
0 <arccos 5 = p <arctg =0 < 5}

On a donc ici .
A:{(G,g@):0<<p<9<§}.

On obtient
e1 ea e3 —4 cos 0 sin? ®
o9 Nop,=| —2sinfsing 2cosfsing 0 = —4sinfsin?
2cosfcosp 2sinfcosp —2sing —4 cos psin

et, par conséquent,

// rot F' - ds

b
T .0

= —4/ / (1,0,0) - (cos@sin2 @, sin @ sin? @, cos sin @) db dp
o Jo

a savoir

z 0
// rot F' - ds = —4/ cos9d9/ sin? o dyp
b 0 0
z 1

:7/ cos@{esin(ZH)]dG—sw.
. 2 4 3
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Corrigés
P
p=240
z 9
(#i) Calcul de / F-dl. On a que
%
J(aA) :F1UF2UF3
ou

r, — {0(9,0) ~(0,0,2):0:0 — g}
Iy = {a (g,gp> = (0,2sinp,2cosp) : ¢ : 0 — g}
Iy = {a (0,0) = (2cos€sint9,2sin2 0,2cos0) 10 g — O}.
On trouve donc que 9% = I'y UT'3 et par conséquent

z
F-dl:/ (0,07251n<,0—|—4cos2<p)-(0,2cos<p,—2sin<p)d<p
Iy 0

2 8
:—/ (4sin2<p+8(:052gpsing0)dcp=—(3+7r)
0

F.dl = —/2 (0,0,2sin* 6 + 4 cos?0) - (2cos (26) ,4sinf cos§, —2sin ) df
T's 0

z 1
= / (45in® 0 + 8 cos? Osin 0) df = 36
0

On a bien obtenu le résultat souhaité

F.dl = 5_ .
oz 3
Exercice (i) Calcul de // rot F'-ds. On a
b
0 0 0| [°
rot ' = = 5 |= 0

dr Oy 0Oz
0
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On trouve B
2= {o(z,y) = (2,9,0) e R*: (x,y) € A}

A:{(x,y)e]Rz:xe(l,Z), 20 —2<y<az}

oz Noy=|1 0 0 |= 0
1

0 1 0
2 x 4
//rotF~ds:/ / 2xdydr = —.
) 1 J2az—2 3

(#1) Calcul de / F - dl. On trouve que 0¥ = 0 (0A) =T UTyUT;3, ol
a%

I'h={o(x2x-2)=(x,22—-2,0):2:1— 2}
Iy ={o(z,z) = (z,2,0): 2 :2 — 1}
I's={o(1,y) =(1,9,0) : y: 1 — 0}.
Le calcul donne alors

14

2
/F~dl:/ (0,2°,0) - (1,2,0) dz = —
Fl 1 3

2
7
/F-dl:—/ (0,2,0) - (1,1,0) dz = —
Ty 1 3

1
F-dl:—/ (0,1,0) - (0,1,0) dy = —1.
I's 0

Le résultat suit directement

/ g7 4
s 3 3 3
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Exercice (i) Calcul de // rot F'- ds. On trouve si A = (0,1) x (0, 27) que
b

Y ={o(r,0) = (rcosf,rsinf,1 —rcosf) ou (r,0) € A}.

€1 €2 €3
o N\Nog = cos sinf —cosf |=] O
—rsinfd rcosf rsiné r
On obtient ainsi
rotF=| — — — |= -2z
or Oy 0z
2 zZ—XT

Ty Xz X

et donc

1 2m
// rotF-ds:/ / (—rcosf,—2rcosf,1 —2rcosh)- (r,0,r)d0 dr
by o Jo
1 2
:/ / (—3T20089+T)d9d7“=7T.
o Jo

(#) Calcul de / F-dl. On a

%
O'(aA):Fl UFQUFgUF4

avec
I'={o(r,0)=(0,1-r):r:0—1}

Iy ={0(1,0) = (cosh,sinh,1 —cosf) :0:0— 27}
FS:{U(T727T)=(T,0,1—7“):r:1—>0}:_1"1
Iy=1{0(0,0)=(0,0,1)}.

On a donc 9% = I'y qui est parcouru positivement et ainsi
2m
F-dl = / (cos@sinf,cosd (1 — cosb),cos®§) - (—sinb, cos 6, sin 0) df
2>y 0

27
= / (f cos 0sin? 0 + cos? 6 — cos® 6 + cos? 0 sin 0) df = .
0

Exercice (i) Calcul de // rot F' - ds. On trouve
by

€1 €9 €3 0
0 0 0
= —_— —_— —_— = 1
rot I dr Oy 0z
0
z Y 0
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On pose

Y ={o(z,y) = (z,y,sin(3z+2y)) € R®: (z,y) € A}

A:{(x,y)€R2:x,y>0, m+y<g}

et on obtient

y
%
[ K
2
er e es —3cos (3 +2y)
oz Noy=| 1 0 3cos(Bx+2y) |=| —2cos(3x+2y)
0 1 2cos(3z+2y) 1

On a alors

// rot F' - ds
by

:/2/2 (0,1,0) - (—3cos 3z +2y),—2cos (3x +2y),1)dxdy
0o Jo

et donc
H . —z+ %
// rotF~ds:/ [-sin(3z+2y)], * dz
) 0
H 4
= / (sin(3z) —sin (z + 7)) dx = 3
0
(i1) Calcul de / F -dl. On trouve que 0¥ =0 (0A) =T1 UT2 UT3, ou
B)>

L= {U(%O) = (z,0,sin (3z)) :z:0 — g}
2

r
ng{a(aj, —x) = (Jc,g—x,sin(w—i—ﬂ')) :x:%—>0}
I3

=30(0,y) = (O,y,sin(2y)):y:g—>0}.
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Le calcul donne alors

/ F~dl:/2 (sin(3x),0,0)-(1,0,3005(3x))dx:%
I'y

0

/F~dl:f/
Iy 0
£ om 2
:/ sinzder/ <ffx>d:v:1+—
0 0 2 8
2

[orai=— [ sin(2y).5.0)- (0.1 2008 (20)) dy = -
I's 0

8
/ F~dl=é.
o5 3

Exercice |7.10[ * (i) Calcul de // rot F' - ds. On trouve
b

(SE]

(f sin x, g — x,O) -(1,-1,—cosx)dx

et on peut donc conclure que

er ez e3 —f»
rot F' = % 5% 8% = 0
0o f 0 fx

Par ailleurs on a

Y ={o(0,z) = (cosb,sinb,z): (0,z) € A= (0,7/2) x (0,1)}

el es €3 cos
ocpgNo,=| —sinf cosf 0 |= sin 0
0 0 1 0

On a ainsi

// rot F' - ds
>

1 or3
= / [(—f: (cosb,sinb, z),0, f, (cos,sin b, z)) - (cosb,sin 6, 0)] d dz
o Jo

1,3
— / / {d [f (cosB,sin b, z)] cos 0] dfdz
o Jo dz

et par conséquent

M)

// rot F' - ds :/ [f (cosf,sinf,0) — f (cos,sinh, 1)] cosddf.
) 0



102 Théoréme de Stokes

(i) Calcul de / F - dl. Observer que
0%

0(8A):F1UF2UF3UF4
o I' ={m () =0(0,0) = (cosb,sind,0), 6:0— 7/2}
Iy ={y2(2)=0(n/2,2) =(0,1,2), z2: 0 — 1}
Ts={m(0)=0(0,1) = (cosb,sind, 1), 6:7/2 — 0}
Iy={vw(z)=0(0,2)=(1,0,2), z: 1= 0}.

Par conséquent
oYX =T UlLuT'3uTly

avec I'y et 'y parcourues positivement et I's et I'y parcourues négativement. On
obtient alors

s

/ F.dl = /2 [(0, f (cosb,sinb,0),0) - (—sinb, cosd,0)] df
I 0

:/2 f (cos@,siné,0) cos 6 df
0

/ F.dzz/1 [0, £(0,1,2),0) - (0,0, 1)] dz = 0
I's 0

(SE]

/ F.-dl = —/ [(0, f (cos@,sinf,1),0) - (—sinb, cosd,0)] df
Iy 0

(SE]

=— f (cosB,sin6,1)cos b do
0

Fedl = —/1 [0, £ (1,0, 2),0) - (0,0,1)] dz = 0.
Ty 0

On a finalement
F-dl = /2 [f (cos@,sinf,0) — f (cosb,sinb,1)] cosf do
) 0

ce qui est le résultat souhaité.



Chapitre 8

Appendice

8.1 Quelques notations et notions élémentaires
de topologie

Notation Soient x € R™ et R > 0, on note la boule de R™ de rayon R et centrée
en x par

Br(z)={y e R" : [y —z|| < R}

ol, pour z € R™, on a défini la norme euclidienne par

n 1/2
ol = (z ) |
=1

Définition 8.1 Soit A C R™. On dit alors que
(i) A est ouvert si Vo € A, e > 0 tel que B, (z) C A.
(ii) On définit le complémentaire de A, noté A°, comme

A°=R"\A={zeR":x ¢ A}.
(i) A est fermé si A° est ouvert.
(iv) On définit la frontiére (ou bord) de A, noté A, par
OA={zeR": B (zx)NA#0D, B.(x)NA°#D, Ve>0}.

(v) On note A, I’adhérence (ou fermeture) de A, qui est, par définition,
le plus petit fermé qui contienne A.

o
(vi) On définit lintérieur de A, qu’on note int A (parfois aussi A), comme
le plus grand ouvert contenu dans A.

Proposition 8.2 Pour tout A C R"™ les résultats suivants ont lieu

mACACA e A= AUOJIA.
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Exemple 8.3 Casn = 1.

(i) R est a la fois ouvert et fermé (R et 'ensemble vide sont les seuls en-
sembles a avoir cette propriété).

(ii) L’intervalle [a,b] est fermé.
(iii) L’intervalle (a,b), parfois aussi noté |a,b| , est ouvert.

(iv) Les intervalles [a,b) et (a,b], parfois notés respectivement [a, b| et ]a,b],
ne sont ni ouverts ni fermés.

(v) Si —00 < a <b< oo, on a que le bord de [a,b], (a,b), [a,b), (a,b] est
dans tous les cas {a,b}.

Cas n > 2.
) R™ est a la fois ouvert et fermé.

(i

(ii) Un point © € R™, considéré comme un ensemble {x}, est un fermé.
(iii) Bg () CR™ et R™\ {0} sont ouverts.

(iv) Br(z) = {y € R" : |z — y|| < R} est fermé.

(v) O0Bgr () ={y € R" : ||z — y|| = R} et c’est la sphére de rayon R.

Définition 8.4 (i) On dit qu’un ensemble A C R" est conveze si, ¥Vt € [0,1],
Va,y € A, on a
I-t)z+tye A

(en termes géométriques ceci se traduit parV x,y € A, alors le segment de droite,
noté [x,y], joignant x d y est entiérement contenu dans A) ;

(i) A C R™ est dit connexe (par arcs) si, Va,y € A, il existe une courbe
T, paramétrée par ~y : [a,b] — T continue, joignant x = v (a) a y = v (b) qui est
entiérement contenue dans A.

(iii) On dit que A C R™ est un domaine s’il est a la fois ouvert et connexe.

(iv) On dit que A C R™ est simplement connexe s’il est connexe (par arcs)
et si Iy et T’y sont deux courbes simples contenues dans A et ayant les mémes
extrémités alors elles peuvent étre déformées continiment l'une en ['autre sans
sortir du domaine A. Plus précisément si

Y :[a, 0] > ToC A et v :[a,b]>T1CA

sont deuz paramétrisations continues de T'g et T'1 (o (a) = v (a), v (b) =
1 (b)), alors il existe v : [a,b] x [0,1] — A, continue, tel que

Y(t0) =), (1) =n @) VteE/la,b]
v (a,s) =0 (a) =7 (a) Vs € [0,1]
v (b,s) =0 (b) =1 (b) Vs € [0,1]

v(,)eA Vt e la,b], Vse[0,1].
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convexe non convexe
connexe
simplement connexe

non convexe non convexe
connexe non connexe
non SlnlplCl’IlCIlt connexe non sunplcmcnt connexe

Remarque (i) Le cas n = 1 est un peu différent des cas n > 2. En effet la
notion de connexité et convexité sont les mémes (cf. les exemples ci-dessous),
alors que la notion de connexité simple n’a plus d’intérét.

(#) On a toujours

= =
A convexe A simplement connexe A connexe.
& &

(Attention, certains auteurs ne requiérent pas dans la définition de connexité
simple que ’ensemble considéré soit connexe. Dans ce cas on a que A simplement
connexe n'implique plus que A soit connexe en général).

(#i) Classiquement il existe une notion d’ensemble connexe légérement plus
faible que la nétre (qui est alors appelée “connexe par arcs”). On a toujours
connexe par arcs = connexe et si, de plus, ’ensemble est ouvert alors ces deux

notions sont équivalentes. Mais nous n’aurons pas besoin ici de la notion plus
faible.

(iv) De fagon intuitive un ensemble de R? est simplement connexe s’il n’a
pas de trous (attention, dans R? ce n’est plus le cas, cf. exemple (v)).

Exemple 8.5 Les exemples suivants sont les plus souvent utilisés.

(i) [a,b], (a,b), [a,b), (a,b] et R sont des ensembles convexes. Par contre
[0,1] U [2,3] n'est pas conveze.

(ii) Br(xz) C R™ et R™ sont convexes (et donc simplement connexes et
connezes).

(iii) A = R?\ {(0,0)} n’est ni conveze, ni simplement conneze mais par
contre il est connezxe.
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(iv) A =R*\ {(z,y) e R? : y =0 et « <0} nlest pas conveze, mais il est
simplement connexe (et donc conneze).

(v) A=R3\{(0,0,0)} n'est pas convexe mais il est simplement connexe (et
donc connexe).

(vi) A = R3\ {(a:,y,z) ER}:z=y= O} n’est ni convexe, ni simplement
connezxe, mais il est connexe.

(Pour plus de détails, cf. [4] 53, 369, [7] chapitre 3, [§] 12, 56-58, 372, [I1] 572,
[12] 160, 373, 431).

8.2 Quelques notations et notions d’espaces
de fonctions

Définition 8.6 Soient Q@ C R™ un ouvert et k > 0 un entier (éventuellement
k=o00).

(i) C* (Q) est I’ensemble des fonctions f : Q — R qui sont k fois continiment
différentiables dans Q. (Quand k = 0 on notera parfois C () au lieu de C° (Q2);
c’est donc ensemble des fonctions continues sur §2).

(ii) C* (;R™) est I’ensemble des champs vectoriels
F=F(x)=(F(2), -, Fn(z))

tels que F; € C* (Q), pouri=1,--- ,m.

(iii) On dit que f € C°(Q) si f € C°(Q) et f se prolonge continument (et
de maniére bornée) a Q.

(iv) Si k > 1 on dit que f € C* (ﬁ) s’l existe un ouvert A O Q et une
fonction g € C*(A) telle que la restriction de g a Q soit f (on note 95 =)

(v) On dit qu’une fonction f est continue par morceauz sur [a,b], s’il existe

a=ag<a;<---<apy1 =>btels que, Vi=0,1,---,n, f € C%(a;,a;11),
i (/)= e+ 0) et Jim 7] = Slan ~0)
T>a; T<ai41

existent et sont finies.

Remarque Quand k£ > 1, la définition que nous adoptons de C* (ﬁ) n’est
pas la définition la plus couramment utilisée (elle I'est toutefois par [4] 172,
[7] chapitre 1, et [8] 96). Plusieurs auteurs préferent dire (nous écrivons, pour
simplifier, la définition seulement dans le cas k = 1) qu'une fonction f € C* (ﬁ)
si feC?(Q)NCH(Q) et s'il existe F € C° (Q;R™) tel que F (z) = gradf (z).
On peut montrer toutefois que si le domaine 2 est suffisamment régulier, par
exemple convexe, alors ces deux définitions coincident (cf. [§] 97).

On donne maintenant deux notions de convergence de fonctions.
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Définition 8.7 Soient Q CR" et fir,f: Q — R.

(i) On dit que fr converge (point par point) vers f dans Q (et on note
fe = f)siVe>0etVaeQ, Ik, €N tel que

(e (@) = fa)l <€ VEZheo.

(ii) On dit que fr converge uniformément vers f dans Q (et on note
e — [ uniformément) si Ve >0, Ik, € N tel que

Ifx ()= f(z) <e, VYk>k, Vre.

8.3 Courbes

Définition 8.8 Soit n > 2.

(i) On dit que T' C R™ est une courbe simple s’il existe un intervalle I C R
et une fonction continue v : I — R™ (v est appelée une paramétrisation de
T') tels que

YI)=T={zeR":3t el tel que x =~ (t)}

et sity,to € I, t1 # ta et au moins un des t; € int I alors v (t1) # v (t2) (en
particulier v est injective sur int I ).

v(a)

(ii) Une courbe simple est dite fermée, si en outre lintervalle I est de la
forme [a,b] (c’est-a-dire fermé et borné) et v (a) = v (b).
(iii) On dit que ' C R™ est une courbe réguliére s’il existe une paramétrisation

vila,b] = T telle que y € C ([a,0]sR™), () = (11 (8) -+ ;7 (2)) et

I O = /D + -+ (1) £0, Ve [ab].

(iv) On dit que T' est une courbe réguliére par morceauz s’il existe

a=a <a2<~-~<aN+1:b
et v : [a,b] = T tel que v € C([a,b]), v € C([as,ai+i]) et 7' (t) # 0, Vt €
[aivai-Fl]a 1= 17 aN'
(v) SiT est une courbe simple de paramétrisation 7y : [a,b] — R™, on définit
la courbe
I'={F{t)=~v(a+b—1t):t€la,b]}.
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Notation (Théoréme de Jordan) Si I' C R? est une courbe simple fermée
on notera par int I' = € I'ensemble ouvert et borné Q C R? tel que 9Q = T.

Définition 8.9 On dit qu’une courbe simple fermée réguliere par morceaux
' C R?, de paramétrisation ~y : [a,b] — T, est orientée positivement, si
en tout point x € T, & =y (t) = (71 (t) ,72 (1)), ot v est C, le vecteur normal

a la courbe en x,
v(z)= (7 (t), - ()

est une normale extérieure o ) = intT (ot Q C R? est tel que 9N =T);
c’est-a-dire que Ve > 0 suffisamment petit

t4ev(z)eQ et z—ev(z)e

Z2,

Remarque Une facon plus simple, mais moins précise, de dire qu’'une courbe
I" est orientée positivement c’est de dire qu’en se déplagant sur I' on doit avoir
le domaine 2 = intI" & gauche.

Exemple 8.10 Soit I = [a,b] et u € C* (I;R™) alors le graphe de la fonction
u défini par
={(z,u(x)):xecl}

est une courbe simple réguliére.

Exemple 8.11 Le cercle
I'={(z,y) eR*:2” +y* =1}

est une courbe simple fermée réguliere. En effet il suffit de choisir I = [0,2n] et
v (0) = (cosb,sinb).

(Pour plus de détails, cf. [2] 13-15, [4] 334-335, 360-362 [] 247, [1I] 464-466,
[12] 404-409, 436-438).
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8.4 Surfaces

Définition 8.12 Soit ¥ C R3.

(i) On dit que ¥ est une (ou un élément de) surface réguliére s’il existe
un domaine A C R? tel que OA soit une courbe simple fermée réguliére par
morceauxs et o : A — R3 (o est appelée une paramétrisation réguliére de X)
tels que

- o0eCH(ARY), 0 =0 (u,v) = (o' (u,v),0% (u,v), 0% (u,v))
-0 (Z) =3 et o est injective dans A

- le vecteur
e1 ey e
R B ET
ouho,=| 0ol o2 o3 |=| ool -0clo3
1.2 2 1
1 2 3 OyOy = 00y
O—U O—U 0—7)
est tel que
low Aoyl #0, V (u,v) € A.
Le vecteur
Oy N\ Oy
v=v(u,v)= ———
low A ool

est appelé normale unité a la surface ¥ au point o (u,v).

(ii) Le bord d’une telle surface X, noté 0%, est l'image par o de OA, c’est-
a-dire

0% = o (9A).
z
a
/\ o5
v
0A
—

Remarque (i) Le vecteur normal unité est indépendant, au signe pres, du choix
de la paramétrisation. Si toutefois on prend les parametres (u,v) dans I'ordre
(v, u) on obtient une normale changée de signe (car o, A o, = —0y A 0y).

(#i) Le bord 9% est aussi indépendant du choix de la paramétrisation.
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Définition 8.13 On dit que ¥ C R? est une surface réguliére par morceauz
s’il existe X1, , X, des surfaces régquliéres telles que

. m
i=1
(if) Sii#j alors ¥, NX; n'a pas de points intérieurs a ¥; ou & Xj .
(i) Sii # j alors 0%; N0 est soit vide, soit consiste en un seul point,

soit en une courbe simple réguliere par morceauz.

(iv) Sit, 4,k sont tous différents, alors 0¥; N 0X; N Oy est soit vide, soit
ne contient qu’un seul point.

(v) N’importe quels points A, B € ¥ peuvent étre joints par une courbe
simple réguliére par morceaut.

(vi) L’union de toutes les courbes qui appartiennent & seulement un des
0%; consiste en un nombre fini disjoint de courbes simples fermées réquliéres
par morceauzx. Une telle union forme le bord de la surface % et est noté 9%.

Définition 8.14 (i) Une surface réguliére ¥ est dite orientable s’il existe un
champ de normales unitaires v qui soit continu sur tout . Un tel champ de
normales est appelé une orientation de X. On dénote la surface orientée par
(X,v).

(ii) Si (3,v) est une telle surface, on peut trouver A C R? et o, une pa-
ramétrisation réguliere de X, tels que

oy N\ Oy

llow Aoyl '

Le sens de parcours de 0% (= o (0A)) induit par Uorientation (on dit aussi
induit par la paramétrisation o) est celui obtenu en parcourant positivement la
courbe simple fermée A C R2.

Remarque (i) On définit de maniére analogue ce que 'on entend par surface
réguliere par morceaux orientable (X, v) ainsi que le sens de parcours de 9%
induit par l'orientation v. Il faut juste préter attention qu’alors le champ de
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normales v n’est pas nécessairement continu (il est par contre continu par mor-
ceaux, cf. exemple ci-dessous). Pour plus de détails nous nous référons a
[12] 464-465.

(ii) On peut énoncer une reégle assez simple pour se souvenir du sens de
parcours de 9% induit par l'orientation v. Cette regle est la suivante : un obser-
vateur se déplacant sur 0% et ayant sa téte dirigée dans le sens de la normale v
laisse la surface a sa gauche.

Nous aimerions maintenant présenter un “truc” qui est extrémement utile
pour déterminer le bord d’une surface et son sens de parcours. Il ne s’agit pas
d’un procédé complétement rigoureux mais il s’applique et peut étre justifié
totalement dans tous les cas que nous considérons dans ce livre. En particu-
lier tous les énoncés donnés dans les exemples ci-dessous sont corrects au sens
des définitions données précédemment ; mais la discussion liée & chacun de ces
exemples est moins rigoureuse et utilise tres fortement la remarque intuitive
suivante.

Remarque On a vu comment définir le bord d’une surface réguliere ¥ et le
sens de parcours associé a une orientation v de X. On va faire de méme pour
une surface ¥ qui est seulement réguliere par morceaux mais qui admet une
paramétrisation globale
c: A=Y =0 (Z)

ot DA est une courbe simple fermée de R2. On définit le bord de X, noté 9%,
comme étant o (0A) mais ol on a pris la précaution d’enlever les morceaux
de courbes qui sont parcourus deux fois (une fois dans un sens, une fois dans
Pautre) ainsi que les points. De méme le sens de parcours de 9% induit par la
paramétrisation o est celui obtenu en parcourant positivement 0A.

Exemple 8.15 (Graphe d’une fonction) Soit A C Riun domaine tel que
OA soit une courbe simple fermée régulicre. Soit f € C* (A) , alors la surface

S ={(y, f (x,9)) : (x,y) € 4}

est une surface réguliere et orientable. De plus son bord est donné par

0% = {(Ivyvf(zvy)) : (l‘,y) € 8*’4}

Discussion On prend comme paramétrisation

U(xvy):(xﬂy7f($7y)>7 (%y)eﬁ

qui a clairement toutes les propriétés requises pour étre une paramétrisation
réguliere de la surface. De plus

Op N\ Oy = (_fa:a _fya 1)
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:f(l‘v y)

et donc un champ de normale unité a ¥ est donné par
(—fa fy, )

\/1+ () + (1)

Le bord de ¥ est par définition
0¥ = (0A) = {(z,y, f (z,y)) : (z,y) € 0A}

et le sens de parcours de 9% induit par la paramétrisation o est le sens positif
usuel.

Exemple 8.16 (Sphere) Soit

L={(z,y,2) eR®: a? +y* + 22 =1}.

C’est une surface régulicre par morceaux et orientable. Son bord 0% = ().

Discussion On parametre ¥ par o : A — ¥ o A = (0,27) x (0,7) et

o (0,¢) = (cosfsinp,sinf@sinp,cosp), (0,p) € A.
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Noter que cette paramétrisation n’est pas réguliere sur A mais, au vu de la
remarque ci-dessus, ceci ne nous causera pas de probleme. Une normale calculée
a l’aide de la paramétrisation est

o9 N o, = —sin ¢ (cos @ sin ¢, sin 0 sin ¢, cos @)
et donc oo Ao
v=-—22"2 — _5(0,)
lloo Aol

est une normale unité (intérieure au volume {(z,y,2) € R?: 22 + 3> + 22 < 1}).

Calculons
0'(614) :Fl UFQUF?,UF4

. I'h={c(6,0):0:0— 27} ={(0,0,1)}

I'y = {o(2m,¢) = (sing,0,cos¢) : ¢ : 0 — 7}
I's={c(0,7):0:2r =0} ={(0,0,—-1)}
Iy ={0(0,¢) = (sing,0,cos¢) : ¢ :m— 0} = —T5.

En conclusion et avec la convention que nous avons faite dans la remarque, on
trouve 0% = (.

Exemple 8.17 (Demi-sphére) Soit

S={(z,y,2) eR¥: 22 +y*+22=1et2>0}.

C’est une surface réguliere par morceauz et orientable. Son bord 0% est donné

par
08 = {(z,y,2) eR®:a? 4y =1 et 2 =0} .

[SIE]
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Discussion On prend A = (0, 27) X (0, g) et

o (0, ¢) = (cosfsin g, sin O sin p, cos @) .

On trouve
o9 N o, = —sin ¢ (cos @ sin ¢, sin §sin ¢, cos @)
et
O'(aA) :F1UF2UF3UF4,
ou

I'h={c(6,0):0:0— 27} ={(0,0,1)}

Iy = {J(?W,go) = (sinp,0,cos¢p) : p: 0 — g}

I's = {a (9, g) = (cosf,sin6,0): 0 : 2w — O}

s
ry= {U(O,gp) = (sing,0,cos¢) : ¢ : 5~ O} =_T5.
Grace a nos conventions on trouve que

oY =T

et que le sens de parcours de 90X induit par la paramétrisation o est le sens
négatif (car 6 : 2 — 0).
Note : On aurait pu prendre ici comme paramétrisation de X

& (z,y) = (wy m) (z,y) € B

ou
B={(z,y) eR*:2* +y* < 1}

et on aurait retrouvé que

0% =6 (0B) = {(z,y,2) eR*:2* +y* =1 et 2 =0}.
Noter toutefois que o € C* (B; R?’) mais ¢ ¢ C! (E; R3) .
Exemple 8.18 (Cylindre) Soit

E:{(x,y,z)€R3:x2+y2:1 etnggl}.

C’est une surface réguliere par morceauz et orientable dont le bord est
o0x =T Ul
ot
Iy ={(z,y,2): 2 +y* =1et 2 =0}
D3 ={(z,y,2): 2 +y>=1etz=1}.
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(0] 2 0

T

Discussion On prend A = (0,27) x (0,1) et
o (6,z) = (cosb,sinb, z).
Le champ de normale unité induit par la paramétrisation est

v=o0p Ao, = (cosf,sind,0).

On a de plus
O'(aA) :Fl UFQUFgUF4
ol
'y ={0(6,0) = (cosb,sinh,0):0:0— 27}
Iy ={c(2m,2)=(1,0,2) : 2:0— 1}
I's ={o(6,1) = (cosb,sinbh,1):0:2r — 0}
I'y={0(0,2) =(1,0,2): 2: 1 = 0} = —TI'5.
On a donc

0 =T1UTl};

et le sens de parcours de 0¥ induit par la paramétristion o est positif sur I'; et
négatif sur I's .

Exemple 8.19 (Tore) Soit

S ={(z,y,2) €R®: (z,y,2) =0 (0,9), O,p A}.

ot A = (0,2m) x (0,27) et
o (0,9) = ((R+ acosp)cosb, (R+ acosp)sinb, asinp)

et 0 < a < R sont des constantes. C’est une surface réguliere par morceauz et
orientable. Son bord 0% est vide.
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6

27

Discussion On trouve que le champ de normales induit par la paramétrisation

est (cf. exercice

oo No, =a(R+ acosy) (cosbcos p,sinf cos ¢, sing) .

On a aussi
O'(&A) :Fl UFQUFgUF4

avec

'y ={0(6,0) = ((R+a)cosb,(R+a)sinh,0):6:0— 2w}
Iy ={0c(2m,¢) = (R+acosp,0,asing): p:0— 27}
I's ={o(0,27) = (R+a)cosd,(R+a)sinh,0):0:2r -0} =T}
Iy ={c(0,¢) = (R+acosp,0,asing) : p: 27 — 0} = —T'5
d’ott le résultat 9% = ().

Exemple 8.20 (Coéne) Soit

Z:{(x7y,z)€R3:x2+y2:z2 etogzgl}.

C’est une surface réguliére par morceauz et orientable. Son bord est

08 ={(z,y,2) eR® 2?4y =1 et 2 =1}.

Discussion On prend A = (0,27) x (0,1) et
o (0,2) = (zcos6,zsinb, z) .
Le champ de normales induit par la paramétrisation est

ogNo, = (zcosb,zsinb, —z).
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0

On trouve

U(aA>:F1UF2UF3UF4

avec

Iy = {0 (6,0) = (0,0,0)}
Iy ={o(2m,2) =(2,0,2):2:0— 1}
I's ={o(6,1) = (cosb,sinh,1):6:2xr — 0}
Iy={c(0,2) =(2,0,2) : 2:1 =0} = —-T5.

On a bien le résultat voulu 9% = I's. Le sens de parcours de 0% induit par la
paramétrisation o est le sens négatif.

On peut aussi prendre les coordonnées Cartésiennes comme paramétrisation
o (z,y) = (:Jc,y, a2 +y2) et B={(z,y) eR?:2?+y*> <1}.

On trouve alors que o (0B) = 9% (noter que & n’est pas différentiable en (0, 0)
et donc o ¢ C* (B;R?)).

Exemple 8.21 (Cube) Soient
K= {(x,y,z) eR?:0<z,y,2< 1}

et ¥ = 0K la surface composée des faces du cube. C’est une surface réguliére
par morceauz, orientable et son bord 0% est vide.

6
Discussion On a que ¥ = J 3; ou
i=1
{( ):0<z,y<l1}
{(z,y,1): 0 <,y <1}
Y3 ={(x,0,2): 0 < 2,2 <1}
{(z,1,2)

0< 2z <1}
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Y5 ={(0,y,2) : 0 < y,z < 1}
26:{(1,y,2)30<y,2< 1}

qui sont toutes des surfaces régulieres. Un champ de normales unité C' par
morceaux (et extérieure & K) est donné par

(0,0—1) sur Xy
(0,0,1) sur Xy
(0,—1,0) sur X3
(0,1,0) sur X4
(=1,0,0) sur 55
(1,0,0) sur Xg.

On obtient facilement que 0% = (.

Exemple 8.22 (Anneau de Moebius) Soit

Y ={(z,y,2) €R3: (z,y,2) =0 (0,7), (0,r) € A}

ot A=(0,27) x (—=1/2,1/2) et

o(0,r)= (<1+rsing) cos 6, (1+rsing) Sin9»7“0052) .

C’est une surface réguliére par morceauxr mais non orientable.
Discussion Noter que

o(0,7)=(1,0,r) = o (2w, —7r).
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[N

wi= Q

Par ailleurs la normale est donnée par

0 0
(1+rsin2> 00550059—&— gsin9

.0 0 . r
og N\ oy = (1+r51n2>cos281n9—20089

— 1+rsin€ sine
2 2

2

0\ 2
||09/\0r2—(1+7"sin2> +TZ>O, v (0,r) € A.

On a donc que
v(f,r)= LI est continue, V (6,7) € A.
lloo Aol
Toutefois on remarque qu’elle n’est pas continue V (6,7) € A. En effet
v (Oa O) = (17 Oa 0) 7& v (271—7 0) = (71707 0)

alors que le point ¢ (0,0) = (1,0,0) = o (2m,0). La surface n’est donc pas
orientable.

(Pour la bilbliographie cf. [2] 25-29, [4] 373-376, [11] 534-538, [12] 445-466).

8.5 Changements de variables

Soient 2 C R™ un ouvert et u:  — u (ﬁ) avec u € C! (ﬁ; R”)
u=u(ry, ) = (ut (), u" (2))
injective et telle que (on rappelle que ufEJ = Ou'/dx;)

1 1
uwl an

detVu(z)=| : .. |#0, VzeQ. (8.1)
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La valeur absolue du déterminant, |det Vu (z)|, est appelé le jacobien de la
transformation. La formule de changement de variables (cf. [12] 357), va-
lable pour une fonction f € C' (u (Q )) , est alors donnée par

/ fy)dy = /f (u(x)) |det Vu (z)]| du.
u(9) Q

Les exemples ci-dessous ne satisfont pas toutes les propriétés requises pour ap-
pliquer la formule de changement de variables (notamment ils ne vérifient pas
(8.1))), mais on peut toutefois montrer facilement que la formule est quand méme
valable pour de tels exemples.

Exemple 8.23 (Coordonnées polaires) Sin=2,r >0, 6 € [0,27] et

1 =u' (r,0) =rcosf et xy=u’(r,0)=rsind

on déduit alors que

uy  up cos —rsind
det Vu = 9 o | = . =r>0.
us  ug sinf rcosf
T2
777777777777777777 P
|
|
. |
. l
|
9 l
o ‘ x1

Exemple 8.24 (Coordonnées cylindriques) Sin = 3, r > 0, § € [0,27],
zeR et

1 =u' (r,0,2) = rcosf

zo =u?(r,0,2) = rsinf

3 =u(r,0,2) =2

on obtient
|det Vu| = r.
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2

a1
Exemple 8.25 (Coordonnées sphériques) Sin = 3, r > 0, 6 € [0,27],
¢ €[0,7] et

1 =u' (r,0,9) = rcosfsing
xo = u® (r,0,p) = rsinfsing
x3 =u?(r,0,0) = rcosy

on trouve
|det Vu| = r? sin .

Ty
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Analyse complexe






Chapitre 9

Fonctions holomorphes et
équations de
Cauchy-Riemann

9.1 Définitions et résultats théoriques

Définition 9.1 Soit O C C un ouvert. On dit que f : O — C est holomorphe
(ou analytique complexe) dans O si f est dérivableV zg € O, c’est-a-dire que

1)~ (z0)
2—20 Z— 20
existe et est finie. On note la dérivée par [’ (z).
Remarque (i) Toutes les régles de dérivation dans R (notamment la dérivée

de la somme, du produit, du quotient et de la composition) sont valables dans

C.

(ii) Par abus de notations, 'ouvert O sera souvent identifié & un sous en-
semble de R? (on écrira ainsi de fagon équivalente z = z+iy € O ou (x,y) € O).

Théoréme 9.2 Soient O C C un ouvert et f: O — C telle que, si z =x + iy,
u(z,y)=Ref(r+iy) et vir,y)=Inf(x+iy).
Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes.
(i) f est holomorphe dans O.

(i) Les fonctions u,v € C* (O) et satisfont, ¥V (z,y) € O, les équations de
Cauchy-Riemann

ou_ov  ou_ o
or Oy oy Oz’
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En particulier si f est holomorphe dans O, alors

ou v v Ju

oo
or’ Y oyt ox’ Y oy’
(Pour plus de détails, cf. [I] 24-26, [3] 13-14, [5] 36-38, [7] chapitre 8, [I1] 741-
742).

Notation Par la suite on notera u, =

9.2 Exemples

Exemple 9.3 La fonction f (z) = e* est holomorphe dans C et f' (z) = e*.
Discussion En effet on a

e* = e = e%cosy +ie®siny = u(z,y) +iv(zr,y),

ou u et v sont C'*™ (RQ) et vérifient les équations de Cauchy-Riemann, i.e.

Uy = vy = €¥ Ccosy
— — T o1
Uy = —VU; = —€e¥siny

et donc [/ (2) = ug +iv, = €.

. . —e
Exemple 9.4 La fonction sinz = — est holomorphe dans C et sa
_ i
L eZZ + e—'LZ
dérivée est cosz = ———
2
Discussion (i) Les parties réelles et imaginaires sont données par
] etz _ iz e Vel® _ gYp—ix
sinz = : = -
21 21
e Y (cosz +isinz) —e¥ (cosx — isinx)
2i
ey —e Ycosxr e¥+e Y |
= — — Sin
2 1 2

et donc
sin z = cosh ysin x + ¢ sinh y cos x.

(i) Calcul des dérivées.

uy = coshycosx  uy =sinhysinz

vy = —sinhysinz v, = coshycosz.
On a bien u, = vy et uy, = —v, . De plus (cf. exercice [9.1))

. / . .. .
(sinz) = u, +iv, = coshycosz — i sinhysinz = cos z.
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Exemple 9.5 Soient z = x + iy, |z| = /22 +y? son module et argz son
argument. La fonction

logz =log|z| +i(argz), avec —w<argz<m

ot log |z| est le logarithme naturel du nombre réel |z| (en particulier loge = 1),
est définie pour tout z # 0 et est holomorphe dans

O=C\{z€C:Imz=0 et Rez <0}.
1
Sa dérivée est f'(z) = ;,VZEO.

Discussion (i) Tout d’abord on va préciser que dans la définition ci-dessus on a
indiqué seulement la détermination principale de la fonction logarithme, car
en général argument de z, arg z, est détérminé a un multiple de 27 pres, ce qui
fait de log z une fonction multivoque. Noter que si z € O, —7m < argz < 7
et z = x + iy, alors on peut définir 'argument comme une fonction de ’arc
tangente ; en effet

arctgg siz>0etyeR
x
g sizx=0ety>0
7r .
argz = —3 siz=0ety<0
7r—|—3b1rctgg siz<0ety>0
T

—7T—|—arctgg siz<0ety<0.
x

(i1) On va montrer que f(z) = logz, définie pour tout z # 0, n’est pas
continue sur C\ {0} ; pour que ce soit le cas il faut lui enlever le demi-axe réel
négatif, c’est-a-dire la restreindre a O. En utilisant la définition on a que

log(-1+4it) = logm—&-iarg(—l +it).
De la partie (i) on déduit que

lim log (—1+4it) =logl+imr =in

t—0t

lim log (—1+it) =logl —im = —im.

t—0~—
Donc f n’est pas continue sur C\ {0} (plus précisément on a montré que f n’est
pas continue en z = —1).

111) Montrons maintenant que f’(z) = 1/z, Vz € O. On va prouver ceci
(iii) q p

par exemple dans le demi plan Rez > 0, ot —§ < argz < 5. On procede



128 Fonctions holomorphes

de fagon semblable dans les deux autres quarts de plan (-7 < argz < —73 et
T <argz <m). On écrit z = x + iy de fagon que argz = arctg £ et

log z = log v/ 22 + 32 —I—iarctgg =u(z,y) +iv(z,y).
x

On trouve que u,v € C* (O) et

= — 2 =Y
z I2+y2 Y 1.2+y2
__ Y __*

Ty T 22

et donc
T ] r—1y 1
+i = — : :
Pt Ty Grin@—iy) 2
(iv) On peut montrer (cf. exercice 9.13)) de plus que

(log2) = uy +iv, =

loge* =z, si Imz € (—m, 7] et €8 =2 sizeC\{0}
log z + log w si argz +argw € (—m, 7|
log (zw) =< logz+logw —2mi si argz+ argw € (m, 27]
logz 4+ logw + 2mi  si argz + argw € (—2mw, —7] .
Exemple 9.6 Soient v € C et f(z) = 27. Alors f est holomorphe dans
O=C\{z€C:Imz=0 et Rez <0}
et sa dérivée est f' (z) = v 2771
Discussion (i) On définit (la détermination principale)
F(z) = evlos=
qui, par composition, est une fonction holomorphe dans
O=C\{z€C:Imz=0et Rez <0}.
On trouve que f' (z) = €787 . 4271 = 42771 A relever que si v € N, 27 est

holomorphe dans C et pas seulement dans O (la détermination principale de 27
définie ici est alors la méme que celle définie algébriquement).

(#i) On peut aussi montrer que si 8,7 € C et z,w € C\ {0}, alors

By — By

(zw)” si argz + argw € (—m, 7]
2wy = (zw)"e*™  si argz + argw € (7, 27
(zw)"e 2™ & argz + argw € (=27, —7).

(#7i) Tl faut toutefois étre prudent dans les calculs (cf. exercice [9.14]).
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9.3 Exercices

Exercice 9.1 Montrer que les fonctions

et? e % + e % ) e? — e *
—_— coshz = sinhz = ———

cosz = , _
2 2 2

sont holomorphes dans C et calculer leurs dérivées.
Exercice 9.2 f (z) = (Rez)? est-elle holomorphe ? Justifier votre réponse.

Exercice 9.3 Soit la fonction f(z) = log (1 + 22) . Trouver le plus grand do-
maine de C ot la fonction f est holomorphe.

Exercice 9.4 Trouver une fonction holomorphe f : C — C dont la partie réelle
est . s
u(z,y) = G )cos(2xy).

Exercice 9.5 Trouver une fonction holomorphe f : C — C telle que sa partie
réelle soit
u(z,y) =% —y* + e " cosy.

Exercice 9.6 Prouver que si z = x + iy et f(z) = u(x,y) +iv(z,y) est
holomorphe dans un ouvert 2, alors

(i) u et v sont harmoniques dans Q@ (c’est-a-dire Nu = Av =0),

(i) uzve + uyvy =0

(iil) [ (2)° = upvy — uyv, .
Exercice 9.7 Montrer que si f : C — C est holomorphe alors les trois asser-
tions suivantes sont équivalentes :

(i) f est constante.

(ii) Re(f) est constante.

(iii) Im (f) est constante.

En déduire que f (z) = |z| n’est pas holomorphe.

Exercice 9.8 Montrer que les équations de Cauchy-Riemann, en coordonnées
polaires, s’écrivent
ou 10v vy : ov 1 Ou Ug
Up = — — — — —= — e Vyp — — = —— — = ——

" or  r o6 r " or r 00 r
Exercice 9.9 Soit f une fonction holomorphe dans C telle que u, 4+ vy = 0.
Montrer qu’il existe une constante réelle ¢ et une constante complexe d telles
que f(z) = —icz +d.

Exercice 9.10 Si g = g (z,y) est harmonique dans R? (i.e. Ag = 0) et f =
u+iv est holomorphe dans C, vérifier alors que h(z,y) = g (u(z,y),v (z,y))
est harmonique dans R2.
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Exercice 9.11 Soient A un ouvert et u € C* (A) une fonction telle que Au =
Ugg + Uyy = 0. Soit

f(z)=us —iuy.

Montrer que f est une fonction holomorphe dans A.

Exercice 9.12 * Montrer que si f est holomorphe dans Q C R?, un ensemble
ouvert, alors les équations de Cauchy-Riemann sont satisfaites dans §2, i.e.

Uy = Vy €t Uy = —Vg.

Suggestion. Prendre dans la Définition tout d’abord z = zg + h, puis z =
zo+ih avec h € R.

Exercice 9.13 * (i) Montrer que
loge* =2 si Imz € (—m, 7]
8% =2 sizeC\{0}.
(ii) Montrer que

log z + log w si argz + argw € (—m,
log (zw) =< logz+logw — 2w si argz + argw € (m, 27)

logz +logw + 2mi  si argz +argw € (—2mw, —7).
Exercice 9.14 * Trouver et expliquer la faute dans la série d’égalités suivante :

1=1Y/2 = (ezm')l/2 — e — .

9.4 Corrigés

Exercice [9.1] Etape 1. Commencons par trouver les parties réelles et imagi-
naires. On trouve

R e Vel 4 g¥e—i®

COS 2z =

2 B 2
eV teV oY —eY
= 5 cosT —1 5 sinz
= cosh y cosx — ¢ sinh ysin x.
e + e % eweiy + e—we—iy
cosh z = =

2 2
= coshxcosy + ¢sinhzsiny.
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z z

e —e” eTelY — e~ Tty
sinh z = =
2 2

= sinh x cos y + ¢ cosh x sin y.

Etape 2. Calcul des dérivées.

(i) On a immédiatement
Uy = —coshysinz =v, et wu, =sinhycosz = —v,
et ainsi
(cos z) =y +iv, = — (coshysinz + i sinhycosz) = —sin 2.
(i1) On obtient
Uy =sinhzcosy =v, et wu, = —coshzsiny = —v,

et donc
(cosh z)’ = u, +iv, = sinh z.
(i1i) On déduit
Uy = coshxcosy =v, et wuy,=—sinhzsiny=—v,

et par conséquent
(sinh 2)’ = u, +iv, = cosh z.

Exercice La fonction f (z) = (Re z)? n’est pas holomorphe car les équations
de Cauchy-Riemann ne sont pas vérifiées. On a en effet

Exercice La fonction z — 1 + 22 est holomorphe dans C. On sait que la
fonction w — log w est holomorphe dans

D=C\{weC:Imw=0,Rew <0}

par conséquent, en posant w = 1 + z? on va déterminer I’ensemble des z € C
tels que
Im(w)=0 et Re(w)<0.

2

Siz=ax+iy et donc 22 =22 — y?> + 2izy, on a alors

Im(1+22):2my:0 z=Rez=0
=
Re(142%)=1+2-y?><0 y2>1
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(le cas y = 0 et 1 + 2% < 0 est & exclure) et donc

D=C\{z€C:Rez=0, [Imz|>1}.

Exercice On veut trouver une fonction holomorphe f = u + iv telle que
2 2

u(z,y) = el =v") cos (2zy). On écrit les équations de Cauchy-Riemann pour

déterminer v, a savoir

{ Uy = Uy - { vy:2e<x2_y2) (xcos(2xy) —ysin(2zy))
Uy =2 el#® =) (ycos (2zy) +zsin(2xy)).
En intégrant, par exemple, la deuxieéme équation on trouve
v(x,y) = (= =v") gin 2zy)+a(y).
En remettant ce résultat dans la premiere équation on obtient
o (y)=0 = «a(y) = ag = constante.

On a donc .
v(x,y) = e('qc v )sin(ny) + ap

et, pour ap € R,

. 272 ; . 2 .
f=u+iv=e""Y H22Y) 4 iag=e* +iag.

Exercice [9.5| En utilisant les équations de Cauchy-Riemann, on a

Uy =2 —e T cosy =y - vy =2x — e Tcosy
vy =2y +e "siny

Uy = =2y — e *siny = —v,
d’olt on déduit, de la deuxieme équation,
v(z,y) =a(y)+2zy —e “siny.
Alors, en dérivant v par rapport & y on a, de la premiere équation,
a(y)=0 = «a(y)=ay= constante
et par conséquent
f=u+iv=(2>—y?)+e “cosy+i(2zy—e “siny) +iag.

Comme

2

22=2—1y?>+2izy et cosy—isiny=e Y
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on trouve, pour ag € R,

fR)=22+e " +ing.

Exercice (i) Par le théoreme |9.2| on sait que u,v € C* () (en particulier
Uyz = Ugy). On peut donc dériver les équations de Cauchy-Riemann

Uy =Vy et uy = —v,

et on trouve
Upy = Vyg €0 Uyy = —Vgy .

On déduit immédiatement que
AU = Uy + Uyy = Vyg — Vyz = 0.
Un raisonnement totalement analogue conduit a
AV = Vgg + Vyy = 0.

(ii) Cette identité est une conséquence directe des relations de Cauchy-
Riemann, en effet

UpVg + UyUy = Uy (—Uy) + uyu, = 0. (9.1)

(Noter, en passant, que si u (z,y) = C et v(x,y) = C représentent les courbes
de niveau des parties réelles et imaginaires de f (z), pour (x,y) € €, alors la
relation implique que leurs gradients sont orthogonaux dans 2. Comme,
en général, le gradient est orthogonal aux courbes de niveau, il s’ensuit que les
familles u (z,y) = C et v (z,y) = C sont deux a deux orthogonales).
(#i) On a que
I (2) = ug +iv,

et donc, par les équations de Cauchy-Riemann,

lf (z)|2 = uZ + V2 = uyvy — Uyvy .

Exercice (i)= (i1). Comme f = a +ib = constante on déduit que
Re (f) = a = constante.

(i) = (#i). Comme Re(f) = a et f = a + iv(x,y) on infere (grace aux
équations de Cauchy-Riemann) que v, = v, = 0 et ainsi v = b. On a ainsi
obtenu que

Im (f) = b = constante

et donc f = constante.



134 Fonctions holomorphes

(i1i) = (i). Par les équations de Cauchy-Riemann (comme précédemment)
Im(f)=b = Re(f)=a

et donc f = constante. En particulier la fonction f(z) = |z] € R n’est pas
holomorphe.

Exercice On pose z =rcosf et y = rsinf et on trouve
ou ou ou

0 0
—zcos@—u—i—sinﬁ— et ——rsin@—u—l—rcosﬁ—u.

or Ox oy 00 or y

En résolvant par rapport & Ou/dzx et Ou/dy on a

ou 0 Ou  sinf Ou ) ou 00 ou n cosf Ou
— =cosf — — — et — =sinf — —.
ox aor r 00 dy or r 00
De fagon similaire on obtient
ov Ov  sinf Ov ; ov - ov n cosf Ov
— =cos — ——— — et — =sinf—+ ——.
or or r 00 oy or r 00
Les équations de Cauchy-Riemann deviennent
sin @ . cos 6
Uy = cos O u, — ug = sinf v, + Vg = Uy
. cosf sin @
Uy = sin 6 u, + ug = —cosBv, + Vg = —Vy .

On trouve facilement que ceci implique

Vo Up
U= — et v, =——.
T r

Exercice Des équations de Cauchy-Riemann on a u, = vy et comme u, +
vy = 0 on déduit que u, = v, = 0. Par conséquent u (et donc u,) dépend
seulement de y et v (et donc v,) seulement de z. Comme u, = —v, pour tout
x et y, on déduit que u, = —v, = ¢, ol ¢ est une constante, et par conséquent

u=cy+d; et v=—-cx+ds.
On a alors (en posant dy + i ds = d)

f=u+iv=—ic(z+iy)+(d1+ids) = —icz+d.

Exercice Comme g est harmonique on a

Ag = Guu + Gov = 0.
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Par ailleurs f étant holomorphe on obtient
Uy = Vy €F Uy = —Vy.
En calculant les dérivées successives de h on trouve
he = gutz + gove et hy = guuy + gyvy

Paz = Guuti® + +2 Guotie Vs + GopV2 + Gulizr + GoVss
hyy = Guuly + +2 GuvllyVy + Guuvy + Gullyy + Guvyy -

Par conséquent en se rappelant que (cf. exercice les équations de Cauchy-
Riemann donnent

2 2 2, 2
Au=Av =0, uy+uy,=v;+v,, Uz +uyv,=0
on déduit

Ah = hyy + hy,
= Guu (U} + 1) + 2 guo (UaVz + Uyvy) + Gov (V3 +0)) + gu Au+ g, Av
= Ag (u} +u) =0.

Exercice Onpose f=U+iV ou U = u, et V = —u, . Par hypothese
u € C* et donc

soit une des équations de Cauchy-Riemann pour f. La deuxieme découle du fait
que Ugy + Uyy =0
Up = Uy = —Uyy = V.

Donc f est holomorphe.

Exercice * Soit zp = mg + 1yo . D’apres la suggestion, on va considérer
dans un premier temps z = zg + h, avec h € R. On écrit alors

f(2) = f(20) — lim f(wo+h+iye)— f(xo+iyo)

’ T
f'(z0) = zlgrzlo z— 2 h—0 h
— lim u (‘TO + hvyo) —u (IOa yO) +1 [U (Io + h’ayo) —v (Io, yo)]
h—0 h
ou

. O0v )
= %(ffo,yo)JrZ%(ffo»yo) = Uy + 1V .

En choissant cette fois-ci z = zg + i h, avec h € R, et en faisant le méme calcul
qu’auparavant, on trouve

1 ou ov .
f/(ZO) = gaiy(xoayO)—’_aiy(xO;yO) = Uy — LUy .



136 Fonctions holomorphes

En combinant les deux expressions on obtient bien les équations de Cauchy-
Riemann, i.e.
Uy = Vy €6 Uy = —Vy.

Exercice * (i) Soit z = x +iy. On rappelle que

z

e =e"(cosy +isiny) et logz=log|z|+iargz, z#0.
- Comme y € |—m, 7], alors arge® = y et donc

loge® =logle®| +iarge®* =x+iy = 2.
- Par ailleurs, si z # 0, on trouve que

6logz _ elog|z\ezargz _ |Z‘ largz — o

(ii) On rappelle que 'argument de z € C est le seul scalaire arg z € |—7, 7]

tel que 'on puisse écrire

z = |z|et?Tez,

On a donc

iarg z iargw i(arg z+arg w)

zw = |z|e |w]e = |zw|e
et par conséquent, puisque la fonction t — e** est 27 —périodique, on déduit que

arg z + argw si argz + argw € |—m, 7]
arg (zw) =< argz+argw — 27 sl argz + argw € |, 27]

argz +argw + 2w si argz +argw € |—2m, —7].
En utilisant la définition du logarithme, a savoir
log (zw) = log |zw| + i arg (zw) = log |z| + log |w| + 7 arg (z w),

on obtient directement le résultat.

Exercice * La faute est manifestement dans I'égalité (e*™") Y2 _ omi par
définition on a que
. 103(527"1’) . arg(ezﬂi)
(e*™) V2 e e, (9.2)

La fonction arg z prend ses valeurs dans |—m, 7| (la détermination principale),
on trouve

arg (62”) =0

et donc
(62”)1/2 =e' =1.
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Par contre, si on fait la faute suivante
arg (e*™) = 2m,
alors donne la fausse égalité, a savoir
(ezm'>1/2 — i

On a donc que la propriété suivante, vraie dans R, est fausse, en général, dans

C\ {0}
(25)77&2’87, B,y€C, ze C\ {0}.






Chapitre 10

Intégration complexe

10.1 Définition et résultats théoriques

Si nécessaire on pourra se référer aux chapitres 2] et [8| pour des compléments
et des définitions plus précises sur les courbes et les intégrales curvilignes.

Définition 10.1 (i) Soit T' C C une courbe réguliére de paramétrisation = :
[a,b] = T. Soit f :T'— C une fonction continue. On note

/Ff<z>dz=Lf<z>dz=/abfmtwa)dt.

(ii) Si T est réguli¢re par morceauz, T = ;- Tk, Ty des courbes réguliéres,
alors

/f(z)dz:z f(z)dz.
r k=1"T%

Théoréme 10.2 (Théoréme de Cauchy) Soit D C C un domaine simple-
ment conneze, f : D — C une fonction holomorphe et v une courbe simple
fermée et réguliere par morceaux contenue dans D. Alors

Lf(z)dzo.

Théoréme 10.3 (Formule intégrale de Cauchy) Sous les mémes hypotheéses
que le théoréme ci-dessus, alors

f(Z):;Ti/Wg(_fldﬁ, Vz € int~y.
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De plus [ est infiniment dérivable au sens complexe et, pour tout n € N,

T 2mi

£ () = n /(5 f(f))nH d¢, Yz €intn.
Y

(Pour plus de détails, cf. [I] 102-123, 141, [3] 27-45, [5] 126-148, [7] chapitre 9,
[LT] 767-793).

10.2 Exemples

Exemple 10.4 Soient f (2) = 22, et y1, 72 respectivement le demi-cercle supérieur
de rayon 1 centré en l'origine et le cercle de rayon 1 centré en Uorigine. Calculer

f(z)dz, j=1,2.

Vi

Discussion (i) v, : [0,7] — C, olt 71 (0) = €'? et donc 7} (§) = ie'?. On a

i | T
637, 6

(2) dz:/ (ew)Q iewdﬂzi/ 30dp = —
0 0

(ii) vz : [0,27] — C, avec 72 (8) = €'? et donc 4 (8) = ie*?. On obtient

2
0 3

71

27
=0.
0

631' 6

2m 2m
(z)dz:/ (e“’-‘)2 iemde:i/ 30 dp = —
0 0

Dans ce dernier cas on aurait pu appliquer le théoreme de Cauchy et conclure
immédiatement.

V2

Exemple 10.5 Soit v une courbe simple, fermée et réguliére par morceaus.
Discuter en fonction de v la valeur de l'intégrale suivante

/ cos (2 2) .
y 2

Discussion On observe que £ = 0 est une singularité pour f (£) = cos(2¢) /€.
On va distinguer plusieurs cas.

Cas 1 : 0 € inty. On applique la formule intégrale de Cauchy a g (&) =
cos (2€) et on trouve
1 cos (2€)
9(0) =55 /V o ©
et par conséquent

z

2
/COS( ?) 4z = ori.
.
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Remarque. La formule intégrale de Cauchy représente un instrument bien utile
dans le calcul de certaines intégrales. Un calcul direct, dans notre cas

2 27 ~ 2 10
/cos( z) dz:/ cos (2e
v F 0

2m
— )iewd@i/ cos (2¢%) do,
e’ 0

n’est pas évident.

Cas 2 : 0 ¢ int~y. Le théoréme de Cauchy appliqué & f nous permet de
conclure immédiatement que

/ cos (2 2) Qs — 0.
4 2

Cas 3 : 0 € 7. Dans ce dernier cas I'intégrale n’est pas bien définie.

Exemple 10.6 Soity={z¢€ C:|z—2|=1}. Calculer
z+2
[
v (2 —2)

Discussion Soient f (¢) = €2, 2 = 2 et n = 2. Le théoreme nous donne
/ e +2 = 2mi F(2) = 2wy
v (z2-2)

.4
— —e" =mie
2! 2

10.3 Exercices

Exercice 10.1 Soit v une courbe simple, fermée et réguliére par morceauz
Discuter, en fonction de v, la valeur de l’intégrale suivante

22
e
/—dz.
722

Exercice 10.2 Soit v = {z eC: |z — g‘ = 1} . Calculer

22¢in z
ESmE g
i
7 (

2
Exercice 10.3 Calculer

(i) / (22 +1)dz oty =[1,1+71] (segment entre 1 et 1 +1).
gl

(ii) /Re (22) dz ot vy est le cercle unité centré en 0.
gl

Exercice 10.4 Soient v une courbe simple, fermée et réguliére par morceaux
Discuter, en fonction de v, la valeur de l'intégrale

dz

— -
~ <
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Exercice 10.5 Discuter, en fonction de vy, une courbe simple, fermée et réguliére
par morceaur, la valeur de l'intégrale suivante

/5223z+2
73(12’.
Rl (z—1)

Exercice 10.6 Calculer les intégrales suivantes

2z
(i) /e dz et y={z€C:|z|=2},
4 2

3422242 1
(ii) /ﬂdz et ’y:{ze(C:|z—2i|:4},
8!

z— 21

Z—T

in (222432 +1
(iid) /Sm( L) y={2€C:|z—n|=1}.
Y

Exercice 10.7 Déterminer la valeur des intégrales

dz et y={z€C:|z—-2|=1},

. 32242z +sin(z+1)
0 / (z -2

(ii) /YZ(ZJFQ)CZZ et y={ze€C:|z|=1}.

Exercice 10.8 Calculer

/Z;dz
v (2 =1)7 (22 +4)

dans les cas suivants
(i) v est le cercle centré en (1,0) et de rayon 1,
(i1) ~ est le bord du rectangle [-1/2,1/2] x [0,4],
(iii) v est le bord du rectangle [—2,0] x [—1,1].

Exercice 10.9 Montrer que

—+oo

+oo
/ e~ cos (2bx)dx = \/Ee*b2 et / e~ sin (2bzx)dx = 0.

— 00 —0o0

Suggestions. (i) Montrer que f (z) = e est holomorphe.

(ii) Considérer le chemin v =y U~y U3 U~y ot v est le bord du rectangle
[—a,a] x [0,b] (voir la figure) a savoir

7 ={2€C:Rez€[—a,a] et Imz =0}

v2={2€C:Rez=ua et Imz € [0,b]}
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p
v

—v3={2€ C:Rez € [—a,a] et Imz=>}
—v4={2€C:Rez=—a et Imz €[0,b]}.

Montrer que

(a) lim / f(z)dz= lim f(z)dz=0.

a—+00 a——+00
(b) /f (2)dz =0, (utiliser le fait que f est holomorphe).
v

—+oo
(¢) En utilisant le fait que / e~ dx = /7, conclure.

— 00

Exercice 10.10 Soit f une fonction continue dans un domaine D simplement
connexe. Soit F : D — C, holomorphe et telle que F' (z) = f (2). Montrer que,
pour toute courbe vy réguliére, contenue dans D, avec 7 : [a,b] — C,

/f(Z)dz=F(7(b))—F(7(a))-

En particulier, siy est fermée, déduire que

[yf(z)dz:o.

(Ceci est une version plus faible du théoréme de Cauchy).

Exercice 10.11 Soient f(z) = 1/z et y1, 72 représentant respectivement le
cercle de rayon 1 centré en z = 2 et le cercle de rayon 1 centré en lorigine. A
laide de exercice|10.10), calculer, pour j = 1,2,

f(z)d=.
Vi
Exercice 10.12 * Montrer le théoréme de Cauchy.
Suggestion. (i) Eerire f =u+iv ety =a+if:[a,b] = C,v=~(¢), et
montrer que

b

b
/f(z)dz:/ [u(a,ﬁ)a’—v(a,ﬁ)ﬁ’]dt—i—i/ [v(a, B)a +u(a, B) ] dt.

a
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(ii) Appliquer le théoréme de Green (cf. chap.|4]) pour obtenir que

[{f(z)dz//inw(vxuy)dxdy+i//inm(uxvy)dxdy

(iii) Déduire le résultat a l'aide des équations de Cauchy-Riemann.

Exercice 10.13 * Montrer la généralisation suivante du théoréme de Cauchy.
Soient  C C un ouvert et O C O C Q un domaine régulier au sens de la
définition [{1) rappelée ci-dessous. Alors

f(z)dz:Z/f(z)dz

Rappel. Un ouvert O C C est dit régulier, s’il existe Oy, 01, ,0,, C C des
ouverts bornés tels que

Yo

O=00\ U O

j=1
6jC00, Vi=1,2,---,m
0;N0L=0 sij#k, jjk=1,---,m
80_7:’7]? j:051727"'7m

ot les v; sont des courbes simples fermées réguliéres par morceaus.

Exercice 10.14 (Formule de la moyenne) * Soient Q C C un ouvert, f :
Q — C une fonction holomorphe, zg € Q0 et r > 0 suffisamment petit pour que

B, (20) ={z€C:|z—z| <r}cC

Montrer que

10.4 Corrigés

Exercice [10.1] On va considérer trois cas.

Cas 1 : 0 € int . On applique la formule intégrale de Cauchy & g () = s’ /2
et on trouve

1/ et : .
= d¢ = 2mi g (0) = mi.
2/ 6-0

Cas 2 : 0 ¢ int~y. Le théoréme de Cauchy appliqué & f(z) = e /2 z nous
permet de conclure immédiatement que

2

eZ
dz = 0.
[/22
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Cas 3 : 0 € 7. Dans ce dernier cas I'intégrale n’est pas bien définie.

Exercice On applique la formule intégrale de Cauchy a f (&) = £2sin¢,
z=m/2et n=1 (noter que f’'(z) =2zsinz + 22 cos z). On trouve donc que

/ Asinz Z2 dz = i (E) = 272,
s 1! 2
v (2-3)

Exercice (i) Soit v = [1,1+4] = {y(t) =1+1it, t € [0,1]}. On trouve
donc

/(z2+1)dz:/01 ((it—|—1)2+1)idt:i/ol(—t2+2it+2)dt

50

3

(#) On parametre le cercle unité centré en 0 par
yit—e'l avec te[0,2n].

On trouve alors

2m 2m
/Re(z2)dz:/ Re (e*") ie”dt:i/ cos (2t) (cost +isint)dt = 0.
vy 0 0

Exercice Cas 1 : 0 € int . On applique la formule intégrale de Cauchy a
f(€)=1,z=0et n=1. On trouve que f' =0 et par conséquent

1
"/Z

Cas 2 : 0 ¢ int . Le théoréme de Cauchy nous permet de conclure immédiatement

que
1
~ %

Cas 8 : 0 € v. Dans ce dernier cas l'intégrale n’est pas bien définie.

Exercice Cas 1 : 1 € int~. On applique la formule intégrale de Cauchy a
f(&) =5&2-3£+2,2=1etn =2.On trouve que f” (1) = 10. Par conséquent

2

— 2

/Md'z — 10 7.
v (2-1)

Cas 2 : 1 ¢ int ~y. Le théoreme de Cauchy nous permet de conclure immédiatement

que
2
— 2
/ %dz —0.
v (2—1)
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Cas 3 : 1 € 7. Dans ce dernier cas 'intégrale n’est pas bien définie.

Exercice (i) On considere f (£) = €2, qui est holomorphe dans C. Donc,
par la formule intégrale de Cauchy,

IO ge - [ E5 4o —omi £ (0) — 2mi
[Y ¢ d«f—[ygdf—me(O)—Qm.

Noter qu’on pourrait essayer de calculer 'intégrale sans utiliser la formule de
Cauchy, en choisissant par exemple la paramétrisation suivante

y(t)=2€"t, 0<t<2m.

62z 2 646“ ) 2 )
dz = i ieztdt:i e4coste4zsmtdt
z ezt
o 0 0

et le calcul se révelerait difficile.
(ii) En considerant f (&) = &3 +2£2 + 2, z = 2i, on trouve immédiatement,
par la formule intégrale de Cauchy,
(2)

A P dz = 2mi f (2i) = 167 — 12mi.

Dans ce cas

Sans utiliser la formule intégrale de Cauchy on pourrait prendre
y(t)=2i+ €'t 0<t< 2
On retrouverait

1 3 1 2
24+ —et)] +2(2+=-€t)] +2 .
/ﬁdz:/ ity
vy 0

z—2 4

Z pit
1 e
= 167 — 1273.

(i4i) Soient f(£) = sin (2§2+3§—|—1) et z = m. Alors, par la formule
intégrale de Cauchy,

in(22°+3z+1
/sm( c z )dZ:Qm'f(w):27risin(27r2+377+1).
. z—m

Exercice (i) Soient f(§) =32 +2&+sin(€+1),z=2etn=1. 0On
trouve que f’ () =6& 42+ cos (£ +1). La formule intégrale de Cauchy donne

donc
/3§2+2§+sm(§+1)
y (£ —2)?

d€ = 2mi f' (2) = 2mi (14 + cos 3) .
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es
(#i) On va considérer dans ce cas la fonction f (§) = 12 qui est holomorphe

dans le domaine donné et 0 € int~y. On trouve ainsi, par la formule intégrale de
Cauchy,

e 1
———dz=2mi [ = 2w — = mi.
/A,z(z+2) i 11(0) Z2 !

Exercice [10.8| (i) Soit f(§) = . Cette fonction est holomorphe dans

.
& +1

int v alors que 1 € int~y. La formule intégrale de Cauchy donne donc

2

AWMdzzzwif'(l).

On trouve ) )
28et (2 +4) —2¢&6t

(€2 +4)°

f1(&) =

8e

et ainsi f' (1) = %

. On a par conséquent

2

ds — l6me

/7 (z—1) (22 +4) 25

(#) On considere dans ce cas

652
(€ 1) (€ +20)

qui est holomorphe dans int~y alors que 2i € int~y. Par la formule intégrale de
Cauchy, on obtient

e B f(2) o L —me?
L(z_1)2(22+4)dz—[/(z2l_)dZ—27mf(22)—2(3+42_).

(i4i) Dans ce dernier cas il est facile de voir que I'intégrande est holomorphe
dans int~y, et donc, par le théoréme de Cauchy, on trouve

2

/i;dz:().
-7 (2 +4)

Exercice 9| Tout d’abord on observe que f(z) = e est holomorphe dans
C, carc est une composition de fonctions holomorphes. Comme -y est une courbe
fermée et f est holomorphe alors

[/f(z)dz:O.
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On parametre les 7, (cf. dessin indiqué dans I’énoncé) par

n={m@)=t t:—a—a} Yo = {7 (t)=a+it, t:0— b}
v3={y(t)=t+ib, t:a——a}  ya={n()=—a+it, t:b—0}.

On obtient par conséquent

a—+oo

a 5 —+oo 2
(2)dz = / edt = lim / f(2)dz = / e dt =/r
71 ga!

—a — 00
[ it)? : 2 [ 2ait+t?
/ f(Z)dZZZ/ e (@D gt — j e / e 2artt gy
Y2 0 0
ce qui implique (comme )6_2“““2 = etz)

lim f(z)dz=0.

a——+o0 Y2

Par ailleurs

et on a donc

—+o0 “+oo

Br_‘{l f(z)dz= —e / e cos (2bt)dt +1 e’ / e~ sin (2bt) dt.
a o0 ~3 — 0 — 0

Enfin on trouve
’ it)2 2 " 2ait+t?,;
(z)dZZ—/ e (At gt = —em@ / e2 @t
Y4 0 0

. 2 2
2ait+t :et )

ce qui implique (comme )e

lim / f(z)dz=0.
Y4

a——+o0

En résumé comme /f (2)dz = 0 et, en laissant a — oo, on obtient
gl

2 +oo 2 2 +oo 2
e’ / e cos(2bx)dr = /1 et e’ / e " sin(2bx)dr = 0.

— 00 — 00
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Exercice [10.10| Soient f = u+iv et F = U + ¢ V. Par hypothese
F'(z)=U,+iV, =V, —iU,=u+iv.

Soit 7y : [a,b] = C telle que v (t) = a (t) + i 5 (t), on obtient alors

Lf(z)dz/ab(quz‘v).(a’JriB’)dt

et ainsi

b b
/f(z)dz:/ [Umo/+Uyﬂ']dt+i/ [V, B+ V,a']dt.

¥ a a

En observant que

% U (a(t), ()] =Us(alt),B(t) e () +Uy(alt),B(t) B ()
% WV (a(®),8®))] =Vala(t),B(1)a () +V, (a(t),8(t) 5 ()

on obtient le résultat souhaité, a savoir

/3@@

/ﬁyﬂUWU)5®H+fﬂVw@)B@H}ﬁ
a dt ’ dt ’

—U(a(b).B0) +iV (@), 5) U ((a),

et donc

@
&
+
~.
<
Q

S
S
&

Si v est une courbe fermée et donc v (b) =~ (a), on trouve bien

/ f(z)dz=0.
.
Exercice [10.11] (i) A l'aide de I'exercice[10.10|et en considérant v (t) = 2+e'?,

avec t € (0,2m), on trouve
2 i ei t
[z = [ = 1oy 2m) - og (2 (0) = 0.
5 0 2 + e

(On sait que log z est holomorphe dans Rez > 0 et que (logz)’ = 1/2).
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(i1) On remarque que la fonction F'(z) = logz n’est pas holomorphe &
Iintérieur du deuxieéme disque donné, donc le résultat établi dans ’exercice
précédent ne peut s’appliquer. Par conséquent on choisit une paramétrisation,
par exemple v (t) = et avec t € (0,27), et on calcule I'intégrale

Lf(z) dz = /O%f (e'') (ie'") dt = 2mi # 0.

Exercice * Etape 1. On va montrer le théoréme quand ~ est une courbe
réguliere de paramétrisation v : [a,b] — C telle que v (t) = a (t) +i [ (t) (si vy
est seulement réguliére par morceaux on procede de maniere similaire). On écrit
f =wu+iv et on trouve donc

b
/f(z)dz:/ (wtiv)- (o +iB)dt
b
~ [ w@®.5@)a - vl®.5@) 8 ©)d
b
+i [ @ ®.80)F 0+ o0, 50)a ©)]dt

On pose ensuite

Fry) = (u(z,y), —v(z,y)) et G(z,y)=(v(z,y),ulz,y)).

Noter que
/ Fodl= / fu(a (8), 8 (1) ' (1) — v (o (t), 8 (1)) B (1)) d

G'd1=/ v (), B (1) o (1) +ula(t),B(1) B (1)) dt

/f(z)dz:/F-dl+i/G-dl.
v Y ol

FEtape 2. On rappelle que le théoréme de Green assure que si F' = (F1, Fy) :
R? — R? est un champ C' (Q;R?) avec @ C R? un domaine régulier dont le
bord 0f2 est orienté positivement, alors

/ F-dl = // <6F2—8Fl)dxdy.
o0

On pose 2 = inty et on applique le théoréme de Green une premiere fois a
F = (F1, Fy) = (u, —v) et une deuxieme fois a G = (G1, G2) = (v, u) . Noter que
comme [ est holomorphe, u et v possedent des dérivées partielles, du premier

Y

et donc
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ordre, continues. En utilisant les équations de Cauchy-Riemann (u, = v, et
Uy = —Uy), on en déduit que

b
/f(z)dz—/ [(u, —v) - (&, B") +i(v,u) - (/,5")] dt

// —Ug — Uy da;dy—i—z// Uy — Vy) dz dy
int vy int vy

Exercice * La démonstration est presque la méme que celle de 1’exer-
cice On va par ailleurs supposer que toutes les courbes Yo, V1, -+ , Ym Sont
régulieres (si vy, sont seulement réguliéres par morceaux on procede de manieére
similaire).

Etape 1. Comme dans I'étape 1 et avec les mémes notations que dans ’exer-
cice [I0.12} on a pour j =0,1,--- ,m,

f)dz= | Fodi+i| G-a
V v V
ol
F(z,y) = (u(z,y), —v(z,y) et Gz,y) =((zy) u(@y).
Etape 2. On applique alors le théoréme de Green, noter que F, G € C* (O; R?).
On a donc que

f(z)dz:/ Fedi+i| G-dl
o0 o0 o0

://O(rotF)dxdy+i//O(rotG)dxdy
://O(—vx—uy)da:dy+i//o(ux—Uy)dxdy-

En utilisant les équations de Cauchy-Riemann (u, = v, et u, = —v;), on en
déduit que

m

O:/aof(Z)dZ: %f(z)dz—z f(z)dz

j=1v7
ce qui est le résultat souhaité.

Exercice [10.14] * Ceci suit immédiatement de la formule intégrale de Cauchy
avec v = OB, (29) (paramétrée par v (t) = 29 + re'!). En effet

1 27Tf(zo—i-re“) .
= dé = — A N ztdt
f(z0) 2771/5—2’0 ] 2mi rett e
1 27 .
=5 ; f(zo—kre”)dt

comme affirmé.






Chapitre 11

Séries de Laurent

11.1 Définitions et résultats théoriques

Théoréme 11.1 Soit D C C un domaine simplement connexe, zg € D. Soient
f: D\ {z0} — C une fonction holomorphe, N € N et

N
Lnf()= 3 ene—z0)"
n=—N
N C_1 C_N
:CN(Z—Z()) —|—-..+01(Z—Zo)+00+(z ZO)+...+W7
o Z =20

o

(en particulier c_q1 = ﬁ/f(f) d¢ ) et ot v est une courbe simple fermée,
v

réguliére par morceauz, contenue dans D (zy € int~y). Soit enfin R > 0 tel que
{zeC:|z—2)| <R} CD.

Alors, Vz : 0 < |z — 20| < R, imy_oo Ly f (2) = Lf (2) emiste et est finie et
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de plus

+oo
Lf(2)=f(z)= Y eulz—20)" chZ—ZO +Z

n=—oo

Conformément aux notations du théoréme, nous introduisons maintenant les
définitions suivantes.

Définition 11.2 (i) L’expression Lf (z) est appelée série de Laurent de f
au voisinage de zg .

ii) On appelle partie réguliére de la série de Laurent [’expression
(i) ppelle p g D

+oo
Z cn (2 — 20)"
n=0

et partie singuliére (ou principale) de la série de Laurent la quantité

—1 —+o00

Z cn(z—20)" = Z c_n(z—20)""

n=-—00 n=1
(iii) On dit que zo est un point régulier pour f si la partie singuliére de la
série de Laurent est zéro.

(iv) On dit que zy est un pdle d’ordre m pour f sic_,, # 0 et c_p = 0,
Vk>m-+1. On a alors

C_m
L = — . n —_
f (Z) (Z — Z())m + Z — ZO + Z @ Z Z(]
:nE:1 z—zo +E Cp, Z*Zo

(v) On dit que 2z est une singularité essentielle isolée pour [ sic_j # 0,
pour une infinité de k. Dans ce cas

+oo +oo
Lf(2) =§ﬁ+g (z — )"

(vi) On appelle résidu de f en zy et on note Rés,, (f), la valeur c_1 .

(vil) Le rayon de convergence de la série est le plus grand R > 0 tel que
{zeC:|z—2)| <R} CD.
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Remarque Si f : D — C est holomorphe alors le développement de Laurent
coincide avec la série de Taylor, c’est-a-dire que ¢, = ™ (z) /n! et

+20 o(n) (,,
Lf @) =1 () =3 T B g,

n=0

Proposition 11.3 Soit f (2) =p(z) /q(2), ot p et q sont des fonctions holo-
morphes au voisinage de zo . Soient

- 20 un zéro d’ordre k de p, i.e. (sip(z9) # 0 on pose k =0)

p(20) =+ =p* Y (20) = 0, mais p* (z) # 0.
- 20 un zéro d’ordre | de q, i.e. (si q(20) #0 on posel =0)
q(z0) =---=q" "V (20) =0, mais ¢V (20) # 0.

(i) Sil >k alors zy est un pole d’ordre |-k de f.

(if) Si 1l < k alors zp est un point régulier de f (ot on a posé f(zy) =
Zlgl;lo [p(2)/q(2)], cf exemple .

Proposition 11.4 Si zg est un péle d’ordre m, alors

Rése, (1) = oyt { s (o= 1 ().

(m—1)! 2=z |dzm!

Proposition 11.5 Soit f(z2) = M
q(z)

au voisinage de zg € C et telles que p (20) # 0, ¢ (20) = 0 mais ¢’ (z0) # 0. Alors

, ou p et q sont des fonctions holomorphes

Rés., (f) =

(Pour plus de détails, cf. [I] 184-186, [3] 62, [5] 155-159, [7] chapitre 10, [I1]
842-844).

11.2 Exemples
Dans les exemples qui suivent on trouvera la série de Laurent pour une

fonction f donnée. On spécifiera de plus la nature des singularités, ainsi que le
rayon de convergence de la série et le résidu.
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Exemple 11.6 f(z) =1/z et z9 = 0.

Discussion On a immédiatement que

Lf(z)z%—k()

i.e. les parties réguliere et singuliere sont respectivement 0 et 1/z. De plus
Réso (f) = 1 et zp = 0 est un pole d’ordre 1. La série de Laurent converge
Vze C\{0},ie R=cc.

Exemple 11.7 f(z)=1/z et zo = 1.

Discussion Avant de répondre a la question rappelons la formule de la série
géométrique a savoir que si ¢ € C et |g| < 1 alors

1 =
s
l_q n=0

Dans notre cas on a donc

1 1 Sy "
gzng(—l) (1)

c’est-a-dire que la série de Laurent de f coincide avec la série de Taylor et zg = 1
est un point régulier. La convergence a lieu dans |z — 1] < 1, i.e. R =1, et le
résidu est zéro.

Exemple 11.8 f(z) =1/2% et 29 = 0.

Discussion 1l est facile de voir que zy = 0 est un pole d’ordre 2 et que

Lf(z):i2

z

Le résidu est zéro et la convergence a lieu Vz € C\ {0}, i.e. R = oo.

Exemple 11.9 f(z) = & + 2 et 29 = 0.

23
Discussion On remarque que zp = 0 est un pdle d’ordre 3, Résg (f) = 2 et que

la convergence a lieu Vz € C\ {0}, i.e. R = 0.

Exemple 11.10 f (2) = 2~ et 20 = 0.

2242

Discussion On écrit (a 'aide de la série géométrique)

11 111

242 z2(z+1) 2z z+1 2z

+oo
Y ()" =Lf(2)
n=0

pour tout z tel que 0 < |z| <1 (i.e. R =1). De plus Résg (f) =1 et zp = 0 est
un poéle d’ordre 1.
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Exemple 11.11 f(z) =e* et z = 0.

Discussion En posant y = % on a

et donc
xR

fR=et=Lf(x) = = = = +Z S
n=0

On voit que zp = 0 est une singularité essentielle isolée de f, Réso (f) = 1 et
que la convergence a lieu Vz € C\ {0}, i.e. R = cc.

Exemple 11.12 Une fonction f peut sembler avoir une singularité en zg qui
n’en est pas une si on redéfinit proprement la fonction en zo. On dit alors que
zo est une singularité éliminable. Par exemple zo = 0 est une singularité
éliminable pour f (z) =sinz/z car il suffit de poser

sin z

z) = .
1:Iir%smz st z=0.
zZ—r zZ

Conclusion : zg = 0 est un point régulier et la fonction f est holomorphe dans C.

Exemple 11.13 Montrer que toutes les singularités d’une fonction ne sont pas
nécéssairement des poles ou des singularités essentielles isolées.

Discussion Une telle fonction est, par exemple, f (z) =tg(1/z), en zg = 0. On
a en effet

tgy =00 & y:yk:(2k+1)g,k€Z
et donc
t 1 & L (— 0, quand k — o)
— — = — = = 11 .
g , o0 z - @hr 20 , qu 0

Donc f n’admet pas de série de Laurent en zy = 0 car alors on devrait avoir
R = 0. Conclusion. zp = 0 n’est pas une singularité isolée.

11.3 Exercices

Dans les exercices a |L11.13] il s’agira de trouver la série de Laurent
de f (ou en tous cas quelques-uns de ses termes) en précisant la nature de la
singularité, le résidu et le rayon de convergence.
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Exercice 11.1

(i) sinz en 29 = % (ii) SI;Z en z9=0
z . . 1
(iii) 52 en zg=1 (iv)  sin 2 en 2z =0
22+22+1 1
v — en z=-—1 vi — en z =1
v) 41 0 (vi) (1— Z)s 0
L 2P 4z+1 |
(vii) —moy o A= 1 (viii) pr en z9=0
1
Exercice 11.2 f(z) = W en z1 = 0, 2o = —2. (Ecrire au moins les 4
z(z+
premiers termes).
Exercice 11.3
(i) (COSZ) en 2g=Tm (i) z%'% en 2z =0
z—
2
(i) : en z=1.

(z—1)%(2+3)
Exercice 11.4 f(z) =22 e~ en 2o = 1.

Exercice 11.5 f(z) = zcos (1) en zo = 0.

z

Exercice 11.6 f(z) = ﬁ en zgp = 1.

Exercice 11.7 f(z) = LQ en zop = 1.
(z-1)

Exercice 11.8 f(z) = ———~ enz = 1.
cos? (% 2)
log (1

Exercice 11.9 f(z) = 05(7—22) en zop = 0.

sin (22)

Exercice 11.10 f(z) = e¢(1/#)sin (1/2) en 29 = 0.

sin z
Exercice 11.11 = — =0.
xerci 72 Py en zp
Exercice 11.12 f(z) = LZ? en zgp = T.

(z =)

Suggestion. Observer que sinz = —sin(z —7), Vz € C.
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sin z

Exercice 11.13 f(z) = en zo = 0 (il suffira de calculer les deux

sin (22)
premiers termes de la série de Laurent).
Exercice 11.14 Soit la fonction f (z) =log (1 + 2).

(i) Trouver le plus grand domaine de C ot la fonction f est holomorphe.

(ii) Trouver son développement de Taylor en zy = 0 et zg = i. Donner dans
chaque cas son rayon de convergence.

sin (z + 1)
(2+1)°
(i) Trouver les singularités de f et déterminer la nature de ces singularités.

Exercice 11.15 Soit f (z) =

(ii) Calculer le résidu en ces points.

(iii) Calculer le rayon de convergence de la série de Laurent en ces points.

Exercice 11.16 Soit f (z) = log (1 + 2?) .
(i) Trouwver le plus grand domaine ot la fonction est holomorphe (justifier

votre réponse).

(ii) Trouver son développement de Taylor en zy = 0 (on précisera le rayon
de convergence ainsi que les termes en z™ pour n =0,1,2,3).

Exercice 11.17 (Reégle de 'Hopital) * Soient f et g deux fonctions holo-
morphes au voisinage de zy telles que f(z9) = g(z0) = 0 mais ¢’ (z0) # 0.
Montrer que

Exercice 11.18 (Théoréme de Liouville) * (i) Montrer que si f est holo-
morphe dans C et f est bornée, alors f est constante.

(ii) Donner un exemple d’une fonction analytique réelle de la forme

= Zanx", VzreR

qui soit bornée mais pas constante.

Suggestion. 1) Appliquer la remarque (suivant la déﬁnition pour déduire
que

Zf(n Z", VzeCC.

2) Ecrire la formule intégrale de Cauchy pour f (0) sur un cercle de rayon
R centré en 0.
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3) A Uaide de la question précédente montrer que

2m
/O |f (Re'")|dt.

4) Conclure que f™ (0) = 0, pour tout n > 1.

n

!
2w R™

0] <

Exercice 11.19 * Montrer la proposition [11.5
Exercice 11.20 * Montrer la proposition .

Exercice 11.21 * Montrer la proposition |11.5,

11.4 Corrigés

Exercice (i) Considérons f (z) =sinz, en zp = /4. On a que
(M) = V2 (T = (T) = V2
f(4)_f(4)_ g o (4)_f (4)_ 2

On obtient donc

ikin n
=5y ()

avee (4p = Qptl = —Qipta = —0y4pts = 1. On trouve donc que 29 = /4 est
un point régulier et que Rés_,, (f) = 0. De plus, la série converge vers f (2),
VzeC.

sin 2z

(i) Soit f (2) = —5—, en 2o = 0. On sait que
z

+oo n
sinz = Z 7(_1) 22l
— (2n+1)!

par conséquent
. —+o0 n “+oo n
smz (-1) 2n—2 _ _—2 (-1 2(n—1)
3 —;(2n+1)!2 = +n§(2n+1)!z

“+o0 n+1
1 -1

22 (2n +3)!

n=0
Donc zp = 0 est un pole d’ordre 2, Rés, (f) = 0 et la série converge V z # 0.
z
i) Soit _ 7
(iii) Soit f(2) 52

holomorphe dans C et que la fonction g (z) =

en zop = 1. Comme la fonction h(z) = z est

152 est holomorphe sauf en
z

z+ = £ on déduit immédiatement que zy = 1 est un point régulier et donc la
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série de Laurent est en fait une série de Taylor, par conséquent Rés, (f) = 0.
Par ailleurs par le théoréme [I1.1] on a que la série converge pour autant que

|z — 1] <min{li — 1|, i + 1]} = V2.

On pourrait donc trouver le développement de Taylor en calculant f() (1); il
s’agit 1a d’un calcul fastidieux et nous proposons un calcul plus rapide qui utilise
la série géométrique appliquée a g. On commence d’abord par écrire

) 1 11
)= —— = —
g 1+22 2 \i—z itz

-1

1 1
2z'((i—l)—(z—l)+(i+1)+(z—1)>

ou encore

_—1[1 1 1 1

9() =57 Py R s Sy By

H—l

On pose alors une foisg = (2 — 1) / (i — 1) et une autre foisg=— (z — 1) / (i + 1)
dans la formule de la série géométrique et on obtient

a1 = n, 1R (D" n
g(z):m[i—1§(¢—1)”(’z_1) +i+1;(i+1)”(z_l)]
i;1+00 1 (71)”4 P n
T2 n_0<(¢_1)"“ * (i+1)"+1>( D
et donc

“+o0 n
_ (71) 1 . 1 P n

n=0

Posons pour simplifier

1 1 (1)
C,, = - — = (— —_—a
n 2% (1 B Z.)n—i-l (1 + )n—l-l 2# )
la deuxieéme expression étant obtenue en se rappelant que
1—i=v2e "% et 14i=+2¢7.

On revient maintenant a I’étude de f. On a

f)=z-1+1 chz—l ch z—ln+1 chz—l
+o0o

= Zcm,l(zfl)m+co+zcn(zfl)n

n=1



162 Séries de Laurent

et finalement
+oo

f(z)=co —i—Z(cn,l +cn)(z—=1)".

n=1

(iv) Soit f(z) =sin(1/z) , en zo = 0. On développe siny en série de Taylor
et on pose y = 1/z pour obtenir

“+oo n +oo n
. (=" ot (1 (=1 1
= P —— = — = _
Sy 7;) (2n +1)! Y S T;) (2n + 1)! z2n+1

On trouve alors que zy = 0 est une singularité essentielle isolée et le résidu
Rés, (f) = 1. De plus la convergence a lieu V z # 0.

(v) On observe que

242241 (2+1)°

z) = =z+1
1) z+1 z+1
et donc, contrairement aux apparences, zp = —1 est un point régulier (autrement
dit ¢’est une singularité éliminable) et par conséquent son résidu Rés_, (f) = 0.
Son développement de Taylor en z5 = —1 est donc trivialement z + 1. De plus
la convergence a lieu V z.

(vi) On a tout de suite que

1 -1

T ==

est la série de Laurent en zp = 1 et donc 1 est un pdle d’ordre 3, Rés, (f) = 0.
La convergence a lieu si |z — 1| > 0 (i.e. Vz # 1).

(vii) Considérons

22+z+1_ 1 3

H&=—Z—g =133 321

en zp = 1. La seule autre singularité de f est en z = —1, et par conséquent la
convergence a lieu pour autant que 0 < |z — 1| < 2. Pour trouver la série de
Laurent on utilise & nouveau la série géométrique (ot on a posé ¢ = — (z — 1) /2
et donc |g| < 1 & |z — 1] < 2) pour écrire

+oo n
1 1 11 1 z—1
= = - = - —1“
z+1 2+ (2—1) 21421 22( ) ( 2 )

2 n=0

+oo n
(-1)
2n+1

Il
g

n=0
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On obtient ainsi

1 "
z— 52 ”"‘1 -1

f(z)=§

On a alors que zg = 1, est un pdle d’ordre 1 et que Rés, (f) =
1
i3) Soit = — = 0. On écrit
(viti) Soit f (2) g O %0 n écri

fle) =12

z sinz

On remarque que g (z) = z/sinz est holomorphe en zy = 0 (qui est donc une
singularité éliminable pour g). On peut donc calculer sa série de Taylor dont
voici les premiers termes

1 7
g0 =1 4©)=0 ¢"0)=3, ¢"(0)=0, ¢ (0)= .
En revenant a f on a
1 z 72
J@ =5 360 T

Donc zp = 0 est un pole d’ordre 1 et Rés, (f) = 1. La convergence a lieu si
0 < |z| < 7 (car les autres singularités de f sont en km, k € Z).

Exercice [11.2] C’as 1 : z = 0. On écrit, en développant en série de Taylor la
fonction (1 + z/2)~°

1 1

2(z+2)°  8z2(1+2/2)°

et ainsi
_
z(z+2)°
— e () G P R )
1385,

8z 16 16 32

Donc z; = 0 est un podle d’ordre 1, Résg (f) = 1/8 et la série converge pour
0< |z <2
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Cas 2 : zo = —2. Cette fois-ci on pose z + 2 = u (et on utilise la formule de
la série géométrique) de fagon que

1 1
22427 (w—2)ud  —2ud(1—u/2)

RO

et ainsi
1 11 R
2(z+2)° o 2uw3 4u? 8w vt on+4
N 1 1 2"’ z+2)"
2(2+2)° 4(z+272 z+2 L gnid
Par conséquent, zo = —2 est un pole d’ordre 3, Rés_, (f) = —1/8 et la série

converge pour 0 < |z + 2| < 2.

Exercice [11.3| (i) Soit f(z) = conE , 20 = 7. Observer tout d’abord que
z—m
cos z = —cos (z — 7). Par ailleurs, le développement de cos z en série de Taylor
donne
“+o0 n
-1
cosz=—cos(z—m) =— (=1) (z —m)*"
(2n)!
n=0

ce qui implique

“+oo (_1)m

__71 72_7_‘_2771-&-1
_(z—w)+n;)(2m+2)!( s

Par conséquent zyp = 7 est un poéle d’ordre 1, le rayon de convergence est infini
(c’est-a-dire qu’on a convergence V z # 7) et Rés, (f) = —1.

(ii) Soit 22e'/#) 2y = 0. On trouve immédiatement que

9 1 9 1 1 9 1 1
z7er =z 1+;+7+~-~ =z"4+z4+ - +-—+--

21 22 2 3z
+oo
1 1/ (n+2)!
— 52 —
=z +z+2+nE:1 pr

c’est-a-dire zgp = 0 est une singularité essentielle isolée, Rés, (f) = 1/3! et on a
convergence V z # 0.
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2

(#4) Soit f (2) = m, 29 = 1. On pose
2
z
10 =)

et on observe que ¢ est une fonction holomorphe au voisinage de zp = 1. Comme
g()=1/4, ¢ (1)=7/16, ¢"(1)=9/32 et ¢"(1)=-27/128
on trouve donc que les premiers termes de la série de Taylor de g sont

§()= 3+ (D)4 o (=1 = o (= 1P

et par conséquent

g(z) 1 7 9 9

T = P i T6G-1 "6l 350

(z= 1)+

On a donc que zp = 1 est un pdle d’ordre 2, Rés, (f) = 7/16 et la convergence
a lieu pour 0 < |z — 1| < 4.

Exercice On utilise le développement de Taylor de eV et on remplace y
par (z—1)"", on a ainsi

TSPt SRR o S
o, n! (z — 1) — n! (z -1)
= 1 2 1
B ;:‘:) (n! (z—1)>"2 - nl(z—1)>""" * n!(z — 1)2n> '
On peut alors écrire
e 1)2 1
f(Z)—[(Z 1) +1+2(2_ )2 3!(2_1)4 1
+(2(z—-1)+ 2 2 3
(z—1)  2(z-1)
+ |1+ ! !
(z—-1)?% 2(z-1)*
et donc
@ =12 421424 2 43 L+

(z—1) 2(2—1)2+(z—1)

On obtient finalement

B ) =X n+2 1 2 1

n=1
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On peut en déduire que 1 est une singularité essentielle isolée, Rés, (f) = 2 et
la convergence a lieu pour 0 < |z — 1| (i.e. Vz # 1).

Exercice Du développement en série de Taylor de la fonction cosy, on
peut écrire, apres avoir posé y = 1/z,

N G L I o (O D L |
=08 <z> =2 (2n)! 220 ‘”; (2n)! 22n—1°

n=0

On s’apercoit que 0 est une singularité essentielle isolée, Résg (f) = —1/2 et que
la convergence a lieu V z # 0.

Exercice On trouve que (en utilisant le développement de Taylor de e¥
avec y =z — 1)

e e e XR(z-1)" B =X-1?
Sttt D il Dl
(z—1) (z—1) (z—=1)" = o

e (z—1)"

= +— +e§71)
(z—-1?% (2-1) = (m+2)!

donc zg = 1 est un pole d’ordre 2, Rés, (f) = e et la convergence a lieu pour
tout z # 1.

Exercice La fonction g (2) = /z = e(1/2)1982 est holomorphe dans C\R_
oll
R_={2€C:Rez<0et Imz=0}.

Par ailleurs

1 1
g/ (2) — 5/2—1/27 g// (Z) _ _ZZ—B/Q’
3 ; 15
g" (z) = 3 Z—5/2’ g(w) (z) = 15 2—7/27 o
ou encore pour n = 2,3,4,---
n— el 1 X3 X5 X - m—3
g(")(z):cnzfzzl, olt e = (—1) +11x3x5x X (2n — 3)

2n

et donc, au voisinage de 1 on a
1 =X
g(z):1+§(z—1)+;m<z—1) .

On déduit alors

vz 1 1 = cn ne2
G-I o1 t2, oD
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donc zp = 1 est un poéle d’ordre 2, son résidu est 1/2 et la série de Laurent
converge dans 0 < |z — 1| < 1.

Exercice [11.8] On écrit
(z 1)

cos? (% z) '

1 (z—1)°
(z —1)% cos? (% 2)

f(z)= et g(z)=

En utilisant la regle de ’'Hopital on obtient

2
] (z=1)? N ECE 1 S
—dim | = |2 ) o () =2
g (1) z—1 |f:052 (g Z)] (z—>1 lcos (g Z)]) <_72" sing) 2

Par conséquent zg = 1 est un pole d’ordre 2 et de plus

[2 (z—1)cos? (£ 2) + 7 (2 —1)* cos (% 2) sin (T z)]

- zh—>Hi cos? (% z)
i | EED 2cos (3 z) +7(z—1)sin (% 2) .
z—1 | cos (g z) z—1 cos? (g z)

La premiere limite vaut —2/7 par (11.1) alors que la deuxiéme a 'aide de la
regle de ’'Hopital donne 0, on trouve ainsi

Rés, (f) =0.
Par conséquent, la série de Laurent de f est
-+ Z ay (2 — 1
n=0

On remarque aussi que les autres singularités de f se trouvent en cos ( ) =0,
c’est a dire quand z = 2k + 1, k € Z. La convergence a donc lieu quand 0 <
|z —1] < 2.

Exercice [11.9] On écrit

Clog(1+2) p(2)
T&==0m = ek

avec p(z), ¢ (z) holomorphes en zy = 0. On a que zg = 0 est un pole d’ordre 1
pour f. En effet 0 est un zéro d’ordre 1 de p (car p(0) = 0 et p' (0) =1 # 0)
alors que 0 est un zéro d’ordre 2 de ¢ (car ¢ (0) = ¢’ (0) = 0 mais ¢” (0) = 2 # 0).
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On déduit donc que la fonction g (z) = z f (2) est holomorphe en zy = 0, par
conséquent grace a la regle de I’'Hopital

9(0) = lim [¢ (2)] = lim

{logélz—goz)(z2)1+z }

et donc

9(0) = lim [l‘)g(”z)] T lim [1}

z—=0 |2zcos(22)|  2-0

1li log (1+ 2) +1_
2 2—0 z 2

(la premiere limite étant obtenue par une nouvelle application de la régle de
IHoépital). Le résidu de f en zp = 0 est alors 1 car

f2)= ng R Y AURS = UETE

La convergence a lieu quand 0 < |z| < 1 (car la singularité la plus proche de
log (1 4 z) se trouve quand 1+ z = 0 alors que le zéro le plus proche de sin (22)

est en /).
Exercice [11.10] II est facile de voir que

1, 1 1 1 1 1 1 1
f(Z):ezSIH ; 14+ = +2|Z2+... ;7W+... :;+?+...

Donc zp = 0 est une singularité essentielle isolée pour f, son résidu est 1 et son
rayon de convergence infini.

Exercice [11.11| Tout d’abord on observe que (par la regle de I’'Hopital ou en
écrivant le développement de Taylor de sin z et de e* — 1)

lim [ sin z ] — lim [cosz] _q

z—=0 e —1 z—0 e?

Par conséquent on obtient
sin 2 1
)= — = — 4.
/() z(e#—1) =z
Donc zg = 0 est un pole d’ordre 1, le résidu est 1 et la série de Laurent converge
pour autant que 0 < |z| < 27 (e* —1#0 & z # 2nmi).
Exercice [11.12| Comme sinz = —sin (z — 7) , on peut écrire

~+o00 (_1)n

sinz = —sin(z —7) = —Zm(z—ﬁ)zn+1
n=0 ’

_ - (z —m)>
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On a alors

_ sinz = (=1)"*! 2n—1
f(z)—m—nz::om@—”)
“+o0 (71)n+1

-1
R +nzl(znﬂ)!

(Z o ﬂ_)Qn—l

On déduit ainsi que zg = 7 est un pole d’ordre 1, le rayon de convergence est

infini (c’est-a-dire qu’on a convergence V z # 7) et Rés, (f) = —1.
Exercice [11.13| On pose
sin z p(2)
f(z) = =

sin(z2)  q(z)

On voit immédiatement que p(z) et ¢ (z) sont holomorphes en zy = 0. On a
que zp = 0 est un pole d’ordre 1 pour f (z). En effet 0 est un zéro d’ordre 1 de
p (car p(0) = 0 et p’ (0) = 1 # 0) alors que 0 est un zéro d’ordre 2 de ¢ (car
q(0) = ¢ (0) = 0 mais ¢” (0) = 2 # 0). Il suffit donc d’écrire

F(z) = 1 zsinz _ lg(z)

z sin(22) 2

ou g est holomorphe en z =0 (i.e. g(2) =g (0) + ¢ (0) 2+ ---) et ainsi

g0 = 9D0) L g(0) <R gt (0)
J0 =S O ) S T =

11 nous faut donc calculer g (0). On utilise la reégle de 'Hopital et on obtient

ainsi ) ) ]
g (0) = lim w = lim 27 lim AL 1
z—0 | sin (22) =0 |sin(22) | 220 | =2
Un calcul un peu plus difficile, utilisant un développement limité (ce qui est

équivalent mais plus rapide & appliquer que la régle de 'Hopital plusieurs fois),
donnerait ¢’ (0) = 0. On a donc obtenu

1 too g(n+1) (0)

PO =242 Ty

et donc Résg (f) = 1. De plus

Vkr  sik>0
i|klm sik<O.

et ainsi la série de Laurent converge quand 0 < |z] < /7.

sin(zz):O s P=kr o z:{
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Exercice (i) La fonction w — logw est holomorphe dans
C\{weC:Imw =0, Rew < 0}.
Si w =1+ z, on trouve donc que le domaine d’holomorphie de f est
D=C\{z€C:Imz=0, Rez < —1}.

(i1) f(z) =log (1 + z), alors

1 ~1 w2
— [ (2)77(1+Z)3~

Plus généralement on a

(n—1)!

f(") () = (—1)n+ m

Alors, en 2y = 0 et zg = 4, on a respectivement

FO)=0 et fMO)=(-D""(n-1), Vn>1

- 1!
FG) =log(1+3) et [0 (i) = (—1)" Eﬁ z'))" Va1,
Par conséquent, si zg = 0, on obtient
+oo on
fe)=log(1+2) =Y (-1
n=1

et le rayon de convergence est R =1 (i.e. la série converge vers la fonction pour
|z| < 1). Si, par ailleurs, zop = i, on déduit

+o0 n
f(2) =log (14 2) =log (1 +1) + 7; (—1)™*! M

et le rayon de convergence est R = /2 (i.e. la convergence a lieu pour |z — 4| <

V2).

Exercice [11.15| (i) z = +i sont clairement les seules singularités de f et ce
sont des poles d’ordre 1. En effet

_sin(2241) I 1
f(z)= (22 +1) '(22_‘_1)*9(2‘)’@

et g (z) est holomorphe (les singularités +i de g sont éliminables).
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(ii) La regle de 'Hopital nous permet d’écrire

Rés; (f) = lim

(2 — i) Sin(22+1) . 1
(224+1) (z4+14) (2 —1)

zZ—1

1. |sin(2®+1) 1 . |2zcos(z2+41) 1
=1 — | == lim|— | = —

20 z—i | (2241) 20z 2z 2i

RéS_i (f) = lim‘ l .

—5

(i4i) Le rayon de convergence est dans les deux cas 2, i.e. on a convergence
quand, respectivement, 0 < |z —i| <2 et 0 < |z +1i| < 2.

Exercice [11.16| (i) Tout d’abord on remarque que z — 1 + 22 est holomorphe
dans C. La fonction w — logw est holomorphe dans

C\{weC:Imw =0, Rew <0}.
Si w =1+ 22, on trouve
w:(1+x2—y2)+2ixy

et
Imw=0 & zy=0 < zx=0o0uy=0
Rew <0 & 14+22<y2

11 est facile de voir que y = 0 n’est pas admissible, alors que siz = 0 on a y? > 1.
En résumant, le domaine d’holomorphie de f est

D=C\{z€C:Rez=0, [Imz| >1}.

(#) On a que f(0) =0 et

FE=T s =0
5.2
FO=tay & 0=
z — 2’2
7 (z) = 4 4z 272 7 (0) =0

z
(14 22)* (14 22)°

et par conséquent
f(z):log(1+z2) =224

Le rayon de convergence est 1, i.e. la série de Taylor converge vers la fonction
si|z] < 1.
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Exercice [11.17] * Comme f est holomorphe au voisinage de 2y, on a, comme
zo est un zéro de f,

f// (ZO)
2!

f(z) = f(20) + f' (20) (z — 20) + (2 —20)" + -
XM (2 _
= (2 = 20) [f’(ZO)ﬂLan!(O)(Z—ZO)n '

= (2= 20) ' (20) + (2 — 20) F' (2)

oll e
F(z2)= 222 f(";'(zo) (z—20)"""
De méme on obtient !
9 = (=20 [g/ o) + 3 L) (et
n=2 ’

ou

~— g™ (20) n—1
Gz)=>_ (z—20)" .
Done, comme F' (z9) = G (29) = 0 et ¢’ (20) # 0, on en déduit que

w16 - 53355 £

2—20 z—20 g (ZO) .

Exercice|11.18[* (i) Comme f est holomorphe en tout point du plan complexe,
on a

X ¢
fz)= Z ! n'(O) 2", VzeC.
n=0 '

Par la formule intégrale de Cauchy on a

f(n) (0) = L’/ fn(fz dz.

211

Siv(t) = Retlon a

! 2m f (Reit) ) n! 2T ) )
(n) — L ; it — —int it
f(0) o /0 (Reit) iRe'"dt IR /0 e "M f(Re")dt

n n! o —in i n! o i
‘f()(o)‘g%Rn/o E tHf(Ret)\dt:%Rn/o [F(RE)| dt.
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Comme f est bornée, disons |f (z)] < M, on a

Mn! 2w

) (o ‘ < =" 20

‘f 0)] = 2r  R®
et si R — oo on déduit

fM0)y=0, Vn>1.

On a bien obtenu que f est constante car

I r(n)
Fo= ), ve

n!

n=0
(#) La fonction
+oo 2n+1
. n €T
f (@) =sinz = HZ:OH) @t 1)

est bornée sur R mais pas constante.

Exercice [11.19|* Comme 2 est un zéro d’ordre k de p et [ de ¢, on peut écrire

p()=(:=2)"P(:) et q(z)=(z—20) Q)

ol P et @ sont holomorphes et P (2p),Q (20) # 0. On a donc que

f(2)=(z=2)""F(2)

o F'(z) = P(z) /Q () est holomorphe en zy et F (z) # 0.
(i) Sil >k, alors
J@)(=2)"=F()
qui est holomorphe et ne s’annule pas en zy, par conséquent, zg est un pole
d’ordre [ — k de f.

(i) Si k > 1, alors z — (z — 2g)
est un point régulier de f.

k=l ot F sont holomorphes en zy et donc zj

Exercice [11.20]| * Par définition d’un pole d’ordre m, on a que

—+o0

f(z)= Z cn(z—20)" avec c_py #0

n=—m
et par conséquent la fonction F' définie par

+o0

—+00
F(2)=(z-20)"f(2)= Z en (2 —20)" " = ch_m (z — z0)F
k=0

n=—m
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est holomorphe. On a donc

+oo
Fz)=ca(z—2)""'+ Y cm(z—2)"
k=0 kEm—1

et ainsi (comme, par définition Rés,, (f) = c_1)

dmfl

W[ =(m—1lc_y = (m—1)IRés,, (f)

F(2)]

Z=Z0

ce qui est le résultat souhaité.

Exercice [11.21] * Par la proposition [11.3] zg est un pole d’ordre 1 de f. Par

la proposition le résidu est donné par

zZ—r2z0 zZ— 20 zZ— 20

Res,, (f) = lim [(z — 20) f (2)] = lim [ZE?] = lim lq(g_(z()%)]

Z—Zz0 Z—Z0



Chapitre 12

Théoreme des résidus et
applications

12.1 Partie I : Théoreme des résidus

12.1.1 Définitions et résultats théoriques

Théoréme 12.1 (Théoréme des résidus) Soient D C C un domaine sim-
plement connexe, v une courbe simple fermée et réguliére par morceaux contenue
dans D. Soient zy, -+ , zm € inty (2; # 2, stj # k) et f : D\{z1, -+, z2m} = C
une fonction holomorphe, alors

m

/f (2)dz = 2772'2 Rés,, (f)
v k=1

ot Rés;, (f) est le résidu de la fonction f au point zj, .

(Pour plus de détails, cf. [I] 150-151, [3] 64-65, [5] 201-202, [7] chapitre 11, [1I]
865-866).
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12.1.2 Exemples

Exemple 12.2 Soit D comme dans le théoréme précédent. Si f est holomorphe
dans D, par le théoréeme de Cauchy, on peut en déduire que

Lf(z)dz:O.

Exemple 12.3 Soient D et v comme dans le théoréme précédent et f(z) =

1/z. Calculer/f(z) dz.
Y

Discussion Cas 1 : 0 € int. On a
Réso (/) =1 = /f(z)dz:Qm'.
2l

Cas 2 : 0 ¢ int . Le théoréme de Cauchy implique

Af(z)dz:o.

Cas 8 : 0 € . Dans ce dernier cas l'intégrale n’est pas bien définie.

Exemple 12.4 Soient D et v comme dans le théoréme précédent et

FR=2+ 2t

z z—1

Calculer/f(z) dz.
v

Discussion On remarque tout d’abord que les singularités de f sont en z = 0
et z = 1. Il est facile de voir que Résg (f) = 2 et Résy (f) = 3. On va distinguer
les cas suivants :

Cas 1 :0,1 € int~. On trouve alors que
/f (2)dz = 27i (2 + 3) = 10mi.
¥
Cas 2 : 0 € inty et 1 ¢ int~y. Dans ce cas nous avons
/ f(2)dz = 4mi.
.
Cas 3 : 1 €int~y et 0 ¢ inty. On obtient
/f (2) dz = 6mi.
.
Cas 4 : 0,1 ¢ inty. On a

Lf(z)dzo.

Cas 5 : 0 € you 1 € . Dans ce dernier cas 'intégrale n’est pas bien définie.



Partie 11 : calcul d’intégrales réelles 177

12.2 Partie II : Applications au calcul des
intégrales réelles

Application 1 Calcul des intégrales de la forme

2
f (cosf,sin @) db
0
P
ot f:R? = R est telle que f (x,y) = 0 Ew’ y) et ot P et Q) sont des polynomes
z,y

avec @ (cosf,sinf) # 0, V6.

Discussion On pose z = ¢*?. On a alors

i0 —i0 i0 —i0
eV +e 1 1 . e’ —e 1 1
COSQ—2—2<Z+Z> et Slne—m—m(z—z)

1dz
Noter qu’on a aussi df = —— . Par conséquent, si v dénote le cercle unité et si
iz

on pose
~ 1 1 1 1 1
Fo=7r (5 (+2)m(-2))

on déduit du théoreme des résidus que

m

. 27 0 ” 27
dz = ) (ie'?) do = 50, sin 6) df = 278 682,
/yf(z) z /0 f(e?) (ie'?) f (cos 8,sin 6) 2mi ZReb (f)

0 k=1

ou zi sont les singularités de f a 'intérieur du cercle unité .

(Pour plus de détails, cf. [I] 155, [3] 65-66, [5] 203-205, [7] chapitre 11, [1I]
868-869).
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27 de
Exemple 12.5 Calculer/ _—
o 2+cosb
Di ion f (cosf,sin6) ! t t @9
i ion inf) = —— n nt z =
scussio cosf,s 2+cos€e’e posant z = €*?,
F&) = sy = <
i(z2+42+1)  i(z4+2+V38) (2+2-V3)
Les singularités de f sont z; = — (2 + \/§) , 72 = \/3 — 2, mais seulement 2,

qui est un pole d’ordre 1, se trouve a l'intérieur du cercle unité. On obtient

2(z4+2-3) 1
i(z+2+V3) (2 +2-v3)| V3

e )= 3,

et ainsi
/2’r do 1 2
— =2 —= = —.
o 2+ cosf iv3 V3

Application 2 Calcul des intégrales de la forme

+oo )
R(z)e**® dx

— 00

avec a > 0, R(x) =

() Q@) £0,Vz € R,
(ii) deg @ — deg P > 2 (deg dénotant le degré des polynomes).

ou P et @ sont des polynomes tels que

Sous ces hypothéses lintégrale ci-dessus existe et on a

+oo . m ~
R(x)e' **dx = 2mi ZRészk (R) )
- k=1
ou z sont les singularités de E(z) = R(2)e'** appartenant au demi-plan

supérieur (i.e. Imz >0).

Remarque Le résultat ci-dessus s’applique au calcul des transformées de Fou-
rier, lorsque R est donné sous forme de quotient de polynémes, satisfaisant aux
conditions (i) et (ii). On trouve

R +oo . m ~
R(a)\/lﬂ_/ R(z)e'*®dx =iV2r ZRéSzk (R)
—oo k=1

(Pour plus de détails, cf. [I] 156, [3] 69-71, [5] 208-212, [7] chapitre 11, [I1]
873-877).
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+oo .%'2

Exemple 12.6 Calculer/ mdw.

—00

Discussion On divise la discussion en deux parties (la premiere s’applique au
cas général alors que la deuxiéme s’applique a ’exemple).

Etape 1. Soirr >0et I', = C,. U L, ou
Cr={z€C:|z|=ret Imz >0}

L,={zeC:—r<Rez<ret Imz=0}.

On choisit r suffisamment grand pour que toutes les singularités de R situées

(S

dans le demi plan supérieur soient dans l'intérieur de I', (noter que, comme
Q(z) # 0, Vz € R, la fonction R n’a aucune singularité sur I’axe réel). Le
théoreme des résidus s’applique et on trouve

R (2) €% dz = 2mi ’; Rés., (R) :

ol z, sont les singularités de R (z) = R (z)e®* & Dintérieur de T',.. Par ailleurs

les hypotheses (i) et (ii) impliquent que

+oo
lim R(2)e'**dz=0 et lim R(z)ei'”dz:/ R(z) e da.

r—oo Jao. r—oo Jr o

De la combinaison de ces résultats on obtient bien
—+o0 ) m ~
R(z)e'*"dr = 2mi Y Rés., (R) .
k=1

— 00

Etape 2. Si on revient & l'exemple (ici a = 0), on notera que les hypotheses
(i) et (ii) sont satisfaites. On va chercher maintenant les zéros (complexes) de
@. On trouve

164+2'=0 & =167 o =20 HDT 5 =0,1,2,3,
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ie. )
21:2ei%:\/§+i\/§ 22:2ei%:—\/§+i\/§
23:261-%:7\/5775\5 24:2ei%:\/§—iﬂ.
2

oz
16+ 2t
demi-plan supérieur, par conséquent

Ce sont des pdles simples de R (2) Seuls 27 et z9 appartiennent au

+o0 72
9 (Ré . -
/_OO T dx = 2mi (Rés,, (R) 4+ Rés;, (R))

On va maintenant calculer les deux résidus, a ’aide de la proposition|11.5} on a

22 1 1 1474
Rés,, (R) = L5 = — = =
+ (R) 428 4z 4(14+0)V2  8ivV2
22 1 1 1—4
Rés., (R) = 2% = — = =
2 (B) dz3 Az A(-14+0)V2  8iV2

et donc

oo g2 V2
S ——— = 2 ) 4s 4s = —,
/OO T dx = 2mi (Rés,, (R) 4+ Rés., (R))

(I’exemple aurait aussi pu étre traité par un calcul direct sans ’aide du théoreme
des résidus.)

12.3 Exercices

Exercice 12.1 Soit v C C une courbe simple fermée et réquliére par morceaus.
Calculer en fonction de vy
=" dz.
~

Exercice 12.2 Soit v une courbe simple fermée réguliere par morceauz. Dis-
cuter en fonction de vy la valeur des intégrales suivantes

. 1
0 A(Z_i)(z+2)2(2_4)dz,

242 1
(ii) /% dz,
v (2-3)

ot
(i) / dz.
2

Exercice 12.3 Calculer

/+°° dx
s coshz’
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-R 0 R

Suggestion. (i) Soient R > 0 et yr le bord du rectangle (—R, R) x (0,7) (voir
figure). Calculer, a Uaide du théoréme des résidus,

/ dz
o COSh z

N I
(ii) En supposant que Jm ; oh(Lin L+iy)

=0, conclure.

Exercice 12.4 Soit v une courbe simple fermée et réguliére par morceauz. Cal-
culer en fonction de vy
1— eirrz
/ -—2 dZ.
v z2(z+1)(z = 1)

Exercice 12.5 Soit v une courbe simple fermée réguliére contenue dans le
disque centré en z = 0 et de rayon 2. Calculer

/tgzdz.
~

27 do

Exercice 12.6 Calculer _.
o Vb—sind

cosfsin (26)
5+ 3cos(26)

27
Exercice 12.7 Calculer /
0

cos? 0
13 — 5cos (26)

27
Exercice 12.8 Calculer /
0

™ sin? (56/2)
sin? (/2)

Exercice 12.9 Calculer /
0

Exercice 12.10 (i) Soit n € N et soit la fonction

(z—1)*" (22" +1)
Z2n+1

h(z)=

Quelle est la nature du point z =0 (point régulier, pole et de quel ordre, singu-
larité essentielle) ? Montrer que Résg (h) = 2.
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(ii) Ewvaluer, a l'aide du théoréme des résidus et de la premiére question,
l'intégrale

2m
/ (1 —cosf)" cos (n6)df.
0
Exercice 12.11 Soit p € (0,1). Calculer

/27‘( do
o 1—2pcosf+p?’

Exercice 12.12 (i) Soit z = re'?, montrer que

1425 > [r6 —1].

(ii) Soit Cy le demi cercle centré en 0, de rayon r > 1 et situé dans le demi
plan supérieur. Montrer, a l'aide de la question précédente, que

2
/ i 5 dz
CT]."—Z

+oo 2
oo 142z

Exercice 12.13 (i) Soient 6 € [0,7],r >0 et z =re'?. Montrer que |e'*| < 1.
(ii) Soit z = re'? € C. Montrer que

=0.

lim
™00

(iii) Calculer

rt—16 < |16 + 2*|.

(iii) A laide des deux questions précédentes, montrer que si 0 € [0, 7], r > 2
et z=re'? alors '
1z

< 1
—rt—16"

e
16 + 24

(iv) Soit C,. le demi cercle centré en 0, de rayon r > 2 et situé dans le demi
plan supérieur. Déduire de la question précédente que

eiz
/ R
C, 16 + 24
v) A Uaide de la quatriéme question, calculer
(v) q q ,

/+°° CoS T d ; /+oo sinx d
———dz e —dz.
o 16+ 44 o 16+a*

Exercice 12.14 * Montrer, a l’aide du théoréme de Cauchy (cf. exercice|10.19),
le théoreme des résidus,

lim =0.
T—>00
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12.4 Corrigés
Exercice Cas 1 :0€inty. On a

L -‘roo1 1 n +o<>1 1
Tzzom@) =2 g !

On déduit donc que Résp (f) = 0 et donc

Lf(z)dZZO.

(Noter que la fonction n’est pas holomorphe & l'intérieur de 7).
Cas 2 : 0 ¢ intv. Le théoréme de Cauchy implique /f (z)dz = 0.
2l
Cas 3 : 0 € 7. Dans ce dernier cas I'intégrale n’est pas bien définie.

1

(z—1i) (2 +2)* (2 - 4)
culer les résidus en i, 4 et —2 qui sont des poles d’ordre 1 pour les deux premiers
et d’ordre 2 pour le troisieme.

Exercice [12.2[ (i) Soit f (z) = . On commence par cal-

Rés; (f) = lim [(z —4) f (2)] =

z—1 m
Résa () = T [(2 = ) ()] = 51—

Rés 5 (f) = lim {(Z+2)2f(2)} = Jim % (m)

z——2 dZ z——2 dZ
. —2z+4+1 8+1
= lim — 5 | = - 5 -
2==2\(z—1)" (2 —4) 36 (i + 2)
On distingue ensuite différents cas.
Cas 1 :i,—2,4 ¢ int~y. Alors par le théoréeme de Cauchy on déduit que

[/f(z)dz:O‘

Cas 2 : Un des points i, —2, 4 appartient a int -y.

Cas 2.a : i € inty mais —2,4 ¢ int~y, alors

/f (2) dz = 2miRés; (f) =

27
(i+2)°%@i—4)

Cas 2.b : —2 € int~y mais i,4 ¢ int v, et donc

/f(z)dz:mr{és,g (f) = 17;2((;3:22))2
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Cas 2.c : 4 € int~y mais i, —2 ¢ int~, ainsi

e

/f(z)dz:2m'RéS4(f) = m

Cas 3 : Deux des points i, —2,4 appartiennent a int .

Cas 3.a : i,—2 € inty mais 4 ¢ int~y, alors

R , 2me 1 841
[yf(z)dz:%m(Resi(f)—i—Resg(f)): 127 <i4+ 26 )

Cas 3.b : i,4 € inty mais —2 ¢ int~y, par conséquent

/f (2)dz = 2mi (Rés; (f) + Résq (f)) = (Z2irz4) ((z _:2)2 - 316> :

Cas 3.c : —2,4 € inty mais i ¢ int~y, on obtient

/f(z) dz = 2mi (Rés_2 (f) + Résq (f)) = % <(i8_:_2i)2 - (i _1 4)) :

Cas 4 :1,—2,4 € int~, on a alors

/ F(2)dz = 2mi (Rés; (f) + Rés_s () + Résa (f))

- 1 n 8+1 1 0

= 27 —_ - frnd .
(i—4)(i4+2)° 36(i+2)° 36(—4)

Cas 5 : 1€ vyou—2¢€voud4 e, l'intégrale n’est alors pas définie.

242 1
(i) Soit f(z) = % Tout d’abord on observe que z = 3 est un

(z=3)

pole d’ordre 3 et que

1 d?
Réss (/) = 5 lim [dQ (22+2z+1)] 1

On distingue ensuite trois cas.

Cas 1 : 3 ¢ int~. Le théoréme de Cauchy nous donne

/Yf(z)dz:()

Cas 2 : 3 € inty. Le théoreme des résidus conduit a

/f (z) dz = 2mi Réss (f) = 2mi.
~
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Cas 3 : 3 € . L'intégrale n’est alors pas bien définie.

o e(1/2)
(#3) Soit f (z) = o On a que

e 1 X101 =1

T& =" =3 m= 2w

donc 0 est une singularité essentielle isolée et
RéS() (f) =0

Cas 1 : 0 ¢ int~. Par le théoreme de Cauchy on déduit

Lf(z)dzo

Cas 2 : 0 € int~y. On trouve, par le théoreme des résidus, que
/f(z) dz =2miRésg (f) = 0.
.
Cas 8 : 0 € . L’intégrale n’est pas bien définie.

Exercice (i) Les singularités de f (z) = (cosh z)”" sont quand cosh z = 0,
i.e. quand

(2K + 1
FteF=0 & £F=-1 < Z:W'

La seule singularité de f & lintérieur de vr est donc i7/2 et c’est un pole
d’ordre 1. Le résidu est alors

z—1i% 1 1
Rés; = = 1i 2| = 3
ésig (f) = lim, Loshz} sinh (i §)

et par conséquent

/ f(2)dz =2miRés;z (f) = 2.
TR

(#) On va maintenant calculer I'intégrale sur chaque segment du rectangle.
On a en effet que

4
f(R)dz=)" | f(2)dz,
YR =177
ou

mn={zx:2:—-R—> R}, 7={R+iy:y:0—>x},
vs={x+ir:z:R— —R}, yw={-R+iy:y:7—0}.
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On obtient ainsi

/ dz _/R dx ot / dz __/R dx
o, coshz — J pcosha s coshz | g cosh(z +im)

Comme

(ez_H‘ﬂ- + e—(m—‘rirr)) — _% (em + e—m) = —coshz

/ d_, /R dzx
s Coshz 7 g cosha

Par ailleurs, quand R — +o0, on a

/ dz 7/7r idy 0
L, coshz  Jy cosh(R+iy)

/ dz __/”LHO
- coshz  Jo cosh(—R+iy)

On a ainsi démontré que

o0 d o0 d
lim/ f(z)dz:2/ T oo = / S
R—oo [, cosh x oo Coshz

— 00

1
cosh (x + im) = 3

on déduit que

Exercice Les singularités possibles de

1— eiﬂ'z
f (Z) = N, 2
z(z4+1)(z—-1)
sont z =0, z = —i, et z = 1. Or, en utilisant la regle de L’Hopital, on obtient

—iT
= — = —7

(z+1) (z—1)21 i

on trouve donc que 0 est un point régulier (i.e. une singularité éliminable). Par
ailleurs z = —i est clairement un pole d’ordre 1 alors que z = 1 est un podle
d’ordre 2. On trouve donc

z—0 z—0 z z—0

lim [f (2)] = lim {1_“] lim

. ) d 1_ei7rz
Résy (£) = Jimy - [M}
.| —imemE (2 (2 41) — (1—€™%) (224 1)
= lim —
z—1 22 (z+1)
im(14+1) —2(241) 7r72+‘7r+4
= = i .

2 2 2
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On distingue alors différents cas.

Cas 1 : 1,—i ¢ int~. On trouve grace au théoreme de Cauchy
/ f(z)dz=0
~
Cas 2 : 1 € inty mais —i ¢ int~. On obtient, du théoréme des résidus, que
/f(z)dz =2miRésy (f) = —7m(m+4)+ir(n—2).
y
Cas 8 : —i € inty mais 1 ¢ int~. On infére, du théoréme des résidus, que
/f (2)dz =2mwiRés_; (f) =im (1 —€™).
2l
Cas 4 : 1,—i € inty. On déduit, du théoreme des résidus, que
/f(z)dz =2mi (Résy (f) + Rés_; (f)) = —nm(n+4) +in(m—1—¢").
y

Cas 5 : 1 € v ou —i € . L’intégrale n’est pas bien définie.

Exercice Les seules singularités de f(z) = tgz a lintérieur du disque

donné sont z = +m/2. Ce sont clairement des poles d’ordre 1. On a donc a
I’aide de la proposition [11.5

Rész (f) = _Slsnm(%rz) =-1 et Rés_z(f)= 7@ =-1.
2

Cas 1 : :i:g € inty. On a donc
/tgzdz = 2mi (Rész (f) +Rés_z (f)) = —4mi.
~

T f(—
Cas 2 : 5 € int 7, —3 ¢ inty. On trouve ainsi

/tgzdz = 2miRész (f) = —2mi.
.
s . ™ PPN
Cas 3 : ) € int 7y, 5 ¢ int~y. On infere que
/tgzdz =2miRés_= (f) = —2mi
y

Cas 4 : :i:g ¢ inty. On déduit du théoréme de Cauchy que

/tgzdzz()
¥
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T T
Cas 5 : — € you —3 € 7. L’intégrale n’est pas bien définie.

2
. . 1 0
Exercice [12.6|On a f (cosf,sinf) = ﬁ et, en posant z = e'?,
— sin
~ 1 2
f(z)= = ;
2) Zz(\/gf%) —2242i2y/5+1
-2

T -i(VE+2) (i (VE-2)

Les singularités de f (z) sont z; = i (VB +2), 20 =i (V5 —2), mais seulement
z2, qui est un pole d’ordre 1, se trouve a l'intérieur du cercle unité. On obtient

~ -2 1
Rés. ( ) = lim —_— | = —
i(v5-2) ! z—i(v/5-2) L‘ —i(V5+2) 2i
et par conséquent
2w
do ~
e () =
0 V5 —sind itva-a
Exercice On pose z = e*? et on trouve
0 el e 0 z+1 2+
VT T T Ty T T
Q20 4 =20 4 . 0210 _ =210 4 _ 4
cos (20) = 5 =552 et sin(26) = % =57

Puis on définit pour f (cosf,sinf) = cosfsin (26) (5 + 3cos (26)) "

72) 1f L, 1) 1 1 —(22+1) (2*—1)
z)=— —lz+=),=2z2—- = .

iz 2 2] 2 z 622(2243) (22 + 3)
On trouve alors que les seules singularités a I'intérieur du cercle unité sont 0 qui
est un pole d’ordre 2 et j:ﬁ qui sont des poles d’ordre 1. Leurs résidus sont

donc
(2 4 _ ,
Rés. (F) = 1im CGRBICESVI B
vE = (6222 43) (4 )| 6V
. (2 a_ ,
RéS;z‘ (f) — lim‘ (Z + 1) (Z 1) _ )
7 2o | 622 (22 + 3) (2_%) 6v3

~ 1 d [20424—22-1
A = —— 1 —_——— = 0.
Réso (f) 2 50 dz {3z4+10z2+3} 0
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On trouve ainsi que si 7y est le cercle unité, alors
2™ cos @ sin (
I e AL
0 5 + 3 CO;
—2ri [Rés_, (J) +Rés— () +Reso (F)] = 0.
iy esﬁf—l—esﬁf—i—esof
Ce résultat aurait pu étre déduit immédiatement par raison de symétrie.

Exercice m Posons z = €'Y et déduisons que

i0 —i0 2i0 —2i0
1 1 1 1
cosﬁeze2<z+z> et coS(ZQ)eJ;e2<z2+>.

Par ailleurs on définit pour f (cosf,sin6) = (13 — 5cos (26)) " cos? 0
- 1, /1 1\ 1 1 — (2 + 1)’
Fo=r(5(+2) m(-2)) = 1y

109z (22 —5) <22—5

~ 1
Les singularités de f sont z = 0, ﬁ:—5 et £1/5, et ce sont des poles d’ordre 1,

seules les trois premieres sont a I'intérieur du cercle unité v. Les résidus corres-
pondants sont

Résg (]?) = lim [2 f(z)} S

2—0 102
. o 1\ 1 3
Résy s (1) = _tm |(2- 75) 7] = 3o

ey ()= () 700 -

On trouve alors que
2m 2 0
/0 13 C;iOb 20) 9_/f
= 2mi {Reso (f) + Résy 5 (f) +Rés_y, 5 (f)}

™

Exercice On commence par noter que

50 S50 \ 2
ez —e 2

snCON" [ | (@ et
sin (g) et —e_ig (eie—l) e_i%

21

[SIESY
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et donc, si on pose z = €'?, on obtient

sin(s—;) 2_( 22 -1 )2_(z4+23+22+z+1)2
sin (%) S \(z-122) 24
~ (z4+z3+22—|—z—|—1)2

f(z) =

on trouve que z = 0 est la seule singularité de fet que c’est un podle d’ordre 5.
Son résidu est donné par

En posant

125

5

]

(z4+z3+z2+z+1)2
1

1 5 d*
a0 250 g4

Réso (f) -

On a finalement, si v est le cercle unité, que

2n (gin (29) 2 . B
/0 (Tﬁé;) d&:/o Feif)icitdn = Lf(z) dz = 2riRéso ()
=10m.

Remarque. On peut montrer de maniere analogue que

2m : no 2
/ L?(z) df =2nm,
0 S (5)

apres avoir calculé que Résg (f) = n/i, cf. exercice 11.7 dans [7].

Exercice [12.10| (i) On commence par écrire

2n
(Z _ 1)2n — 2 (2171)22n—1 + .- (2n 1)2’ +1= Z (_l)k (an)zk
k=0
et on trouve ainsi
n 2n
(=™ (2" +1) = 30 (D () + Y (-
k=0 k=0
on 2n—1
_ (_1) (2n) k+4+2n +2 2271 + Z (%?)Zk
Pt k=0

et par conséquent

Z—l2n 20 1 2n 2n— 1 k (2n
h(z):( )Z%(H +):Z( )( k1+ +Z 273+1(k).
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On voit donc que z = 0 est un pole d’ordre 2n + 1 de h et que son résidu est 2.

(i) On pose, comme & 'accoutumée, z = €'? et on trouve

1
z+ - 241 Zn+7 2n 41
cosf = 22222—2 et cos(nd)= 2Z 222;;
et ainsi
" 2 1 n_2n 1
(1 —cosf) Cos(nG)(lz + > Z
2z 22"
D" (=) (2 4 0)
- 2n+122n .
Posons

- —1)" (2 = 1) (220 4+ 1
f(z) = = (,L'2n+1)22n-(i-1 )

et observons que

par conséquent

Si v est le cercle unité on a donc

/027r (1 —cosf)" cos (n)df = [yf(z) dz = 2mi Résg (f(z)) = (_2,11):1171- .

. 1 1
Exercice [12.11| On pose z = €'? de facon que cosf = 3 <z + ) .On a
z

f(2) = ! S

1_p(z+1)+p2 (z=1)(=p)

Soit
~ ~1

& =—DGe-p

et v le cercle unité. La fonction f a des singularités (en fait des poles d’ordre 1)

1
enz=pet z=—.Comme p <1 seul z=p est a I'intérieur de . Son résidu

est alors . C(e—p) .
F) = tm L‘(pzl)(zp)] Ay

Rés, (

et par conséquent

2m
do ~ L _2m
/0 T 2pcosd 1 12 —/Vf(z)dZ—QmResp (f) R
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Exercice (i) Par I'inégalité du triangle on a, si z = re'?,
20+ 1] = |2 = 1] = |r* = 1]

(#1) On écrit si r > 1

22
dz| =
/Crl—&—z6 ‘

T 3 T .
S/ 5 df = 5 —0 si r— oo.
o 0 —1 rb —1

T i0\2
/ 7066 ) 6i7‘ei9d9
0

1+ (re'?)

(iii) Soient r > 1 et v, = C,.U L, ou C, est défini dans la deuxieme question
et L, est le segment de droite [—r,r] sur I'axe réel. Les singularités de f (z) =

T3 sont les zéros de 1 + z6. Or
z

im(2n+1)
6

1420=0 & 0=—1=¢0t0 o . —¢ ,n=0,---,5.

Seuls zy, 21 et zo sont a l'intérieur de 7, et ce sont des poles d’ordre 1. On a donc
que leurs résidus sont donnés a 'aide de la proposition m (poser p(z) = 22 et
q(2) = 1+ 2% ce qui implique ¢ (2) = 6 2°) par
2 . n+1
z 1 1 _senive (1) )
Rés —— || === 2 =-— n=012
o < 1426 ) 623 6 6
Le théoreme des résidus nous permet donc d’écrire

f(z)dz:/cf(z)dz+/L f(z)dz:Qm'ZRészn(f):g.

n=0

Comme

T 2 +o0 2
/er(z)dz:/_rwdx%/_oo mdw quand 7 — oo

/f(z)dz—)O quand 7 — o0,
Cr

(cf. la deuxiéme question) on déduit que

+00 72
Yr

wl

— 00

Exercice [12.13] (i) Soit z = 7¢? = rcos + irsiné, on obtient alors

‘ezz| _ ‘eu“cose—rsm0| _ e—rsme < 1
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car rsinf >0 (r > 0et 0 € [0,7]).

(ii) Par l'inégalité du triangle on a
|16 + 2*| > |2*] — 16 = r* — 16.

(i4i) En combinant les deux premieres questions on déduit, si r > 2, que

et? 1
164+24| = r4—16"
(iv) Soit f(z):m,alors si r — 0o on obtient
/f(z)dz = / f(reia)irewd@’
. 0
§/0 |f(re )|rd0§T4_16/0 dfd — 0.

(v) Soit 7 > 2 et 7. = C,. UL, ot C, est comme dans (iv) et L, est le
segment de droite [—r, 7] sur 'axe réel. On cherche ensuite les singularités de f,
elles sont données par

im(2k41)
£

A416=0 < 22*=-16=16""1" o . =2¢ , k=0,1,2,3.

Ce sont clairement des poles d’ordre 1 et les seules qui soient a I'intérieur de -,
sont zg et z1. Leurs résidus sont calculés a l'aide de la proposition m (poser
p(z) =e'% et q(z) = 16 + 2* ce qui implique ¢ (z) = 4 23)

Rés.. (f) eizo eiV2(1+1) eV2(—1+1)
eSz = — = = -
’ 47 4 (vV2(1+14)° 16V2(L+i)i
iz ivV2(—141) V2(=1-1)
. et e e
Rés., (f) = =

420 4 (V2(-1+9) T 16VZ(1—i)i

et ainsi

Rés., (f) + Rés., (f) =

16i+/2 1+ 1—i
V2

= — (cosx@—i— sin \[2) .

1672

On a donc par le théoreme des résidus

eiz eiz eiz
—C de= | S S
/%16+z4 : /C 16 + 24 Z+/Lr 16424

= 2mi (Réss, (f) + Rés., (f)) =7 68 7

e~ V2 (cosx/i—i—isin\/? n COSﬁ—iSinﬁ)

V3

(cos V2 + sin ﬁ) .
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Comme

T iz +oo +00 .
. . e COS T . ST
Jim L,,‘f(z)dz_rlg& 16142 dm_/_oo 16 + 24 dm“/_m 16+ a1

on a que l'identité précédente combinée au résultat de la quatrieme question
nous permet d’écrire

—+oo

T cosx e V2 ) sinx
/OO de:ﬂ'r\/ﬁ<(305\/§+sln\/§) et / mdl’zo

— 00

Exercice [12.14] * Comme z1,--- , 2y, € inty C D et int~y est ouvert on peut
trouver € > 0 suffisamment petit tel que

Be(zk) Cint'y et Be(zk)mBe(Zj)zwa ]7k:17 , 1M, ]#k

ol on a noté
B.(z) ={z€C:|z—z| <e}.

On applique alors le théoreme de Cauchy (sous la version donnée dans l'exer-

cice|10.13) a

0 = (inty) \ |J BeGan).-
k=1

On trouve, en notant v, = 9B (2x) , que

/f(z)dz:z f(2)dz.

k=1"Y"7k
Comme, par définition du résidu et grace au théoréme on a

Rés., () = —— | f(2)dz

211 vh

on obtient immédiatement le théoréme.



Chapitre 13

Applications conformes

13.1 Définitions et résultats théoriques

Définition 13.1 Soient D C C un owvert on dit que f: D — f (D)= D* CC
est une application conforme de D sur D* si

(i) f est bijective de D sur D*

(ii) f est holomorphe dans D

(iii) f'(2) #0,Vz € D.

Remarque La définition d’application conforme que nous adoptons ici n’est
pas la définition usuelle (cf. [I] 67-76, [3] 20-22, [5] 427-434, [11] 882-886), mais
elle est équivalente. Toutefois, dans [B] page 432 et dans [7] chapitre 12 on trouve
la méme définition et on montre (page 429 dans [5] et exercice 11.3 dans [1])
que (i) et (ii) = (iii).

Définition 13.2 (Transformation de Moebius) Une transformation de
Moebius est une application

ou a,b,c,d € C.
Proposition 13.3 Soient ad —bec # 0 et

az+b

F@) ="

(i) Sic#0,
D =C\{-d/c} et D*"=C\{a/c},
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alors la transformation de Moebius est une application conforme de D sur D*.
(ii) Sic=0 (= d#0), alors f est conforme de C sur C.

Remarque Du point de vue géométrique, la transformation de Moebius peut
étre vue comme une combinaison de dilatations, rotations et de translations.

Proposition 13.4 Toute transformation de Moebius transforme des cercles et
des droites en des cercles et des droites.

(Pour plus de détails, cf. [1] 76-89, [3] 8, [5] 436-459, [7] chapitre 12, [I1] 887-896).

Théoréme 13.5 (Théoréme de Riemann) Soit Q # C un domaine simple-
ment connexe. Alors il existe une application conforme de Q0 sur D, le disque
unité. De plus si on fixe limage d’un point zo € Q, par exemple f(z9) = 0 et
f'(z0) > 0 (c’est a dire Re f' (z9) > 0 et Im f' (20) = 0), alors un tel f est
unique.

v

8

(Pour plus de détails, cf. [I] 229-249, [5] 485-504, [7] chapitre 12).

13.2 Exemples

Exemple 13.6 La fonction f (z) = z est manifestement conforme de C dans C.
Exemple 13.7 f (z) = Z n’est pas une application conforme.

Discussion Il suffit d’observer que f (z) = Z n’est pas une fonction holomorphe.

Exemple 13.8 (i) Soient zj,w; € C, j = 1,2,3, avec z; # z, w; # Wi,
si j # k. Trowver une transformation de Moebius f telle que f(z;) = wj,
j=1,2,3 (i.e. les transformations de Moebius sont caractérisées par la donnée
de 3 points différents et de leurs images différentes).

(ii) Trouver une transformation de Moebius de
Q={z€C:Rez >0}

surD={z€C:|z| <1}.
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Discussion (i) Si f(z;) = w;, j = 1,2, 3, alors nécessairement

f(z)—wl_ w3 — Wo Z—2 =2

= 13.1
wy —wy  f(2) —ws 21— 22 Z—23 ( )

Posons
Z3 — 29
o= et B=

21— 22 wy —wy |
on déduit alors de ([13.1) que

B (2) —un] (z = 23) = a[f (2) —ws] (z — 1)

w3 — W2

ce qui implique

f@IB-—a)z—PFzs+az]=0wi(z2—23) —aws(z—21)

i.e.
_ (Bwir —aws) z+ (cwszy — Bwizs)
) = (B—a)z+az — Bz

11 suffit alors de poser

a=Pw —aws b=awsz; — Bwizs

c=p—a d=az —[z3.
(#i) On cherche une application de la forme

az+b

z) = .
F@) ="y
On utilise la premiere partie et on choisit, par exemple, les points z; = i,
29 = —1i, z3 = 0 qui appartiennent tous a Re z = 0 et on leur associe trois points

sur |w| = 1 arbitraires, par exemple i, —i et 1. On a

. . ai+b
fo=i=7a 2b=—2¢
f(_i):_izLiz = 2ai=2bi
—ci
b=d.
b
:1:—
FO)=1=2
On trouve alors a = b= —c = d et donc
z+1
fley =2

Il reste encore a savoir si f a envoyé 2 sur D ou sur lextérieur de D. On
prend alors un point appartenant a €2, par exemple z = 1, et on trouve que
f(z) = oo ¢ D. Alors lapplication requise, disons g, n’est rien d’autre que
I'inverse de celle obtenue (car I'application h(¢) = ¢~! envoie I'intérieur du
disque unité sur 'extérieur et réciproquement), i.e.

1—=2

9(2)=Z+1-
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13.3 Exercices

Exercice 13.1 Soit z=x +iy et

e =1

(i) Trouver u=Re(f) et v=Im(f) en fonction de x et y.

(ii) Trouver z et y en fonction de u et v (c’est-a-dire trouver la fonction
inverse de f).

(iii) Soient
(a) A1 ={z€C:Re(z)=Im(2)} (b) Ao ={z€C:Re(z)=1}
(¢) As={z€C:|z—-1]=1} (d) Ay={2€C:|z—-1=2}

Trouver l’image par f de ces ensembles (dire ce que représentent géométriquement
Aj et f (A]) .

(iv) Montrer plus généralement que la transformation z — 1/z envoie des
cercles ou des droites sur des cercles et des droites (ce qui n'est rien d’autre que

la proposition quand f (z) = z71).

Exercice 13.2 Trouver une transformation de Moebius qui
(i) envoie 0 — =1, 14+i— 1,1 —147 — —1 + 24;

(ii) enwvoie le disque unité sur lextérieur du disque ouvert de rayon 2.
Exercice 13.3 Trouver une transformation de Moebius qui envoie
Q={z€C:Imz > 0}

sur
D={zeC:|z| <1}.

Exercice 13.4 (i) Trouver une transformation de Moebius qui envoie
Q={z€C:|z—-2(+1)|>2}

sur
D={zeC:|z| <1}.

(ii) Trouwver son inverse.
Exercice 13.5 (i) Montrer la proposition . En particulier montrer que

£ (w) = —dw+b

cw—a

(if) Qu’arrive-t-il a une transformation de Moebius si ad =bc?
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Exercice 13.6 Soit la transformation de Joukowski donnée par

1

(i) Calculer Re f et Im f.
(i) Caleuler l'image par f du cercle |z| = a, a > 0.

Exercice 13.7 (i) Montrer que la fonction f (z) = e* est conforme de

A={z€eC:0<Imz <7}

sur

Q={weC:Imw > 0}

(ii) En utilisant ’exercice m et la question précédente, trouver une appli-
cation conforme de A sur le disque unité D.

Exercice 13.8 (i) Montrer que si u est harmonique (i.e. u € C* (R?) avec
Au =0), alors il existe g : C — C holomorphe telle que Re g = u.

(ii) En wutilisant la premiére question, prouver que si u est harmonique et
si f : R? — R? est conforme, alors uw o f est harmonique (ot il est entendu

que f : R?2 — R? f(z,y) = (o, B) est conforme si f(x+iy) = a+if3 est
conforme). (On pourra comparer ce résultat d celui de exercice[9.10.)

Exercice 13.9 Soient
0= {(:c,y) eR?: 2,y > 0}
O={(z,y) eR?:y >0}
D={(z,y) e R*: 2 +y* < 1}.
(i) Montrer que l’application

zZ—1
zZ+1

h(z) =

est conforme de O sur D. Trouver les parties réelle et imaginaire de h™".

(ii) Montrer que l’application g (z) = 22 est conforme de 2 sur O. Trouver
les parties réelle et imaginaire de g—1.

(iii) Trowver une application conforme f de Q sur D.

Exercice 13.10 * Montrer, d 'aide du théoréme de Liouville (cf. exercice
qu’il n’existe pas d’application conforme de C sur le disque unité.
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13.4 Corrigés

Exercice (i) On écrit pour z =z + iy

T—1y .
zZ) = - - =u-+1v
TO= i —w)
et on trouve donc
T t v T
u = e = .
1'2 + y2 332 + y2
(i) On a
1 1
w=- = z=—
z w
et donc, comme précédemment,
et v
r = =—.
u2 + v2 V= + 12
x
On peut procéder aussi en éliminant = puis y dans les équations u = ———
Yy 2 + 2
T Y
-y
et v=——"—).
(EQ + y2 )

(iii) a) A; représente la droite = y. En remplagant dans les expressions de
u et de v, on obtient

f
— =
Y v
(plan z) (plan w)
T U
A, f(A1)
x 1 —x -1

et = = wu+ov=0.

v:2x2 2z

On a ainsi que f (A1) est une droite passant par l’origine,

=52 T 0

f(A)={w=u+iv:Im(w)=—Re(w)}.
b) Az est une droite dont I’équation est Re (z) = = = 1. On trouve donc

2

U 1

r=1=—— = u+’=u = u—=| +0v*=-
u? + v?
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y v
(plan z) (plan w)

Ag f(AZ)

et par conséquent f (As) est un cercle passant par l'origine,

2 2
f(AQ)Z{w=u+iv:’w—l :(u_;) +U2:i}_

2

c¢) As est un cercle, passant par l'origine, défini par I’équation (x — 1)2 +y2=1
(= 22+ y* =2x), et on obtient donc

2 2
e T e
u? + v? w2 +v2 ) w2402 =5

et ainsi f (As) est une droite ne passant pas par l'origine,

/f\‘

Y
(plan z) (plan w)

As f(4s)

f(Ag):{we(C:Re(w):;}.

d) Ay est un cercle, ne passant pas par lorigine, défini par ’équation (z — 1)2 +
y? = 4. On déduit donc que

u ? v?
<u2 +v? > - (u? + v2)?



202 Applications conformes

et, par conséquent
u? —2u (u2 +v2) + (u2 +02)2 +0? = 4(u2 +02)2.

Finalement on obtient ainsi

1\? 4
3(u2+1}2)+2u_1:0 = <U+3> +02:§'

Ainsi f (A4) est un cercle ne passant pas par l'origine

f

=

Y v
(plan z) (plan w)

ol

|
—
-
w
8

|
—

(w

QW=

Ay f(A4)

f(A4):{w€<C:’w+;’=}.

(iv) On a vu que si f (z) = 1/z, alors

€T -y

T 1Y u v ;L'z y2 1 $2 y2

et réciproquement
—v

y:u2+v2'

e
On va distinguer différents cas.
Cas 1. L’image d’une droite passant par l'origine est une droite passant par
lorigine, en effet
ar+pfy=0 = au—Lv=0.

Cas 2. L’image d’une droite ne passant pas par 'origine est un cercle passant
par lorigine. Plus précisément si v # 0 et si

aw+5y=%7

alors
au Bv y

w2+ w2402 2
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et donc
'y(u2+v2)—2au+26020

2 2 2 2
o o +
(u) + <v+6> :725.
gl gl v
Cas 3. L’image d’un cercle passant par l'origine

(z—a)’ +(y—B)°=+>=a>+ 3

soit finalement

est une droite ne passant pas par 'origine. Ceci suit de
U 2 v 2
- 2
— + - =
<u2+v2 ) (u2+v2 ﬂ) !

72 (u2—|—112)2 = (a® + %) (v? +02)2+u2 +0v° = 2(au— Bv) (u® +v?)

qui implique

a savoir
28v—2au+1=0.

Cas 4. L’image d’un cercle ne passant pas par Iorigine
2 2
(z—a) +(y—pF)" =+

(avec v2 # a2+ 32) est un cercle qui ne passe pas par l'origine. Plus précisément
on trouve a l'aide du cas précédent

(72—a2—ﬁ2) (u2+v2)2: (u2+v2)(1—2au+25v)

et donc

ou encore

2 2 2
wb 2 ) (o2 ___
72— a2 — (2 72 —a2 — B2 (72—a2—ﬁ2)2'

Exercice (i) On cherche une application du type

az+b
cz+d’

w(z) =

En imposant les conditions données on trouve

I B R
w0 =3=-4 (1+)_c(1+i)+d
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L oa(l—d)+b .
wl=9=iy+a - 1T
c’est-a-dire,
b=—d b—c_a(1+i) c—al_z—fai
- ) - ) - 1+27 )

d’ot, en prenant ¢ = 1,

On a ainsi

(i) Soient
N={ze€C:|z|<1} e O={weC:|w >2}.

On voit tout de suite que 'application w = f (z) = 2/z est Papplication cherchée
car

2
|w|:|f(z)|:m>2, Vz e

Si on ne s’en rend pas compte tout de suite on procede comme dans l’exercice

IRNI)

b
Exercice [13.3| Soit f (z) = @z +d' Choisissons les points —1,0,1 de 99 et
cz

associons leur par f les points —1,4,1 de dD. On a donc

—a+b b a+b
FE ="t po)=g=i =t
f
— T
Y v
(plan z) i (plan w)
Q

D
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On trouve facilement que
c=b=ai et d=a.

Ceci nous conduit a . .
az+at z+1

f(z):aiz—&-a:iz—i—l'

Il reste a vérifier si l'intérieur de €2 est envoyé sur U'intérieur de D. Par exemple

31
21€ = f(2i):—1:—3i§éD.
Par conséquent la bonne transformation est (car on sait que f (z) = 1/z envoie
Pextérieur du disque unité sur son intérieur, et réciproquement)

iz+1
241

g(z) =

Exercice On peut procéder de deux fagons.
I) (i) On va écrire f = fy o fi ou

fi:Q>A={z€C:|z|>1} et fa:A—D.

On a vu que f2(2) = 1/z est bien une application qui envoie A sur D. De

—2(1+4
méme on voit immédiatement que fi (z) = # envoie ) sur A. Par
conséquent
2

(#) Son inverse est donnée par

2

- 2(1+1) Fw=2(1+d)w+

et donc

2(1+i)w+2
.

IT) (i) Sion n’a pas vu la décomposition immédiate, on se fixe trois points
quelconques de 92 et on leur associe trois points de dD. Puis on vérifie si on a
bien envoyé un point de l'intérieur de 2 sur un point de l'intérieur de D (si ce
n’est pas le cas il suffit alors d’inverser). On cherche donc

az+b

g@)zcz+d

tel que
g(2i) = —1, g(2) = —1, g(4+2i) =1.
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On a alors, apres calcul,

az—21+i)a z—2(1+19)

9(2) = 2a T2

On constate que 0 € Q et g(0) = — (1 +14) ¢ D car |g(0)] = v2 > 1. Donc la
bonne transformation est
1 2
g(z)  z—2(1+14)"

On retrouve ici la méme que précédemment, mais on aurait clairement pu en
trouver une autre si par exemple on avait choisi

fRY)=-1, f2)=i fd+2i)=1
(il y a une infinité de possibilités).

(ii) La fonction inverse est & déterminer de cas en cas.

Exercice (i) Tout d’abord on va montrer que f est bijective. On va

commencer par montrer I'injectivité. On a que

azler_ azg+b
cz1+d  czm+d

f(z1) = f(22)
qui est équivalent &
aczizot+adz +bcza +bd=acz1z0 +beczy +adzg +bd

et aussi a
(ad—bc)zy =(ad—bc)ze & 21 =29.
(Noter qu’on a utilisé 'hypothése ad — be # 0). On va ensuite prouver que f

est surjective. On a

F(2) =w= Z;is & (az4b) =w(cz+d)

qui est équivalent a

(cw—a)z=b—dw & z:f_l(w):y
w—a

qui (comme ad — be # 0) appartient & D et par conséquent
f(D)=D"=C\{a/c}.

De plus f est holomorphe car c’est le quotient de deux fonctions holomorphes
dont le dénominateur ne s’annule pas. Finalement la dérivée est donnée par

ad—be

f(z):m#o-
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(#1) Lorsque ad — bc = 0, on s’apercoit immédiatement que f/'(z) = 0 et
donc f est constante, en effet

az+b _blcz+d) b
cz+d d(cz+d) d’

fz)=

Exercice (i) Soit f (z) = u+iv. On va déterminer v et v. On trouve

T—1y
$2+y2

1 1
= 1 [ t = 1—— ).
B x( +ﬂc2+y2> “ y( w2+y2>

(#) On distingue deux cas.

u+tiv=z+1y+ =x+iy+

T+iy

et donc

Cas 1:a=1. Dans ce cas u = 2z et v = 0 et comme |z| = a implique que
—a < z < a, on déduit que I'image par f du cercle donné est le segment (sur
laxe réel) [—2a,2a].

Cas2:a# 1. On a que

1 1
U=z 1+§ et v=y 1—a—2

a4u2 a4,02

(a®+1)2 * (a2 —1)

i.e. Dellipse d’équation

donc

u? v?

@12 "

(a2 —1)2 a2

Exercice (i) On doit vérifier que f: A — Q a les propriétés suivantes.

- f injective. Soient z1, 20 € A tels que f (z1) = f (22) alors ! = e¢*2 et donc
z9=2z1+2int = [Rezz=Rez et Imzy=Imz; + 2nn].

Comme 0 < Im z7,Im 2o < 7 on déduit que z; = 22 et donc f est injective.

- f surjective. Soit w € §2, on veut trouver z € A tel que f(z) = w. Il suffit
de prendre z = logw. On a bien

Imw>0 = Imze(0,7).
- f holomorphe. On sait que f (z) = e* est holomorphe V z € C et que
f'(2)#0, VzeC.

Par conséquent f: A — ) est bien conforme.
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(#7) On a donc en combinant 'exercice m (en posant g (z) = %) et la
question précédente que

i.e.

est conforme.

Exercice (i) On cherche g = u + i v holomorphe. Pour qu'un tel g existe
il faut que u et v satisfassent les équations de Cauchy-Riemann v, = —u, et
vy = Uz ou, en d’autres termes,

gradv = (Uxavy) = (7uyaur) =0 = (9071/})'

Or, comme R? est convexe et donc simplement connexe, une condition nécessaire
et suffisante pour qu’un tel v existe est que rot ® = ¢, — ¢, = 0, ce qui est bien
le cas car u est harmonique et donc

rot ® = (uy), + (uy), = Ugz + Uyy = Au=0.

Y

On a ainsi trouvé v et donc une fonction holomorphe g telle que u = Re g.

(#1) Comme u est harmonique, on a, par la premieére question, qu’il existe g
holomorphe telle que © = Re g. Par conséquent

wo f =Re(go f).

et g o f est holomorphe et ainsi u o f est harmonique (cf. exercice .

Exercice (i) On peut invoquer le fait que h(O) = D (cf. plus bas), la
proposition [I3:3] et remarquer que

O={z:Imz>0} CC\{—i} et D={z:]z| <1} CcC\ {1}

pour obtenir le résultat, a savoir que h est conforme de O sur D. Nous allons
toutefois le remontrer une fois de plus et donc établir les quatre assertions
suivantes.

- h est holomorphe dans C\ {—i} et par conséquent dans O.
- h est injective car
21— 1 29 — 1

h(Zl):h(ZQ) = Zl—|—Z:2’2—|—7, = Z1 = 22.

- h est surjective car

zZ—1 . .
w = - = zZwHrtw=2z-—1
zZ+1
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et donc

(a+)+if _f—ila+1)
(a=1)+if (a=1)+ip
- —25 ,(1—@2—62)
BV TR PN

W (w)=h"" (a+iB) = —i

=Reh ™' +iImh '

Observer que comme o + 32 < 1 (car w € D) on a bien Im h~! (w) > 0 et donc
h=t(w) € O.

- b (2) =20/ (z+1i)* #0.

(#i) Pour vérifier que g :  — O est conforme, il nous faut vérifier les quatre
propriétés suivantes.

- g (2) = 22 est évidemment holomorphe.

- g est injective dans 2. Pour cela on doit montrer que si 21,29 € Q et si
g (z1) = g(22) alors z; = z5. En effet

2,2 2,2
Ty — Y1 =22~ Y3
9(z)=g(z) =
L1Y1 = T2Y2
comme z;,y; > 0 (et donc # 0) on a

— 1y
Y2 = 4, Yo = Tl
2 = 2
2 2 _ 2 z 2,2 2.2 22
Ty —Yi = T3 — ( ;Zf) Ty — T1T3 = T1Y1 — TY1

ce qui implique

_ miy
Y2 To = x%: :c% = r1 = T2
2 2 2\ _ 2 2 2
Xy (.’L‘2 — 371) = =] (:L‘Q — 1‘1) 2270 T1,22>0

et ainsi

r1 = T
= 21 = 23.
Y1 =192

- g est surjective. En effet soient w =a+i8 € O, ie. >0,et z=a+ 1y,
on déduit alors

a =22 —qy>?

w=z> = a+if=22—y*+i2zy =
f=2xy
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et par conséquent

< a2+ﬁ2+a>1/2 . y:<\/m_a>1/2

2 2

On aurait pu aussi écrire, si z = |z|e'? et si w = |w|e'?, que

2
w| = ||

w=2> = |we?=z?" =
p=20+2km

puis calculer et on aurait retrouvé

e 1/2
Reg ! (a,0) = (V57 )

T3 1/2
Img~" (o, B) = (V = a) :

2

On a bien que g~ ! (w) € Q.
-g' () =22#0s12z€ Q.
(i) 11 suffit de prendre

f=hog: Q%025 D

ie.
22—

fe& =25
Exercice [13.10] * Si une telle application f existait, alors f serait holomorphe

et bornée (puisque |f (z)| < 1). Par le théoréme de Liouville, f serait alors
constante, ce qui est absurde.
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Chapitre 14

Séries de Fourier

14.1 Définitions et résultats théoriques

Définition 14.1 On dit que f : R — R est continue par morceaux (cf. aussi
déﬁm'tion st pour tout a < b, il existe une partition

a=ap<a; < -+ <Qpp1 =0
telle que, Vi =0,1,---,n, f € C°(a;,a;11),

lim [f(2)] = f(a:+0) et lim [f(2)] = f(aiy1 —0)

r—ra; T—Qi41
r>a r<a;1

existent et sont finies. Si de plus f € C* (as, aiz1) ,

Jim [/ @)= f (@ +0) et T [ @)= f (@41~ 0)

r>a; r<ait1

existent et sont finies, on dit que f est réguliére par morceaux.

I
N ¥
I
I
I
|

<

— —X— p—

T T T T T T T
apg = a a az - - EEN 029 an—1 QApy1 = b
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Définition 14.2 Soient N > 1 un entier et f : R — R wune fonction T > 0
périodique (i.e. f(x +T)= f(x), V) et intégradle sur [0,T] (c’est & dire que
T

/ |f (z)] dx < 00). Soient n € N et
0

2 T
anz—/ f(a:)cos(%T”x)da:, n=0,1,2---
T Jo

2 T
bn:—/ f(x)sin(%T"x)dx, n=12---
T Jo

(i) On appelle série de Fourier partielle d’ordre N de f et on note
a N 2mn 2mn
Fy f(z) = ?0 +7;{ancos (Tx> + b, sin <Tx>}

(ii) On appelle série de Fourier de f la limite, quand elle existe, de Fy f (x).
On la note

Ff(x) :Z&@OOFNf(x) = aQO-FZ{ancos (Q;nx) + by, sin <2;:nx>}
n=1

Théoréeme 14.3 (Théoréme de Dirichlet) Soit f : R — R une fonction
T périodique, réguliére par morceauzx. Soient a,, b, et Fn f comme dans la
définition précédente. Alors la limite F f (x) existe pour tout x € R et

(i)

Pr = ErOHIE=0)

(ot f(x+0) = ylgr}cf(y) et f(x—0)= Z}l_rgf(y)) Done, en particulier, si f
y>x y<x
est continue en x, alors
Ff(x) = f(z).

(ii) De plus si f est continue, alors la convergence de la série ci-dessus vers
la fonction f est uniforme.

Corollaire 14.4 Soit f : R — R une fonction T périodique, réquliére par mor-
ceauzx. Alors F [ est T périodique et de plus
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(i) Si f est paire (i.e. f(z) = f(—z), V), alors b, =0 et

2
Ff +Zancos< an)

(ii) Si f est impaire (i.e. f(x) =—f(—x), Vz), alors a, =0 et
> . [ 2mn
= ;bnsm <T$> .

(iii) En notations complexes

T
Ff(z)= cheizgnx oﬂcn:%/o f(z)e i*F

n=—oo

Théoréme 14.5 (Différentiation terme a terme) Soit f : R — R une fonc-
tion T périodique, continue et telle que f' est réguliére par morceauz. Soit

= 2 2
a;—i—nz_:l{ancos (?m) + b, sin (?w)}

sa série de Fourier. Alors la série obtenue par la différentiation terme a terme
de la série de Fourier de f converge et Vax € R

f’(w+0)42rf’(w—0) —Zzﬂ{b cos (22 z) — a, sin (32 1)}

n=1

Théoréeme 14.6 (Intégration terme a terme) Soit f : R — R une fonction
T périodique, réguliere par morceaux. Soit

= 2 2
a;—l—;{ancos <;ﬁx> + b, sin (?m)}

sa série de Fourier. Alors, pour tout xo,x € [0,T] on a

/f t)dt = / dt—i—Z/ {an cos (22 t) + b, sin (252 ) } dt.

De plus, pour xq fiz€, la convergence est uniforme.
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Théoréeme 14.7 (Identité de Parseval) Soit f : R — R une fonction T
périodique, réguliere par morceauzx. Alors

T
%/0 (f ()2 dw = %3+Z (a2 +12) .

Corollaire 14.8 (Série de Fourier en cosinus) Soit f : [0, L] — R une fonc-
tion réguliere par morceaux. Alors la série suivante converge

F.f(z) = %—I—Zancos (%x),
n=1

9 (L
= f/o f(y) cos (% y) dy.
De plus en tous points x € (0,L) ot f est continue l’égalité suivante a liew
Fof(z) = [(2).

Corollaire 14.9 (Série de Fourier en sinus) Soit f : [0,L] — R une fonc-
tion réguliere par morceaux. Alors la série suivante converge

= . /TN
:nz::lbnsm (Tx),

2 L
b, = Z/o f (y)sin (% y) dy.
De plus en tous points x € (0,L) ot f est continue I’égalité suivante a lieu
Fof (z) = f (z).

(Pour plus de détails, cf. [2] 61-73, [6] 239-293, [7] chapitre 17, [10] 53-69, [11]
582-605, [12] 262-281, [13] chapitres 1 & 4).

ol

o

14.2 Exemples

Remarque Nous utiliserons souvent 'observation élémentaire suivante. Soit
f : R — R une fonction T périodique et intégrable sur [0,7] et soit a € R

quelconque, alors
a+T T
[ i@d= [ fads
a 0

Exemple 14.10 Trouver la série de Fourier de f (x) = cosx avec T = 2.
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Discussion On remarque immédiatement que, la fonction donnée étant paire,
b, = 0, Vn. De méme on observe que a,, =0, Vn # 1 et que

27
alzf/ cosxcosxdr = 1.
™ Jo

Par conséquent
Fof=0, Iyf=cosx, Fnf=Ff=Ff=cosz, VN.
Exemple 14.11 Soit

f(x) =

0 sizem?2m)

{ 1 sixzel0,m)

et étendue par 2w périodicité a R. Trouver la série de Fourier de f, comparer
Ff et f. Calculer

oo
>
= 2n +1
Discussion On détermine tout d’abord les coefficients de Fourier. On trouve

1 [7 1 (7 1 [si T
a(]:f/ dr =1, an:f/ cos(nx)dx:[sm(nw)] =0,Vn>1,
™ Jo ™ Jo ™ n 0

bnlfoﬁsm(nx)dx % [Coi(”@}: %[li(fl)n]

et donc
0  sin est pair

— si n est impair.
nmw

On obtient ainsi, par le théoreme de Dirichlet,

| 9 ((@n+1)2) 1 size(0,m)
sm((2n+1)x .
Ff(f):§+;z 1 = (1) si x € (m,2m)
n=0 5 siz=0,7m2m

et en particulier, si z = 7/2,

n:O2n+1 4

Exemple 14.12 Trouver la série de Fourier de

0 siz=-7
flx)y=4¢ x/2 sixz e (—m,m)

0 Stx=Tm
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pour x € (—m,m| et étendue par 27 périodicité. Comparer Ff et f. Calculer
>
5 -
n=1 n

Discussion (i) Tout d’abord on observe que, comme la fonction donnée est
impaire, tous les coefficients a,, = 0. Par contre on a, pour n > 1,

L [" 2 [7
bn:—/ fsm(n:c)dm:f/ Esm(na:)dﬂv
0

T .2 T 2

17— T 1 ™ 1 n—1
== [sc cos(nm)] + —/ cos (nz) dr = (=1)

T o TJo n n

Comme les hypothéses du théoréme [T4.3] sont satisfaites, on trouve

n 1

Ff(x) Z sin(nz), Vzé€|[-m,7].

(i1) L’idéntité de Parseval donne

<1 2/” x> 1 231" 2
Z—:— odp== | =—.
n2 2rJ__ 4 m12] 6

n=1

Exemple 14.13 Soit

Trouver sa série de Fourier en sinus. Comparer Fsf et f. Peut-on dériver terme
a terme la série obtenue ¢

Discussion On applique le corollaire avec L = 7. Par conséquent on a,

pour n =1,2,---
4
/f sin (nz)dr = Fsm(%).

On trouve en particulier, by, = 0 et

b AL
T enr1)’n
On obtient donc
sm 2n+1)x).
L e

n*O
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Par ailleurs, la fonction f étant continue sur [0,7] et f(0) = f(m) = 0, elle
peut donc étre étendue par imparité & [—m, 0], puis par 27 périodicité & R. La
fonction ainsi obtenue est continue et sa dérivée est réguliere par morceaux et
donc par le théoreme [14.5| on peut dériver terme a terme sa série de Fourier.
Par conséquent, pour tout x € (0,7), excepté x = 7/2, on a

f(x) = 7;)(2475;11))%005((271—1— 1)x).

Exemple 14.14 Soit la fonction 4w périodique f telle que

0 St = =2
—(m+x)/2 si —2r<x<0
f(z)= 0 six=0
(mr—x)/2 si0<x<2m
0 St x = 2m.

Trouver sa série de Fourier. Comparer F f et f. Peut-on dériver terme a terme
la série obtenue ?

Discussion Comme f est impaire on a que a, =0 et

2 27 1 27
n = — 1 d = — 1 d
e (z)sin (nz) dz = (z)sin (nz) dz
1 [ — 1
:f/ T xsin(nm)dmzf.
™ Jo 2 n

On a ainsi
Ff(z)=f(2) = Zw, Va € [—2r, 27] .
n=1

Si on différentiait terme a terme cette série on trouverait pour x € (—2m, 2m)

% [Ff(z)] = nij:lcos (nz) alors que f'(x)= _71 sixz#0

ce qui est absurde, car la série ci-dessus diverge pour presque tout x € R. Dans
ce cas en effet on ne peut pas appliquer le théoréme car f n’est pas continue
enx =2nm, n € 7.

14.3 Exercices

Exercice 14.1 (i) Calculer la série de Fourier de f (x) = e~ sur [0,27) et
étendue par 2w périodicité.
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(ii) A laide du théoréme de Dirichlet comparer Ff et f sur (0,2m).

(iii) A laide des deux questions précédentes montrer que
1+n2 em—e ™'
n=2

Exercice 14.2 (i) Calculer la série de Fourier de f (z) = (z —)° sur [0,27)
et étendue par 27 périodicité.
(i1) A laide du théoréme de Dirichlet comparer Ff et f sur [0,2n].

(iii) En déduire que

= (-1" w2 I
= e — =
nz::l n2 12 ¢ nz::l 2 6

Exercice 14.3 Soit f : R — R une fonction 2m périodique définie par

. ) s

sint szOStSE

™ 3

t) = 0 - <t < —

3T
sint sz’7§t<27r
Calculer sa série de Fourier.

Exercice 14.4 Soit f : R — R la fonction définie par périodicité de période 2
telle que
f)y=t sitel0,2).

Trouver son développement de Fourier en notation complexe.
Exercice 14.5 (i) Ecrire la série de Fourier pour la fonction périodique (de
période 27) impaire qui coincide avec x (m — x) sur [0, 7] .

(ii) En utilisant la partie (i) et U'identité de Parseval, en déduire la somme

de la série
o0
Z 1
— 2k —1)°

Exercice 14.6 A [’aide de l'identité de Parseval, montrer que
T 3
[ﬂcos‘ﬂ’cdm =5™

Exercice 14.7 (i) Ecrire la série de Fourier de la fonction 2w périodique définie
par
flz)=lz|, ze[-mm).
(ii) En déduire les valeurs des séries
— 1 1
— et i
Z TL4 Z (2n + 1)4

n=1 n=0
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Exercice 14.8 Trouver la série de Fourier de f (x) = |cosz| et calculer

ad 1
;41@2*1'

Exercice 14.9 Soit la fonction f: R — R, 2w périodique et paire telle que

f()=sin(3t), te0,n].

Trouver sa série de Fourier.

Exercice 14.10 (i) Pour o € R\ Z donner le développement en série de Fou-
rier de la fonction 21 périodique définie, pour x € |

—m,7), par f () = cos (ax).
(ii) En déduire la formule

oo

Z;:L_ ul

2 _ 42 2 :
—in?—a 202 2atg(am)

Exercice 14.11 (i) En utilisant les notations complexes, développer en série
de Fourier la fonction, 2w périodique et impaire donnée sur [0, 7] par

T

f(x)

T
_ 2
T—x St .

st0 <
™
—<x<
2 <

(ii) En déduire, pour a > 0, l’égalité suivante, Vx € [—a, a

+oo k
4 (-1) im(2k—1)z
T=—1ia — e za
m? k;m (2k —1)°
(iii) Calculer
—+o0
> o
2k - 1)

Exercice 14.12 Soit la fonction 27 périodique définie par

fl@)y=xz+4+m st —1<z<mT.

Evaluer les différences suivantes

f@ - Ff@| en w=-m 5.0,

et, a l'aide de la formule donnée dans ’exercice évaluer

™

/0 1 @) = Bof @) da
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Exercice 14.13 * Soit f : R = R, 27 périodique et réguliére par morceaux.
Soient a, et b, ses coefficients de Fourier et

N
Fyf(x)= % + Z (ancos(nx)+b,sin(nx)).

n=1
(i) Montrer que
N

a2
2 2 (an+bn)

n=1

27 27
/0 f () = Fn f (2)" do = i f2(x)de — =

(ii) En déduire 'inégalité de Bessel

2 oo 1 27
% ga +2) ;/O (f (z))2da.

Suggestions. 1) Montrer que, Vk =0,1,...,N

) )

2m 2m
/ Fnf(x)cos(kx)de =mayp et / Fyf(z)sin(kz)dr =7by.
0 0
2) En observant que

2
/0 Fyf(x)cos (kx)dzx

27
_— cos (kx) dx
2 Jo

—&-Z{an/%cos (nz)cos (kx)dx + by, /:Trsin(nm)cos(kw)dm}

en déduire que

n 24 ag -
— 2)
| Pt - {2+§j @ +bn}.
3) Montrer que

2w

N
fz)Enf(x) x—w{ Z (a2 +12) }

4) Déduire le résultat des deux derniéres questions.

0
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Exercice 14.14 * Soit f : R — R une fonction continue et T périodique.
Soient a,, , by, ses coefficients de Fourier.

(i) Montrer que si f € Ct, alors il existe une constante ¢ > 0 telle que
c
|an|7|bn|§*a n:172a"'
n

(ii) Plus généralement si k > 1 et si f est C%, montrer alors qu’il existe une

constante ¢ > 0 telle que
c
‘an|7‘bn‘§7a n=12-.-
n

Exercice 14.15 * Montrer (iii) du corollaire |14.4)

Exercice 14.16 * Montrer le corollaire .

14.4 Corrigés

Exercice (i) On trouve apres calcul

1 27 1 T
ap = — / e ™ cos (nx)de = — / e¥ cos (ny + nm) dy
™ Jo L
(-=1)" /’T y 2sinh 7
= — ‘ d = —
- 77re cos (ny)dy D
1 2w (miﬂ-) . 1 ™ .
by, = — e sin (nz)de = — eVsin (ny + nm) dy
™ Jo ™) _x
(-1)" /7r Y —2nsinh 7
- _We sin (ny) dy Atm)n

(#i) Grace au théoreme de Dirichlet on a que si

Ff () = sinh 7 N sin:w i (2(:05 (nx) 2nsin(nx)>

T 1+ n? 1+ n?

n=1

alors
Ff(z)=f(z) size(0,2m).

(i) En particulier si x = 7 on a

d’ou

14+n2 2sinhn 2’

n=1
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c’est-a-dire

i -n* T ™
1+n2 - -

2sinh 7 e —e
n=2

Exercice [14.2] On a

1 [ 9 1 [ 2
ag /0 (x —m)" dx - /_F ydy=gm

an:/o%(:v—w)2cos(nx)dx:( /ﬂy2cos(ny)dy:i

T Jo n?

*l 27r;Ufwzsin nx)dr (_1)" i 2sin (n =
b= [ @=mPsinma)a | s ds=o

—T

La série de Fourier est donc

Le théoreme de Dirichlet nous assure (noter que f est continue en = = 0 et
x = 27) alors que

Ff(z)=f(z) sixzel0,2n]

et donc, quand on prend respectivement x = 0 (f (0) = 72) et x = 7 (f (7) = 0),
on trouve

M8
=~
I
(3
M8
3M‘,_.
I
o3

n2
n=1 n=1
= ()" = ()t g
4 =—— = =_——.
; n? 3 ; n2 12

Exercice On observe que f est une fonction impaire et donc a,, = 0. On
trouve par contre, comme f est 2w périodique, que

1 27

b, = — f(x)sin(nx)dx:i/;f(x)sin(nx)dx

™ Jo

1 [3 1/2 sin=1
:f/ sinz sin (nz) dx =

T sin > 2.

jus
2

On a donc dés que n > 2 (by = 1/2) que

0 sin =2k +1 (ie. impair)
—2
b — (Tnl) si n = 4k (i.e. un multiple de 4)
n — m —

ﬁ si n = 4k + 2 (i.e. pair mais pas un multiple de 4).
m(n2 —
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Exercice On a par définition

1?2
Cp = = ze T d.
2 Jo

Si n =0 on trouve ¢y = 1 alors que si n # 0 on obtient apres intégration

g 2 2 .

1 [xe ™% 1 i i
Cn = 3 . + — e P dr = —
2| —imn |, 2imn Jy ™

et par conséquent

TN T

Ff(x):l—k%Ze

n#0

Remarque. Comme n peut étre négatif on constate que le membre de droite de
Ff (x) est bien une fonction réelle.

n

Exercice (i) Comme f est impaire on a

) a(m—2) size(0,m)
f(x)_{ x(r+z) size (—m0)

et donc ap = 0 et

2 ) i —g ﬂxﬂ'—acsin x) dx
F (@) sin (k) do = /0 (7 — 2) sin (k z) da.

2 J_. T

by,

On a alors que

/ x(r—z)sin (kz)dx = _x(w_m)cos(kx)} +/ M(ﬂ'—?l’)dl‘
0 i kolo Jo k
[ sin(kx)]”™ T sin (k x)
= |(r -2 2
_(71' x) 2 }0 + /0 2 dz
[o2 m 2 L2
= s cos (km)}o =13 (-1)" + =
On trouve donc
0  sik est pair
4 k
by = —— |1— (=1)F] =
Tk { (=1) } 8 si k est impair
7 k3

. sin((2k — 1)z
Fi) =1 Y
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(i4) En utilisant 'idendité de Parseval on trouve

64 = 1 1 (7 2 [T
D e IO T (P C RO R s
0

T2 = (2k—1) Ziy - T

et ainsi
6

i; _
= (2k — 1)6 960 °

Exercice Cet exercice peut, évidemment, étre résolu de maniére plus
1 1

élémentaire. Comme f (7) = cos’z = 3 + 5 cos (2z), ce qui implique que les

coefficients de Fourier sont

1
ag =1, agzi, an=0s8in#0,2 et b,=0Vn.

On a donc par 27 périodicité et par 'identité de Parseval que

I <f<x>>2dx=/:”<f<x>>2czx=ﬂ [§+ﬂ -

—1T

Exercice (i) Tout d’abord on remarque que la fonction est paire, par
conséquent by = 0. On trouve que

2 2m 1 ™ 2 ™
ap = f(x)dx f/ |x\dx:f/ xdr =m.
2 T ) T Jo

2 2 2 ™
ak:2ﬂ_ f(z )cos(kx)dac:;/o x cos (kx) dx
2 2
= - [% sin (kx)} - —/ sin (k) dx = 2 {(fl)k — 1] .
On obtient ainsi
0  sik est pair
ar =4 —4 o
e si k est impair
et donc finalement
T 4 ~cos((2k+1)x
PR =50 SR
k=0 +1)°
(#1) En utilisant I'identité de Parseval on obtient
2 [ [, 212 7?16 1
= - d = — — —_— —
or (f (@))d 7r /,Wx T3 3 T —~ (2k+1)"
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et on en déduit donc

16 & 1 2 _ i 1 T
JR— 74 = — 74 = .
T = (2k + 1) 6 = (2k+1) 96

En utilisant le résultat précédent on a

| s 1 1 <1
== Y =N
Zk4 ;(2]6)4 kz:()(2k+1)4 16 Zk4 96

k=1

et par conséquent

8

1
o0
£k 90

Exercice (i) On observe que la fonction donnée est paire, par conséquent
b, = 0. On trouve que

1 2m
an = 7/ |cos x| cos (n z) dx
T Jo
n 3n
1 [z 1 2
= f/ coszcos (nx)dr — 7/ cosz cos (nx) dx.
TJ-z )=

b
Faisons un changement de variable et posons y = z — 7w dans la deuxiéme

intégrale (on rappelle que cos (z + nm) = (—1)" cos z) on obtient ainsi

37

/2 cosxcos(nx)dxz/Q cos (y + m)cos (n(y+m))dy

us
2 2

= (—1)"“/2 cosycos (ny)dy.

w3

Par conséquent en revenant a a,, on a

[V

1 -H" [z
an:L)/ cosycos (ny)dy

™ s
2

et on déduit immédiatement que si n est impair alors a,, = 0. Par conséquent
en posant n = 2k et en utilisant le fait que

2cosycos (2ky) = cos ((2k +1)y) +cos ((2k — 1) y)
on obtient

sin((2k+1)y)  sin((2k—1)y)]1%2 4 (-1

2k + 1 2k — 1 T oro4k2 -1

—_
2

1
a2k -
s



228 Séries de Fourier

On a ainsi la série de Fourier

2 4 & (_1)k+1
Ff(zx)= ;—&—; Zicos(ﬂfx)
(ii) En prenant z = 7/2, on a cos (2k x) = cos (k) = (—=1)" et f (7/2) =0
donc
— 1 1
; 4k2 -1 2°

Exercice Comme f est 27 périodique et paire on a que b, = 0 et

2m ™
ap, = 2271- f(t)cos(nt)dt = % /0 sin (3t) cos (nt)dt
- % / fsin (3 — n) £) + sin (3 + n) £)] dt.
0

Sin # 3 (sin =3 on a immédiatement az = 0) on obtient alors

_ 1] cos((3=n)t) cos((83+mn)t) T
tn = T 3—n 3+n o
o7 3—n 3+n 3—n 3+n
et donc
0 si n est impair
Ay = 1 2 2 12 . t pai
— = i ir.
w3 3+n (9 — n?) SLmest pa

La série de Fourier est alors donnée par

12 > cos (2kt)

2
2z cosiaxh)
37 7w 22 09—k

Ff(t) =

Exercice [14.10| (i) Tout d’abord on remarque que la fonction est paire, par
conséquent by, = 0. On trouve que

2 (7 2 [T

ap = — cos (ax)cos(kx)dr = f/ cos (ax)cos (kz)dx
2 J_, ™ Jo
1

=1 [Meos (a4 1) 2) + con (fa - W)
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et ainsi

1 [sin((a+k)7) sin((a—k)r)

ap = — +
T a+k a—k
( 1) sin () 1 n 1 B (—1)ksin(o¢7r) 2w
0 at+k a—k| 0 a2 —k2°
Par conséquent, Vz € [—m,7),
sin (a7 2asin (o) > 1) b=t
Ff(x)= OEW )—|— Z(kz cos (kx).

k=

—

(#i) Comme f est continue, on obtient en prenant z = 7

2asin (o)

IRV e,
cos(am) == gt e |
d’oti, pour tout « ¢ Z,
LI S S
k:1k2—o¢2_2a2 2atg (am)’

Exercice [14.11] (i) En utilisant la notation complexe on trouve

1
2T

= 1 (/ ’ (—ﬂ—:c)eﬂ.nzdx—l-/
2 \ J_» _

On effectue les changements de variable respectifs, u =z + 7T et v =2 — 7, et
on obtient

-3 o 3 , . ni1 [2 ,
(—m—x)e ""¥dx = —ue " Te Tt M du = (—1) ue "% du
-7 0 0

/(W—x)e*inwdx:/ _,Uefinﬂ'efinvdvz(_l)n-&-l/ eIt gy

™

2

et ainsi

n+1 z n+1 . z
Cp = 1+(2_1) /2 xe—inacdx: 1+(_1) |:(ZJ}+1> e—inx:|2
m _ _

Cn =

I@ed

[NE]

™

us
2 2

xefmmdx—k/ (71—3:)6”””d33>.

jus jus
2 2

s s
2 2

On trouve immédiatement que si n est pair ¢, = 0, alors que si n est impair
(n =2k —1, alors e~ {@h=17/2 — _i2k=Dm/2 — (_1)* ;) on obtient

C2k—1 = — 3
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Comme f est continue on a pour z € [—7/2,7/2],

.+ k
2 < (-1 i(2k—1)z
T = g — e .
T = (2k—-1)

(i) Si on prend x € [—a,a], on a que (7/2a)x € [-7/2,7/2], et par
conséquent

. —+00 k
4 —1 in(2k—1)z
S (L) e
T (2k—1)

(#1i) En particulier, pour & = a, on obtient

+
=3 1 2

2 G

k=—o0

Exercice [14.12] (i) On trouve apres calcul que
2
Fsf(x) =m+2sinz —sin (22) + 3 sin (3 z)

et par conséquent

Fsf(—m) == f(=m)=0 = f(-m)—Ff(-m)=—-=

B (et (D] = D (D=t
Fsf(0) =m fO)=m = [(0)-F3f(0)=0

Bi(E) et A= = () (D)
Byf (m) = f(m) =0 = f(m) = F3f (m) = —m.

Remarque. On a f(7) = f(—m) par 27 périodicité et donc f (7) = 0 mais
f(mr —0) =2 alors que f (-7 +0) = f(—7n) =0.
(i) Par 27 périodicité et par I'exercice [14.13] on a

2 3
D+ (a2 +02)
1

n=
2

27 T
/0 |f () — F3f ()] dw:/_ﬂ(f(x)) de —m

9

—T

:/Tr ($+W)2d$—W[Q?+4+1+4

2 4
:§ﬁ3f§9wz3.567.
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Exercice [14.13| * (i) Appelons

o 27
Ing = / Fnf(zx)cos(kz)dx et Jngp= / Fy f(z)sin(kz)dx
o 0
et calculons

ao 2m
Ing = —/ cos (kz)dx

+ Z {an /27r cos (nz) cos (k) dx + by, /27T sin (n z) cos (k x) dx}

(et idem pour Jy ) ce qui donne, Vk =0,1,---, N,
IN,k =map et JNJC =mby.

En utilisant a nouveau la définition de Fiy f et le résultat précédent on a

27 N
/ (FNf ($))2 dr = % N,0 —l—Z(ak IN,k—Fbk JN7k‘)

0 2
N
{ -3 ) }
=1

lSo

On obtient de maniére semblable
27

; f(z) Fnf(x)dx

27 N o o
= %/ f(z) dx+2{an f(z)cos(nx)dx + by, f (x)sin (nz) da:}.

0 n=1 0 0
En utilisant la définition des a,, et b, on déduit que

T N
2 f(x)FNf(x)dx:%gﬂ'—l—ﬂ'Z(ai—Fbi).

0 n=1

En combinant tous ces résultats on déduit que
2 5
| 1@ - s @)
0

ﬂf(x)FNf(-T)dl'"i‘/O W(FNf(x))2dx

0

=/2W(f(cv))2dw—2
0
et donc

2m 9 B 2m . 5 . i% a2 )
[ v@-rr@Pa= [ @) -r |23 (@)




232 Séries de Fourier

(i) 11 suffit d’observer que

/Oﬂf<x>—FNf<x>2dmzo

donc, de 1'égalité précédente, on a

On obtient 'inégalité voulue en passant a la limite lorsque N — oo, i.e.

2 e o] 1 27
%+;(ai+bi) < ;/O (f (2))? da.

Exercice[14.14]* (i) Soit n > 1. En utilisant la définition de a,, et en intégrant
par parties on trouve

2 (T 2nm
Ay = T/O f (t) COS <T t) dt
2 sin (2"—“ t) g 1 T 2nmw
[ AN T 7T _ / 3 -7
=7 f 22 10 ) () sin ( T t> dt

et par conséquent

I 2
ap = —— 1’ (t)sin (?t) dt.

nm Jo

2nm 1 T c
1 _ < — 4 —
sm(T t)’dt_m/o | (B)]dt = ~

avec (se rappeler que f est C! et donc f’ est bornée)

1 /T,
c——/o ()] d.

s

On obtient ainsi

T
lan] < i/o 140!

nm

On procede de maniére analogue pour b,, .

(ii) La démontration de cette derniére partie est tres semblable & la précédente.
Le résultat est obtenu en intégrant par parties k fois.

Exercice [14.15| * Faisons pour simplifier la démonstration seulement dans le
cas T = 2.

(i) Commengons par montrer que pour tout n > 0

a, — by, ag a, +1ib,

= N = — t . =
Cn 5 Co > et c_, 5
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Observer que, par définition de a,, b, et ¢, , on peut écrire

1 27
=g [ fla)e " da
m
1 271' . o0
= on f(x)cos(nz)dxr — o s f(z)sin(nz)dx
et par conséquent
a, —iby,
Cp =

Les deux autres égalités étant montrées de la méme fagon.

(ii) Par ailleurs, comme

einm+e—inz ) einr_e—inz
= - t =
cos (nx) 5 et sin(nz) 57
on déduit que
N
Fnf(z —50 Z {an cos (nz) + b, sin(nx)}
N

_ ) n znx an+ibn —inx
=G e
(111) En combinant (i) et (ii) on obtient
N N
FNf Z Cneznm_kc_nefznx}: Z Cnezna:
n=1 n=—N

ce qui est le résultat souhaité.

Exercice [14.16] * Soit f la fonction 2L périodique telle que sur [-L, L]

~ f(z) sizel0,L]
f(z) = .
f(—x) size|-L,0).
En faisant un changement de variable z = —y et en utilisant la parité de f, on

déduit que

/OL f(z) cos (LLn z) dz = /OL f (y) cos (% y) dy

et, par conséquent en utilisant la 2L périodicité de f,

1 2L

I f()cos(—z dz— / f cos(fz)dz

0
= f/o [ (y) cos (L;y) dy.
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De méme, en invoquant la parité et la 2L périodicité de f, on obtient que

1 2L

I ; f()sm(—z dz— / f Slﬂ(—z)dZ—O

Noter que f satisfait les hypotheses du théoréme m (avec T = 2L) et on
déduit donc que

~ - 2 2
Ff(x):?+;{ancos<$x>+bnsin<$x>}
ol, pour n =0,1,2,--- |
9 2L 9 9 L
an = o f( )cos(%m)dw:L/o f(y)cos(z—ny)dy
2 [ 2mn

Comme f (z) = f(z) siz € (O,L), on a que

F.f (z)= fgo—l—Zancos(—x)

bn =

ou

ce qui est le résultat souhaité.



Chapitre 15

Transformées de Fourier

15.1 Définitions et résultats théoriques

Définition 15.1 Soit f : R — R une fonction continue par morceauz (cf. définition

—+o0
14.1)) et telle que / |f ()] dx < co. La transformée de Fourier de f est

définie par

n 1 e —tay
5@ =T == [ rweeray.

Remarque Certains auteurs définissent la transformée de Fourier en rem-
placant le coefficient 1/+/27 par 1 ou par 1/27 et parfois e *“¥ par e 27 @Y,

Théoréme 15.2 Soient f,g : R — R des fonctions continues par morceaux et
+oo —+oo
telles que / |f (z)|dz < oo, / lg (z)|dz < oco. Les propriétés suivantes
J —o0 —00
ont lieu.

(i) Continuité. La fonction f:R = C est alors continue et

lim 'J?(a)‘ =0.

|at] =00

(i) Linéarité. Soient a,b € R, alors

Slaf+bg)=aF(f)+bF(9).
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+oo

(iii) Dérivées. Si de plus f € C* (R) et/ |f (z)|dz < oo, alors
oo

F(f)()=iaF(f)(a), YaelR

+oo
Plus généralement sin € N, f € C" (R) et / ’f(k) (x)’ dr < oo, pour k =

1,2,---,n, alors

(M) (@) =(a)" §(f)(a), YVaeR.

(iv) Dérivée de la transformée. Si de plus hy, () = 2™ f (z) est telle que

+oo
/ | (2)| dz < 00, alors

— 00

§ () (@) = " F (f) (@) = " 4= [ T ()]

(v) Décalage. Sia,be R, a#0, et
g(@) = e (az)

alors

~ al a

5@ - 550 ().

(vi) Conwvolution. Si on définit le produit de convolution par

+oo
f*g(w)=/_ f e —t)g(t)dt

alors
F(f+g9)=V2r F(f) F(9)-
—+o0
(vii) Identité de Plancherel. Si en outre / (f (z))?dz < oo, alors

[ e [ @]

—00 — 0o
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Théoréme 15.3 Soit f : R — R une fonction continue telle que

/+ch(x)| dr < oo et /+Oo‘f(a)’da<oo.

— 00 — 00

(i) Formule d’inversion. L’identité suivante a lieu

1 +OOA Tax
f@)=—2=[ Feerda

(ii) Transformée en cosinus. Si [ est paire, alors

—+oo
\/>/ ) cos (ay) dy

et
o0 A
=4/= / ) cos (e x) da.
0
(iii) Transformée en sinus. Si [ est impaire, alors
+oo
—iy/ = / )sin (ay) dy
et

+o0 A
\/>/ ) sin (a x) da.

(Pour plus de détails, cf. [2] 79-89, [6] 467-484, 503, [7] chapitre 18, [11] 617-635,
[13] 246-264, [14] 1-9, [I8] 202-204).

15.2 Exemples

Exemple 15.4 Soit

Trouver la transformée de Fourier de f.

Discussion Tout d’abord on observe que f est continue par morceaux et que

/J:o|f(x)|do:/11dx2<oo.
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On a par définition
- 1 +oo 1 L
a) = 71 Yy = —— ety
Flo)=—7= [ N f ) y=T0 y

B 1 |: e—zay:|1 B 2 et et
V2r ta | /2w 2

|2 sina

V1 oa
Exemple 15.5 Soit f (z) = e~ |*|. Déterminer la transformée de Fourier de f.
Calculer

/+°° cosz
———dz.
oo 1422

Discussion (i) On a que f € C! sauf en 0. En effet f est continue en 0 et

f'(:c)—{ _e;r S?l‘>0

e siz <0

est continue par morceaux. On a également

+oo +oo +oo
/ |f(:z:)|dx:/ ef‘mldx:2/ e Ydr=2< 0.
oo —0 0

On peut donc calculer f donnée par

N Hoeo . +oo )
f(OZ) = \/%/_ f(y) et dy = %/ e~ lulg—iay dy

1/ .
- = ey(l—za) dy + —— / —y(l-l—za) d
\/%/_oo YT Ve v
et donc
~ 1 ey(1—ia) 70 e—y(14ia) e \/5 1
=5 [(1—m>}_m‘ {<1+a>] “Vrizar
(En effet, comme o € R, lim |e~ (1+Zo‘)y| = lim |e7Y] = 0, idem pour
) y—r—+oo y——+oco
lim |e(1_m)y|= lim e¥ =0).
Yy—r—00 Yy——00

(ii) Noter que

+00
/ ‘f(a)‘da < oo

— 00

donc le théoreme (i) nous assure que

jal _ 400 \/5 zam 1 400 eiaz
e = — —do.
Vor 1+a2 ) o 14+a?
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En particulier, si x = 0, on a que f(0) =1 et ainsi

1_1/+°° da
Cr ) 14+a?’
Siz=1,o0na

1 1 Foo  gia 1 T cosa i [T sina
e T 1+a2da_; 1+a2da+; 1+a2da'
—o0 -0 -0

On déduit alors que

+oo +o0
/ sma a2 dao=0 et T / ose a2 dao.
o 1+a e o 1+«

15.3 Exercices

Exercice 15.1 Trouver la transformée de Fourier de la fonction

ﬂ@={el w0

st > 0.
Exercice 15.2 Soit la fonction f: Ry — R donnée par
f(x) =e " cosx.

(i) Calculer la transformée de Fourier en cosinus de f (étendue par parité
aR).

(ii) Calculer la transformée de Fourier en sinus de f (étendue par imparité
aR).

Exercice 15.3 Montrer (iii) du théoréme sous l’hypothése supplémentaire
que

lim | f®) (y)( —0, k=01, n—1.

ly|—o0

Exercice 15.4 Montrer (v) du théoréme[15.3
Exercice 15.5 Montrer (ii) et (iii) du théoréme [15.3

Exercice 15.6 Sous les hypothéses du théoreme montrer que si f est
continue et paire, alors

o~

FEMO=5(f)o=Fo=rw
Suggestion. Observer que si f est paire, alors f est paire.

Exercice 15.7 Montrer () du théoréme[15.3
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Exercice 15.8 * Montrer (vi) du théoréme[15.9

Exercice 15.9 * Montrer que si

Fe)=e 7
alors f (o) = f (a).

15.4 Corrigés
Exercice Comme f =0 pour x < 0, on a

1 1 1-ia

oo —r—iax _ 1 _
g(f)(a):\/?/o e dx_\/ﬂquioz_\/ﬂlJraQ'

Exercice [15.2 (i) On calcule d’abord

\/>/+oo ) cos (ax) dx.

On trouve, comme f (z) = e * cosz,

\[/wo . {cos a+1)$);rCOS((al)x)]dz

:Vf_e[mumn z) — (a — 1)sin (o — 1) 2)]
" 2(1+(@-1)%)

“+o0
e [(a+1)sin((a+1)z) —cos ((a+ 1) z)]
2 (1 + (a+ 1)2)

+

0

et donc

2 2+ a?
Sc(f)(a):\/;(2_2a—|—042)(2+2a+a2).

(#7) On détermine maintenant

[ e
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On obtient, comme f (z) = e * cosz,

\/7/“,0 » {Sm a+1)x)42rSin((al)x)}dm

:_i[[e [~ (o —1) cos (( — 1) &) — sin ((a — 1) z)]
4 2(1+ (@-1)%)

+oo
e " (a+1)cos((a+1)x) +sin ((a+ 1) z)]
2 (1 + (a+ 1)2) .

et par conséquent

.00 (@)= -1y a
? wW="" T (2-2a+a?)(2+2a+a?)’
Exercice [15.3] On écrit

/ _ 1 e / —itay
() == [ rwetray

= \/%—W {f(y) e~tav| T +ia/:0f(y) 6“‘ydy}-

Comme par hypothese on a que lirn|y|_>(><> |f (y)| = 0 et que par ailleurs |e—i a y| =
1, on obtient

fly)e i =0

et donc

Xe oo

Vor J-

En itérant le processus on montre également que

FF) (@) =(Ga)" F(f) (o), VaeRetVneN.

§(f) () = fly)e *Vdy=iaF(f)(a).

Exercice [15.4] Soit '
o(x) = "% f (ax)

on a alors, en posant z = ay, que

+oo
5(9) (a)z%%/m e f (ay) eV dy

+oo e b
et (o2
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(On a considéré ici que le cas a > 0; lorsque a < 0 il suffit d’inverser les bornes
d’intégration).

Exercice (i) On écrit

“+oo “+o00
m@(f)(a)z/ f(y)cos(ay)dy—i/ £ () sin (a y) dy.

— 00 — 00

Or, comme f est paire
y — [ (y)cos(ay) est paire et y — f(y)sin(ay) est impaire

on déduit

+o0 +oo
/ f(y)cos(ay)dy =2 / [ (y) cos (ay) dy
0

— 00

et oo
/ f (y)sin(ay)dy = 0.

— 00

On obtient finalement

fla) = \/7 / m ) cos (ay) dy

(on notera en particulier que f est paire). En procédant de la méme fagon on
déduit également, dans le cas ou f est impaire,

J?(Of) = \/7/%0 )sin (ay) dy

(on notera en particulier que f est impaire).
(ii) La formule d’inversion donne
+oo

Vi@ = [ F@eerda

— 00

+oo +oo
[ F@eos@pdy i [ Fasinay) i

— 00 — 00

On a vu ci-dessus que lorsque f est paire f est paire et donc le méme raisonne-
ment que précédemment conduit a

+oo A
\/7/ ) cos (a ) da.

De facon analogue on déduit que si f est impaire fest impaire et donc

+o0 A
\/>/ ) sin (@ x) da.
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Exercice Cet exercice est essentiellement contenu dans le précédent. Uti-
lisons la définition

3(f)(a) = Fla m/ dy

pour déduire

5EN0=5()0=F0=—— [ F@e

Par hypothese f est paire et, par la suggestion (cf. aussi I’exercice précédent), on
déduit que f aussi est paire, i.e. f(a) = f(—a). Alors, en utilisant la formule
d’inversion, on obtient

= oo A —1o<t oo A —iat
SEU) @) =rf(t 52#/ da Tﬂ/ e da
oo iat _
:E/—oc fla)e* da = f(t).

Exercice On discute seulement le cas n = 1, la méme démarche donne le
cas général n > 1. Rappelons que h; (z) = = f (z) . On suppose aussi que tous
les calculs formels ci dessous sont permis

F = [ [l - @/“‘” BEARCEP

—+o0

f(x)e " *dy = xf(r)e ' ““dr

+00
= \/72?/—00 (—iz)
=—ig (h1) (o)

\/ﬂ

i.e.

§(h) (@) =iF (f) ().

Exercice * On a (les hypotheses nous permettent de permuter les intégrales)
+oo +oo )
-1 t) dt| e ' Yd
suro@=—= [ [ T rw-0s0 aleeay

— [T s o] gwa

On pose y —t = z et on trouve

5@ == [ - / Y (@) e ez g (1)
= 1/+Oof(z) e dy /+Oog(t) e totdt

21 J -0 —o0
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a savoir

F(f#9) (@) =V2rF () () F(9) (@) .

Exercice * On a clairement que f satisfait les hypotheéses du théoreme
[52 et donc

’y2

~ 1 +oo )

est bien définie. De plus f(O) =1, car on sait (facile a voir et classique) que

1 o 7ﬁd 1
—_— e 2 y: .
\/27T /—oo

Par la propriété (iv) du théoreme m (on a clairement que hy (z) = ze”
+o00

2
<
2 est

telle que / |h1 ()] dx < 00) on déduit que
—o0

—+oo

clf@)= [ i Fetean

— 00

En observant que
fa)=—af(2)

on obtient
—+o0

% [f(a)] = z/ f(x)e "> da.

— 0o

—+oo
Par la propriété (iii) du théoreme [15.2| (noter que / |f' ()] dr < c0) on a

donc que
L TF@)] =ilia) F(a) = ~aT(a).

Une intégration immédiate donne que
n n _a?
fla)=f(0)e >
Comme f (0) = 1, on a bien montré que

a2

flay=e% = f(a)

ce qui est le résultat souhaité.
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15.5 Table de transformées de Fourier

F ) §(f) (@)= f(a)
re={4 G floy= 2 o)
2 0 ={o G floy= 2
sl sw={5" G’ @>0| fo-dorm
I e e e B B
sl 7o) = { e—z’)wy :;nborf y<c Fla) = : 1% 67i<w+a>: ; Z;i(wa)c
6 f(y)—ijle2 (w #0) f(a):\/je]l:a
1 r@ =5 @) 7o) = \/f S
8[| fly)=e """ (w#0) fla) = ﬂ1w| =
9 f@) =ye v (W#0) Fla) = yohen e e
101 f(y) = 4y’ 5 (W#0) f(a):\/ﬁ(ﬁ_moe—lwal







Chapitre 16

Transformées de Laplace

16.1 Définitions et résultats théoriques

Définition 16.1 Soit f : Ry = [0,400) = R une fonction continue par mor-
ceauz (étendue a R de maniére que f (x) =0, Va <0) et 79 € R tels que

“+o0
/ F (B)] e dt < oo
0

(70 est appelée l’abscisse de convergence de f). La transformée de La-
place de f est définie par

+oo
L) =F(2)= f(t)e t?dt, VzeO,

o

O={2€C:Rez>v} e O={2€C:Rez>7}.

Théoréme 16.2 Soient f,~vy et O comme dans la définition précédente. Soit
g : Ry — R continue par morceaux (g (x) =0,V <0) telle que

+oo
/ lg (t)] e~ dt < oo.
0

Alors les propriétés suivantes ont lieu.

(i) Holomorphie. La transformée de Laplace de f, F, est holomorphe dans

Oetsig(t)=tf(t),
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(ii) Linéarité. Soient a,b € R, alors

Llaf+bg)=al(f)+bL(g).

(iii) Dérivées. Si de plus f € C* (Ry) et /+OO |f/ (t)| et dt < oo, alors
0
L) () =2L(f)(2) = f(0), VzeO.

+oo
Plus généralement sin € N, f € C™ (Ry) et / |f(k) (t)‘ e 0t dt < oo, pour
0
k=0,1,2,---,n, alors

(/™) (2) = 21 £() (2) = S0 A FED (0), Ve,
k=0

(iv) Intégration. Si f € C(R), v >0 et

alors

(v) Décalage. Sia>0,beR et

p(t)=e""f(at)

alors

2(0)(2) = L2 () (”b), Vs tel que Re (*") > 0.

a

(vi) Convolution. Soit

+oo t
(F9O=[ ru-s9@as= [ ru-sg@ds

—00

alors

L(fx9)(2)=2(f)(2) £(9)(2), Vz€O.




Exemples 249

Théoréeme 16.3 (Formule d’inversion) Soient f une fonction continue telle
que f(0)=0 (f(t)=0sit<0) et F(z) = £(f) (2) sa transformée de Laplace
satisfaisant les conditions suivantes

+0o0 +oo
/ If () e 7 dt <o et / |F (y+is)|ds < oo
0

—00

pour un certain v € R, alors

1 [t ,
> F(y+is)etitds = f(t), VteR.
i

— 00

(Pour plus de détails, cf. [2] 91-109, [3] 75-83, [6] 529-549, [7] chapitre 18, [I1]
242-300, [18] 35-70).
16.2 Exemples

Exemple 16.4 Soit f(t) = 1 pour t > 0. Calculer la transformée de Laplace
de f.

Discussion Tout d’abord on observe que n’importe quel g > 0 est abscisse de

convergence car
+oo —7Yot
_ e
JA
0 Yo

+oo e—tz
2@ = [ et -

z

—+oo

= — < 00.
0 Yo

On trouve alors
—+oo

=—, si Rez>0.
0 z

Exemple 16.5 Déterminer la transformée de Laplace de f () = et sit > 0,
a €R.

Discussion On trouve immédiatement que

a—z)t

+oo 1

= , si Rez>a.
o z—a

e(

+oo
2(f) () = / (et gt

a—z

Exemple 16.6 Déterminer la transformée de Laplace de f (t) = t2, pourt > 0.

Discussion On note que comme f (0) =0, f/(0) =0 et " (¢t) =2, alors
S () = 2 £(f) (2) — 2 £ (0) — 11 (0).

En utilisant ’exemple qui nous donne

22 () = L") (2) = 2,

z
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on déduit

S(f)(z):%, si Rez > 0.

Exemple 16.7 Soient v € R et 21, -z, € C tels que
Rez; <~, j=1,---,n
Soit F: C\ {z1,- - zn,} = C holomorphe. Supposons de plus qu’il existe a, R >
0, k > 1 des constantes telles que
a

FEIS e YRR (16.1)

Trouver, & l'aide du théoréme des résidus (cf. théoréme m, une fonction f
dont la transformée de Laplace est F. On traitera, en particulier, le cas ot
1

= ey

Discussion FEtape 1. Soit la fonction qui pour ¢t > 0 fixé est donnée par

On calcule alors Rés,, (F) ,j=1,---,n. Dans le cas particulier on a z; = —1

(pole d’ordre 1) et zo = —2 (pole d’ordre 2). On trouve

Rés., (ﬁ) = lim [(z+ 1)?(2)} — lim

z——1

1) B e 2 (2]

= lim tetz(z+1)2_etz = —te 2t — 721,
z——2 (Z_|_1)

FEtape 2. Soient r >0et 'y, =C,,UL,,, ol
Cyr={2€C:|z—7|=ret Rez <~}

Ly,={2€C:Rez=vyet —r<Imz<r}.

Dans le cas particulier on peut prendre, par exemple, v = 0. On choisit en-
suite r > 0 suffisamment grand pour que toutes les singularités de F' soient a
I'intérieur de I'; .. Le théoréme des résidus donne

F d=2'nR'Z,. F).
/FW (2)dz m; esJ()
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|y +ir

-2 -1 x

vy —ar

Etape 3. En paramétrant C., . par ¢ (0) = y+re'? avec 0 € [r/2,37/2], on
obtient

o

ki

/ ﬁ(z)dz:/ ﬁ(7+reie)irei‘9d9
C Ed

T 2

]

37
B / F(y+re?) et0re)ireitap.

On observe ensuite que

’F (7—|—rei9) et('””w)ire“’ =r |F (7—|—rew)|et(“’”°°se)

et donc en invoquant ’hypothese (16.1) (qui dans le cas particulier a lieu pour
k = 3) on a, comme t > 0 et § € [7/2,37/2] (et donc cosf < 0), que, pour
r > 0 suffisamment grand,

arevt arevt
<

Ty +ret?)t T r =t

’F (’y+7’6i0) et(’y+rei9)irei0

De ceci on déduit immédiatement que

lim F(2)dz = 0.

r——400 C
v,

En combinant le calcul précédent et ’étape 2 on obtient

lim F(z)dz= lim F(2)dz = 2mi Rés., (ﬁ) .
r—>+00 Loyr r—+00 Ty, ]2::1

+oo
On remarque aussi que ’hypothese (|16.1]) assure que / |F (y+is)|ds < 0.

— 00

Etape 4. Des considérations précédentes on obtient

1 [t ; 1 ~ ! ~
F(y+is)e™®)tds = — lim F(z)dz = ZRést (F) .
j=1

21 J_ o 27t r—+o0 Lo
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Par conséquent, grace au théoreme [16.3] on trouve que

>i—1 Rés, (ﬁ) sit>0
0 sit<O0.

f(t):if_l(F)(t)Z{

Dans le cas particulier on trouve que

—te 2t —e72t &t >0

0 sit<0

est la fonction cherchée. A posteriori on peut aussi observer, dans le cas parti-
culier, que la fonction trouvée f satisfait les hypotheses du théoreme m (avec
v =0).

16.3 Exercices

Exercice 16.1 Trouver la transformée de Laplace des fonctions suivantes.
(i) f(t) =cos(kt), ke N.
(i) f(t) =te*, a €R.
(iii) Impulsion de Dirac

£ (t) = { 1/a site[0,q]

0 sinon.

ot o > 0. Calculer im £(f,) .
a—0

Exercice 16.2 Trouver la fonction f telle que sa transformée de Laplace soit

1
F(z)—m, a #b.

(On peut, ici, faire un calcul direct sans utiliser le théoréme des résidus).
Exercice 16.3 Trouver la transformée de Laplace de
f(t)=e2"(3cos(6t) —5sin (61)).

Exercice 16.4 Trouver la transformée de Laplace inverse (sans utiliser le théoréme
des résidus) de

4z Z
_nE Fz)= — 2 .
e 4 POy

Exercice 16.5 Trouver, en utilisant le théoréme des résidus, la transformée de
Laplace inverse de

F(z)=

22
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Exercice 16.6 Montrer (i) du théoréme[16.3

Exercice 16.7 Montrer (iii) du théoréme sous l’hypothése supplémentaire
que

PO @) <o, VEZ0 V=0, n -1
pour une certaine constante ¢ > 0.

Exercice 16.8 Montrer (iv) du théoréme sous ’hypotheése supplémentaire
que

“+o0
/ o (£)] e dt < 0.
0

Exercice 16.9 Montrer (v) du théoréme|[16.9

Exercice 16.10 Soit f satisfaisant les hypothéses du théoréme[16.9 et
If ()] et <e¢, VEt>0

pour une certaine constante ¢ > 0. Si £(f) (z) = F (z), montrer que

lim [F(z)]=0.

Rez—+o00

Exercice 16.11 Soit f satisfaisant les hypothéses du théoréme (i) et soit
L£(f)(z) = F(z). Montrer que

(i) (Valeur initiale) Si de plus
If () e ™" <e, VE>0
pour une certaine constante ¢ > 0 alors

lim [2F(2)]=f(0).

Re z—+o0

+oo
(ii) (Valeur finale) Si de plus/ [f/ ()] dt < oo etlims 400 [f ()] existe,
0

alors

lim [z F (2)] = lm [f(¢)].

z—0 t—+4o00

Exercice 16.12 * Montrer (vi) du théoréme[16.9

Exercice 16.13 * (i) Soit f satisfaisant les hypothéses du théoréme [16.4 Si
de plus on suppose que f est périodique de période T > 0, montrer alors que

T
S(f)(z)zH%/o ft)et*dt, Rez>0.
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(ii) A Uaide de la question précédente, déterminer la transformée de Laplace
de la fonction
sint si0<t<m
f(t) = .
0 st <t<2mw

étendue périodiquement a Ry avec période T = 2.

Suggestion. On rappelle que si |q| < 1, alors
“+oo
" 1
Soerts
n=0 q

Exercice 16.14 * Montrer, a l’aide de la formule d’inversion des transformées

de Fourier (cf. théoréme , le théoréeme .

16.4 Corrigés

Exercice (i) D’apres la définition, on obtient pour Rez > 0

00 —t gz too 0o
£(f) (z):/+ cos (kt)e t*dt = [W} —]z/+ sin (kt) e t*dt
0 - 0 0
. —tz7to© e}
:l_ﬁ l{ww} +k/+ COS(kt)e—tzdt‘|
z oz —z 0 z Jo
k2
= -5

ce qui implique

z

—+o0
£(f) (=) :/0 cos (k) et =

(#1) On a directement

+oo +oo
£ (f) (Z) = / teCte 12t = / tela=2)t gy
0 0

— +oo
t ela—2)t - 1 /+oo ot gy
a—z | a—2z Jy
+o0 1

+oo
_ ]. / e(afz)tdt _ _# |:€(ozfz)t:| - -
a—2zJy (a—z)2 0 (Z*CV)2

(valable pour Re (o — z) < 0 = Re(z) > a).

(i4i) On trouve immédiatement que

(67

QI+
| —
L
n w
—_
o Q
Il
QI+
| —
-
I
N (‘bl
Q
n
—_

£(fa) (2) = /Oale_“dt:
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Par la regle de 'Hopital on a

lim £ (f) (2) = 1.

Exercice On commence par décomposer F' en éléments simples

AERE S

z—b z-—a

Comme ) )
2(6‘”) (2) = P et S(ebt) () = P
on trouve 1
o [eE) =L ()] = F(2)
et donc )
f(t)z — [6bt—6at} )

Exercice On utilise d’abord la propriété de linéarité de la transformée de
Laplace (puis le formulaire) pour écrire

3z 30

£(3cos(6t) —5sin(6t)) =3L(cos(6¢t)) —5L(sin(6¢t)) = 2136 2136

Finalement, comme
1
E —2t —

(e ) (2) z+2

on a par la formule du décalage (avec a =1 et b = 2)

3(242)—-30 32—24
(z4+2)°+36 22+4z+40°

£ (e " [3cos (6t) —5sin(61)]) =

Exercice (i) En utilisant I'exercice on a

z
22 + 64

eV(F) (1) =481 ( > () = 4cos (81).

(i) On écrit
z 2 1

(z+1)(z2+2) 242 =241

et par conséquent

o (esen) 02 () ()

=2e 2t —_ 7t
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Exercice On procede comme dans 'exemple [16.7]

Etape 1. On définit

F(z):mez.

Les singularités de F sont en z = =i et ce sont des poles d’ordre 2. On trouve
apres un calcul élémentaire, que nous ne détaillons pas, que

_ d 2tz feit _ it
Rési<F):lim ey

_ 2tz —it g s —it
Rés_ (F) = lim A Zem )| _te e
z——1 dZ (2_7/) 4

Etape 2. On procede ensuite exactement comme dans exemple (ici on doit
prendre v > 0, par exemple v =1) avec I', = C, U L, et

Cr={z€C:|lz—1]=ret Rez< 1}

L.={2€C:Rez=1let —r<Imz<r}.

Le théoreme des résidus donne

1 ~ tett —jeit et 4 jett
— | F(2)dz=
omi ), T4z R 1
teit+efit+1eit_ef’it t t+1 ] .
== = = —cost+ —sint.
2 2 2 21 2 2

Etape 3. Comme dans ’exemple on a

lim F(z)dz=0

r—-+4oo C

et par conséquent
I 1

F(1+is)e™ )t ds = — lim F(z)e'*dz

2T — 00 271 r—+oo L,

= — ()Si —|— —sint
2C 2

Finalement, grace au théoreme [16.3] on trouve que

%costJr%Sint sit>0
0 sit <0

est la fonction cherchée.
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Exercice On remarque tout d’abord que la fonction g (t) = ¢ f (t) est
continue par morceaux (g (t) =0sit < 0) et si Rez > 79 (i.e. z € O) alors

+oo +oo
/ If ®)|e "tdt <o = / lg (t) e " #|dt < oo
0 0

(noter en passant que cette implication n’est pas nécessairement vraie si Re z =
7). Le calcul suivant peut alors facilement étre rendu rigoureux

+oo +oo
F' (z):d%/o f(t)e_tzdtz/o f(t)d%(e—“) dt

:—/+Ooe_tztf(t)dt:—E(g)(z), VzeO.
0

Exercice (i) On a que
+o0 too
2@ = [ roetta= ot - [ i (e a

Comme Rez > 7 on déduit que
|f (t) e—tz’ — |f (t)‘ e—tRez _ |f (f,)| e—'Yote—(ReZ—'Yo)t < Ce—(Rez—’yo)t
et donc
|f @) e ] =0 sit— 4oc.

On obtient par conséquent

+oo
£/ (2) :Z/o f#)e " =dt— f(0) =2£(f) (2) = f(0).

+oo
(Noter que I'hypothese |f/ (t)] e~ dt < oo a été utilisée pour s’assurer

que £ (f’) est bien déﬁnieosi Rez > 7o).

(#) Pour montrer le cas général, on proceéde par induction (le cas n = 1
vient d’étre démontré). On suppose que le résultat est vrai pour n — 1, on va le
prouver pour n. On a (comme précédemment |f(k) (t) e’tz| —0,sit — 400 et
Rez > 7o)

+o00
S ) = [ et

0
qui nous conduit a

+oo

+oo
— / = () (—ze %) dt

0 0

() (2) = [£7D (e 7]

=2 {z"‘l S(f)(2) = 3 D <0)} — " (0)
k=0
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et par conséquent
() (z) = =" Z} FUTEED () = £ (0)

=z"L(f sz("kl) 0).

Exercice|16.8 Comme ¢ (¢ / f(s)dsalorsp € C1 (Ry), ¢ (0)=0,¢ () =

f (), et de plus par hypothese

+oo +oo
/ |’ (t)| et dt < o0 et / lo (t)] et dt < 0.
0 0

Par ailleurs comme z € O et y9 > 0 on déduit que z # 0. On est donc en mesure
d’appliquer (iii) du théoréme

() (2) =L(¢") (2) =2£(p) (2) =9 (0) =2 £ (p) ()

et ainsi

,Q(ga)(z):iz7 VzeO.

Exercice On a immédiatement que si ¢ (t) = e~ b tf (at), alors
+o00o +oo
£(p)(2) = / e bty (at)e t*dt = / f(at) etz 10 gy
0 0
+oo 1 (z+b) Py +b
- [ ree S as= e (220
0

a

qui est bien définie pour Re (££2) > ~q.

Exercice On commence par observer que comme
|f(t) e ™" <¢, VE>0

on a, si Rez > g, que

+o0 +oo .
|F (Z)l _ / f (t) e—t(Re z+ilm z) dt
0

+oo ‘R +oo HR ) c
< t)le” ezdtéC/ e ex=v) t = —— .
fA £ (1) i rp—

f(t)e_tzdt‘ =

Le résultat découle en laissant tendre Re z — +o0.
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Exercice [16.11] On a vu (cf. théoreme [16.2] (iii)), que

+oo
FE-FO =L@ = [ rweta

(i) Par ailleurs de 1’exercice [16.10] appliqué & f’, on déduit que

+oo
lim [£(f)(2)]=_ lim f(t)e t#dt =0.

Re z—+o0 Re z—+o00 J

Le résultat suit alors immédiatement, i.e.

lim [z F(2)]=f(0).

Re z—+4o0

(i) On commence par observer que les hypotheéses nous assurent que

+oo +o0
i [ et ta= [ pwia= tw (7@ -10).
c’est-a-dire
lim [z F (2)] = lm [f(¢)].

z—0 t—+4o00
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Exercice [16.12| * Tout d’abord on remarque que, comme f = 0 et g = 0 si

t<0,

(f*g)(t)=/+Dof(t—8)g(s)ds=/0tf(t—s ds—/f (t—s)d

—0o0

On a en permutant les intégrales (les hypotheses nous le permettent)

L(f*g)( /%o[/f (t—s) ds]e“dt
:/0 ds[/s f()g(t—s)e_tzdt].

On pose t — s = x et donc

@ = [ o[ a@eealas
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Exercice [16.13| * (i) On a

+oo +oo (n+1)T
s = [ rweta=y [T et
n=0v"

T 2T 3T
:/ ft)e t=adt + ft)e tZdt + f) e tZdt+---
0 T 2T

Si on pose t = u + nT, on trouve (en utilisant la périodicité de f & savoir

fu+nT)=f(u)
(n+1)T T -
/ +1 @) e tAdt = / fu+nT) e—(wtnT)z g, ,—nTz / F(w) e du.
nT 0 0

On obtient ainsi

+o00 T
£(f)(z)= (ZG"T’Z>/O f(u)e " *du.

n=0

—T Rez

Comme par ailleurs Rez > 0 on a que |6’TZ| =e < 1 et on utilise la

suggestion pour déduire le résultat

T
() = oo [ SO

(#1) On va utiliser le résultat de la partie (i) avec T = 2m. On obtient

1 2 s 1 ™ i
£(f)(z):1—€7_2m o f(t)e ¢ dt:l—ei_zm/o' (& ¢ sintdt
B 1 e ' (—zsint —cost)]” 1
1 —e2nz 2241 o ([QT—em2)(z2+1)"

Exercice [16.14] * Rappelons que f est continue, f(0) =0 (et f =0sit < 0).
Posons g (t) = f (t) e~ 7" et observons que pour s € R on a

+oo
3(9) <s>=§<s>=¢%/_m o () et

I ) 1 ,
= 7 / ft)eOFistgy — Nor F(y+is).
— o0

Toutes les hypotheses du théoréme [15.3] sur la formule d’inversion de la trans-
formée de Fourier sont satisfaites et on obtient donc pour tout ¢t € R

+oo
= aeas= a0
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c’est-a-dire
\/1 /+°° 1/71 F(y+is)e*lds=e"'f (1)
— —_— is)e'tds=e :
27 J —oo 2T K
On déduit donc
[t ;
_ : (v+is)t _
271_/_OC F(y+is)e ds = f(t).
16.5 Table de transformées de Laplace
f(t) LN (2) =F(2)
1/a site|0,q] _
@ t = 1 — € @z
1 Ja (®) { 0 sinon Fo(2) = vz
oz a—0
(impulsion de Dirac)
1 sit>0 1
2 e(t) = S? - F(z)=- Rez>0
0 sit<O z
3 ft)=e 2t F(z)= ! Rez > —a
B  z+4a
4 - F(z)= — Rez >0
f(t)—a (Z)_z"+1 ez >
5 ft)=te >t F(z):#2 Rez > —a
(z+a)
6| f(t)=sin(wt) F(z):%iﬁw2 Rez >0
7 f(t) = cos(wt) F(z):z%fw2 Rez >0
8 ft)=e*tsin(wt) F(z)= w2 Rez > a
(z—a)” +w?
9 ft)=e%*cos(wt) F(z)= e Rez >«
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f(t) L(f)(z) = F(2)

10 f(t) = sinh (wt) F(z) = 221)70.)2 Rez > ||

11 f(t) = cosh (wt) F(z)= ﬁ Rez > |w|

12 f(t) =e*tsinh (wt) F(z):$2 Rez > a+ |w|
(z—a)” —w?

13 f(t) =e*tcosh (wt) F(z):# Rez > a+ |w|
(z—a)” —w?
22 2

14 f(t) =tcos(wt) F(z) = 5 Rez >0




Chapitre 17

Applications aux équations
différentielles ordinaires

Tout au cours de ce chapitre et du suivant nous allons montrer comment ap-
pliquer les résultats des trois chapitres précédents aux équations différentielles.
La facon de procéder pour trouver des solutions ne sera pas rigoureuse, le résultat
obtenu sera par contre correct et peut étre justifié sans trop de difficultés.

17.1 Probleme de Cauchy

Exemple 17.1 La question est de trouver une solution y =y (t) de

ary” (t)+ a1y’ (t) +aoy(t)=f(t) t>0
y(0)=yo et y (0)=umy

(17.1)

ol ag, a1, az, Yo, y1 € R sont des constantes données (az #0) et f : Rp— R
est donnée (f(t) =0, sit < 0) avec une certaine régularité. On traitera en
particulier le cas ot ag = as = 1, a1 = 0, f(t) = sint, yo = y1 = 1, i.e. le
probléme

y' (t)+y(t) =sint t>0

{ y(0) =y (0) = 1.

Discussion On procedera a la discussion de ce probleme par étapes.
FEtape 1. On appelle

F()=L(f)(2) et Y(2)=2L(y)(2)

les transformées de Laplace de f et de y respectivement. On utilise ensuite les
propriétés de cette transformation (cf. théoréme [16.2)) pour obtenir

L) (2)=2L(y) (2) —y(0) =2Y —yo
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L") (2) =22 L(y) (2) =2y (0) =y (0) = 2*Y — 20 — w1

On a donc

as (Z2Y72y0 fyl) +a1 (zY —yo) +aY
L(f)(z) =F(2).

Llazy" + a1y +aoy)

On obtient

Y(2) = F(z) +axyoz+azys +aiyo — H(2)
as 22+ a1 2+ ag '

Dans le cas particulier F (z) = (cf. formulaire) et donc

2241
1 z+1

Etape 2. La solution est alors donnée en prenant la transformée de Laplace
inverse des deux membres de I'idéntité ci-dessus, i.e.

Dans ’exemple présenté

1 z+1 3 1 z 1 22-1
t)=g"1 e _Z
y() ((22+1)2+Z2+1> <222—|—1+Z2+1 2(22+1)2>

3 . 1
= §smt+cost— —tcost.

Etape 3. On vérifie que la méthode heuristique ci-dessus nous a bien permis
d’obtenir une solution de ; ceci dépend des conditions sur f et sur les
coefficients. On remarque aussi qu’en général le probleme de Cauchy admet une
et une seule solution et donc on a trouvé en fait la solution de ((17.1)).

Exemple 17.2 Soit A € R, trouver toutes les solutions de

y' )+ Ay(t)=0, t>0
y(0)=w, ¥ (0)=mn

avec Yo ,y1 arbitraires.

Discussion On distingue différents cas.

Cas 1 : A = 0. Le probleme devient alors
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Ici on trouve immédiatement, sans avoir besoin de recourir a la transformation
de Laplace,

y (t) = yo + y1t.

Cas 2 : A < 0. On trouve, a I'aide de ’exemple précédent, que

Yoz + Y1 z Y1 V=2
S e e S Ve
=y L (cosh (t \/TA)) () + \/y_li)\ £ (sinh (t \/TA>) (2)
et donc

y (t) = yo cosh (t \/—7/\) + \/y_lj sinh (t \/—7)\) .

Cas 8 : A > 0. On a, en invoquant a nouveau ’exemple précédent,
y(=rtn _ 2 Y VA
2Z24x 2 ex T N 224

— L (cos (t \FA)) (2) + % I (sin (t \FA)) (2)

et donc

y (t) = yo cos (t\F)\) +%sin (t\[\)

17.2 Probléme de Sturm-Liouville

Exemple 17.3 Soit L > 0. Trouver A € R et y =y (x), y Z 0, solution de

y'(x)+Ay(x)=0, z€(0,L)
y(0) =y (L) =0.

(17.2)

(Noter que y = 0 est solution triviale de YAeR.)

Discussion On va d’abord étudier, & 'aide de I'exemple [I7.2] pour X fixé, le

probleme
"(x)+ A =0
{ v @)+ Ay (@) 1)

y (0) =0.

Puis pour résoudre ([17.2) il faudra encore imposer y (L) = 0 et examiner pour
quelles valeurs de A nous pourrons trouver des solutions non triviales. Pour cela
on est amené a distinguer trois cas.

Cas 1 : A = 0. On observe tout d’abord que toute solution de (17.3]) est de
la forme, y; étant arbitraire,
y(z) = .
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Comme on veut aussi que y (L) = 0, on trouve y1 L = 0 et donc y; = 0. On en
déduit que seule la solution triviale y = 0 satisfait (17.2)) avec A = 0.

Cas 2 : A < 0. On a alors que toute solution de ([17.3)) est de la forme
y(x) = L Ginh (x v —)\) .
vV=A
Si on veut aussi y (L) = 0, on doit avoir
Y1_ sinh (L \/—A) —0,
V=2

ce qui n’est possible qu’avec y; = 0. Donc & nouveau, si A < 0, il n’y a pas de
solution non triviale de (17.2)).

Cas 3 : A > 0. On a dans ce cas que toute solution de (|17.3]) s’écrit

y(x):%sin (xﬁ)

Comme on doit encore imposer y (L) = 0 et si on veut une solution non triviale
(= y1 # 0), on obtient

%sin(L\/X) =0 & sin(L\/X) =0

& L\A:nw, avec n € N

nm 2
r= (")
L
En conclusion (pour A > 0) il existe des solutions non triviales de (17.2) si

A= (mr/L)2 , et ceci pour tout n € N, n # 0. De plus les solutions sont alors
données par

et ainsi

. /nm
y(x) =apsin | —x
L
ou «,, est une constante arbitraire.

Exemple 17.4 Soit L > 0. Trouver A € R ety =y (x), y Z 0, solution de

Y (@) + Ay (@) =0, x€(0,L)
Y (0) = (L) =0.

(17.4)

Discussion Ce probleme est trés semblable au précédent (on utilise aussi
Pexemple [17.2)). On commence par considérer le systeme

y' (@) + Ay (x) =0, z€(0,L)
{ S (0) = 0. (17.5)
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On distingue alors les différents cas.

Cas 1 : A = 0. On trouve immédiatement que toute solution de ([17.5]) est
de la forme

y () =yo.-

En particulier pour n’importe quel yg # 0 on a trouvé une solution non triviale
de (17.4) avec A =0 (et ceci contrairement & I’exemple précédent).

Cas 2 : A < 0. On a alors que la solution générale de (17.5)) est donnée par
y (x) = yo cosh (x vV —/\> .

Comme y' (L) = yov/—A sinh (L v/=X) = 0 ne peut étre satisfaite que si yo = 0,
on déduit que, quand A < 0, il n’y a pas de solution non triviale de (17.4)).

Cas 8 : A > 0. Cette fois-ci on a que les solutions sont de la forme
y (z) = yo cos (x ﬁ) .

Si on veut aussi ¢’ (L) = 0, on obtient des solutions non triviales (= yo # 0)
pour autant que

yosin(LfA):o & sm(Lﬁ):o
& L\f)\:nw, avec n € N

- ()

En conclusion (pour A > 0) on a des solutions non triviales de (17.4) lorsque
A = (nm/L)?, pour tout n € N, et les solutions sont alors données par

et par conséquent

nmw
y (z) = By cos (— x)
L
ou 3, est une constante arbitraire.

17.3 Autres problemes résolus par ’analyse
de Fourier

Exemple 17.5 Soit f une fonction C! et 21 périodique. Soient m,k € R,
m # 0. Trouver une solution y =y (t) du probléme suivant

my" (t) +ky(t)=f(t), te(0,2n)
y(0)=y(2m), ¥ (0)=y (27).

Traiter le cas particulier ot f (t) = cost.
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Discussion On commence par développer f en série de Fourier

Qo

2 + Z (an cos (nt) + By sin (nt)).

n=1

f(t)

(Dans le cas f(t) = cost, on a évidemment 8, = 0Vnet a, =0Vn # 1 et
a1 = 1). Comme on cherche une fonction y qui soit 27 périodique, on postule
qu’elle s’écrit

o0
a .
y(t) = 24 Z (an cos (nt) + by sin (nt)) .
2
n=1
Notre probleme consiste donc & déterminer les coefficients a,, et b, (en fonction

des ay, et 3, qui sont connus). En dérivant formellement deux fois y (¢) on
obtient

Y (t) = Z [(—n®a,) cos (nt) + (—n?b,) sin (nt)] .
n=1
Puis on écrit ’équation différentielle
my" +ky= % + Z [(k —mn®) a, cos (nt) + (k — mn?) b, sin (nt)]
n=1
a0 | :
=f= 5 + Z (ay cos (nt) + By sin(nt)).

n=1
En identifiant les coefficients on trouve

_aO _ Qo b — 571
= an_l{:—mn2 et " k—mn?’

Dans le cas f (t) = cost on trouve a, = b, = 0 sauf pour a1 = ay/(k—m) =
1/ (k —m). Donc la solution dans ce cas est

cost

(Evidemment nous avons supposé dans toute cette analyse que k/m # n? pour
tout n € N).

Exemple 17.6 Soient a # £1 et f une fonction C' et 21 périodique. Trouver
une solution x = x (t) de

{ () +azt—m)=f(t), te(0,2n)
z(0) =z (27).

Traiter le cas particulier f (t) = cost + 3sin (2t) + 4 cos (5¢) .
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Discussion On commence par développer f en série de Fourier
a (o ]
f) ==+ Z (an cos (nt) + By sin (nt)).
2 n=1

(Dans le cas particulier f (t) = cost + 3sin(2¢) + 4cos (5¢), on trouve oy = 1,
a5 =4, f2 = 3 et tous les autres coefficients sont nuls). Comme on cherche une
fonction x qui soit 27 périodique, on I’écrit

z(t) = % + i (an cos (nt) + by sin (nt)).
n=1

11 s’agit donc de déterminer les coefficients a,, et b, (en fonction des a, et 8,
qui sont connus). On a aussi

w\o

x(t—m)

"apcos(nt)+ (—1)" by sin (nt)].

w\o

Z (ancos(nt —nm)+bysin(nt —nm))

En revenant a ’équation aux différences on trouve
z(t)+ax(t—m)
=S (1+a)+ ) [(1+a(=1)") ancos(nt) + (1 +a(—1)") b, sin (nt)]
=f(t)= % + nzl (o cos (nt) + B sin(nt)).

En égalant les coefficients on obtient (en se rappelant que « # +1)

Bn
1+a(=1)""

%)) 7%

0 g = et b, =
1+ a QA € n

Qo = 1+a(-1)"

Dans I’exemple on trouve donca; =1/ (1 —a),a5 =4/ (1 —a), b =3/ (1 4+ «)
et tous les autres coefficients sont nuls; ce qui conduit a

cost  4cos(bt) 3sin(2t)

t:
z(t) l1—« 11—« + 1+«

Exemple 17.7 Trouver une solution de

+oo
m(t)—l—?)/ eIzt —7)dr =, teR.
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Discussion On divise la discussion en deux étapes.

Etape 1. On calcule pour a € R la transformée de Fourier de f (t) = e~ I*|,
ie.

¢ 1 e —tat
5(f) (0) = f(a) = E/_w () eiatar

1 0 . 1 +oo .
— \/7 / e(l—za)tdt+ \/T / e—(l-l—zoc)tdt
T J—_—o T Jo

L1 1)1 e
T Voar ll4+ia 1—ial orl4+a?’

FEtape 2. On note tout d’abord que ’équation peut se réécrire (f *x dénotant
le produit de convolution)

z(t) +3(fxx)(t) = [f ().

On applique alors la transformée de Fourier aux deux membres de I’équation,
dénotant § (z) () = Z («) , on a

&(a) +3V2r f(a) & (a) = f (o)

ce qui nous conduit a

N f(a) -2 _j2_1
x(a)_1+3\/ﬂf(a)_\/ﬁa%?_\/;a%?'

En appliquant la transformée de Fourier inverse et en utilisant le formulaire on

trouve
=3 0-37 (I ) o= Lo

17.4 Exercices

Exercice 17.1 Soient n > 1, ag,a1," ", Gn, Yo,Y1, > Yn—1 € R, ap # 0, et
f:Ri— R une fonction donnée suffisamment réguliére. Résoudre

any™ )+ ary () Faoy (&) =f(t), t>0
y(k')(o):yk’ k=0,1,---,n—1.

Exercice 17.2 Trouver des solutions non triviales de

y' (z) +Ay(z) =0, =z € (0,2m)
y(0)=y(2m) et y' (0)=y (2m).
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Exercice 17.3 Trouver u € R et v =v(x), v # 0, solution de

{ v () + 20" (2) + (1 +p)v(z) =0
v(0)=v(r)=0.

Exercice 17.4 Montrer que les solutions de I’équation
2" ) +rf (r)y=n?f(r)=0, >0

sont données par (n € N)

anr"+a_p,r™" sin>0
fr)= .
ag + bo log r stn=20

ou a, et by sont des constantes.
Exercice 17.5 Soit la fonction f: R — R, 2w périodique telle que

f($):|$|, Sixe[*ﬂ—v’fr]'

(i) Trowver son développement de Fourier.
(ii) Trouver une solution (discuter pour quelles valeurs de o la méthode s’ap-
plique) de
d4
IO ay@)= £ @

y (@ +2m) = y (@),

Exercice 17.6 Trouver une solution de
! <t - g) +a(t)=142cost+sin(2¢)
z(t+2m) =z ().
. s . ™ ™
Suggestion. On pourra commencer par €crire sin (n (t — 5)) , COS (n (t — 5))
quand n =4k, 4k — 1, 4k — 2, 4k — 3 ou k > 1 est un entier.

Exercice 17.7 Trouver une fonction x = x (t) telle que, Vt € R, on ait

2 (t)+ 52 (t —m) —x(t) = cost — 3sin (2¢) + 2
x(t+2m) =2z ().

Exercice 17.8 (i) Soit la fonction f:R — R, 27 périodique et paire telle que
f(@)=sin(3t), tel0,n].

Trouver sa série de Fourier.

(ii) Trouver une fonction 2w périodique et paire telle que

x(t)—2xz(t—m)=sin(3t), tel0,n].
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Exercice 17.9 (i) Soit f une fonction 2w périodique et C. Trouver des solu-
tions 21 périodiques x = x (t) (en fonction de f) de
W6+ 2 (t—m) = £ (1)
(i1) Ecrire explicitement x (t) quand f (t) =1+ 4sin(61).

Exercice 17.10 Soit f : R — R une fonction T périodique et C*. Soit o # 0
et soit l’équation différentielle

? () fax(t)=f(1).

Trouver une solution T périodique de cette équation en écrivant x (t) et f(t)
sous forme de séries de Fourier. Appliquer ce résultat au cas ot o =1, T = 27
et f est la fonction suivante (écrire les premiers termes)

(t—1)° si0<t<m
—(t—3”)2+% st <t<2T.
Exercice 17.11 Soient
f@Wy=e et gt)y=te .

Résoudre

Exercice 17.12 * Cet ezercice propose, sur un exemple, une autre manicre de
résoudre un probléme du type de l’exemple (cf. chapitre 22 dans [7]). Soit
le probléme

v (O +al)y &) +bt)yt)=0 t>0
y(0)=yo et vy (0)=u

ot
a(t)=> ant" et b(t)=) byt
n=0 n=0

L’idée est de chercher des solutions de la forme

y(t) = ynt"
n=0

ou Y2,Y3, -+ sont a déterminer. Traiter le cas de l’équation d’Airy donnée par

y' () +ty () =0, sit>0
y(0)=wo et ¥ (0)=mm
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17.5 Corrigés

Exercice On procede formellement (pour que le calcul suivant soit ri-
goureux il faut des hypotheses appropriées sur les coefficients et sur f). On
appelle

F(z)=£(f)(2) et Y(2)=2(y)(2)
les transformées de Laplace de f et de y respectivement. On utilise ensuite les
propriétés de cette transformation pour avoir

L) () =" LW ) - T FYED O =Y () T F i

L) (2) =2£(y) (2) —y(0) = 2Y (2) —wo-

On a par ailleurs

g (Z a y<”> () =Y ae(yV) () = £()(2) = F(2)
=0 =0

c’est-a-dire

-1
Zal 2Y (2 szyl k—1| +aoY (2)
k=0
n n [—1
Zale Zzalz Yi—k—1 = F(2).
I=1 k=0
On obtient ainsi
F(z)+ ZZ a 2y

Z ap 2t
=0

La solution du systeme donné est obtenue en appliquant 'inverse de la trans-
formée de Laplace, i.e.

Exercice Méthode 1. On résoud par la transformée de Laplace

y' (@) + Ay (z) =0
(0) Yo et y(0)=y1

Soit donc Y (2) = £(y) (2) . On sait que £ (y”) (2) =22Y (2) —2yo—y1. On a

donc
ZY0 + %

2
Y — zyo — AY =0 = Y=
z ZYo — Y1 + N
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On étudie séparément les cas A = 0, A < 0 et A > 0. On applique ici les résultats
établis dans l'exemple [I7.2]

Cas 1 : A =10. On a alors que la solution est trivialement donnée par

y(x) =yo+y12.

Comme par ailleurs on veut que y (0) = y(27) et ¥’ (0) = ¢’ (27) on trouve
y1 = 0. En conclusion, si A = 0 on a bien une solution non triviale et elle est de
la forme

y(x)=ap.
Cas 2 : X < 0. C’est-a-dire A = —p2. On a vu dans l'exemple que

y (z) = yocosh (pz) + % sinh (px) .
Par ailleurs on veut y (0) = y (27) et 3’ (0) = ¢’ (27) c’est-a-dire

Yo cosh (27 u) + 9L sinh (27 1) = yo
1
Yo pesinh (27 p) + yy1 cosh (27 p) = 3

Ce qui est impossible & moins que yo = y; = 0 (ce qui nous donne la solution
triviale). En conclusion, il n’y a pas de solution non triviale du probléme si
A <O0.

Cas 8 : A > 0. C’est-a-dire A = p%. On trouve comme dans I'exemple que
Y1
y (x) =yocos (ux) + n sin (px) .

Par ailleurs on voudrait que y (0) = y (27) = yo et ¥’ (0) = ¢/ (27) = y1, ce qui
donne y
Yo cos (27 ) + ;1 sin (27 1) = yo
—yo prsin (27 1) + 1 cos (27 ) =y
Ceci n’est possible que si yt = n € Z et donc A = n?. En conclusion : si A = n?
(n=1,2,3,---), le probleme a une solution qui est de la forme

y(x) = apcos(nx) + By sin (nx).

Meéthode 2. On procede par calcul formel. On cherche des solutions de la
forme

—|—Z ap, €08 (a, ) + by sin (o, )

ay, > 0. En dérivant on obtient

12 agp = . .
y' () + Ay (x ? Z (an, cos (o x) + by sin (a, 2)) = 0.

n=1
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On distingue alors différents cas.

Cas 1 : A\ = 0. Dans ce cas on déduit que a, = b, = 0, Vn > 1 et donc
y (z) = ap/2. Comme
y(0) =y (2m)

on a qu’il existe une solution non triviale et elle satisfait
y () = a = constante.

Cas 2 : X #0et A\ # (an)z, vn € N. Alors a,, = b, = 0, et par conséquent
il n’existe pas de solution non triviale, i.e.

y(z) =0.

Cas 3 : X# 0 et 37 : X = (an)’. Alors a, = b, = 0, Vn # 7, tandis que
pour n = n,
y (z) = az cos (am x) + by sin (az x) .

Si on veut de plus
y(0)=y(2m) et y'(0)=y (2m)
on trouve
{ am = ax cos (27 az) + by sin (27 ag)
bﬁ Qi

= —am ag sin (27 o) + b ag cos (27 o) -

Ceci n’est possible que si ay = n € Z et donc A = n?. Par conséquent, le
probleme donné a une solution de la forme

y(x) = ancos(nx) + by sin(nx).

Exercice On commence par résoudre le probléme

V" (z) + 20 (2) + (1 +p)v(z) =0
{ v(0)=0 et v (0)=a. (17.6)

On trouve par ’exemple si V est la transformée de Laplace de v, que

V(z) = - o« _ Ik

22422+ 1+ NINECES\ET
On trouve donc que les solutions de (|17.6)) sont données par

axe * siu=20
o —m .
v () = me sm(a:\/|,u|> sip>0
a_ o g h( V/ ) i< 0.
\/me sinh (z+/|pu]) sip
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Pour résoudre notre probleme il faut encore que v (7) = 0. Pour cela seul le cas
1> 0 peut se présenter et on trouve donc

sin (W\/M) =0 & p=n

En conclusion les solutions non triviales de notre probléme sont données par

pu=mn?avecn € N et (a, étant des constantes)

Up () = ape Tsin(nx) .

Exercice Il suffit de vérifier que la solution donnée satisfait bien I’équation.
Nous allons expliquer toutefois une méthode heuristique pour trouver cette so-
lution (voir aussi I'exercice . On commence par considérer le cas n > 1.
On cherche des solutions de la forme

+oo
fo(r)= Z ap .

k=—o0

En dérivant (deux fois) f, (r) et en introduisant son expression dans I’équation
donnée (r2f" (r) +rf' (r) —n2f (r) = 0), on obtient

+oo

Z ak (k2 —nz) r* =0.

k=—c

Comme ’équation doit étre satisfaite pour tout r > 0 on déduit que si n # |k|,
alors ax = 0. Si n = k, alors une solution non triviale de I’équation est donnée

par

apr"t +a_,r ",

Quand n = 0, la méthode ci-dessus ne donne que la solution ag . Toutefois une
intégration immédiate de 1’équation rf” + f' = 0 donne la solution

ao + bo log r.
En résumant on a bien

anr"+a_,r~" sin=1,2,3---
fn(r): .
ao + bg logr sin=0.

Exercice (i) Comme f est paire et 27 périodique on trouve b, = 0 et

1 27 1 ™ 2 ™
an = — (x)cos(nw)da::f/ |x\cos(nx)d:c:f/ zcos (nx)dr
™ Jo L —— ™ Jo
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ce qui donne ag = 7 et quand n > 1

2 [wsin(nxz)]”
ap == |———=| —
™ n 0

[ ntns) ;2 [smtnm)’

o n ™ n?

T n?

2
7
-4 : :
2 (=1)" — 1] — sin est impair
— (= — n
0 si n est pair.

On a ainsi
_m 4 icos((2k+1)m)
2 mi (2k+1)°

(#) On cherche des solutions de la forme

Z (an cos(nzx) + bysin(nzx)).

n=1

On a que
(o]

Y@ (z) = Z n* (an cos (nz) + by sin (nxz)) .

n=1

En retournant & I’équation on trouve

dy (x)
dx?

%0
2

—|—Z n* — @) (an cos (nz) + by, sin (nx))

n=1

—ay(z) =—«a

0 éico ((2k + 1) x)
2 ™= 2k+) '

On identifie les coefficients (ceci n’est possible que si a # 0 et o # (2k + 1)4,
k € N) et on trouve

aoz—z, agy =0, bog =bapy1 =0

1

T 2 4 :
(2k +1) ((2k+1) —a)

| &~

A2k4+1 =

La solution correspondante est donnée par

T4 cos((2k+1)x)
y@) =72 )
T (2k+ 1) ((2k+1) —a)

Exercice [I7.6] On cherche une solution de la forme

x(t) = % + Z (an cos (nt) + by sin (nt)).

n=1
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En dérivant on trouve

Applications : EDO

(5= [ronen (o - ) st (0= D)

Comme

sin (n (t - g)) = sin (nt) cos (n

cos (n (t - g)) = cos (nt) cos (n

g) — cos (nt)sin (n g)
5) + sin (nt) sin (n 5)

il nous faut distinguer quatre cas : n =4k, n =4k—1,n =4k—2 et n = 4k — 3.

On a respectivement

n (= 5)) = cos (4k1)

n(t=5)) = —sin((46— 1)1

n(t—5)) = —cos (4 —2))
(t-3))

=sin ((4k — 3) 1) .

+ ) [Auk + Asp—r + Asg—z + Asgp_s]

Agp—1 = agp—1 cos ((4k — 1) t) 4 bap—1sin ((4k — 1)¢)

Ajl—2 = aqp—o COS ((4k‘ —2)t) + byg—2 sin ((4/(3 — 2) t)

Agp—3 = aqp—3 cos ((4k — 3) t) + byg—3 sin ((4k — 3) t)

(oo}
(t _ 7) Z B4k‘ —+ B4k—1 + B4k;—2 + B4k—3]
k=1

(n(t—13%)) =sin(4kt) cos
sin (n(t — %)) = cos ((4k — 1) t) cos
sin(n(t—%)) =—sin((4k —2)t) cos
sin(n(t— %)) = —cos((4k —3)t) cos

On a ainsi

_%

2

k=1

ol

Ay = agy cos (4k t) + by sin (4k t)
De méme
oll

By, = —4k a4y, sin (4k t) + 4k by, cos (4/€ t)

Byp—1=—(4k — 1) agp—1 cos ((4dk — 1) t) —

B4k_2 = (4]{1 — 2) Aqf—2 sin ((4k — 2) t) —

Byk—3 = (4k — 3) ag—3 cos ((4k — 3) t) +

(4k‘ - 1) b4]€_1 sin ((4]€ - 1) t)
(4k — 2) bgp—o cos ((4k — 2) t)

(41{3 — 3) b4k,3 sin (<4k‘ — 3) t)
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L’équation donnée devient
2 (t— g) +z(t)

o0
a
= 50 + E [Agr, + Bag + Aag—1 + Bag—1 + Aag—2 + Bag—2 + Aap—3 + Bag—_3]
=1

=1+ 2cost +sin(2t).
En identifiant les coefficients on trouve ag = 2 et
a4 + 4k by = bap —4kagy, =0, VE>1
(2 —4k)agp—1 = (2—4k)byp—1 =0, VEk>1

b4k—2+(4k—2)a4k—2={ ! S?kZI
0 sik>2
agp—2 — (4k —2) by—2 =0, VEk>1
(4k—2)a4k_3={2 Sk k=) bu s =0, VE> 1.
0 sik>2

On en déduit ag = 2 et
g, = bar, =0, VE>1 et agp—1 =bgp—1 =0, Vk>1

2 1
a =z, b2157 agp—2 =bgg_2=0,Vk > 2
a1 =1, ag_3=0,Vk>2, by_3=0 VEk>1

et finalement 5 )
z(t) =14 cost + gcos(2t) + gsin(Qt) .

Exercice [17.7 On cherche une solution de la forme

z(t) = % + Z (an cos(nt) + by sin (nt)).

n=1

En dérivant on obtient

Z —naysin (nt) + nby, cos (nt))

n=1

*(t—m) = (—mapsin(nt —nm)+nb,cos(nt—nmn))

NE

3
I
-

(—nap (=1)"sin(nt) +nb, (—1)" cos (nt))

M

3
Il
—

(—=1)"n (b, cos (nt) — ansin(nt))

M

3
Il
—
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oo

2 (t) = Z (—n’a, cos (nt) — n?b, sin (nt)).

En revenant a 1’équation on déduit

2" (t) + 52 (t —m) - (t)
8 5 ([ + 50 (<1 by — ] cos (n)

+ [=bn —5n(=1)"a, — n°b,]sin(nt)}.
Comme on veut que

2" (t)+52" (t —m) —x(t) =2+ cost — 3sin (2t),
on trouve que a, = b, =0,Vn > 3 et

—a1—5b1—a1:1 —a2+10b2—4a220
ag = —4, )
0 —by+5a;—by =0 —by —10ay — 4by = —3.

On a ainsi
2 5 6 3
ap =—4, a1 =—gg, bl——E, a2 = o bz—%
et donc
2 5 6 3
=-2- — 5o St —cos (2t) + —sin (21).
x (t) 59 cost 59 smt+25 cos ( t)—|-25 sin (2t)

Exercice (i) On a vu dans 'exercice que (f est continue)

oo

FO =P =t 2y .
k=1

(#1) On cherche donc une solution de la forme
a o0
z(t) = = + Z (an cos (nt) + Busin (nt))
2
n=1
(comme on veut que z (t) soit paire il faut que ,, = 0) et par conséquent
« (oo}
z(t—m) = 70 +) " [(—1)" ap cos (nt)].
n=1
On trouve ainsi

a(t) —2a(t—7) = —% + 3 Jan (1 —2(=1)") cos (n )]
n=1

2 12 cos(nt
2 12 (nt)

37w 9 —n2 "’
n pair




Corrigés 281

On déduit donc que a,, = 0 si n est impair et si n est pair

ag=—— et « ——L
07 T3r " o r(9—-n2)’

La solution est donc donnée par

2 12 SNcos(2kt)

W =—fO=—32 -T2 g g
k=1

Exercice (i) On cherche & nouveau des solutions de la forme

x(t) = % + Z (an cos (nt) + by sin (nt)).

n=1

On déduit ainsi que

x(t—m) =

Z —1)"cos (nt) + b, (—1)"sin (nt))

n=1

' (t) =) n(—aysin(nt)+ b, cos(nt)).

M8 N"o

n=1

On développe f en série de Fourier
£ =224 57 (@ cos (nt) + By sin (n)).
2 n=1

En revenant a ’équation donnée on peut écrire

' (t)+2x(t—m)

=ag+ Z [(nby, +2(=1)"ay)cos (nt) + (—na, +2(=1)"b,)sin (nt)]

n=1
- % + ) (amcos (nt) + Busin (nt)) = f ().

En égalant les coefficients on trouve
ap=2ag, ap=nb,+2(-1)"a, et B,=-na,+2(-1)"b,
soit

na, +2(—=1)" B,
4 + n?

oo 2(=1)" ay, —n By
20 L=
27 " 4 +n?

(i) Si f(t) =14 4sin(6t), alors on a que o; =0, Vi #0, ag =2, ; =0,
Vi # 6, B¢ = 4. La solution est alors

ag = et bn -

1 1
x(t) = 5—%005(6t)+5sin(6t).
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Exercice [17.10| On développe f en série de Fourier (les coefficients a,, et by,
sont alors connus)

= 2 2
f@) = % -|-n§::1 [ancos (?t) + by, sin (?t)}
puis on cherche une solution de la forme (les coefficients A,, et B,, sont inconnus)
A = 2 2
x(t) = ?0 -|-n§::1 [Ancos (?t) + B, sin <¥Lt>]
et donc
> [2mn 2mn 2mn . 2mn
CC/ (t) = nz::l |:T BnCOS <Tt) — TAHSIH <T t):| .
En revenant a 1’équation on a

, _ady = 2mn 2mn
) +ax(t)= 5 —i—Z[(TBn—l—aAn)cos(Tt)

n=1

2mn . (21

On égale les coefficients et on déduit ainsi

Ag=2

Q

2
ﬂBn—&-aAn:an

T
2mn
B, — — A, =0,
a Dy T 3 3

et donc
2mn 2mn
4 _ao _Oéan_Tbn _Ta/n‘f'abn
0= " n — 2 n — 2 .
« 2mn Lo 2mn Lo
—_— a —_— a
T T

On va maintenant appliquer ce résultat au cas ot 7' = 27, « = 1 et f est la
fonction donnée. Tout d’abord on détermine les coefficients de Fourier de f

_1/“< w)2d+1/2“ 3m\*,
w=T ), ) T T 2

2

™
do = =
T
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et pour n > 1

1 ™ 2 1 2m 3 2 2
an:;/o (a:—%) cos(nx)dﬂc—k;/7T l—(x—;) +%

= 1cos(n7r)/07r (x—g)Qcos(nx)dx

cos (nx)dx

T
et donc
1 —cos(nm) (14 cos(nm))w
ap = 2 == 0.
T n
De méme
1 P 2 1 2 3 2 2
bnzf/ (x_f> sin(nz)dx—kf/ —(a-Z) + T sin (nz) dz
T Jo 2 T Jr 2 2
1—(-1)" (" 2 "
:(7r)/0 (m—g) sin(nx)dw—i—g[r sin (nz) dx
et par conséquent
p - —40-(=D")
n — 3 N
™n
On trouve ainsi
2
AOZEa Agy, = Bag =0,
8 -8

Aogjy1 = et  Baogy1 =

m(2k+1)° ((2k+1)2+1) 7 (2k+1)° ((2k+ 1%+ 1)'

Exercice [I7.11] A I’aide du formulaire on trouve

= _—— t = —_— 4
fle) \/;oﬂ—H “IW=55¢

Si on dénote par g («) la transformée de Fourier de la fonction inconnue y on
obtient
3 (") (@) = —a’F(a)

et par conséquent

5 (/M W' () -y =7 dr) (@) = 27 (a).

— 00
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En appliquant la transformée de Fourier aux deux membres de ’équation on

trouve .
~ ~ ~ ~ -1 _o?
3 a)—2 Q) = o) = o) = e 4
Y(a) =2y () =7y (a) =7 () o

En utilisant & nouveau le formulaire on trouve

Exercice [17.12 * On cherche des solutions de la forme y (t) = > 7 y,t". On
obtient

o0 (o)
y' () +ty(t) = Z n(n—1)y, t" %+ Z Yo t"T
n=2 n=0

=2y + > _[(n+3) (n+2) ynss+ya] "7 =0.

n=0

On trouve donc yo = 0 et

Yn
3 = —————————, > 0.
e NG )

Par induction, on infere que

Y3k = Ok Yo, Ysk+1 =PryY1 et Yspi2 =0

ou on a posé ag = By = 1,

R, (31—2)

R, (B1-1)
(3k)! ’

o = (=1) Bk +1)!

et Bp=(-1)

Pour finir, on a donc que

y(t) = yo (Z Qg t3k> + 91 <Z B t3k+1> :
k=0 k=0

On peut montrer, grace au critere de d’Alembert, que la série converge pour
tout ¢.



Chapitre 18

Applications aux équations
aux dérivées partielles

Nous allons expliquer sur plusieurs exemples la méthode de séparation des
variables. Comme déja dit notre facon de procéder n’est pas rigoureuse. Le
résultat, qui sera exprimé sous forme de somme infinie, est pourtant correct et
peut étre justifié sans trop de difficultés, méme si nous n’en discuterons pas
les détails. En effet les hypotheses imposées aux données du probléme assurent
la convergence des séries obtenues. Il est aussi intéressant de noter que toutes
les équations que nous résoudrons grace aux séries de Fourier admettent une
solution unique et c’est donc nécéssairement celles que nous trouvons, méme
si d’autres méthodes (par exemple pour ’équation des ondes) peuvent donner
en apparence d’autres résultats. Comme référence pour ce chapitre, on pourra
consulter le chapitre 19 dans [7].

18.1 Equation de la chaleur

Exemple 18.1 (Barre de longueur finie) Soient a # 0, L > 0, f : [0, L] — R,
une fonction C*, telle que f (0) = f (L) = 0. Trouver u = u (x,t) solution de

ou_ o
or " 02

uw(0,t)=u(L,t)=0 t>0
u(z,0) = f(x) ze(0,L).

ze€(0,L), t>0

(18.1)
On traitera en particulier le cas ot f (x) = 2sin (rx/L) —sin (3w x/L) .

Remarque Les conditions aux limites, « (0,¢) = u(L,t) = 0, sont appelées
conditions de Dirichlet. La méthode présentée ici permet de traiter de maniére
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analogue d’autres conditions aux limites comme, par exemple, celles de Neu-
mann, u; (0,t) = u, (L,t) = 0. Nous référons pour de plus amples détails aux
exercices.

Discussion. On va procéder a la discusssion de ce probleme par étapes.

Etape 1 (Séparation des variables). On commence par résoudre le méme
probléme mais en ignorant la condition initiale (u (z,0) = f (z))

2
%:cﬂ% ze(0,L), t>0

w(0,t) =u(L,t) =0 t>0.

(18.2)

On cherche alors des solutions ayant une forme particuliere
u(z,t) =v(x)w(t).

Les conditions aux limites (v (0,t) = u (L, t) = 0) pour étre satisfaites pour tout
t > 0 deviennent donc des conditions sur v, plus précisément

u(0,t) =v(0)w(t) =u(L,t) =v(L)w(t) =0, Vi

ce qui implique
v(0)=v(L)=0.

L’équation différentielle proprement dite nous permet de séparer les variables

ou

—_ =0 (x) w’ (t) u 2u
kg = % = v (2)w' (t) = a®" (2) w (1) ng2
oz = v () w(t)

d’on

v (x)  w'(t)

v(zr)  alw(t)’
Pour que ces quantités puissent étre égales V¢, Vz, il faut que chacun des
membres de I’équation soit égale & une méme constante que nous noterons —A\.

Les problemes qu’on va résoudre deviennent alors

v (z)+Av(z)=0 z€(0,L)
{ v(0)=v(L)=0 (18.3)
et
w' (t) +a*Xw () = 0. (18.4)

On a vu (cf. exemple |17.3]) que les solutions de (18.3)) sont données par

Az(%r)z et vn(x):sin<n%x).
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Les solutions de lj pour A = (nw/ L)2 , sont obtenues facilement par intégration
et sont données par

wy (1) = e~ ()L
Donc, Vn =1,2,3,--- on a que
2(nr )2
up (z,t) = sin (n—ﬂ x) e~ ()t
L
est solution de (|18.2).

On remarque maintenant le résultat suivant.

Lemme 18.2 Si ¢ et i sont solutions de et sia, B € R, alors ap+ P
est encore solution de .

A Paide du lemme (dont la démonstration est immédiate) ci-dessus, on a que
si a, € R, alors

N
. [/nmw —a?(nx)?
u(x,t) :Zansm(fx)e a? ()"t
n=1
est encore solution de ([18.2). En faisant un raisonnement abusif (car on ne

discute pas la convergence de la série), on trouve que la solution générale de
(118.2)) est

i ni 2
u(z,t) = g ay, sin (% x) e ()t
n=1

ou «,, sont des constantes “quelconques”.

Etape 2 (Condition initiale). On va maintenant choisir ces constantes «,, de
maniére & satisfaire la condition initiale, u (x,0) = f (z), dans (18.1]). On doit

donc avoir -
nmw
0) =Y apsi (— ): .
u(z,0) n:1a sin (-« f(x)

11 suffit alors de choisir «,, comme les coeflicients de Fourier de la série en sinus,

i.e.
2 [k . /nm
o, = f/o f (y)sin (T y) dy.

Donc la solution de (18.1)) est

nm

0 L
u(z,t) = Zan sin (2F z) =2 ()t gvec oy = %/ f (y)sin (%X y) dy.
n=1 0

2(nx)?
On peut montrer que deés que ¢ > 0 la présence du terme e~ ()" ot 1 fait que
f soit C! assurent que la série et toutes ses dérivées, en t et en x, convergent.
La fonction u est ainsi C*° (dés que ¢ > 0). Pour la méme raison on voit aussi
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que u (z,t) — 0sit — oco. Dans le cas particulier, les coeflicients «, sont donnés
par
a1 =2, az3=-1, a, =0 sinon.

Par conséquent la solution du cas particulier est

) _ sin (32 x) e_az(

Exemple 18.3 (Barre de longueur infinie) Soient a # 0 et f : R — R une
fonction C* telle que

S

)t

9 E]

u(z,t) = 2sin (% x) e=’(

/+Oo|f(x) de < oo et /+oo‘f(a)’doz<oo.

— 00 — 00

Le probléme est de trouver u = u (x,t) solution de

oy 0%
ot~ " oa?
u(z,0)=f(z) xzeR.

zeR, t>0

(18.5)

_-T2

On traitera en particulier le cas ot f (z) = e

Discussion On procede de nouveau par étapes.

FEtape 1 (Transformée de Fourier en x). On appelle

+o0
v(a,t)z%(u)(a,t):\/%/_ u(y,t)e Y dy

(c’est-a~dire qu’on consideére ¢ comme un parametre et on applique la trans-
formée de Fourier en z). On a (en utilisant les propriétés de la transformée de
Fourier)

2, ,
§ (ng> (o, 1) = (i0)* § (u) (o, t) = —a? v (a, t)

ov 1 T2 9y ) ou
Jv _ Ju —iay g, _ Ju
G =—= [ Gy s(at)m,t).

On pose X .
Fla)=5() () = \/77/,00 f @) eiavdy.

En prenant la transformée de Fourier (en z) des deux membres de ’équation, on
a que (|18.5) est devenue une équation différentielle ordinaire du premier ordre
dans la variable ¢ (o jouant le role de parametre)

0
—U(a,t) =—a?a?v(a,t), t>0

ot R (18.6)
v(a,0) = f(a).
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Le probleme (18.6) a comme solution évidente
v(ont) = f(a) emate’t,

Etape 2 (Solution de ) On applique a la fonction ci-dessus la trans-
formée de Fourier inverse (en x), ce qui nous donne comme solution de ([18.5)

1 +oo ' ) s
“(“37’5):\/77/ fla)eraema et da,

(On notera en passant que, contrairement au cas de la barre de dimension finie, le
probleme admet ici d’autres solutions, celle que nous trouvons est la “meilleure”
du point de vue tant mathématique que physique). Dans l’exemple particulier

on a que f(a) = (1/v2) e="/4. Alors

1 oo, 2012
U l‘,t - 7ezaw—o¢ (Z-ﬁ-a t)dOé
( ) Vor Jooo V2
1

= 5% (7" (™)) (—a).

Un calcul élémentaire conduit a

22

e 1+4a2¢
u(x,t) = ———, t>0.

Vit+daZt

18.2 Equation des ondes

Exemple 18.4 Soient ¢, L > 0, f,g:[0,L] — R, des fonctions C3, telles que
f0)=f(L)=0,g(0)=g(L)=0. Il s’agit de trouver u = u(x,t) solution de

%—02% re(0,L), t>0
w(0,t) =u(L,t)=0 t>0
U(fﬂ,O) :f(IL') T e (OvL)
B}
6%‘(95,0):9(95) ze(0,L).
(18.7)

2
Discuter en particulier le cas ot f =0 et g (x) = sin <% :c) —sin <£T x) .
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Discussion On procede par séparation des variables (cf. aussi pour une autre

méthode exercice [18.17]).

Etape 1 (Séparation des variables). On commence par résoudre le probleme

en ignorant les conditions initiales (u (z,0) = f (z) et g (2,0) =g (x))

2 2
‘ZT’;‘:CQ% ze(0,L), t>0

w(0,t) =u(L,t) =0 t>0.

(18.8)

Les solutions sont cherchées sous la forme u (z,t) = v (z) w (t) . Comme précédemment
on est amené a résoudre (A étant une constante)

,U// (1,) _ B w// (t)
v(z) 7 Rw(t)
v w(t)=v(L)w(t)=0
et donc
"(x)+ A =0 z€(0,L
V(@) + A0 () =0 v e (0,L) as9)
v(0)=v(L)=0
w” () + A w (t) = 0. (18.10)
On a vu (cf. exemple que les solutions non triviales de sont données
par A\ = (nw/L)* ot n = 1,2,--- et v, = sin (“T z). Par allleurs les solutions

de (18.10)), pour A = (nﬂ'/L)2 , sont données, si n > 1 par (cf. exemple [17.2])

) (mrc t) b s (mrc t)
= —_— m\| —— .
Wy, ay cos | — n S T

La solution générale de (18.8]) est alors donnée par

z:: [ancos( ) + b, sin (%tﬂsjn("—gm).

(18.11)
Etape 2 (Conditions initiales). Il s’agit maintenant de déterminer les constantes

an et by, pour que les conditions initiales u (z,0) = f(x) et % (,0) = g (z)

soient satisfaites. Ceci nous conduit pour la premiere a

O):iansin(ngm) = f(x)

et donc il suffit de prendre pour a,, les coefficients de Fourier de la série en sinus

de f, i.e.
2 L
= f/o [ (y)sin (%F y) dy.

(18.12)




FEquation de Laplace dans un rectangle 291

La deuxiéme condition initiale (en dérivant la série par rapport & ¢ puis en
posant ¢ = 0) nous conduit a

8 o0
(;;(x,O):T;bnnzcsin(Tx) =g(x).

11 suffit donc de choisir b,, de la maniére suivante

nmce 2 L nmw
by — = — i (* )d,
7 L/o g (y)sin T Y)dy

i.e.

2 L
by = — i g (y) sin (%= y) dy.

(18.13)

Finalement la solution de (|18.7)) est donnée par (18.11)) avec a,, et b, satisfaisant
(118.12)) et (18.13).

On peut montrer que les hypotheses sur f et g assurent la convergence de la
série ainsi que celles de ses dérivées du/dz, Ou/ot, O%u/dx?, 0*u/OxOt
et 9%u/0t%. La fonction u ainsi obtenue est donc C2. Toutefois contrairement
au cas de ’équation de la chaleur, & moins que f et g ne soient plus régulieres,
les séries formelles exprimant les dérivées d’ordre supérieur ne convergent plus
en général.

Dans le cas particulier on trouve

TC 2me

an=0Vn, b,=0Vn>3, blle et by — =-1

et donc
L e T L 2re s
u(z,t) = p sin (f t) sin (Z :C) — %Sin (L t> sin <L JL‘) .
18.3 Equation de Laplace dans un rectangle

Exemple 18.5 Soient L,M > 0, o, : [0,L] — R, v,6 : [0,M] — R, des
fonctions C" telles que

a(0) =a(L) = B(0) = B(L) = (0) = v(M) = 6 (0) = 6(M) = 0.

Trouver u = u (x,y) solution de

0%y O%u
2 + e =0 z e (0,L), ye (0,M)

u(z,0)=ca(z), u(lz,M)=pF(z) z€(0,L)
w(0,y) =7v(y), u(L,y) =6d(y) ye0,M).

Au =

(18.14)
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On traitera le cas particilier ot v = § = 0,
T 2rx
a(x) = 4sin (T) et fB(x)=—sin (L) .
Discussion En fait il faut résoudre deux problemes
Av =0
v(z,0)=0, wv(z,M)=0
v(0,y) =7, v(Ly =6dy)

et
Aw =0

w(z,0)=a(x), w@M)=4()
w(0,y) =w(L,y) =0.
La solution du probleme (18.14]) est alors donnée par

u =0+ w.

Comme les deux problémes sont résolus de la méme fagon, on ne traitera que le
deuxieéme (c’est-a-dire (18.14)) avec v = § = 0).

Etape 1 (Séparation des variables). On va résoudre tout d’abord le probleme
(en ignorant les conditions w (x,0) = « (), w (z, M) = S (z))

{ Aw =0 z€(0,L), y € (0, M) (18.15)

w(0,y) =w(L,y)=0 ye(0,M)
et en cherchant des solutions de la forme

w(z,y) = f(x)g(y).

Comme dans les deux sections précédentes (A étant une constante) on trouve

{ @)+ @9 ) =0 { 5 = A= g
0

f0)=f(L)=

On déduit alors les deux systemes

f"(@)+AXf(x)=0 =x€(0,L)
{ fO)=f(L)=0 (18.16)
et
9" ) = Ag (y) = 0. (18.17)

On a vu (cf. exemple[17.3)) que les solutions non triviales de ((18.16]) sont données

par
A= (%)2 et fn(x)=-sin (n% x)
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tandis que (cf. exemple [17.2)) les solutions de ((18.17)) sont données par

gn(y)—anCObh(nL >—|—b smh(L )

Comme 'équation (|18.15)) est linéaire, on a que sa solution générale est donnée
par

Z an cosh ) + b,, sinh (% y)] sin ("T” gc) .

Etape 2 (Conditions aux limites). Pour résoudre ([18.14)) il faut encore satis-
faire aux deux conditions aux limites

w(z,0)=a(z) et w(x,M)=p(z).

On choisit alors les constantes a,, et b,, de la maniere suivante

o0
x) = Z an sin (% x)
n=1

et donc pour les premieres

2 L
an:—/ o (t)sin (%5 ¢) dt.
LJo

Les coefficients b,, sont obtenus en écrivant
[an cosh (nfﬂ M) + b, sinh (% M)] sin (n% x)

(7 )
Cpsin [ — x
L

M8

px) =

3
Il
_

M

Il
-

n

ol on a posé ¢, = a, cosh (nwM /L) + b, sinh (nmM/L) . On choisit donc

= z/oLﬁ(t)sin(n;t) dt

et on trouve b,, par la formule

. nmw nmw
by, sinh (TM) = ¢, — an cosh (TM> .
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On peut aussi montrer que si 0 < y < M, la série converge de méme que
toutes ses dérivées d’ordre supérieur (on a donc le méme phénomene que pour
I’équation de la chaleur). La fonction w € C*° ((0, L) x (0, M)).

Dans l'exemple a; = 4, a, = 0, Vn > 2 et co = —1, ¢, = 0, Vn # 2, ie.
by = —4coth (nM/L) et by = —1/sinh (2rM /L) . Par conséquent la solution est
donnée par

MY . )
w(z,y) =4 {COSh (% y) — coth <7TL> sinh (% y)} sin (% z)
_ ; sinh 2m . 2
sinh (2220) "M\ LY ) AT )

18.4 Equation de Laplace dans un disque

Exemple 18.6 Trouver u(z,y) solution de

Py Pu_
S ox? Oy
u(z,y)=¢(z,y) (z,9) € 0N

Au 0 (z,y)€

(18.18)

ot Q= {(m,y) eER?: 22+ < RQ} et ¢ est une fonction C'. On traitera en
particulier le cas ot p = 2% + y.

Discussion On va utiliser & nouveau la méthode de séparation de variables
mais apres étre passé aux coordonnées polaires.

Etape 1 (Coordonnées polaires). On pose
x=rcosf, y=rsind
v(r,0) =u(z,y) =u(rcosb,rsind).
On trouve (cf. exercice [L.4]) que

Au—@—kl@ﬁ-i&
o2 r or r2 902

Le probleme devient alors

o Lov 1o
or2  ror  r? 062
v(R,0) =9 (Rcosh,Rsinf) = (0) 0 € (0,2m).

=0 re€ (0,R), 0 €(0,2m)

(18.19)
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Noter que comme nous travaillons en coordonnées polaires il faut aussi imposer
que

v v
v(r,0) =v(r,2m) et 20 (r,0) = 20 (r,2m).
Dans le cas particulier, on a
R* R?
¥ (0) = ¢ (Rcosh, Rsinf) = R*cos®H + Rsinf = -5 + — cos (20) + Rsin 6.

Etape 2 (Séparation des variables). On va commencer par ignorer la condition
aux limites (v (R, 6) = (0)) et résoudre 'équation

v 1 0v 1 9%
a2 v g =0 TEOR), 00,2

v (r,0) = v (r,2m) r € (0,R)

v Ov
%(T,O)—%(T}2ﬂ') re (O,R)

On cherche alors une fonction v (7, 8) , solution du probléme donné, de la forme

v(r,0)=f(r)g(0).
On trouve donc pour 1’équation

P9 @)+ 1 (g (6) + 5 £ (1) g () =0

qui est équivalente a

P g' o)
/) 9 (0)

et pour les conditions de périodicité

g(0)=g(2m) et ¢'(0)=g" (2n).

On obtient donc

g (0)+Xg(0) =0
{ g(0) = g(2m) ot ¢ (0)=g (2m) (18.20)
et
P2 () +rf (r)=Xf(r)=0. (18.21)

On a que (cf. exercice [17.2)) les solutions non triviales de ([18.20)) sont données,
pour n € N, par

A=n? et g,(0) = a,cos(nb) + B,sin(nb).
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Les solutions de ([18.21)) avec A = n? sont données (cf. exercice par

YT+ 0™ sin#0
fn(r): L
Yo + dplogr sin=0.

La solution générale s’écrit alors

v(r,0) = ag (o + dp logr) + Z (v, cos (n0) 4+ By, sin (n 0)) (’yn ™+ oy, r_")

n=1
qui peut étre réécrite, en renommant les constantes
ap=2ap7 et cog=agdy
et sin#£0 (et n €N)
Gn = QnYn, bn=7P»nVn, Cn=0n0n, dn=_03y0,

sous la forme

ag
:? Z ap, cos (nd) + by, sin (n6)) r™

+cologr + Z (cncos(nb) +d,sin(nf))r—"

n=1

(18.22)

Comme on est intéressé a des solutions définies dans le disque centré en 0, les
solutions de la forme 7~ et logr ne sont pas admises car elles tendent vers
I'infini quand r tend vers 0, on en déduit que

par conséquent la solution générale v de notre probleme est la suivante

ao
> z:: ayp, cos (n8) + b, sin (n6)) r"

(Noter que si le domaine 2 était un anneau au lieu d’étre un disque la solution

générale serait bien de la forme (18.22)), cf. exercices|18.10[et [18.11)).

Etape 3 (Conditions auz limites). Il nous reste donc & déterminer les coeffi-
cients a,, et b, pour que

v(R,0) = ¢ (Rcosf, Rsinf) = —?0 Z an cos (nf) +b,sin(nd)) R
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Ceci nous conduit &

1 2
an R" = f/ ¥ (6) cos (n ) do
TJo
et
1 27
by R = — ¥ (0) sin (n ) d6.
T™Jo

On pourrait aussi démontrer que la fonction v ainsi obtenue est C'°° des que
r < R.
Dans le cas particulier, i.e.

R? R?

P (0) = - + ?cos(QG) + Rsinf

on trouve que
1
ap = R?, agzi et a,=0,VYVn>3
by=1 et b,=0,VYVn>2
d’ou
R2 2 R2 2 2

v(r,0) = 5 + %cos(?@) +rsinf = 5 + %COS297 %sinZQJr?"sinH.

Finalement en écrivant le résultat en coordonnées Cartésiennes on obtient

R? 22— ¢?

+y.

18.5 Equation de Laplace dans un domaine
simplement connexe

Exemple 18.7 On veut trouwver une fonction u = u(z,y) : @ C R? - R
solution de

Pu
0x? 0y
u(z,y) =¢(r,y) (2,y) €0

Au = =0 (x,y)€Q

ot Q) # R? est un domaine simplement conneze (il faut comprendre par la que
le domaine n’a pas de trous, la définition précise d’un tel domaine est donnée
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dans la définition (iv)) dont le bord est suffisamment régqulier et p est une
fonction C'. On traitera en particulier le cas o

?u 0%
Au=>—+2-=0 1 R
U 8x2+8y2 z>1,ye

2
U(Ly):sﬁ(lvy):?ryg y € R

Discussion L’idée est de se ramener apres une transformation conforme au cas
du disque.

Etape 1. Par le théoréme de Riemann (cf. théoréme [13.5)), il existe une ap-
plication conforme
f=a+ip:Q—=D.

ou D={z€C:|z| <1}. Linverse de la fonction f s’écrit
fl=a+ib:D—O.

Dans le cas particulier on a 2 = {z € C: Rez > 1} et on trouve facilement que

2 2
=1 et f7! =—
FE=2-1 et [ w)=
ce qui en termes de coordonnées donne
. 2z . 2y
f(x,y)=a(w,y)+lﬁ(x,y)=xﬂ.y— TRt Tiare
2 2(1+«) . -2p

—1 _ : — —
[P =ale bl ) = T = a1 Utaf < p

FEtape 2. On pose ¢ (o, 8) = po f~! = ¢(a(a,B),b(a,3)) et on résoud,
comme dans la section le probleéme

v 0% 9 9
—w‘FTBQ—O a®+pe<1

v(e,f) =y (a,p) o+ =1

Dans Iexemple on a, si a2 + 32 =1 (et donc (14 a)® + 82 =2(1 + «)), que

Av

2 2 2(1 2
vl = By EYR (1J£o;)r20—é:52 Tire
1+ ((1+a)2+52) 1+ (2(1+a>)

On trouve alors que la solution est trivialement
v(a,B) =14 «a.
Etape 3. La solution est alors donnée par u = v o f, c’est a dire

u(x,y) :U(Ol(l'7y)?ﬁ(xvy))'
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En effet par 'exercice on a Au = 0 alors que comme 1) = po f~! on a aussi
u = @ sur 0§

Pour I'exemple traité on a donc

2z 1 —2y ) 2z

u(x,y):U(a(ﬂﬁ,y)aﬁ(%y)):U<x2+y2_ 22+ g2 =

a4y

Exemple 18.8 Résoudre

u  0%u
AU:@JFWZO (z,y) € Q
8 22
u(x,0)=f(r)=——5 z€R
.00 = 1 @) =
u(z,y) =0 y — 400

ou Q= {(z,y) eR?:y > 0}.

Discussion On peut résoudre ce probleme par la méthode développée précé-
demment (cf. exercice ci-dessous). Nous proposons ici une autre fagon de
procéder, semblable a celle de ’exemple Comme d’habitude le procédé
développé ici ne se justifie qu’a posteriori.

Etape 1 (Transformée de Fourier ). On dénote par v («, y) la transformée de
Fourier en z (y jouant le role d’un parametre) de w (z,y) , par abus de notations
on écrira § (u), i.e.

1 e —tax
viow) =F ) ey) = o= [ ulnyeor i
On trouve (cf. formulaire) que

v(@,0) = § () (@) = f (@) = 2v27 (1 - Jal) e 1.

Les propriétés des transformées de Fourier nous permettent d’écrire
82U . 2
5 (5 ) ) = (10" 5 ) (9) = ~a? v avn)

ox?
0%u 0%v
5 (ay) (@9) = 55 ().

En revenant au probleme donné, on applique la transformée de Fourier (en x)
aux deux membres de I’équation et on se ramene au systéme suivant

v

@(a,y)—azv(a,y) =0 acR, y>0

v(a,0) = f () acR
v(a,y) — 0 a€R, y— +oo
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En considérant o comme un parametre (ici on suppose que a # 0) et en utilisant
le résultat du cas 2 de ’exemple on trouve

v(a,y) = f (@) cosh (jaly) + ﬁ sinh (Ja|y)

elelv fe=lely o elaly _ g=laly
2 || 2

S~
—

(07

ol v est une constante & déterminer pour satisfaire & la condition v (o, y) — 0
si y — +o0o. Pour cela on choisit

v=—la| f(a).
La solution est alors
v(y) = f (a) 1o =227 (1 — Jaf) 120+,

Etape 2. La solution du probleme est donc obtenue en appliquant la trans-
formée de Fourier inverse et en utilisant le formulaire

— 1 _L T —laly jiaz
u(z,y) =§ <v<a,y>><x>—m/_oo f(a)elel iaz gq

wloan) =57 (237 (1 ~lal ) 109 )
e (2 o (1 _ 1) e—|a<1+y>> ()

et finalement

wlea) =257 (Va7 (1~ lal ) 00 ) )

—la|(1+y)
1 T e
r (55 @

En utilisant & nouveau le formulaire on trouve

u(z,y) =2 4ot 2+4y
((1+9)”+22) (
(1+y)+22(2+y)

((1 +y)%+ a:2>2

14y)? + 22

—4Y
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18.6 Exercices

Exercice 18.1 Résoudre pour u = u (z,1)

2
%:% ze(0,m), t>0
u(0,t) =u(mt)=0 t>0

u(x,0) =cosz —cos(3z) =z e (0,m).

Exercice 18.2 Trouver u = u (z,t) solution de

2
%:% xz € (0,m), t>0
O 0ty = L mpy=0 t>0

oz
u(z,0) = cos (2x) z e (0,m).

ox

Exercice 18.3 Trouver une fonction u = u (x,t) qui satisfasse a

ou  0*u

u(0,t) =u(mt)=0 t>0
u(x,0) =sinz +4sin(2z) =z € (0,7).

Exercice 18.4 Résoudre

?u  J*u
—_— == 1), ¢
52 = 9.2 x€(0,1), t>0
ou ou
— t)y=—(1,t) = t
833(07) 336(’) 0 >0
ou 5
a(am()):l—i—cos (rxz) x€(0,1).
Exercice 18.5 Trouver une solution u = u (x,t) de
ou  d*u
E‘F@—O a?E(O,?T),t>O
u(0,t) =u(mt)=0 t>0
0%u 0%u

o0, =22 x =0 t>0

52 (0t) = 55 (1,%)

u(z,0) =2sinx +sin (3z) x € (0,7).
Exercice 18.6 Trouver u = u(x,t) satisfaisant

ou  O%u ou
a:$+2%+2u x e (0,m), t>0
u(0,t) =u(mt)=0 t>0

u(z,0) =e%sin(2z) x€ (0,7).
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Exercice 18.7 Trouver u = u(x,y) solution de
Au=0 x,y € (0,m)
a—y(x,m:a—;‘(x,w):o z € (0,m)
u(0,y) =cos(2y), u(my)=0 ye(0m).

Exercice 18.8 Trouver u = u(x,y) satisfaisant

Au=20 2+’ <4
(r,y) =1+22+y> 22+y?>=4.

Exercice 18.9 Trouver u = u (x,y) solution de

Au=0 2 +y? <1
8u ou 5 1 5
- = =1.
6 +y 8y =z 5 e 4y

‘ . ‘ ov
On pourra commencer par écrire v (r,0) = u (rcos@,rsind) et puis calculer —
0

du | Ou
tion de — et —
en fonction de o e 3y
Exercice 18.10 Soit
Q={(z,y) eR*: 1 <a®+y* <4}.

Trouver u = u (x,y) tel que

Au =0 (z,y) € Q
u(z,y) == 22 +y? =1
u(z,y)=a—y a®+y* =4

Exercice 18.11 Soient u = u (x,y) et v(r,0) = u (rcosf,rsinf).

(i) Calculer % en fonction de % et Z—Z
(ii) Résoudre
Au=0 l<az?+9y%<4
u(z,y) =0 2 +y?=1
1 ou ou 1 Y
= = - +log2 —Z 2242 =4
(8x+ ay)+“ g TSIy MY

Exercice 18.12 Soit

Q:{(x7y)€R2:y>O et:c2+y2<1}.

EDP

T
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Trouver une fonction u = u (x,y) telle que

Au=0 (z,y) €
u(z,0)=0 —-1<z<1
u(z,y)=y> y>0eta?+y?=1

Suggestion. Passer auz coordonnées polaires.

Exercice 18.13 Trouver, a laide de la transformée de Fourier, une fonction
u=u(x,y) qui soit solution de

Au=0 zeR, y>0
u (z,0) —e zeR
u(z,y) >0 y— +oo.

Suggestions. (i) On pourra rendre le résultat sous forme d’intégrale.

(ii) On rappelle que, si @« € R (o #0), alors la solution ¢ = ¢ (y) de

" (y) —aPe(y)=0 y>0
SD(O):SOO
o) —0 Yy — +oo

est donnée par o (y) = goe 1Y, y > 0.
Exercice 18.14 Résoudre
Au=0 yeER, >0

Exercice 18.15 Traiter ’exemple (qui a été résolu a laide de la trans-
formée de Fourier) par la méthode utilisant les applications conformes.

Exercice 18.16 Soit
Q:{(g;,y) ER?: (z—2)% + (y — 2)° >4}.

Résoudre
Au=0 (x,y) €
u(z,y) =22 +2y% (z,y) € 0N

Exercice 18.17 (Méthode de d’Alembert) Soient ¢ € R, f € C?(R) et
g € CY(R). Vérifier que

xz+ct
w@t) =3l G@ren+fa=cl+5- [ g
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est solution de I’équation des ondes

0%u , 0%u

ﬁ—c @ xGR,t>O
u(z,0)=f(x) z€R

Ju

a(w,O)—g(x) xR

18.7 Corrigés

Exercice Etape 1 (Séparations des variables). Cet exercice correspond a
lexemple avec L=m,a=1et f(z) =cosz —cos(3z). On a vu que la
solution générale de ’équation est

oo
u(x,t) = Z ap sin (nx) et
n=1

Etape 2 (Condition initiale). Il nous faut encore choisir les «;,, pour que
oo
u(x,0) = f(x) = cosx — cos (3z) = Zansin(nx).
n=1

On doit alors avoir

oy = - /Oﬂ [cos 2 sin (nx) — cos (3z) sin (n )] d
= 1 /Tf [sin((n+1)z) +sin((n —1)z) —sin((n + 3) z) — sin ((n — 3) z)] dx.
0

Sin#1etn#3, alors
1 {_cos((n—i—l)x) _cos((n—1)x) cos((n+3)x) cos((n—?))x)yr

T n+1 n—1 n—+3 n—3 0
_ 1 1 _ (_1)n+l 1 _ (_1)n—1 1 _ (_1>71+3 1 _ (_1)11—3
T n+1 n—1 n+3 n—3 ’
Donc a,, = 0 si n est impair (n # 1 et n # 3). Si n est pair alors
_2[r 1 1
1l -1 nt+3 n-3
Cdn 1 1] ~32n
Com n2—-1 n2-9] 7aMm2-1)(n2-9)°
Par ailleurs on a
1 T
Qg = —/ [sin (2z) —sin (4x) +sin (2z)]dx =0
T Jo

ag = 1/; [sin (4z) + sin (2x) — sin (6 2)] dx = 0.

™
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On a donc que la solution est donnée par

—64 < : —4k%t
- Z W= 4k2 9)51n(2km)e .

Exercice Etape 1 (Séparations des variables). On cherche des solutions

de 5 o2
8—?:8—1; xz € (0,m), t>0
. R (18.23)

de la forme u (z,f) = v (x)w (). On a

P @) w(d)
vgc)w (t) =v" (z)w(t) ;:) o () __/\_u)(t)
5, 0 =0 (0w (t) = (mt) = (M)w(t) =0

c’est-a-dire

v () +Av(z) =0
{ o (0) = o/ () = 0 (18.24)
et
w' (£) + Aw (t) = 0. (18.25)

Les solutions non triviales de (18.24) sont données (cf. exemple[17.4) par A = n?

avecn=0,1,2,--- et

vo(x):% et vy (x) =apcos(nzx), Vn>1.

Les w correspondant, solutions de (18.25) sont donnés par w, (t) = e~ *. En
résumant les solutions de (|18.23|) sont

oo
u(w,t) = % + Z an cos (nz)e ™",

n=1

Etape 2 (Condition initiale). On veut de plus
u(z,0) = cos (2x) ——&-Zanc% (nx)

ce qui implique que a, = 0, Vn # 2 et ag = 1. Par conséquent la solution est
donnée par
u(x,t) = cos (2z) e~ L.
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Exercice Etape 1 (Séparation de variables). On cherche des solutions de
la forme
u(x,t) =v(x)w(t)

satisfaisant 5 o2
U U
u(0,t) =u(m,t)=0 ¢>0.
On obtient ) " ()
w' (t v (x
9 ) —
CH ) = v

v(0)=v(m)=0.

Il faut donc résoudre les deux problemes

v () +Av(z) =0
v(0)=v(m)=0

et
w’ (¢) A

w(t) 2+t

On trouve que le premier probléme a des solutions non triviales si A = n? et ces
solutions sont données par

v(x) =apsin(nz).
Une solution de la deuxieme équation est alors
w(t)=2+¢) " .
La solution générale est donc
° 2
u(w,t) = Z apsin(nzx) (2+t)"" .
n=1
Etape 2 (Conditions initiales). On veut par ailleurs que
i 2
u(x,0) = Z ap,2”" sin(nx) =sinx + 4sin (2x)
n=1

ce qui implique a1 =2, as = 25 et a, = 0, si n # 1,2. On a donc trouvé que la
solution du probléme est
2sinz  2%sin (27)

2+t (241

u(x,t) =
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Exercice Etape 1 (Séparation des variables). On cherche des solutions de

Pu  0%u
Ju ou

2 (0,t) = 2 (Lit)y=0 t>0

de la forme u (z,t) = v (z) w (¢) . On trouve

v () +Av(x)=0
/( ) , (@) (18.26)
v (0)=2"(1)=0
et
w” (t) + Aw (t) = 0. (18.27)
On a vu (cf. exemple[17.4]) que les solutions non triviales de (18.26)) sont données
par A = (n7r)2 ouin=0,1,2,--- et v, = cos (nmwx). Par ailleurs les solutions de
(118.27), pour A = (mr)2 , sont données par
ap | bo :
i —_ t —
wy (1) = 5 + 5 sin=0

ap cos (nmwt) + by sin (nrt) sin> 1.
La solution générale est alors

u(x,t) = ? + %0 t+ Z [an, cos (nmt) + by, sin (7 t)] cos (nmx) .

n=1

Etape 2 (Conditions initiales). Comme u (x,0) = 0 ceci implique que a,, = 0,
Vn > 0. Par ailleurs

o0

0
u = —0 Z —nT ay sin (nwt) + nw by, cos (n t)] cos (nw x)

at 2

et on obtient donc

%(%0) = %O + Znﬂbncos(mm;) =1+ cos? (1)

n=1

1 1 3 1
=1+ <2+2cos(2ﬂ'z)> = §+§COS(27FI)
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1
ce qui implique by = 3, by = 0, 2w by = 3 et b, = 0, Vn > 3. La solution du

probleme est ainsi donnée par

3 1
u(z,t) = §t+ Esin(27rt)cos(27rx).

Exercice FEtape 1 (Séparation des variables). On cherche des solutions de

ou 0%
el Z 7 t
3t+6x4 0 ze(0,m), t>0
u(0,t) =u(mt)=0 t>0
0%u 0%u

de la forme

u (z, t)zv(x)w(t).

2

Comme u (0,t) = u (7, t) = 3— % (0,t) = 8— % (m,t) = 0 on obtient

0 (0) = v (x) = (0) = o () = 0.

Par ailleurs comme

ou  0*u , d*v
a—l—@ =0 = ov(@w (t)—l—w(t)@—
on déduit
dv/dzt 5= w’ (t)
v T w(t)
On doit donc résoudre
d*v ()
gt M@ =0 et w' (t)+ Aw(t) =0.

v(0) = v(m) =v"(0) =" (7) =

On montre facilement que le premier probleme a des solutions non triviales
seulement si A = n? et elles sont données par v (x) = a, sin (nz) . La deuxiéme

z . . — 4 . 7 e
équation a alors comme solution w (t) = e™™ . La solution générale est donc

oo
t) = Z ay, sin (nx) e 't
n=1

FEtape 2 (Condition initiale). On veut aussi

u(x,0) = 2sinx + sin (3 2) Zansm (nx)
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ce qui implique a1 = 2, a3 = 1 et o, = 0, sinon. La solution cherchée est alors

u(x,t) =2e 'sinz 4+ e 3 sin(3z).

Exercice [18.6| Etape 1 (Séparation des variables). On commence par résoudre
seulement

ou  0*u ou
gu _ U, %M, g
5 Bm2+ 8m+ u ze0,m),t>0

u(0,t) =u(m,t)=0 ¢t>0.

On cherche des solutions de la forme u (x,t) = v (z) w (). On a donc
w(0,t) =v(0)w () =u(mt)=v(mw()=0 Vi.
On en déduit v (0) = v (m) = 0. Par ailleurs I’équation devient
v (@) (1) = (" (2) + 20/ () + 20 () w (2)

ce qui donne, en séparant les variables,

c’est-a-dire
et w (t)+Aw(t)=0.

Le premier probleme a été discuté dans l’exercice m (avec p =1+ ) et a des
solutions non triviales seulement quand A = n? — 1 et elles sont données par

U () = ap e Psin(nax).

2
En revenant a I’équation en w on trouve wy, (t) = ¢~ ("=t Donc la solution
générale de ’équation est

o0
u(z,t) =e"" Z ay, sin (nx) e=(n*=1)t,
n=1
Etape 2 (Condition initiale). Il nous faut encore choisir les «;, pour que
o0
u(z,0) =e “sin(2x) = Z ap e Tsin(nx).
n=1

On voit donc immédiatement que as = 1 et v, = 0, V n # 2. La solution est
ainsi
u(x,t) =e 3" "sin (2z).
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Exercice FEtape 1 (Séparation des variables). On commence par trouver
des solutions de
Au=0 z,y € (0,7)

ou ou
@(wvo) - 8721(.’[,71') =0 ze (Ovﬂ)

de la forme u(x,y) =v(x)w(y). On a

v () w(y) +o(r)w’ (y) =0 & -
0 sy O B by
a—yu(x,()):v(x)w (O)—a—yu(x,ﬂ')—v(x)w (m)=0

c’est-a-dire

w’ (y) + Aw(y) =0
{ W (0)— ot () — 0 (18.28)
et
v (x) = Av (z) = 0. (18.29)

On a vu (cf. exemple|17.4)) que les solutions non triviales de ((18.28]) sont données
par A =n?avecn =0,1,2,--- et w, (y) = a, cos (ny) (sin =0, wo (y) = ap/2).
L’équation (18.29)) devient alors

b1z + by sin=0

" 2 =0 = n —
Un (%) =170 (2) on () by cosh (nz) + ¢, sinh (nx) sin #0.

Donc la solution générale de ’équation donnée est

u(x,y) = % (byz+bo)+ Z ap, (by, cosh (nx) + ¢, sinh (nx)) cos (ny),

n=1

B

L ao ag
ou, en écrivant ?blza, ?boz 5 an by = Ay, ncp = By,

u(z,y) =ax+ g + i (A,, cosh (nx) + By, sinh (nx))cos (ny).

n=1
Etape 2 (Conditions auz limites). On veut de plus que
u(0,y) =cos(2y) et u(my)=0

c’est-a-dire

@

+ ZAncos(ny) =cos(2y).

n=1
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(o]
am+ g + Z (A, cosh (nm) 4+ By, sinh (n)) cos (ny) = 0.
n=1
La premiere équation donne tout de suite 5 =0et A, =0sin #2et Ay = 1.
En remettant ce résultat dans la deuxiéme on a @ = 0 et

Ay, cosh (nm) + By, sinh (nm) = 0.

On en déduit que si n # 2, alors A,, = B,, =0, par contre sin =2 on a

By — 7c.osh (2m) .
sinh (27)
La solution du probléme est donc
cosh (27)

u(z,y) = |cosh (2z) — sinh (2z)| cos (2y) .

sinh (27)

Exercice :18.8 Etape 1 (Séparation des variables). Cet exercice correspond a
I’exemple |18.6| avec

Q= {(z,y) eR?: 2” +y* < 4}

et o (x,y) = 1+22+y3 On a vu (cf. exemple|18.6)) que la solution générale est

NE

v (r,0) = % + 5 (an cos (n0) + by sin (n.8)) ™.

n=1

Etape 2 (Conditions auz limites). Comme 2 cos? 0 = 1+ cos (26) et
4sin® 0 = 4sin 6 (1 — cos® §) = 4sin 6 — 4sin 6 cos
=4sinf — 2sinf (cos (20) + 1) = 2sinf — (—sinf + sin (36))
= 3sinf —sin (36)
on trouve
v(2,0) =V (0) =1+4cos® 0 + 8sin® 0
=3+4+2cos(26)+6sinf — 2sin (30).

Les coefficients sont alors donnés par

1

%:3, Gz =3, @0 =0, sin#0,2
1 .

b1 =3, 63:—1, b,=0,sin#13

et la solution, en coordonnées polaires, est donc

2 -3
v (r,0) :3+3rsin0+§cos(20) = Zsin(?)&).
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Comme sin (36) = 3sinf — 4sin® § on trouve
r? 2 2 3 3 3 qin3
v(r,0) =3+ 3rsind + 5 (cos® @ — sin®6) — i sin@ + r° sin” 6.
La solution de notre probleme est ainsi
2,2

" -y 3 2 2 3
5 4y(:v + %) +9°.

u(z,y) =3+3y+

Exercice Etape 1 (Coordonnées polaires). On écrit notre probléme en
coordonnées polaires en observant que

@—COSG%A—SinG%—E% y@
or Ox oy rox 1oy’
On peut noter que si 22 +y?> =1 on a
ou Ou  0Ov o, 1 cos(26)
x%wLyafy—a—(l,H)fcos 60— == 5
Donc le probleme devient
v 10ov 1 0%
e T 1), 0 2
3T2+raT+r2892 0 re(0,1), 6€(0,27)
ov ~ cos (26)
5 (1,0) = 5 0 € (0,27) .

Etape 2 (Séparations de variables). On procede alors comme dans l’exemple
[[8.6] et on trouve que la solution générale est donnée par

v(r,@):%

+

M8

(ar cos (n8) + by, sin (nh)) r".

n=1

Etape 3 (Conditions auz limites). On veut par ailleurs que

ov

cos (26)

E(l,@): 2 .

En dérivant v par rapport a r on obtient

or

n=

et donc

cos (2

9]
EU (179) - 2

0)

21} (r,0) = Zn (an cos (n6) + by, sin (n.0)) 71

= Zn(an cos (n ) + b, sin (n6)) .

n=1
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On en déduit que ag est arbitraire et que
b,=0,VYn, a,=0,YVn#2 et ay=-

et par conséquent

2 2 o526 — 12 sin2
v(r,@)z%—i—%cos@@):@ rees 4rsm

La solution cherchée est par conséquent

ao x

Exercice|18.10| Etape 1 (Coordonnées polaires). On pose x = r cosf, y = rsin 6
et v(r,0) = u(rcosf,rsinf). Le probleme devient ainsi

0%v 1 0dv 1 9%
oo = 1,2 2
8r2+r6'r+r2802 0 re(1,2), 6<€(0,2nm)

v(1,0) = cosf 0 € (0,2m)
v(2,0) =2cosf —2sinf 6 € (0,27).

Etape 2 (Séparations de variables). Le développement effectué dans ’exemple
nous donne la solution générale

v(r,8) = % + Z (an cos (nB) + b, sin (nf))r"
n=1

+ cologr + Z (cncos(nb) +d,sin(nb))r-

n=1

Etape 3 (Conditions auz limites). On veut par ailleurs que

v(1,9):cos9:% Z n + cn) cos (n0) + (by + dy) sin (n0)]

et
v(2,0) =2cos@ — 2sinf

_ (o, Cn A
=5 +colog2+z {(2 an+2n)cos(n0)+ (2 bn+2n>sm(n0)].

n=1
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On en déduit

— 4+ colog2=0
c
CLo:O 2@1"‘51:2
o te =1 et | 2an+E=0,Vn>2
ap+c¢p, =0, Vn>2 d
1
by, +d, =0, Vn>1 2b1+5:*2
n dn
et par conséquent
CI,OZCOZO
ag=1 et ¢ =0
4
d1:—b1:§

anp=c¢,=b,=d,=0, Vn>2.

La solution en coordonnées polaires est donc
4 4
v (r,0) =rcosf + (—3 T+ 31“) sin 6.

En revenant aux coordonnées Cartésiennes, on obtient
4 4y
w(r,y) =z —-y+-———%.
(@,y) 3V T 32+ ?)

Exercice [18.11| Etape 1 (Coordonnées polaires). On écrit le probléme donné
en coordonnées polaires en remarquant que
ou xJdu y Ou

@—0080%+sin9———— = —
or Oz oy roxr r oy’
Le probleme a résoudre est alors le suivant
v 10ov 1 0%
T T 1,2), 0 2
or2  ror  r2 062 0 re(1,2), 0€(0,2m)
v(1,0) =0 6 € (0,2m)

? (2,0) +v(2,0) = 1 +log2+2cosf —sinf 6 € (0,2n).
r
Etape 2 (Séparations de variables). En procédant comme dans l’exemplem

on trouve la solution générale qui est de la forme

v (r,0) = % + 3 (an cos (n6) + b, sin (n8)) "

n=1

+ ¢cologr + Z (cncos(nf) +d,sin(nf))r—".

n=1
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Etape 3 (Conditions aux limites). On veut par ailleurs que

v(1,0) =0= a2—o + Z [(an + cn)cos (n0) + (b, + dy,) sin (n 6)]

n=1
ce qui nous conduit a
ap =0, c¢,=-a,, d,=-b,.

En revenant & v on a

v(r,0) = cologr + Z [(an cos (n ) + bysin (n6)) (r™ —r~")].

n=1

et

o0

Z (an cos (n0) + by sin (n0)) (r" ' +r "7 1)].

On a ainsi

v (2,0) +v(2,0)

1
= Cp <2 +10g2)

+ Z (n2" '+ n27" "t 4+ 2" — 27" (ay, cos (n6) + by, sin (n0)).

Comme on veut que v, (2,60) + v (2,0) = (3 + log2) +2cosf — sin 6, on obtient

8 4
Co , a1l 11° 1 11’ a n#
et ainsi la solution en coordonnées polaires est
8 4 8 cosf 4 sind
0)=1 — 0 — — rsinf — —
v (r,0) 0gr+11rcos 77 sin o +11 >
alors qu’en coordonnées Cartésiennes elle s’écrit

8 4 8 = 4
U(wyy)=log<vw2+y)+*fc—*y + =

117 117 11 a2+42 11 22442

Exercice|18.12| Etape 1 (Coordonnées polaires). On pose x = r cosf, y = rsin
et v(r,0) = u(rcosf,rsinf). Le probleme se transforme ainsi en

0%v 1 0v 1 9%
ﬁ_y;@-yr—zw_o re (0,1), 8 € (0,7)

v(r,0)=v(r,m)=0 r e (0,1)
U(1,9)=Sin29=%—%008(29) 6 e (0,m).
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Etape 2 (Séparations des variables). On considére tout d’abord le systeme

v 1 0v 1 0%v
_— _— —_— = 1
3r2+7“8r+7“2892 0 re(0,1), 8€(0,n)

v(r,0)=v(r,m)=0 re(0,1).

et on cherche une solution de ce probleme de la forme v (r,0) = f(r)g(0).
L’équation devient ainsi

1 1
f”g+;f’g+72fg”=0

ce qui nous conduit a

On obtient donc

et
) 4 () = A f () =0,

Les solutions non triviales du premier systeme sont données par A = n? et
gn (0) = aysin (n ).
Les solutions de la deuxieme équation sont, pour n > 0
fn (r)=Bpr™.

(Attention il y a aussi des solutions r~" mais, comme (0,0) € Q, ces solutions
sont singulieres et par conséquent nous les ignorerons). La solution générale est
donc (en dénotant a,, = ay,0,)

v(r,0) = Z an " sin (n6).
n=1

FEtape 8 (Conditions aux limites). On va déterminer les coefficients de Fourier
de la fonction ¢ () = (1 — cos (26)) /2. Commengons par le cas n = 2

2 (M1 1 .
QQZ;/O |:22COS(29):| sin (26)df = 0.
De méme, si n # 2, on trouve
2 (™1 1
a, = ;/0 [2 — 2cos(29)} sin (n 0) df

2 |:COS (nb) 4 cos (n+2)8) cos((n—2)0)]"

71 2n 1nt2) | dn-2) |,
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et donc

anzi 2(1=cos(nm)) cos(nm)—1 cos(nm)—1

27 n n+2 n—2
4 cos(nm)—1

m n(n?—4)

Par conséquent, si n est pair, on a que a,, = 0, alors que si n est impair on

obtient
8

an:77rn(n2—4)'

La solution, en coordonnées polaires, s’écrit donc

8 <~ r"sin(nb
v(r,@):f; Zl 71(712(_4))

nimpair

Exercice [18.13| Etape 1 (Transformée de Fourier). On dénote par v (a,y) la
transformée de Fourier (en z) de u (z,y), i.e.

1 e —tax
U(a’y):S(U)(a’y):E/,m u(z,y)e dx.

(Par abus de notation on a dénoté cette transformation en z, § (v)). On trouve

(cf. formulaire)
v(,0) = 5() (@) = f(a) = Sz .

S

Observer que
62
5 (58 ) (@) = (005 (0) (@) = ~a%u(a)
0%u 0%
3 <5y2> (,y) = 87y2 (v, y).

En revenant au probléme donné, on applique la transformée de Fourier (en x)
aux deux membres de I’équation et on se ramene a

0% 9
aTﬂ(a,y)—av(a,y)zo 046R7?J>0
v (a,0) = f (a) aeR
v(a,y) =0 a€R, y— +oo.

En considérant o comme un parametre et en utilisant la suggestion, on trouve

v(ay) = f(a)elol
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et par conséquent
1 062
— oy
v(a,y) = e 4 .
@)=
Etape 2. La solution du probleme est donc obtenue en appliquant la trans-
formée de Fourier inverse, i.e.

) == [ e e
u(r,y) = — —e e o
Y 27 J—o \/5

et par conséquent

1 [t e
u(z,y) = ﬁ/ e~ Tl cos (v z) da

1
W

a2 o2

Comme la fonction a — e~ ~1*1¥ sin (o z) est impaire et o — e~ T ~1°1¥ cos (a z)
est paire, on déduit que

+1

+o0 W2
/ e~ T71Wsin (a z) dav.
— 00

2

1 [+t .
u(z,y) = ﬁ/o e~ T “Yeos(ax)da.

Exercice [18.14| Etape 1 (Application conforme). On cherche une application
conforme

f:{z€C:Rez>0} = {CeC:|¢| <1}.

On trouve facilement qu’une telle application et son inverse sont données par

z—1 1 C+1
FE =g e o=
Par conséquent, siz =z +iyet ( =a+1i0,
. r+iy—1 2?2492 -1 2y
f(x"‘zy): = 3 +1 3
rhltiy  (@+1)" 4y (1) 4y
_ . a+1+1 1—a?—-p2 . 2
[ Ha+if) = - ’ 2

= — = +1 .
l—a—iB  (a—12+p2 (a—172+p2
Les conditions aux limites deviennent donc (se rappeler que a? + 32 = 1)

1—a?—p2 20
(a—1)2+82 (a—1)+ 2

:<p<0,1_6a>:<1+(1f2a)2>—2

__ -t -t 1, e
C(a-apep)’ QrelEp-20) A '

V(B)=¢(f ' (a,8) =¢ <
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On doit donc trouver une solution de

Av=0 sia?+5%2<1
1
v(a,B) = Z(lfoz)2 sia?+p5%2=1.
Etape 2 (Coordonnées polaires). On pose o = rcosf, 5 = rsinf et w (r,0) =
v (rcosf,rsinf). La condition aux limites devient alors

1 1 1 1
w(1,0) = 1(1—0050)2 = Z—i—zcoszH—icosﬁ
3 1 1
= §+§COS(29)—§COSG

et donc le probléme a résoudre est
P 1ow 1P
or2 r or 1?2 062

1 1
w(1,0)22—5c0s9+§c0s(20) 0 € (0,2m).

On trouve alors (cf. exemple [18.6)) que la solution générale est

=0 re (0,1), 6 € (0,2nm)

ao

5 + Z (@ cos (n0) + by sin (n6)) r".

n=1

w(r,0) =

1
La condition aux limites w (1,0) = cos @ + — cos (26) nous permet alors

| w
N |

de déterminer les coefficients

ap 3 1 1
5 g ay 5 as 3’ ap=0Y¥n>3 e b,=0Vn

La solution en coordonnées polaires est donc

2 20 2 20_ 2.29
w(Taa)Zg—gcosa-k%()zg_gcosg_kr cos 8r sin

et par conséquent celle en coordonnées Cartésiennes est

’l)(a,ﬂ):g*%‘F%(a?*ﬂ?).

Etape 8 (Solution du probléme donné). En revenant au probléme initial on
a que sa solution est donnée par la relation u = v o f, c’est a dire

x2—|—y2—1 2y
u(x,y):v 2 5 2 2

(z+1D)"+y? (x+1)" 4y
La24y?—1 1 (242 -1)" —4y?
2 2
PR S (1) +y2)

_3_
8



320 Applications : EDP

Exercice Etape 1 (Application conforme). Soit f une application qui
envoie () sur le disque unité D. Puisque la frontiere de (2 est une droite et celle
de D un cercle, f est ainsi une transformation de Moebius. 11 suffit donc de se
donner trois points de 90 et leurs images sur 9D pour caractériser une telle

transformation (& une inversion pres). On se donne, par exemple, f (0) = —1,
f(1)=—iet f(—1) =1i. On trouve que l'application est alors donnée par
. zZ—1
fe)=C=a+ip= P
et
_ ) 1+¢
T _
T (Q=z=x+1iy Zl—{'
Ceci nous conduit a
_ 22+ -1 _ —2x
22+ (y+1)° 2+ (y+1)°
- -25 1-a?-p?
(a—1)°+p2 (a—1)°+p2
La condition aux limites
(2,1) 8 22
r,Y)=—-3
v (1+22)°

devient ainsi (se rappeler que sur le bord de D on a o + 2 = 1)

—28 1—a?—-p2
(a—1P2+p2" (a—1)>%+ 32

V(B)=¢(f ' (a,8) =¢ <

8672
o) e
a—1 . 82 ]
(@ —1)°
et donc
TN L Gl 97

[(a=1)" + 2]

On est donc amené a résoudre

Av =0 sia?+p5%2<1
v(a,B)=2p3% sia?+p2=1.
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Etape 2 (Coordonnées polaires). On pose a = rcos@, B =rsinf et w (r,0) =

v (rcosf,rsinf) et on obtient

w1 dw 1 9w
Szt t 5 g =0 r€(0,1), 0 € (0,2m)

w(1,0) =2sin’0 =1 —cos (260) 6 € (0,27).

Par séparation de variables on a (cf. exemple [18.6) que la solution générale est

ag
_? z:: ap, cos (nf) + by, sin (nd))r"

Comme w (1,0) =1 —cos(26), on en déduit que tous les coefficients sont nuls
exceptés ag = 2 et as = —1. La solution en coordonnées polaires est donc
w(r,0) =1—1r%cos (20) =1 —r? cos? @ + r’sin? 0
et celle en coordonnées Cartésiennes est ainsi
v, B) =1—a?+ B2

Etape 3 (Solution du probléme donné). Comme la solution du probleme est
donnée par u (x,y) = v(f (x,y)), on déduit

2 2
PR B s 2w
() =1 ( (y+1)2> +<x2+(y+1)2>

) .

z? (y +
(2 + w+1?)

Exercice [18.16| Etape 1 (Application conforme). On trouve facilement que
I’application
2

f(z)=

En effet comme Q@ ={z € C: |z — (24 2i)| > 2} on a immédiatement que

2
\C|=|J“(Z)|=m<1
On a donc
f(x,y):C:a—Hﬂ:aniy—Qf% T @2 +i(y-2)
2(z —2) . 2(y—2)

2 7 T1 2 2
(-2 +(y—2) (-2 +(y—2)
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et
ffl(a,ﬁ):z:x+iy:2+2i+§
Lo+ (0?2 +67) (a2 +B) -5
=2 R + 21 PEE T

La condition aux limites ¢ (z,y) = 22 + 2y? s’écrit alors (se rappeler que sur
ODonaa’+f%2=1)

2 2
Sﬁ(fl(a7ﬁ))—<ﬂ<oﬂ_~_0452+2,2a2_i_%>
—p(2a+22-28)=(2+2a)+2(2-2p5)
=4[1+2a+a+2-48+2p%] =4[4+2a—-45+5%].

¥ (e, B)

On doit donc résoudre
Av=0 sia?+p%<1
v ( B)—4[4+2a—45+52] sia?+p3%2=1.

Etape 2 (Coordonnées polaires). On pose a = rcos@, f = rsinf et w (r,0) =
v (rcosf,rsinf). La condition aux limites s’écrit

w(1,0) =4 (4+2cosf — 4sinf + sin® 0)

1 1
=4 (4+20089—4sin9—|— 3~ 2008(29))

=18 +8cosf — 2cos (26) — 16sin 6.
et le systeme devient donc

w1 dw 1 9%w
- i 1), 6 2
87‘2+r 6r+r2 002 0 r€(0,1), 0 €(0,2m)

w(1,0) =18 +8cosf —2cos(26) — 16sind 0 € (0,27).

Par séparation de variables on a (cf. exemple [18.6)) que la solution générale est
donnée par

0 oo
_? Z ap, cos (n@) + b, sin (nd))r"™

En utilisant la condition aux limites, w (1,6), on en déduit que tous les coeffi-
cients sont nul mis & part

ag
2

La solution en coordonnées polaires est ainsi

=18, a1 =8, as=-2, b =—16.

w(r,0) =18 + 8rcosf — 167sind — 272 cos (26)
=18+ 8rcosf —167rsinf — 272 cos 0 + 2r%sin? 0
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et donc elle s’écrit en coordonnées Cartésiennes
v(e, ) =184+8a — 165 +26% — 202

Etape 3 (Solution du probléme donné). Comme la solution est donnée par
u(z,y) =v(f(z,y)), on a que

) — 16 (z — 2) 32(y —2)
) -2 TPt 2P
N 8(y—2)° B 8 (z —2)° Ny

(-2 +w-2?) (@-2°+w-2?)

Exercice En dérivant deux fois par rapport a ¢t on trouve

St~ et + g [t en) g (et
2'LL C2 c
= S e+ 1 e + 51 (e et) — g (o).

En faisant un calcul similaire on obtient

P Lty + f @ — et + S [ @+ ct) — g/ (o = ct)
oz 2 2¢ ’
i.e.
Pu_ o
a2~ ¢ 9z

On voit de plus que
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Coordonnées cylindriques
définition, (120

Coordonnées polaires
définition, [120

Coordonnées sphériques
définition, [T21]
Courbe fermée
définition,
Courbe réguliere
définition,
Courbe réguliere par morceaux
définition,
Courbe simple
définition,
Cube,
Cylindre, [86] [I14]

Demi-sphere,
Divergence
définition,
Domaine, [24]
définition, [T04]
Domaine régulier, [67]
définition,
Domaine régulier du plan
définition, [39]

Ensemble fermé

définition, [103]
Ensemble ouvert

définition, [T03]
Equation d’Airy, 272]
Equation de la chaleur,
Equation de Laplace,
Equation des ondes,
Equations de Cauchy-Riemann,

29, [144]

Facteur intégrant,
Flux,
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définition,
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définition, [3]
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(30} [139, [143} [T44} [153) [155}
[I59} [I75, [176} [95} [196} 199}
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définition, 213
Formule de changement de variables,
1 20)
Formule de la moyenne, [144]
Formule intégrale de Cauchy, [139} [141]
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Gradient
définition,

Identité de Green dans l'espace, [67]
Identité de Green dans le plan,
Identité de Parseval,
Identité de Plancherel, 230]
Impulsion de Dirac, [252
Inégalité de Bessel, [222]
Intérieur d’un ensemble

définition, [L03

Jacobien
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Laplacien
définition,

Logarithme
définition,

Méthode de d’Alembert,
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définition, [103]
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Index

Partie réguliere de la série de Laurent,
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Partie singuliere de la série de Laurent
définition, [154

Point régulier,
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Péle d’ordre m,
définition, [T54]

Pole d’ordre m, 250]

Potentiel, 24-26] [28] 29
définition, 23]

Probleme de Sturm-Liouville, 265

Produit de convolution, 248] 270]
définition, [2306]

Rayon de convergence,
définition,

Regle de 'Hopital, [I59]

Réidn,
définition,

Rotationnel
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Série de Fourier, R2T5H221] 268 [269] 271}
272 285

définition, [214

Série de Fourier complexe
définition, 215]

Série de Fourier partielle
définition, 214]

Série de Laurent, [I55HI57} 159
définition, [T54]

Série de Taylor,

Série géométrique,

Simplement connexe,

(139 [L43 [153} [175] [196} 297

définition, [104]

Singularité éliminable, [I57]

Singularité essentielle isolée,
définition,

Singularité non isolée,

Sphere,

Surface orientable,

Paramétrisation par la longueur de I’arc, Surface réguliere,
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définition, [109
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Surface réguliere orientable,
définition, (110
Surface réguliére par morceaux,
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définition, [T10]

Théoréme de Cauchy,
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Théoreme de Dirichlet, 214] 220]
Théoréme de Green,
Théoreme de Jordan, [I0§|
Théoréme de la divergence,
Théoreme de la divergence dans le plan,
m
Théoréme de Liouville,
Théoréme de Riemann,
Théoréme de Stokes,
Théoreme des résidus,
(18T} [182 250} 252
Tore, (7} [I15]
Transformée de Fourier,
(270} [288} [289} 299} B03]
définition, [235|
formule d’inversion, 237]
Transformée de Laplace, 247 249} [252]
(263} 264
définition,
formule d’inversion, [249
Transformation de Joukowski,
Transformation de Moebius, [195] [196]
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