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Avant-propos

Ce livre est le deuxieéme d’une série d’ouvrages consacrés a 1’analyse des structures et milieux
continus. Nous renvoyons le lecteur a I’avant-propos du premier ouvrage (vol. 1, Statique appliquée),
qui conserve I’essentiel de sa valeur pour ce livre.

Quelques nouveaux collaborateurs ont toutefois contribué a la qualité du présent texte : MM.
E. Davalle, B. Rebora et M.-A. Studer ont relevé plusieurs imperfections et construit la plupart des
exercices, tandis que Mme E. Guidetti a dactylographié de nombreux passages avec beaucoup de
soin.

L expression mécanique des structures remplace désormais mécanique des matériaux ; cette der-
niére locution est réservée plus particulierement a la science dévolue a I’étude et a la caractérisation
des propriétés physiques et mécaniques des matériaux (parfois appelée rhéologie et enseignée, a
I’Ecole polytechnique fédérale de Lausanne, par le Département des matériaux).

Enfin, suite au remaniement du plan d’études de la section de Génie Civil (1991), I'’enseignement
de la quatridme année, dans la filiere Conception et analyse des constructions, se présente comme
suit : Analyse dynamique des ouvrages I et I reprend le cours de Dynamique classique (7° semestre)
et y introduit un nouveau volet, consacré aux méthodes numériques (8% semestre) et enseigné par
M. Th. Zimmermann, chargé de cours; Mécanique des structures et modélisation numérique 1
et II (7° et 8¢ semestres) traite des structures tridimensionnelles a parois minces (coques), du calcul
non linéaire (grands déplacements et instabilité€), des techniques de modélisation et des méthodes
numériques associées (€léments finis) ; les branches a caractere pratique (Informatique appliquée aux
projets I et 11, 6° et 7° semestres, et Laboratoires, 8% semestre), indispensables, ont été maintenues.

Ce livre, comme le précédent, est le reflet des cours dispensés aux étudiants de la section de
Génie Civil de ’EPFL, durant les 1%*, 2¢ et 3° semestres du premier cycle ; I’exiguité de I’horaire a
poussé I’auteur a rationaliser la matieére pour ne présenter que les connaissances a la fois primordiales
et réellement utiles. Un tel exercice a certainement des aspects positifs ; on peut aussi estimer que
certaines notions font défaut; nous pensons néanmoins que cet ouvrage donne I’essentiel des bases
nécessaires au métier d’ingénieur.

Pour terminer, nous remercions 2 nouveau les Presses polytechniques et universitaires romandes
(PPUR), qui ont apporté un soutien décisif a la réalisation de ce volume et mis 2 notre disposition les
talents de Mme M.-H. Gellis pour la composition et la mise en page, et ceux de M. J.-F. Casteu pour
I’exécution des dessins et graphiques.

Francois Frey



Avant-propos de la deuxieme édition

L’objectif de cette seconde édition ne saurait différer de celui de la premiere : donner aI’étudiant les
bases de la mécanique des structures, si polyvalentes et utiles a I’ingénieur concepteur et constructeur.

Les multiples petites erreurs qui jalonnent inévitablement une premiere édition, ont été corrigées
pour I’essentiel. L’étude des poutres faites de deux ou plusieurs matériaux a été remaniée ; la notion de
forme géométrique d’une section droite équivalente, rapportée a un matériau de référence, délicate et
ambigué pour I’étudiant, est abandonnée au profit d’une analyse qui, s’appuyant sur les connaissances
de base, gagne en efficience et simplicité.

L’auteur remercie ’ensemble des personnes qui ont contribué a la qualité de cette deuxieme
édition : les étudiantes et étudiants, mes collegues, mes collaborateurs et I’équipe des Presses poly-
techniques et universitaires romandes.

Frangois Frey



Introduction

Objet de la mécanique des structures

La mécanique des structures a pour but de rechercher les meilleures formes et dimensions a2 donner
aux éléments d’une construction, pour lui permettre de résister aux actions qui la sollicitent, ainsi que
pour obtenir ce résultat d’une maniére aussi économique que possible.

Le comportement d’un élément de construction ne dépend pas seulement des lois fondamentales
de la statique, tel I’équilibre des forces, mais aussi des propriétés physiques caractérisant les matériaux
avec lesquels il est construit. Ces propriétés traduisent la fagon dont la matiere résiste et se déforme
face a diverses sollicitations (traction, flexion...), appliquées dans diverses conditions (vite, lentement,
a froid, a chaud...). La détermination expérimentale et la connaissance détaillée de ces propriétés
relevent de la mécanique des matériaux et sont I’un des composants essentiels de la mécanique des
structures ; dans cet ouvrage, on se contente essentiellement d’ utiliser, sous forme de lois, les résultats
provenant de I’expérimentation des matériaux en laboratoire.

Ainsi, la mécanique des structures apparait comme une science ol I’expérience du laboratoire
cotoie le postulat de 1a mécanique. En fait, cette science est une théorie technique des corps défor-
mables qui s’applique aux structures surtout, par opposition 2 la théorie mathématique de la méca-
nique des solides et, plus généralement, des milieux continus. Au lieu du raisonnement mathématique
rigoureux complexe, la mécanique des structures admet des hypotheses simplificatrices, raisonnables,
plausibles, vérifiées par I’expérience ou issues de la théorie exacte, grace auxquelles on peut résoudre
efficacement, avec un degré d’approximation suffisant, quantité de problémes d’un grand intérét
pratique.

La mécanique des structures est par excellence une science d’ingénieur : son caractére approché
fait appel intensivement au jugement de I’ingénieur, pour lui permettre de mener la résolution des
problemes jusqu’a un résultat numérique d’une valeur pratique satisfaisante. Cette théorie technique
possede donc inévitablement des démarches propres et peut paraitre un rien déconcertante pour
I’étudiant ... au début! Aussi s’efforce-t-on de la présenter de la maniere la plus unifiée possible.

La mécanique des structures est d’un intérét étonnant pour presque toutes les branches de la pro-
fession d’ingénieur: civil (ponts, batiments, fondations...), mécanicien (machines, moteurs, tuyau-
teries...), aéronauticien (fusées, avions...), chimiste (réservoirs, chaudiéres...), des constructions
navales (navires, sous-marins...), architecte (édifices...), métallurgiste (étude des métaux, lami-
nage...), électricien (cdbles...), hydraulicien (ouvrages hydrauliques...), physicien (mécanique du
solide, cristaux...), géologue (roches, sols...), des mines (galeries, souténements...), etc.

La mécanique des structures présentée dans ce livre, plus orienté vers I’ingénieur civil, forme
également la base de la théorie des structures formées de barres et poutres (dont la partie isostatique
est supposée connue), de plaques et de coques. Elle permet finalement de déterminer la résistance
des éléments de construction, par I’étude des forces internes agissant dans la matiere, de tester leur
rigidité par I’étude des déformations produites dans la matiere et des déplacements qui en résultent,
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et de lutter contre leur instabilité par I'étude des conditions d’équilibre liées aux caractéristiques de
la matiere (et non a I’équilibre global d’un systéme de forces).

Souvent la mécanique des structures s’appuie sur les résultats de la mécanique des solides. Vu la
complémentarité de ces deux disciplines, dont la frontiere est d’ailleurs parfois difficile a tracer, elles
sont enseignées parallélement 2 la section de Génie Civil de I’EPFL.

De la statique appliquée a la mécanique des structures

Des notions acquises en statique appliquée, la mécanique des structures utilise constamment

o 1"équilibre et la réduction (vol. 1, chap. 3)(1) ;
e la coupe (vol. 1, chap. 4).

Mais il est bien clair que toutes les notions de statique sont utilisées par la mécanique des struc-
tures ; en effet, cette dernieére constitue la deuxieéme étape du dimensionnement des structures et ne
saurait donc se passer de la premiére.

Les problémes de mécanique des structures se présentent sous deux aspects différents :

o connaissant les forces extérieures, les dimensions, et le(s) matériau(x) d’un élément structural, on
peut rechercher quels sont les forces internes, les déplacements ... qui en résultent, et contréler
que ces grandeurs sont inférieures A une limite fixée d’avance ; c’est un probléme de vérification,
aisément accessible ;

e connaissant les forces extérieures, on peut rechercher quelles sont les dimensions a donner a
la structure, afin que les forces internes, les déplacements ... ne dépassent pas une limite fixée
d’avance, et ce pour divers matériaux disponibles; c’est un probléme de dimensionnement,
nettement plus délicat a résoudre que le précédent, ol le sens pratique et ’expérience de
I’ingénieur sont une aide efficace.

Dans le cadre de cet ouvrage, ces problémes se posent surtout pour les éléments structuraux du
type barre, poutre et cable, et assemblage de ces derniers. Une fois les notions bien ancrées dans
ce domaine, les extensions aux structures plus complexes (plaques, parois, coques...) s’en trouvent
facilitées.

La mécanique des structures nécessite, plus encore que la statique appliquée, la compréhension
concrete du phénomene et la visualisation du probleme traité, et ce d’une fagon aussi limpide que
possible. Les croquis complets et soignés permettent seuls de résoudre efficacement les probleémes,
eux-mémes choisis de maniére a bien faire saisir la théorie.

Dans cette science également, le calcul par ordinateur vient au secours de I’ingénieur en le
libérant des calculs numériques fastidieux. Il ne faut pas oublier toutefois que les décisions finales
appartiennent a I’ingénieur, et non a la machine; cette derniére n’est encore pour I’instant qu’un
appareil électro-mécanique passif, en ce sens qu’il n’exécute jamais que les ordres donnés par
I’ingénieur. Un programme de calcul ne peut donc rivaliser avec I’esprit d’initiative, de créativité et
de jugement sain de I’ingénieur.

(1) Vol. 1 renvoie au volume 1 du Traité de Génie Civil (Analyse des structures et milieux continus : Statique
appliquée).
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Comportement élastique

Montage du viaduc de Goldswil, Interlaken, Suisse, 1983

Ce pont est une piéce composée acier-béton (voir la coupe ci-
dessous) formant une poutre continue a dix travées. La partie en
acier seule, de section trapézoidale d’une hauteur de 2,30 m, a été
mise en place par lancement. La photographie montre le franchisse-
ment de I’Aar, ou les piles sont distantes de 81 m.

Cette vue impressionnante fait ressentir, de maniére naturelle et ex-
plicite, ce qu’est le comportement élastique d’une structure. Elle
montre du méme coup l’importance que prennent les déplacements,
tant dans leur amplitude que dans leur évaluation.

(Source : M. Hartenbach, dipl. Ing. ETH, Hartenbach & Wenger AG,
Ingenieurbiiro, Bern.)

L 11000 mm




PREMIERE PARTIE 3

Connaissances de base et analyse élastique

Les ingénieurs exigent beaucoup de la mécanique des structures ; cette science doit donc étendre
son champ d’action aux aspects non linéaires provoqués par le matériau (plasticité) et la cinématique
(second ordre).

Tres souvent toutefois, les circonstances sont telles que les structures ont un comportement
essentiellement linéaire ou, comme on dit couramment, élastique. L’ analyse de ce comportement est
ordinairement plus simple que I’étude des comportements non linéaires.

Cette Premiere partie présente I’analyse élastique de la mécanique des structures. Les connais-
sances de base sont en fait utiles aux comportements tant linéaires que non linéaires, car elles
permettent de trouver la frontiere les séparant; elles sont présentées aux chapitres 1, 2, 3, 7, 11
(partim) et 12 (partim). L’analyse élastique des efforts intérieurs et des déplacements est donnée dans
le reste des treize premiers chapitres.

La Deuxieme partie présente les notions classiques du calcul plastique des structures, dans les-
quelles on introduit une loi de comportement non linéaire pour le matériau (chap. 14 2 19). La
Troisieme partie aborde les problémes d’instabilité par flambement des poutres, liés a I’introduction
d’une cinématique non linéaire (chap. 20 a 22).

Cette division en trois parties a un caractere subjectif. S’il est vrai qu’une poutre comprimée périt
toujours en flambement par flexion composée élasto-plastique, il semble préférable, pour dominer ce
probleme, d’étudier d’abord la flexion pure en régime linéaire : une méthode déductive bien ordonnée
nous parait mieux convenir aux étudiants qui découvrent en la mécanique des structures, pratiquement,
une des premieres sciences de base du métier d’ingénieur.

Remarque

Cette Premiére partie comporte elle-méme deux divisions : on étudie d’abord les problémes liés
aux contraintes normales, puis ensuite ceux faisant intervenir les contraintes tangentielles. La frontiere
se situe dans le chapitre 7. A I’Ecole polytechnique fédérale de Lausanne, la mécanique des solides
(vol. 3) est enseignée avant que ne soit franchie cette frontidre.






1. Contrainte et
principe d’équivalence

1.1 Notion de contrainte

Un objectif de la mécanique des structures est 1’étude détaillée des forces internes mises en
évidence par la notion de coupe (vol. 1, sect. 4.3): il s’agit de saisir de maniere plus réaliste 1’action
de ces forces sur ’ensemble de la matiére coupée et trouver leur lien avec les résultantes internes.
Dans ce but, il faut d’abord caractériser la nature de ces forces (objet de ce chapitre), puis en définir
le diagramme, c’est-a-dire la répartition ou distribution sur une coupe, et enfin en calculer la valeur
(intensité et signe) en chaque point de cette coupe.

Envisageons donc une portion d’un solide limitée par une coupe plane S (fig. 1.1). Soit dA une
surface élémentaire de la coupe, appelée facette. On caractérise le flux des forces internes dans la
matiére a 1’aide du concept suivant :

Postulat : sur toute facette dA d’une coupe nait une force de surface f appelée vecteur contrainte
(Cauchy 1822).

Ce vecteur est généralement oblique par rapport a la facette sur laquelle il agit; il a donc une
composante normale a la facette, d’intensité o, qu’on appelle contrainte normale, et une composante
située dans le plan méme de la facette, d’intensité 7, appelée contrainte tangentielle (fig. 1.1).

facette dA

Fig. 1.1 Concept de contrainte.
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Les contraintes normales et tangentielles sont des forces par unité d’aire (en [N/m?] par exemple, -
comme la pression). Elles varient en général d’un point a I’autre du solide, et, en un point déterminé,
elles varient également avec I’orientation de la facette sur laquelle elles agissent. Elles caractérisent
par leur ensemble I’ érat de contrainte du solide. Sur une coupe, ’ensemble des vecteurs contrainte
est 2 I’image d’une force répartie de surface.

1.2 Hypothéses et remarques

Le concept de contrainte est une notion délicate a introduire.

On admet d’abord que les actions internes entre particules, transmises a travers la facette dA, sont
statiquement équivalentes a la force f dA, alors que d’un point de vue atomique, cette transmission
est beaucoup plus complexe. En réalité, au niveau infiniment petit, la matiére est discontinue. Ici,
on fait une premiére hypothése : la matiére est uniformément et continiiment répartie dans le solide ;
une surface dA, aussi petite que I’on veut, contient toujours de la matiere et le vecteur contrainte f
donne alors une vue moyenne des forces internes transmises. Cette hypothése s’est toujours avérée
acceptable jusqu’a présent vis-a-vis de 1’observation expérimentale.

Quand on fait cette hypothese, on dit que I’on regarde la matieére d’un point de vue macroscopique :
on observe et étudie les propriétés physiques a une échelle adaptée aux besoins de 1’ingénieur (le cm
par exemple), et non a I’échelle microscopique ou atomique.

Ensuite, puisque f dA est’un des éléments de réduction des forces internes, on omet de considérer
I’autre,le moment ™0 d A transmis par dA (od @ = vecteur contrainte-moment, grandeur s’exprimant
en [N-m/m?] par exemple). La validité de cette seconde hypothése ne peut étre testée, comme la
premiere, que par la comparaison de ses conséquences avec I’observation expérimentale. Jusqu’a
présent, cette derniére n’a jamais montré la nécessité d’introduire une telle grandeur.

Enfin, la contrainte n’a aucune existence réelle ; c’est un concept qui s’aveére pratique et puissant
pour I’analyse et le dimensionnement ; on ne peut donc jamais, par exemple, mesurer une contrainte
en laboratoire.

Désormais, on abandonne les forces internes au profit des contraintes. Toutefois, la contrainte
n’est pas une force concentrée, en ce sens que, pour exprimer une réduction ou un équilibre, il faut
toujours, au préalable, la multiplier par une aire, par exemple I’aire élémentaire sur laquelle elle agit,
ce qui, en composantes, peut s’écrire

dN =odA dV =1dA

1.3 Application aux poutres et principe d’équivalence

Considérons la face positive ST d’une coupe réalisée perpendiculairement a 1’axe d’une poutre
(fig. 1.2). Dans cette face, on définit un systéme d’axes locaux (z, y, z) formant un triedre droit, avec
z selon la normale extérieure passant par le centre géométrique O de la figure définie par la section
droite. Souvent, on choisit les axes y et 2z selon les axes principaux d’inertie de cette figure.
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Fig. 1.2 Contraintes sur la section droite d’une poutre.

Sur la face positive ST, on définit et on note les composantes des contraintes par (fig. 1.2)
Oz Try Tz
a savoir:

e o est la contrainte normale, 7 la contrainte tangentielle ; cette derniére, a priori oblique par
rapport aux axes y et z, est décomposée en deux composantes paralleles a ces axes;

« le premier indice indique la face sur laquelle ces contraintes agissent, cette face étant repérée par
I’axe qui lui est normal, soit z ici ; le second indice précise & quel axe la contrainte est parallele
(on peut se passer de cet indice pour la contrainte normale) ;

« les contraintes sont positives si elles agissent dans le méme sens que les axes de la face
(convention habituelle) ; pour une face négative, on applique le principe de I’action et de la
réaction.

Lorsqu’aucune confusion n’est a craindre, on allege I’écriture en omettant tout ou partie des
indices, ce qui se produit souvent en mécanique des structures. Ici par exemple, on peut supprimer
I'indice z (la notation o, Ty, 7, convient).

Cela étant, on sait qu’il existe, sur la face ST,

o les efforts intérieurs N, V,, V,, T, My et M, concentrésen O ;
e certains diagrammes de contraintes oz, Tzy €t 7z, réparties sur St.

Or ces deux systemes de grandeurs statiques expriment la méme chose, a savoir la transmission des
forces 2 travers ST ; ils sont statiquement équivalents, le premier étant la réduction du second (vol. 1,
sect. 4.4).

Si A désigne I’aire de la section droite de la poutre, cette réduction se traduit par les égalités
suivantes, connues sous la dénomination de principe d’équivalence, bien qu’on n’introduise ici
aucun principe :

N=/Aa,dA (1.1)
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Vyz/Aq—mydA (1.2)
v, = / Tos dA (1.3)

A
T=—/ Txysz-’r/ Tz2y dA (1.4)

A A

My=/ ogz2dA (1.5)

A
M, = —/AaxydA (1.6)

La statique permet d’écrire ces

égalités globales, qui lient les efforts intérieurs aux contraintes

(ou, mieux, au syste¢me de forces internes o dA, 7.y dA et 7, dA), mais rien de plus. En particulier,

elle ne fournit de renseignement ni
dans la section droite d’une poutre.

1.4 Lexique

Mécanique des structures
Mécanique des solides
Probleme de vérification
Probléme de dimensionnement
Facette

Vecteur contrainte (f)

Contraintes, normales (o) et tangen-
tielles (7)

Diagramme des contraintes

Macroscopique

Principe d’équivalence

sur le diagramme réel ni sur la valeur locale de ces contraintes

Théorie technique du calcul des éléments structuraux.
Théorie mathématique du calcul des solides.
Contrdle des dimensions.

Recherche des dimensions.

Elément de surface sur une coupe (dA).

Force interne sur une facette, par unité de surface; sur une coupe, force de
surface traduisant la cohésion de la matiere.

Composantes de f, normales et tangentielles a la facette.

Loi de répartition des contraintes sur la face d’une coupe ou dans la section
droite d’une poutre.

De dimension finie ; au niveau macroscopique, la matiere peut étre admise
continiment et uniformément répartie.

Expression de I’équivalence statique entre deux syste¢mes de forces agissant
dans une méme coupe :

o les contraintes ;

o les efforts intérieurs.

Exemple: N = [, o dA.

Les efforts intérieurs sont les éléments de réduction ou résultantes des
contraintes.



2. De P’essai de traction a
quelques principes fondamentaux

2.1 Loi de Hooke

Si I’on mesure (fig. 2.1a et 2.1b) le déplacement u d’un point quelconque A d’une structure,
produit par une force F' croissant graduellement, I’expérience montre que ce déplacement commence
par varier proportionnellement a la force, puis qu’il croit plus rapidement (fig. 2.1c) ou plus lentement.
Par conséquent, si I’'on ne dépasse pas une certaine limite, dite limite de proportionnalité (Fy), cette
propriété s’exprime ainsi :

Loi de Hooke : le déplacement est proportionnel a la force agissante.

Elle peut s’écrire, avec F' < Fp,

F =ku (2.1a)
ou (avec ¢ = 1/k)
u=cF (2.1b)
1F
A
s — —
e ———— I
. :

(b) (c)

Fig. 2.1 Loide Hooke.
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Cette loi linéaire (fig. 2.1c) a été énoncée par le savant anglais R. Hooke en 1678 dans les termes
ut tensio sic vis et, en 1675 déja, sous la forme de I’anagramme ceiiinosssttuu. Hooke étudiait la
réponse de divers ressorts soumis 2 une force croissante ; il désirait établir une théorie des ressorts, et
la figure 2.2 montre quelques-unes de ses expériences.

Tenbyaye

Figl 3

o
P
r'a
re
&
te
v
w,

Fig. 2.2 Expériences de Robert Hooke (De Potentia Restitutiva, 1678).

Hooke a également constaté que, en retirant la force F', les corps déformés reprenaient exactement
leur forme initiale, donc que le phénomene observé était parfaitement réversible, pour autant qu’on
ne dépasse pas, a nouveau, une certaine limite, dite limite d’élasticité (F), par ailleurs voisine de F}.

La premiere propriété est la linéarité et la seconde s’ appelle élasticité ; on dit que les solides qui en
jouissent ont un comportement linéaire dans le premier cas et élastique dans le second. Bien que les
limites F}, et F soient a priori distinctes, Hooke a limité sa loi 2 la partie élastique linéaire commune.

P p p q
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Ces observations expérimentales datent de 1675 et constituent encore aujourd’hui une base fon-
damentale de la mécanique des structures. Il est clair que les caractéristiques k, F, et F dépendent
et de la géométrie et du matériau de la piéce testée.

Hooke n’a, malheureusement, pas fait la distinction entre ces deux aspects du probléme.

Or seul le matériau importe ; en effet, pour une géométrie fixée (par exemple des ressorts a
boudins tous identiques), k, Fy, et F, caractérisent un matériau. C’est sous cet aspect que 1’on
interprete aujourd’hui la loi de Hooke, qui serait ainsi valable pour tout matériau. L’ expérience
montre effectivement que pour les matériaux de construction usuels (acier, aluminium, titane, laiton,
cuivre... bois, caoutchouc, pierre... résines armées, verre... et, dans une moindre mesure, matiéres
plastiques, bétons...) et en deca d’une certaine limite, on observe une réponse linéaire et élastique.

2.2 Loi constitutive et propriétés mécaniques

Pour la premiere fois apparait une loi qui exprime une liaison de dépendance entre une grandeur
statique et une grandeur cinématique ; c’est le but premier d’une telle loi, dite loi constitutive(!) ou
loi de comportement.

Plus généralement, une loi constitutive lie les diverses grandeurs observées: statiques et ci-
nématiques d’abord, thermiques, temporelles ou autres ensuite ; elle traduit mathématiquement le
comportement physique, usuellement macroscopique, du matériau, observé en laboratoire, dans des
conditions bien déterminées. Les paramétres propres au matériau, intervenant dans une loi constitu-
tive, s’appellent les caractéristiques ou propriétés mécaniques.

Hooke n’a pas donné de forme mathématique 2 sa loi. Cette forme est établie ci-apres.

Rappelons deux propriétés classiques ; un matériau est dit

e isotrope si, en un point, les propriétés sont les mémes dans toutes les directions ; sinon il est dit
anisotrope ;
e homogéne s’il présente en tout point les mémes propriétés ; sinon il est dit hétérogene.

Ainsi, le béton est homogene et isotrope lorsqu’on a affaire a des piéces de béton dont les
dimensions sont grandes vis-2-vis de celles des agrégats, ce qui, en construction, est presque toujours
le cas; par suite ces pieces répondent de fagon isotrope et homogene aux sollicitations. Un tel cas
constitue un exemple typique d’observation macroscopique d’un matériau.

Par simplicité, dans la suite, on considere essentiellement des matériaux isotropes et homogenes.

2.3 Loi de Hooke unidimensionnelle et module d’élasticité

Considérons une fibre faite d’un matériau homogene(?), rectiligne d’axe z, d’aire constante dA
et de longueur L, soumise a I’effort normal seul, comme une barre de treillis (fig. 2.3a). Si o, est la
contrainte normale agissant sur I’aire élémentaire dA, I’effort normal est (fig. 2.3¢c)

(1) Constitutif : qui traduit la constitution physique du matériau (anglicisme).
(2) Lanotion d’isotropie tombe quand on est 2 une seule dimension (fibre).
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% airedA Q z
C D) e
L
(a) u
4N Q _| aN
'=L+u -
®)

Fig. 2.3 Allongement d’une fibre : (a) configuration initiale ; (b) configuration déformée ; (c) contrainte normale.

La fibre, de longueur L’ dans la configuration déformée (fig. 2.3b), s’étire de la quantité u appelée
allongement (et considérée positive ; comprimée, la fibre subirait un raccourcissement, grandeur
conventionnellement négative). Son allongement par unité de longueur est donné par le rapport

/
=L _u 2.3)
L L
et s’appelle dilatation, ou déformation axiale. Cette quantité est le quotient de deux longueurs, donc
un nombre sans dimension. L’indice z a la méme signification que dans la notation o et pourrait étre
omis ici sans risque de confusion. La convention de signe découle de celle relative a u : €5 est positif
en cas d’allongement.
Entre la grandeur statique o et la grandeur cinématique €, doit exister une relation linéaire du
méme type que (2.1) si I’on admet la loi de Hooke (fig. 2.4). Cette loi constitutive s’écrit

Oy = EE;L- (2'4)

et est communément appelée loi de Hooke, par extension(®). La constante de proportionnalité E
s’appelle module d’élasticité ou module de Young(%), et caractérise le comportement de la matiere
sous sollicitation de traction (ou compression) ou d’allongement (ou raccourcissement). Puisque €
est sans dimension, le module d’élasticité E a les mémes dimensions qu’une contrainte (IN/m?] par
exemple).

A0z

Oz = EE::

Fig. 2.4 Loi de Hooke liant la contrainte o a la dilatation €.

() Le concept de contrainte et la notion de dilatation étaient inconnus du temps de Hooke.

(4) Mis en évidence de maniere théorique par L. Euler (avant 1727); attribué 2 T. Young (1807), qui le détermina par
expérimentation.
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La formule (2.4) est I’expression mathématique de la loi constitutive des matériaux linéaires
élastiques ; comme on a travaill€ a une seule dimension (axe z), la loi est dite unidimensionnelle ;
elle présente, par rapport a (2.1), un avantage décisif: elle est indépendante de toute dimension
géométrique ; ainsi, E est une caractéristique intrinseque du matériau.

Comment trouver ' ? Comment caractériser la limite de validité de la loi de Hooke ? La section 2.4
répond 2a ces questions.

2.4 Essai de traction ou de compression

2.4.1 Description de I’essai

Considérons une piece soumise, dans une machine d’essai, a un effort de traction F' croissant de
maniere progressive (fig. 2.5a). Les dispositifs de fixation de la piece dans la machine sont congus
de maniere a réaliser I’application de la force de traction exactement dans I’axe de la piece, qui se
comporte donc comme une barre de treillis (pas de flexion parasite).

T r_"l [_l. .
! |
Oz
B
A
N=F /
] w
/ r L L ——————— '-" +n
l/ ——J —— “
(b) L L
Fig. 2.5 Essai de traction. Fig. 2.6 Vue schématique d’une presse
hydraulique.

En fait, la piéce d’essai, dite éprouvette, est réalisée de maniere a ce que ses extrémités s’ adaptent
aux méichoires de la machine d’essai et se raccordent progressivement 2 la partie centrale, de section
constante, d’aire A inférieure, et usinée avec le plus grand soin ; c’est cette partie de longueur ¢ qui
est observée durant I’essai (partie calibrée).

L’essai de traction (ou de compression) est le plus simple et le plus répandu des essais permettant
de caractériser un matériau. Ici on effectue 1’essai traditionnel, a vitesse lente (pour éviter tout
phénomene dynamique) et 2 température ambiante ; il est clair que le poids propre de I’éprouvette est
négligeable.

On peut semblablement réaliser un essai de compression(®). L’éprouvette est généralement plus
massive et simplement glissée entre les plateaux de la machine d’essai (fig. 2.6). Dans la suite, on
parle en termes de I’essai de traction.

(5) Ces essais sont décrits en détail dans le volume 24.
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2.4.2 La liaison cinématique - loi constitutive — statique

Isolons un fragment AB de la partie calibrée par deux coupes (fig. 2.5b); sur chacune d’elles
apparait |’effort normal N = F', appliqué au centre géométrique, et des contraintes normales o, dont
I’ensemble est équivalent a N, selon le principe d’équivalence (1.1).

Mais la statique ne donne ni le diagramme ni la valeur de ces contraintes sur I’aire A. Pour résoudre
ce probleéme, il faut

e étudier, de fagon purement géométrique, 1a maniére dont la piéce chargée se déforme, c’est-a-
dire sa cinématique ; cette étude fournit une ou plusieurs relations géométriques dites conditions

 cinématiques(®) ;

o réaliser la liaison entre la statique et la cinématique grace a la loi constitutive : elle livre
essentiellement le diagramme des contraintes ;

o utiliser le principe d’équivalence (sect. 1.3), qui permet d’exprimer la valeur (intensité et signe)
des contraintes en fonction des efforts intérieurs.

2.4.3 Cinématique

L’éprouvette est symétrique par rapport a un plan médian perpendiculaire a son axe. Considérons
la coupe S réalisée par ce plan (fig. 2.5c). Apres application des forces F, la section S divise la piece
en deux trongons géométriquement et statiquement identiques ; les deux faces de la coupe prennent
donc nécessairement la méme déformation, symétrique par rapport au plan S; mais elles doivent
aussi pouvoir se superposer exactement pour reformer une piece sans fissure. Cette double condition
géométrique n’est satisfaite que si la section droite S reste plane et perpendiculaire a l’axe de la
piéce, pendant le processus de mise en charge ou, ce qui est équivalent, en configuration déformée.

Il semble intuitivement probable que cette conclusion soit d’ailleurs valable pour toute section
droite (Sa, Sg...) de la partie calibrée c, pourvu qu’on laisse de c6té les portions voisines des
extrémités, ol I’on sent bien que la répartition des contraintes et déformations est complexe. Cette
conclusion est vérifiée par les mesures directes que 1’on peut faire sur la surface latérale de I’ éprouvette.
C’est la condition cinématique cherchée (fig. 2.7), qui s’énonce ainsi :

Loi de conservation des sections planes ou loi de Bernoulli : les sections droites initialement planes
et perpendiculaires a l’axe le restent dans la configuration déformée.

Cette hypothese a été avancée par Jacques Bernoulli en 1694. Elle est purement cinématique, ne

faisant donc pas intervenir les propriétés physiques du matériau ; par conséquent elle est valable que

le matériau obéisse ou non 2 la loi de Hooke, qu’il soit homogene ou non, isotrope ou non(?).

(6) On dit aussi conditions de compatibilité cinématique, ou géométrique, ou des déformations, ou des déplacements ;
ou encore conditions de déformation.

(™) Les propriétés mécaniques du matériau doivent cependant posséder les mémes caractéristiques de symétrie que
celles évoquées pour arriver 2 la loi de Bernoulli; ainsi, pour une éprouvette en bois, les sections restent planes
si les fibres sont paralleles (ou perpendiculaires) a I’axe de 1'éprouvette, mais ne le restent pas si les fibres sont
obliques.
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Fig. 2.7 Loi de Bernoulli et diagramme des contraintes normales.

Revenons a I’éprouvette de traction ; appelons = 1’axe de la barre et L la longueur du fragment
AB de la partie calibrée (fig. 2.5b et 2.7). En vertu de la loi ci-dessus, toutes les fibres situées entre
A et B subiront le méme allongement v :

u = cste (2.5)

Si les caractéristiques mécaniques du matériau sont constantes le long de chaque fibre (fibre homo-
gene ; I’ensemble pouvant étre hétérogéne : béton armé par exemple), la dilatation est la méme en
tous les points de I’éprouvette et est donc indépendante de la base de mesure (L) :

Uu
Ex = I = cste (2.6)

2.4.4 Contraintes

Afin de caractériser un matériau bien précis, I’éprouvette doit étre constituée de ce sewl matériau,
supposé homogeéne(®). Dans ce cas toutes les fibres d’aire dA, comprises par exemple entre les coupes
A et B, étant déformées de la méme maniere, doivent contribuer semblablement 2 la transmission de
I'effort NV a travers ces coupes ; elles sont donc toutes soumises a la méme contrainte normale o,
(fig. 2.7), c’est-a-dire que les contraintes sont uniformément réparties sur la section droite A de la
piéce(9

or = cste 2.7

Alors, avec I’équation (1.1) du principe d’équivalence, on a
N =o0;A (2.8)

d’ou la valeur (intensité et signe)

|2

Og =

(2.9)

(8) Le cas des pieces non homogenes est étudi€ au chapitre 4.

®) on suppose A = cste (sect. 2.6). Exceptionnellement, ici, on n’a pas besoin de la loi constitutive (§ 2.4.2), encore
que, puisque £z = cste, on a nécessairement oz = cste quelle que soit la forme de cette loi.
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Remarques

Le résultat (2.9) est indépendant de la nature du matériau : il est correct méme si la loi constitutive
n’est pas linéaire.

La loi de Bernoulli garantit que les contraintes tangentielles sont nulles (glissements nuls, vol. 3);
I’état de contrainte ainsi trouvé (o seul) satisfait aux six égalités du principe d’équivalence.

2.4.5 Mesure du module d’élasticité £

Si le matériau est linéaire élastique homogene, I’essai de traction permet de déterminer le module
d’élasticité E ; grice aux quantités N et A (d’ol o) et L et u (d’ol €,) directement mesurables, on a

g=2 (2.10)
€z

2.5 Diagramme de I’essai de traction ou compression

2.5.1 Introduction

Pour représenter les propriétés résistantes de I’éprouvette au cours de I’essai, il est commode de
tracer un diagramme en portant la dilatation €, en abscisse et la contrainte oz en ordonnée : c’est le
diagramme contrainte-dilatation (o, €).

On examine ici, bri¢vement, I’ allure de ce diagramme pour quelques matériaux de construction(19),

On distingue les matériaux ductiles qui, apres la phase €élastique, s’allongent fortement avant de
se rompre, des matériaux raides, qui ne présentent pas cette caractéristique.

2.5.2 Matériaux ductiles (métaux)

La figure 2.8(a) présente la courbe (o, €) typique de métaux comme les alliages d’aluminium, le
laiton ou certains aciers (2 trés haute résistance). De O 2 A, la contrainte est proportionnelle 2 la
dilatation et le diagramme est une ligne droite d’équation 0 = FEe (2.4), dite droite de Hooke ; sa
pente fournit la valeur du module d’élasticité E (§ 2.4.5) et est d’autant plus forte que le matériau est
plus rigide. La contrainte au point A est la limite de proportionnalité o,

A partir du point A, le diagramme s’incurve légérement, mais 1’expérience montre que, si ’on
supprime I’effort, I’éprouvette reprend sa forme primitive ; on est donc encore dans la zone d’ élasticité,
qui se prolonge jusqu’au point B ; la contrainte en B est la limite d’élasticité o.

Pour ces métaux, les limites o, et o sont ordinairement voisines et, de plus, difficiles a détecter
expérimentalement ; aussi ne présentent-elles que peu d’intérét pratique.

Si I’on continue 2 charger I’éprouvette, le diagramme s’incurve de plus en plus, la dilatation
croissant plus vite que la contrainte, jusqu’a ce que survienne la rupture. Cette partie du diagramme
s’appelle la zone de I’écrouissage, de la plasticité ou des grandes dilatations. Elle est caractérisée par

(10) Une étude plus poussée sera entreprise ultérieurement (chap. 7).
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Fig. 2.8 Diagrammes contrainte-dilatation (g, €) : (a) alliage d’aluminium (6061 T6) ; (b) acier doux (S235).

le fait que si, a partir d’un point quelconque D, on décharge I’éprouvette, celle-ci certes se raccourcit,
mais le point représentatif du diagramme parcourt la droite DE parallele a3 OA : le déchargement a
partir d’un point situé dans la zone d’écrouissage n’est donc pas un phénomene réversible ; tout se
passe comme si le métal conservait, a partir de ce point, son module d’élasticité initial E : aussi parle-
t-on, improprement, de déchargement élastique. Lorsque 1’éprouvette est entierement déchargée, elle
conserve une dilatation permanente représentée par le segment OE.

Si on remet I’éprouvette en charge, le point représentatif suit la droite ED, puis reprend la courbe
typique DF comme si I’essai n’avait pas été interrompu.

Enfin, I’ordonnée maximale du diagramme s’appelle la résistance a la traction o ; peu apreés se
produit la rupture (point F).

En compression, I’allure du diagramme est identique et, pratiquement, symétrique par rapport a
’origine O.

Vu la difficulté a déterminer les points A et B, on définit la limite d’élasticité conventionnelle (a
0,2 %) : c’est la contrainte pour laquelle I’éprouvette présente, aprés déchargement, une dilatation
permanente de 0, 2%, et on admet d’ordinaire que la loi de Hooke est valable jusqu’a cette contrainte,
notée o 2 (point C du diagramme).

La figure 2.8(b) présente un diagramme typique des aciers de construction usuels (aciers doux et
faiblement alliés). A la différence du précédent, la transition de la zone élastique 2 celle plastique est
brutale (on a pratiquement un point anguleux) et la zone plastique débute par le palier d’étirage, dans
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lequel I’éprouvette s’allonge fortement sous charge constante. La contrainte correspondante s’ appelle
limite d’élasticité o. et coincide avec les définitions précédentes de oy, o, et 0p 2. La limite entre
les domaines élastique et plastique est bien définie par I’abscisse €, (fig. 2.8b), appelée dilatation

élastique maximale,
Oe
€e = — 2.11
En conclusion, pour les matériaux ductibles (métaux), la limite d’élasticité est une caractéristique
importante, car elle marque la frontiére entre deux types de comportement : élastique linéaire (avant)

et plastique (apres), ce dernier comportement n’étant ni linéaire, ni réversible.

2.5.3 Matériaux raides

Le diagramme (o, €) de ces matériaux, tels le bois, la fonte, la pierre, les fibres de verre et car-
bone ... a I’allure générale représentée a la figure 2.9. Il présente une zone linéaire déterminée, plus
ou moins étendue ; la rupture se produit assez brusquement, sans étre précédée d’une zone de grandes
dilatations, comme pour les métaux. L’ensemble du diagramme est plutot élastique.

g
D>ot{-—3¢3
i
£

2

S -
—————— FOc 4

3

1: traction
2: compression
3 rupture

Fig. 2.9 Diagramme (o, €) d’un matériau raide.

Aussi, pour les matériaux raides, la résistance a la traction o, et la résistance a la compression
o, ordonnées extrémes du diagramme, deviennent-elles les caractéristiques essentielles.

Souvent, pour ces matériaux, les caractéristiques mécaniques du type contrainte ont en compression
des valeurs supérieures a celles obtenues en traction (pierre, fonte, béton de ciment, etc. ; fig. 2.9).

2.5.4 Autres matériaux

Certains matériaux comme le béton, les matiéres plastiques, les sols ... se distinguent des autres
matériaux courants par leurs caractéristiques mécaniques nettement plus complexes : non seulement
la phase linéaire est pratiquement inexistante, mais en plus les propriétés dépendent fortement du
temps ; ces matériaux sont étudi€s au chapitre 7.
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2.5.5 Valeur des caractéristiques mécaniques

Les valeurs numériques moyennes des caractéristiques mécaniques de divers matériaux sont
données a I’annexe 23.1. On observe par exemple que le module d’élasticité E est d’autant plus grand
que le matériau est plus rigide. Ce module est par ailleurs le méme en traction et en compression.

2.6 Déformation transversale et coefficient de Poisson

L’essai de traction a mis en évidence I’allongement subi par la barre tendue. L’expérience montre
que cet allongement axial est toujours accompagné d’une diminution des dimensions transversales de
I’éprouvette. Si b désigne I’une des dimensions initiales de la section droite, mesurée normalement a
I’axe z (fig. 2.10), et b’ la dimension correspondante dans la configuration déformée, le rapport

b —b
Elat = —5— (2.12)

définit la dilatation ou déformation latérale ou transversale. En traction, on dit aussi contraction
latérale ou transversale, tandis qu’en compression on parle de gonflement latéral ou transversal.

Q

ol
8

N S
b a— QI/ —— bl b —

Or -—

L
L+u=(1+e¢z)L

Fig. 2.10 Contraction latérale en traction (§2 : configuration initiale ; 2’ configuration déformée).

Dans le domaine linéaire de la loi de Hooke, cette déformation est proportionnelle a la contrainte
normale, et donc aussi a la dilatation axiale, soit
Vo

€lat = ~Véx = — - ¥ 20) (2.13)

La constante v s’appelle coefficient de Poisson(11) ; c’est une nouvelle caractéristique mécanique
de la matiere, sans dimension. On montre (vol. 3, chap. 4) que les deux quantités E et v suffisent a
caractériser entierement le comportement physique d’un matériau isotrope linéaire élastique, c’est-
a-dire a écrire les équations constitutives tridimensionnelles correspondantes.

L’expérience montre que pour les métaux v vaut généralement 0, 3 ; pour la pierre 0, 2 ; pour le
béton 0, 15 environ (annexe 23.1).

an T Young observa la contraction latérale sans la quantifier. L. Navier (1823, 1827), puis plus généralement S. D.
Poisson (1829) tenterent de dériver v d’une théorie moléculaire de la matiere conduisant 2 la valeur v = 1/4 pour
les matériaux isotropes. Mais 1’expérience infirme cette valeur.
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Les déformations restent trés petites. Prenons par exemple I’acier doux (annexe 23.1, tableau 23.1) ;
en le sollicitant au maximum, on a

__0e 25,5 _ ~
Ezmax—Ee— E —_ 20500 —0,00124— 1,2%0
puis
|€1at,max| = vee = 0,3 €¢ =0, 4 %o

et par suite la variation des dimensions de la section droite dans la configuration déformée est
négligeable. Ainsi, I’hypothese de linéarisation géométrique est justifiée et, dans la formule 0 = N/A
par exemple, on peut introduire sans erreur 1’aire initiale de la section droite (§ 2.4.4).

Dans la suite, on admet que I’ hypotheése de linéarisation géométrique est satisfaite.

Application : dilatation volumique

Connaissant les coefficients E et v d’un matériau isotrope homogéne, on peut calculer le change-
ment de volume d’une barre soumise a I’effort normal. Considérons par exemple un parallélépipede de
dimensions initiales Az, Ay, Az qui, dans la configuration déformée, prend les nouvelles dimensions
Az, Ay', AZ' (fig. 2.11). Elles valent, avec (2.3) e = (Az’ — Az)/Az par exemple,

Az’ = (1+¢;)Ax Ay’ = (1 + €1a1)Ay AZ = (1 +¢p5)Az (2.14)
Le changement relatif du volume, appelé dilatation volumique <y, vaut

AV - AV A Ay’ A — Az AyAz

— — 2 _
Ey = AV AzAyAz = (1 +ez)(1 +€at) 1

Puisque ¢ et 1,4 sont treés petits devant I’unité, on peut négliger leurs carrés et cubes (linéarisation
géométrique), d’ ol

ey =€z + 26154 = (1 — 2v)eg (2.15)
Az
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Fig. 2.11 Changement de volume en traction (2 configuration initiale ; Q' configuration déformée).
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Comme il semble peu probable qu’un matériau diminue de volume quand on I’étire, on doit poser

ey 20,doul—2v 20, soit
v < % (2.16)

Pour les matériaux caoutchouteux, v approche de cette limite supérieure et le volume de ces
matériaux ne change donc pratiquement pas au cours de I’essai de traction ou compression (matériaux
incompressibles). Par contre, des matériaux comme le béton ont un faible coefficient de Poisson et,
pour le liege, v tend vers zéro.

2.7 Quelques conséquences fondamentales

2.7.1 Introduction

Toute la mécanique des structures n’est de loin pas contenue dans I’ essai de traction, mais 1’étude
de ce dernier permet déja de faire saisir moult idées de base de cette discipline.

2.7.2 Hypothése sur le comportement des matériaux

La loi de Hooke o = E¢ (2.4) caractérise avec exactitude le comportement réel de la plupart des
matériaux de construction, en dega d’une certaine limite, a savoir (en valeur absolue) :

en principe o< 0op
matériaux ductiles o <oe 0 <092 2.17)
matériaux raides oc<os 0<L0¢

Accepter et respecter ces conditions, c’est faire I’hypothese suivante :
Hypothése de linéarisation matérielle : le matériau obéit a une loi constitutive linéaire et élastique.

Remarque
Cette hypothese est indépendante de celle de linéarisation géométrique.

2.7.3 Méthodes de calcul

Sion adopte I’hypothese de linéarisation matérielle, on s’oriente vers une analyse linéaire élastique
des structures ; on dit couramment qu’on utilise la méthode de calcul élastique, car on ne viole en
aucun point la loi de Hooke (2.4) et ses limites (2.17). Lorsqu’on parle de méthode élastique, on
sous-entend linéaire, mais ce qualificatif a disparu du langage courant(12),

Cette maniere d’envisager le calcul des structures est encore trés répandue a I’heure actuelle.
Si I’on veut réaliser des constructions durables et peu déformables, il faut employer des matériaux
relativement rigides, qui ont tous un comportement linéaire élastique, ou presque, en dessous de leur
limite d’élasticité. D’ailleurs, pour les matériaux raides, la méthode €élastique est évidemment la régle ;

(12) Aujourd’hui, linéaire et non linéaire signifient plutdt que 1'hypothese de linéarité géométrique est satisfaite ou
non.
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mais méme pour les matériaux ductiles, il est souvent nécessaire d’éviter toute déformation plastique
car cette derniére peut augmenter trés rapidement pour de faibles accroissements des contraintes,
provoquant des dégats dans les ouvrages.

On adoptera donc, dans un premier temps, I’hypothése de linéarisation matérielle et on apprendra
comment choisir les dimensions des éléments d’une construction pour que la limite d’élasticité des
matériaux utilisés ne soit pas dépassée sous les conditions de service, compte tenu d’une certaine
sécurité (Premiere partie).

Il existe toutefois un certain nombre de situations pour lesquelles ce point de vue est trop restrictif,
soit qu’il offre une s€curité ou excessive ou insuffisante, soit qu’il masque la réalité du comportement.
C’est par exemple le cas pour les métaux présentant de la ductilité : limiter le taux de travail de la
matiere a la limite d’élasticité revient a négliger la réserve de résistance plastique; si 'on en
tient compte, on a une vue plus réaliste du comportement de la structure jusqu’a sa ruine. Croire
d’autre part qu’une structure réelle dimensionnée par la méthode élastique se comporte effectivement
élastiquement et linéairement en chacun de ses points est utopique ; il existe toujours quelques zones
(généralement limitées il est vrai) ol la limite d’élasticité est dépassée, a cause des imperfections
propres aux constructions industrielles. Par exemple, le simple fait de déposer un cordon de soudure
liant deux pieces en acier suffit & provoquer, localement au voisinage du cordon et suite a I’effet
thermique, des contraintes qui atteignent ou dépassent la limite d’élasticité (fig. 2.12).

Fig. 2.12 Contraintes o, dues au soudage des semelles avec I'dme
(les contraintes ne sont dessinées qu’a mi-épaisseur des tdles).

Pour ces diverses raisons, la tendance actuelle est d’essayer d’analyser avec plus de réalisme les
éléments de construction, en tenant compte des données exactes et des lois constitutives non linéaires
des matériaux ; c’est la méthode de calcul a la ruine, dite méthode plastique pour les matériaux
ductiles.

Elle prend une importance pratique sans cesse croissante et on |’abordera dans la Deuxieme
partie.

2.7.4 Principe de superposition

Si on admet simultanément les hypotheses de

« linéarisation géométrique (vol. 1, sect. 4.2),
¢ linéarisation matérielle (§ 2.7.2),
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alors, comme on le vérifiera encore par la suite, tous les effets (réactions, efforts intérieurs, con-
traintes, déformations, dilatations, déplacements) dépendent linéairement des causes (actions exté-
rieures : charges, tassements, actions thermiques, etc.), ces causes et effets pouvant €tre statiques ou
cinématiques, 1a structure pouvant étre isostatique ou hyperstatique.

Il en résulte le corollaire suivant (dont le corollaire du paragraphe 4.2.2 du volume 1 devient un
cas particulier) :

Principe de superposition généralisé : |’effet produit par plusieurs causes agissant simultanément
est égal a la somme des effets produits par chacune des causes supposée agissant séparément.

Ce principe est d’une grande utilité, parce qu’il permet de scinder I’étude des cas complexes en
celle de cas simples que I’on obtient en faisant agir isolément les diverses forces ou autres actions.

2.7.5 Principe de Saint-Venant

On a admis tacitement, dans I’essai de traction illustré par la figure 2.5(a), que la partie calibrée de
I’éprouvette était soumise a I’effort centré F', alors que ce dernier n’est de loin pas transmis comme
tel, aux extrémités de I’éprouvette, par les méichoires de la machine d’essai.

Considérons un autre cas, par exemple une piece (colonne, pile de pont...) chargée d’une force
verticale () sur sa face supérieure par !’intermédiaire d’une petite plaque d’appui (fig. 2.13); cette
derniere ne répartit () que sur les fibres centrales de la section extréme, les fibres situées en dehors
n’étant pas sollicitées. Les fibres médianes sont donc fortement comprimées, tendent a se raccourcir et
a glisser le long des fibres extérieures. Il nait entre ces fibres des contraintes tangentielles (schématisées
par des doubles fleches sur la figure), qui transmettent progressivement une partie de la force vers les
fibres extérieures.

Fig. 2.13 Principe de Saint-Venant.

Plus on s’éloigne de I’extrémité de la piece, plus cette transmission est effective. On a constaté, par
mesure comme par calcul, qu’a une distance de I’extrémité égale a la plus grande dimension trans-
versale de la piéce, la répartition des contraintes normales sur une section droite est pratiquement
uniforme et obéit donc a la formule (2.9).
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2.7.6 Loi de Bernoulli

La loi de conservation des sections planes (§ 2.4.3; fig. 2.15) est, plus encore que le principe
ci-dessus, I’exemple typique d’une hypoth¢se de caractere technique propre a la mécanique des
structures. On la retrouvera encore par la suite, mais elle n’a pas une validité générale. En effet,
on observera que pour certains efforts intérieurs, les sections droites des poutres, planes dans la
configuration initiale, ne le sont plus dans la configuration déformée : ces sections gauchissent.

C’est le cas lorsque, sur la section, agissent des contraintes tangentielles, dues au moment de
torsion ou a I’effort tranchant ; au contraire, sous I’action des contraintes normales, dues au moment
de flexion ou a I’effort normal, la section reste plane et normale a I’axe dans la configuration déformée.

Fig. 2.15 C’est dans ce dessin, 2 I'aide duquel J. Bernoulli étudiait la déformée d’une poutre en quart de cercle,
qu’il faut rechercher la loi de conservation des sections planes (Acta Eruditorum, 1694).

La recherche de la répartition des contraintes dans une section est un probléme hyperstatique,
parce que les conditions relatives aux grandeurs statiques (équilibre, équivalence) ne suffisent pas
pour résoudre ce probleme. Il faut recourir aux conditions relatives aux grandeurs cinématiques
(comme la loi de Bernoulli) et a des conditions liant ces deux types de grandeurs, exprimées par les
lois constitutives (§ 2.4.2).

2.7.7 Géométrie des poutres

Les notions développées dans ce livre s’appliquent essentiellement aux poutres, et ce d’une
maniére d’autant plus satisfaisante que les conditions suivantes sont mieux respectées :
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« les dimensions transversales de la poutre doivent étre petites par rapport a la longueur ; pour des
poutres droites fléchies dans un plan vertical par exemple, le rapport de la hauteur de la section
a la portée doit étre inférieur 2 1/5; en pratique, ce rapport est compris entre 1/10 et 1/20,
parfois moins ;

« dans le cas ol 1a section de la poutre est variable, cette variation doit étre progressive ;

e pour que la théorie des poutres d’axe rectiligne reste applicable aux poutres d’axe courbe, les
dimensions de la section droite doivent étre petites par rapport au rayon de courbure de 1’axe
(rapport inférieur 2 1/10).

Ces conditions limitatives, que 1’on précisera encore ultérieurement, touchent les seuls calculs de
mécanique des structures (résistance interne, détermination des o et 7, etc.) et non ceux de statique
(équilibre, efforts intérieurs, etc.).

2.8 Problémes dynamiques

L’ équilibre dynamique des structures en mouvement peut étre ramené a un probleéme d’équilibre
statique. Partant de la loi de Newton m@ = f' on I’écrit sous la forme

F-ma=0 (2.18)
On définit alors la force d’inertie par moins le produit de la masse par l’accélération
Fo=-m7a (2.19)
ce qui permet de transformer (2.18) en
F+F,=70 (2.20)

L’équation (2.20) est une équation d’équilibre qui traduit le principe suivant :

Principe de d’Alembert : tout systéeme de forces est en équilibre si l’on ajoute les forces d’inertie aux
autres forces (1743).

Ce principe transforme donc le probléme dynamique en un probleme d’équilibre statique instantané
a I’aide de nouvelles forces, les forces d’inertie, créées par le mouvement. De portée trés générale en
mécanique, il peut étre utilisé en dynamique des structures.

Rappelons que, lorsqu’on traite un probléme de dynamique, il faut employer, comme unités,
exclusivement le newton, le métre et la seconde, sinon on est s@r de se perdre.

2.9 Exercices

2.9.1 On réalise un essai de traction sur une éprouvette d’un certain métal. L’aire de la section est A = 39, 41 cm? et
la base de mesure vaut L = 200 mm. Les appareils de mesure fournissent les valeurs suivantes (charge F'; allongement
u):

Mesure n® 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

F [kN] 200 400 600 800 1000 1100 1200 1250 1300 1350 1380

u[mm] 0,142 0,280 0,422 0,661 0,702 0,771 0,864 0,948 1,200 1,710 2,501
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2.10 Lexique

Loi constitutive (ou de comportement)

Elasticité
Loi de Hooke

Limite de proportionnalité
Limite d’élasticité
Elasticité linéaire
Homogene

Isotrope

Dilatation, déformation axiale ()
Loi de Hooke unidimensionnelle
Module d’élasticité ou de Young (F)
Essai de traction ou de compression
Eprouvette

Condition cinématique
(ou de compatibilité cinématique)

Loi des sections plénes
ou loi de Bernoulli

Contraintes en traction ou compression

Diagramme
o de I’essai de traction
« contrainte-dilatation (o, €)

Matériaux ductiles

Matériaux raides

Dilatation (ou déformation) permanente

Plasticité

Limite de proportionnalité (op)

Limite d'élasticité (oe)
« dilatation élastique maximale

MECANIQUE DES STRUCTURES

Loi décrivant le comportement physique d’un matériau, soumis 2 certaines
sollicitations dans des conditions bien déterminées, et liant, essentiellement,
les grandeurs statiques et cinématiques.

Propriété caractérisant les solides qui reprennent instantanément et exacte-
ment leur forme initiale quand, aprés mise en charge, on les décharge.

Loi de comportement lin€aire élastique selon laquelle le déplacement d’un
point quelconque est proportionnel 2 la force agissante et réversible.

Limite de validité de la linéarité et de la loi de Hooke.

Limite de validité de I’élasticité.

Elasticité et linéarité simultanées (loi de Hooke).

Qui a les mémes propriétés en tout point (antonyme : hétérogéne).

Qui ales mémes propriétés dans toutes les directions en un point (antonyme :
anisotrope).

 Variation de longueur par unité de longueur (¢ = (L' — L)/L).

o = Ee.

Constante de proportionnalité de la loi de Hooke unidimensionnelle.
Essai uniaxial sur éprouvette prismatique.

Pigce d’essai (généralement usinée avec soin).

Condition géométrique sur la déformation, les déplacements, localement ou
globalement (par exemple : loi des sections planes de Bernoulli).

Les sections droites initialement planes et perpendiculaires a I’axe d’une
piece le restent dans la configuration déformée (valable et exact en traction
pure et flexion pure des pices prismatiques).

o = N/A: répartition uniforme sur I’aire A.

Graphique de I’essai de traction (¢ = abscisse ; 0 = ordonnée).

Matériaux présentant de grandes dilatations au-dela de la loi de Hooke.
Inverse de ductile.

Dilatation qui subsiste aprés déchargement, par opposition a I’élasticité
(typique de la plasticité).

Comportement non linéaire du matériau, accompagné de dilatations perma-
nentes en cas de déchargement (phénomene irréversible, par opposition a
I élasticité).

Limite de validité de I’élasticité linéaire (donc de la loi de Hooke unidimen-
sionnelle 0 = F¥¢).

Limite de validité de I’élasticité (dans le diagramme (o, €));
Ee = O¢ /E
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Limite d’élasticité conventionnelle
20,2 % (09,2)

Palier, palier d’étirage

Zone des grandes dilatations
Zone de I’écrouissage
Déchargement élastique

Résistances
e 2 la traction (o¢)
« 2 la compression (o¢)

Déformation (dilatation, contraction,
gonflement) latérale ou transversale

(€1at)

Coefficient de Poisson (v)

Matériau incompressible

Caractéristique (ou propriété)
mécanique

Hypothese de linéarisation matérielle

Analyse élastique

Analyse
o 3 la ruine
o plastique

Principe de superposition

Principe de Saint-Venant

Principe de d’ Alembert

Limite pour laquelle la dilatation permanente est de 0, 2 %.

Zone du diagramme (o, £) oll 0 = cste (dilatation croissant sous contrainte
constante).

Grandes dilatations au-dela de la limite d’é€lasticité (jusqu'a ruine) ; typique
des matériaux ductiles (métaux).

Zone plastique du diagramme (o, €) od la courbe est croissante (par oppo-
sition au palier).

Fait que la courbe (o, €) de déchargement 2 partir de la zone plastique est
une droite parallele a la droite de Hooke.

Ordonnées extrémes du diagramme (o, €).

Variation des dimensions transversales d’une pi¢ce tendue ou comprimée.

Caractéristique mécanique décrivant le phénomene de déformation trans-
versale (domaine linéaire : €154 = —vez avec 0 < v < 0, 5).

Matériau qui ne change pas de volume (v — 0, 5).

Constante caractérisant le comportement d’un matériau
(Ev V,0e, Up, UO,2, Tt, CtC.).

Admettre la loi de Hooke (linéarité et élasticité) comme loi constitutive du
matériau.

Méthode de calcul admettant I’hypothese de linéarisation matérielle.

Méthode de calcul tenant compte, jusqu'a ruine, du comportement réel
du matériau, par exemple de la plasticité (métaux ductiles, béton armé et
précontraint).

L’effet di a plusieurs causes est la somme des effets dus a chaque cause (vu
la double linéarisation : matérielle et géométrique).

Les perturbations restent locales et n’ont pas d’influence sur le comporte-
ment global (perturbation statique : force concentrée... ; perturbation géo-
métrique : changement brusque de section...).

Principe ramenant un probléme dynamique 2 un équilibre statique fictif équi-
valent a I’aide des forces d’inertie ( F'y).






3. Notion de sécurité

3.1 Introduction

Toute construction doit étre congue de maniere a résister, avec une marge appropriée, a I’ensemble
des sollicitations prévues durant les périodes de montage et d’exploitation (durée de vie). Conception,
calcul, exécution et entretien doivent garantir une sécurité convenable de la construction contre sa
mise hors service, état dans lequel la construction est rendue inapte a I’usage auquel on la destine. Ces
notions, quelque peu abstraites mais néanmoins essentielles pour I’ingénieur, sont décrites de fagon
breve et générale dans ce chapitre(l).

3.2 Incertitudes

Dans une construction, les sollicitations extrémes en service, c’est-a-dire dues aux actions qui
correspondent a I’utilisation normale de I’ouvrage, doivent étre notablement moindres que celles qui
provoquent la ruine, prise au sens large (§ 3.4.2). Il en est ainsi non seulement pour avoir une certaine
réserve, ou marge de sécurité, mais aussi en bonne partie pour couvrir les incertitudes(?) attachées 2
tous les aspects du probleéme :

e incertitudes sur les actions : intensité maximale (dépassée ?) ; durée ; maniere d’agir (dynamique
plutot que statique) ; points d’application ; représentation schématique ; etc. ;

o dispersions des propriétés mécaniques des matériaux : défauts internes invisibles; effets du
laminage ; contraintes internes (fig. 2.12); etc. ;

e modifications des propriétés avec le temps : vieillissement ; effets de la corrosion ; etc. ;

(1) Lauteur remercie son collegue D. Frangopol, de I'Université du Colorado a Boulder, des remarques qu’il lui a
faites a propos de ce chapitre.

(2) On ne confondra pas les incertitudes avec les erreurs (par exemple : faute de calcul, matériau incorrect, charge
oubliée, plan mal compris, etc.).
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e imprécisions sur les dimensions : tolérances de fabrication ; position des armatures du béton
armé ; usure ; verticalité des cadres ; etc. ;

e incertitudes de la modélisation : hypothéses simplificatrices ; éléments négligés ; calcul approxi-
matif ; etc. ;

o malfagons diverses : exécution négligée ; contrdles déficients sur chantier; etc.

En principe, pour apprécier valablement le degré de sécurité d’un ouvrage donné, on devrait le
déterminer expérimentalement par des essais en vraie grandeur poussés jusqu’a la ruine, ce qui est
illusoire en génie civil, d’abord parce qu’un grand ouvrage est une pi¢ce unique, ensuite a cause du
prix.

Dans certains domaines, pour des pieces de série (poutres préfabriquées, glissieres de sécurité,
pieces mécaniques, moteurs, automobiles, avions, etc.), de tels essais sont effectués. Ils le sont
toutefois aprés dimensionnement selon les régles de la mécanique des structures, afin d’éprouver la
valeur de ces dernieres et de les améliorer. Ces essais restent néanmoins une opération longue et
coliteuse.

I1 faut donc disposer de méthodes basées sur le calcul.

3.3 Conception classique ou déterministe de la sécurité

3.3.1 Coefficient de sécurité

La conception classique mesure 1’ensemble des incertitudes affectant la sécurité d’une structure
par un coefficient de sécurité global, ou, ce qui revient au méme, néglige le détail de ces incertitudes.
En gros, elle considere que les actions et les propriétés des matériaux ont des valeurs fixes et bien
déterminées, établies une fois pour toutes (conception déterministe). Par définition, une structure
présente le coefficient de sécurité v vis-a-vis de la ruine si les valeurs des actions maximales de
service sont telles qu’en les faisant croitre toutes proportionnellementde 1 a vy, on obtient exactement
la ruine.

Symboliquement, en appelant Q) les actions et S leur effet, cette définition s’écrit
S(7Qmax en service) = ruine 3.1

Cette définition n’est pas satisfaisante : elle suppose que toutes les actions varient dans le méme
rapport, alors que certaines d’entre elles (par exemple le poids mort de I’ouvrage) sont presque
invariables, ou encore qu’elles agissent toutes avec leur intensité maximale simultanément, ce qui est
plus qu’improbable. Il en résulte que la sécurité réelle de ’ouvrage n’est ni v, ni uniforme dans tous
les éléments.

Remarquons, par ailleurs, qu’une quelconque conception de la sécurité est d’application pour
le calcul selon la méthode tant élastique que a la ruine ou plastique (§ 2.1.3)3). Orla conception
déterministe, schématique et approximative, est susceptible d’une simplification considérable dans le
premier cas.

() On ne confondra pas la conception du calcul (€lastique, 2 1a ruine) et la conception de la sécurité (déterministe,
probabiliste).
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3.3.2 Méthode des contraintes admissibles

Passage des actions aux contraintes

Si I’on admet la double hypotheése de linéarisation (géométrique et matérielle ; § 2.7.4), alors
la définition précédente peut étre transformée comme suit : une structure présente le coefficient de
sécurité vy vis-a-vis de la ruine si les valeurs des contraintes extrémes en service sont telles qu’en les
faisant croitre toutes proportionnellement de 1 a -y, on obtient exactement le stade de ruine.

Symboliquement, elle devient

Y%max en service = Oruine (3.2)

Ainsi, on transfere le critere de sécurité sur les contraintes, avec I’énorme avantage que la sécurité
se mesure maintenant par comparaison directe des contraintes calculées avec les caractéristiques
mécaniques usuelles de la matiere, telles la limite d’élasticité (oe ou oo 2), ultime (o; ou o), de
fatigue... On devient donc indépendant des dimensions géométriques des éléments structuraux et,
comme la mécanique des structures permet de trouver les contraintes en fonction de ces dimensions,
on dispose de la méthode de calcul recherchée (sect. 3.2).

Cette définition modifiée du coefficient de sécurité n’est valable que si la double hypothese de
linéarisation est remplie ; elle est donc satisfaisante vis-a-vis des matériaux raides, qui restent pra-
tiquement linéaires jusqu’a rupture, et des métaux ductiles sous sollicitation de fatigue (§ 3.4.2),
puisque la ruine se produit par propagation d’une fissure qui se développe le plus souvent en régime
élastique. Elle est acceptable vis-a-vis des matériaux ductiles sous action statique (encore que la
tendance actuelle est de tenir compte de plus en plus du comportement plastique, avec rejet de 1I’hypo-
thése de linéarisation matérielle). Mais elle est inacceptable en présence des phénoménes d’instabilité
(§ 3.4.2); dans ce cas, I’hypothese de linéarisation géométrique n’est plus valable et les contraintes
ne croissent plus proportionnellement aux actions, mais au contraire plus rapidement ; I’usage de la
définition transformée du coefficient de sécurité est donc dangereux(%). Pour les phénomenes d’ins-
tabilité et pour tous les cas non linéaires en général, seule la définition premiere du coefficient de
sécurité est acceptable.

Enfin, on se polarise beaucoup trop sur I’'unique résistance de la matiére, via la vérification des
seules contraintes, alors qu’il existe bien d’autres manieres d’atteindre une mise hors service de la
structure (§ 3.4.2).

Contraintes admissibles
Le dernier pas consiste a définir les contraintes admissibles en divisant celles qui correspondent
a la ruine par un coefficient de sécurité approprié.
La sécurité est alors assurée si les contraintes en service ne dépassent nulle part les contraintes
admissibles.
Symboliquement toujours, on a
1

Omax en service S Tadm = ; Oruine 3.3)

(4) Afin toutefois de la conserver par commodité, on a introduit des coefficients modifiés, variables de cas en cas;
cette pratique, défectueuse et hautement critiquable, tend a étre abandonnée de plus en plus.
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Le coefficient de sécurité est généralement fixé par les normes, codes ou réglements en vigueur ;
il peut varier de cas en cas (type de structure, destination, type d’action, type de matériau, etc.). Pour
les structures traditionnelles en acier, on emploie couramment

vy=1,5
de sorte que I’on a (fig. 3.1)
Gadm = % = % (3.4)
ol P
. -
Oadm {---

Fig. 3.1 Contrainte admissible.

3.4 Conception semi-probabiliste de la sécurité

3.4.1 Notion probabiliste de la sécurité

La méthode des contraintes admissibles est, certes, truffée de défauts; cela n’a pas empéché les
ingénieurs de réaliser des ouvrages remarquables, et la méthode sera encore employée couramment
dans le futur.

Une nouvelle conception de la sécurité s’est développée intensivement ces trente derniéres années
(1955-1985), avec I’optique d’éviter les erreurs de principe de la méthode des contraintes admissibles,
de tenir compte par le calcul des incertitudes diverses caractérisant le probleme et d’essayer par la
d’avoir une vue plus réaliste de la sécurité effective des ouvrages.

Cette conception a été mise sur pied a I’origine (1953) par le Comité Euro-international du
Béton (CEB) et incorporée dans ses Recommandations Pratiques (des 1964), puis, en liaison avec la
Fédération Internationale de la Précontrainte (FIP), dans le Code Modele CEB-FIP (des 1978). Elle a
été adoptée par la Convention Européenne de la Construction Métallique (CECM) et introduite dans
ses Recommandations (deés 1978). Actuellement, elle est adoptée quasiment par tous et introduite
dans toutes les normes, quel que soit le matériau.

Cette conception a le mérite de rappeler aux ingénieurs, par la notion d’état limite, que le critére
de ruine d’une structure ne se limite pas, et de loin, a la vérification des seules contraintes, ce que
la méthode des contraintes admissibles laisse implicitement supposer. Puisqu’elle veut tenir compte
des incertitudes, c’est-a-dire du caractere aléatoire des données, elle envisage le calcul de la sécurité
d’un point de vue probabiliste ; enfin, ce faisant, elle doit certainement conduire a une estimation
plus précise de la sécurité réelle. Par conséquent, il est probable que le degré de sécurité d’une
construction dimensionnée selon la conception classique est comparativement supérieur, et que, par
suite, une construction dimensionnée selon la conception semi-probabiliste est plus économique. Cette
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remarque est trés importante au point de vue de la sécurité quand les habitudes et régles de bonne
pratique, qui se sont avérées valables pour la conception classique, sont transposées et appliquées
sans modification en conception semi-probabiliste.

C’est ainsi qu’il est d’usage courant de dimensionner les poutres en treillis en supposant les nceuds
articulés, de sorte que les barres sont soumises au seul effort normal, alors qu’il n’en est rien en
réalité. Le coefficient de sécurité de la méthode classique couvre cette hypothese. Par suite, peut-on
toujours accepter cette derniére en conception semi-probabiliste ?

Les ouvrages traitant les probleémes de construction (vol. 7, 10 et 13) donnent le détail de la mise
en pratique de la conception semi-probabiliste. Ici on n’analyse que ses idées directrices.

3.4.2 Etats limites

On appelle état limite un état dans lequel la structure, ou une partie de celle-ci, n’est plus
apte a remplir ’usage ou la fonction auxquels on la destine. On distingue les états limites ultimes
(ruine, effondrement, structure hors d’usage) et les états limites d’utilisation (structure inutilisable
ou dangereuse en service, mais récupérable ou réparable).

Etats limites ultimes (ou de ruine)

e rupture (au sens ordinaire) : contrainte excessive ; matériau déficient ; rupture des boulons d’un
assemblage ;

e perte d’équilibre global : équilibre limite dépassé par glissement ou renversement (vol. 1, sect.
5.6);

e instabilité : par exemple, si on comprime une longue barre, elle ne périt pas par rupture sous
compression centrée, mais se dérobe latéralement, en s’arquant subitement, et ce pour une
contrainte bien inférieure a2 o, Og.2 OU O (Troisieme partie) ;

e rupture par fatigue : lorsqu’une piece est soumise 2 des sollicitations sans cesse répétées, elle
peut se rompre pour des contraintes nettement inférieures aux contraintes de rupture mesurées
dans un essai classique ; ce phénomene s’appelle fatigue (sect. 7.3);

e rupture fragile : phénomene typique de I’acier qui prend le caractere d’un matériau raide, avec
une résistance inférieure a la limite d’é€lasticité, quand les trois conditions suivantes se présentent
simultanément : température basse, sollicitation de traction et effet d’entaille produisant une
concentration locale des contraintes (§ 7.4.1);

e déplacements excessifs : par exemple, accumulation d’eau sur un toit plat trop flexible.

Etats limites d’utilisation (ou de service)

e structure trop déformable : perte de précision dans un télescope ; blocage des portes et fenétres si
les planchers d’un batiment sont trop souples ; déplacements exagérés par fluage des matériaux
(béton, bois, sols de fondation);

o déplacements localement excessifs: glissement d’un assemblage boulonné ; tassement d’une
pile ou culée d’un pont; rupture des joints d’étanchéité d’un long batiment par effet thermique ;

e vibrations exagérées : effet psychologique dans les immeubles de grande hauteur; effets de
résonance (clochers, salles de danse);

e fissuration excessive : risque de corrosion des armatures dans les structures en béton ; éclatement
des revétements et vernis dans les ouvrages en briques ;

e corrosion, détérioration et autres dégradations : rouille ; efflorescences ; infiltration d’eau ; écla-
tement par formation de glace ; pourriture des matériaux.
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Remarques

Classer un cas concret dans I’une des deux catégories précédentes peut parfois s’avérer délicat.

Il peut y avoir interaction entre les états limites (barrage fissuré par exemple).

L état d’ utilisation est plus flou, plus subjectif, plus difficile & définir et a cerner, que I’état de ruine ;
la sécurité n’y est pas un probléme, mais les conséquences économiques peuvent étre considérables ;
son étude soignée est essentielle.

Certaines normes parlent de sécurité structurale lorsqu’on vérifie les états limites ultimes, et
d’aptitude au service lors du contrdle des états limites d’utilisation.

3.4.3 But du calcul et vérification de la sécurité

Le but du calcul est de maintenir la probabilité d’atteindre un état limite inférieure a une certaine
valeur, qui peut varier selon les circonstances et qui, pour les constructions d’usage courant, est
donnée au tableau 3.2.

Tableau 3.2
Etat En service | En cours de
limite normal montage
ultime 1078 4.10~4
d’utilisation | 5-1072 —

Puis, ’analyse probabiliste compléte s’étant avérée quasi impossible (on ne connait encore
qu’incompletement les lois de distribution des actions, par exemple), il est apparu convenable de
simplifier — d’ol le qualificatif semi-probabiliste — comme suit.

Valeurs caractéristiques
On considere des valeurs caractéristiques pour

e les résistances, terme désignant les propriétés mécaniques (au sens large) d’une part ,
e les actions d’autre part,

une valeur caractéristique ayant une probabilité déterminée (et élevée !) pour que les valeurs effectives
lui soient

e supérieures pour les résistances,

o inférieures pour les actions.
Valeurs de calcul ou de dimensionnement

On couvre les autres facteurs d’incertitude en transformant les valeurs caractéristiques en valeurs
de calcul ou de dimensionnement par des coefficients de pondération, aussi appelés

e facteurs de résistance s’ils modifient les résistances,
e facteurs de charge s’ils modifient les actions.

Ordinairement la modification diminue les résistances et majore les actions ; si toutefois une action
soulage, elle est alors diminuée (exception).
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Condition fondamentale de sécurité

Les dimensions d’une structure doivent étre telles que tout ou partie de son état, sous l'effet des
actions de calcul, ne dépasse pas I’état limite envisagé correspondant aux résistances de calcul des
matériaux mis en ceuvre.

L’'équation symbolique correspondante, valable pour tout état limite, s’écrit, ol Sy caractérise
I’effet des actions de calcul et Ry, les résistances de calcul,

Sa < Rgim (3.5)

Ainsi, par rapport a la méthode classique, la conception semi-probabiliste distribue d’abord le
coefficient de sécurité entre les résistances (matériaux) et les actions (charges), puis, dans ces deux
groupes, le répartit entre les valeurs caractéristiques et de calcul, et peut, enfin, le subdiviser en
contributions encore plus fines dans les valeurs de calcul, selon I’impact des incertitudes, grice aux
coefficients de pondération.

3.4.4 Valeurs caractéristiques (indice k)

Résistances

Pour déterminer les résistances caractéristiques des matériaux, on admet que leur distribution est
normale (loi de Laplace-Gauss). Ces résistances sont définies par des relations du type

Rk =R, — ks (36)

ol R, est la résistance moyenne, s I’écart type, avec, pour n valeurs,

n n . 2
Rm:%zRi s = ZM (3.7)
1

7 n-—1

et ol k est un coefficient dépendant de la probabilité choisie ; par exemple si k = 2,onn’aque 2,3 %
de chances d’avoir une résistance inférieure 2 Ry, (pour n trés grand en principe).

Considérons par exemple (fig. 3.3) les courbes de dispersion (histogrammes) de la résistance a la
compression de deux bétons dénommés A et B. On voit que le béton A, de qualité moyenne mais trés
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Fig. 3.3 Comparaison de deux matériaux par I’ histogramme de leur résistance.
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régulitre, a une résistance caractéristique plus grande que le béton B, dont la résistance moyenne est
supérieure, mais la dispersion beaucoup plus grande.

Actions

A défaut de données suffisantes pour les actions, on prend comme valeurs caractéristiques les
valeurs nominales prescrites par les normes, codes et reglements en vigueur ; symboliquement

Q. = valeurs des normes (3.8)

3.4.5 Valeurs de calcul ou de dimensionnement (indices d et dim)
Résistances (indice dim)
Les résistances de calcul sont définies par des relations du type

_ R
Tm

Rgim (3.9)

ol le coefficient de pondération de réduction du matériau, supérieur ou égal a 1, est défini par les
normes.

Par exemple, pour I’acier, la CECM, estimant que ce matériau a des propriétés peu dispersées,
recommande v,, = 1 a 1,1 (la valeur v, = 1 s’applique aux cas de pure résistance, par exemple a
la traction pure ; sect. 4.9).

Actions (indice d)
Les actions de calcul, ou actions pondérées,

Q4 = 1FQk (3.10)

sont combinées par des relations du type

Cq= (Z 'YFQk) (3.11)

afin de former des cas de charge de calcul Cg4; les coefficients de pondération v, fixés par les régle-
ments, dépendent, outre de la probabilité, du type des actions (permanentes, variables, accidentelles,
etc.), de leur effet (accentue, soulage, etc.) et de leur concomitance (notée symboliquement par le
signe >_). Les cas de charge de calcul permettent de trouver les effets des actions intervenant dans la
vérification (3.5) de la sécurité (Cy = Sy).

Par exemple, la CECM recommande, dans le cas simple ol agissent le poids mort G et une
charge Q :

e état limite ultime
Cq=1(1,3G;1,5Q) (3.12)

e état limite d’utilisation
Cy=(G; Q) (3.13)
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3.5 Commentaires

La méthode des contraintes admissibles ne permet d’utiliser que la méthode élastique de calcul
limitée au cas géométriquement linéaire par surcroit. Elle ramene toutes les vérifications de la sécurité
au niveau des sollicitations en service. Elle met trop 1’accent sur la vérification de la résistance propre
de lamatiere (0 < 0.4m), laissant croire que les autres vérifications (fatigue, déplacements, vibrations,
fragilité, fissuration, équilibre statique global, etc.) sont secondaires.

La méthode déterministe, avec sa définition propre du coefficient de sécurité, offre toute latitude
sur le choix de la méthode de calcul. Mais elle laisse supposer que toutes les vérifications se font a la
ruine, alors que certaines n’ont de sens qu’en service (déplacements par exemple).

La méthode semi-probabiliste laisse aussi toute latitude sur le choix de la méthode de calcul ;
cependant, les états limites d’utilisation correspondent généralement a un état linéaire de la structure,
de sorte que la vérification des états limites ultimes par un calcul a la ruine ne dispense ordinairement
pas du traditionnel calcul élastique.

L’application de la méthode semi-probabiliste présente aussi des difficultés (choix des coefficients
de pondération) et n’est pas a I’abri de toute critique ! Pour I’acier par exemple, la CECM recommande
I’emploi de cette méthode couplée a la méthode élastique de calcul; or les états limites ultimes
d’instabilité des barres comprimées (flambement) sont établis d’apres la méthode a la ruine...

Parfois, on mélange aussi les deux conceptions. On peut adopter les résistances de calcul o4im
pour définir les contraintes admissibles (0adm = 0dim/7)-

3.6 Exercices

3.6.1 Deux chantiers A et B exécutent une construction en béton. Le chantier A travaille avec plus de soin que
le chantier B. Chaque jour de bétonnage, on confectionne matin et aprés-midi un cube d’essai sur chaque chantier.
L’essai de dix de ces cubes donne les résistances a la compression suivantes (en kN/cm2) :

n° du cube 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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