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Avant-propos

Cet ouvrage est le sixieéme et dernier de la série consacrée a 1’analyse des structures et milieux con-
tinus. Le lecteur peut consulter 1’avant-propos du premier ouvrage (TGC vol. 1, Statique appliquée),
qui reste d’actualité.

Ce livre reflete, a nouveau, le cours — intitulé Modélisation numérique des structures et solides —
dispensé aux étudiants de la section de Génie civil de I’Ecole polytechnique fédérale de Lausanne
(EPFL) durant le cinquieme semestre. Dans 1’esprit du nouveau plan d’études (1999), cet ouvrage se
limite volontairement & une introduction a la méthode des éléments finis dans le domaine du calcul
numérique des structures et solides. Les bases présentées sont toutefois suffisamment robustes et
completes pour pouvoir aisément aborder des domaines plus larges par la suite.

La valeur du présent texte doit beaucoup a deux spécialistes de la méthode des éléments finis,
G. Fonder, professeur a I’Université de Licge, et B. Rebora, collaborateur et chargé de cours du LSC.
Le manuscrit a été relu entierement par leurs soins, épuré de moult fautes et imprécisions et, de ce
fait, considérablement amélioré. De plus, nous n’avons pu satisfaire que partiellement a certaines
suggestions générales de G. Fonder, méme si le plus souvent nous les approuvions, car les objectifs
de I’enseignement sont sensiblement différents entre Li¢ge et Lausanne. Nous avons toutefois tenu
compte de la plupart de ses remarques, toujours pertinentes et constructives. Mlle P. Bomme et
MM. E. Davalle et M.-A. Studer, qui ont en particulier encadré les étudiants dans les séances
d’exercices et de travaux pratiques, ont aussi fortement contribué a la qualité de ce livre.

Enfin, nous remercions également les Presses polytechniques et universitaires romandes (PPUR)
qui ont apporté un soutien décisif a la réalisation de ce volume et mis a notre disposition les talents de
Mme M.-H. Gellis pour la composition et la mise en page et ceux de M. J.-F. Casteu pour I’exécution
des dessins et graphiques.

Francois Frey
Jaroslav Jirousek






Introduction

La méthode des éléments finis

La méthode des éléments finis est une méthode numérique de résolution approchée des équations
différentielles décrivant les phénomenes physiques de I’ingénierie. Elle connait, depuis 1970 environ,
une extension fantastique, qui va de pair avec le développement et 1’accroissement de puissance des
ordinateurs. Elle est devenue un outil de travail, calcul et conception quotidien, voire familier, de
I’ingénieur, dans des domaines aussi variés que 1’analyse des structures, le transfert de chaleur, la
mécanique des fluides, I’électromagnétisme, les écoulements souterrains, la combustion ou encore la
diffusion des polluants.

Ce développement s’est accompagné de la mise au point de programmes de calcul capables de
résoudre des problémes d’une étonnante complexité. Mais, pour 1'utilisateur, il s’agit souvent de
boites noires. De 1’avis des auteurs, il est primordial d’avoir une connaissance de base solide des
principes, théories et méthodes utilisés dans la méthode des éléments finis pour pouvoir utiliser ces
programmes dans les problemes pratiques avec slireté et sécurité. Certains appliquent la méthode
des éléments finis d’une facon inconsidérée ou abusive ; d’autres font confiance aux résultats d’un
programme sans les contrdler. De telles attitudes sont extrémement dangereuses et peuvent conduire
a des catastrophes (cela s’est, malheureusement, déja produit).

Un défi

L’enseignement de la méthode des éléments finis aux étudiants se destinant au Génie civil est
devenu, depuis 1990 environ, un véritable défi.

Cet enseignement se place, d’ordinaire, au début du second cycle des études universitaires, vu qu’il
nécessite, pour étre valorisé, de connaitre plusieurs disciplines de base : analyse (calcul différentiel
et intégral) et calcul numérique, algebre linéaire et géométrie, mécanique des structures et solides.
Or, au second cycle, la nature de 1’enseignement quitte ces disciplines théoriques pour s’orienter
largement dans celles plus concretes du métier de 1’ingénieur civil. L’étudiant attend cette transition
avec impatience. La méthode des éléments finis, avec ses nombreuses équations, interpolations et
intégrales, apparait alors comme une intruse et est souvent mal recue.

Cette situation est d’autant plus paradoxale que la méthode des éléments finis est précisément
un outil destiné a épauler I’étudiant et 1’ingénieur dans 1’étude d’un projet, en le soulageant des
calculs fastidieux par exemple. Elle permet aussi d’aborder des problemes complexes, puisqu’elle
peut résoudre les équations générales décrivant les phénomenes physiques, ce qui évite de devoir
recourir aux multiples méthodes particulieres et approximatives destinées au calcul manuel. Or cette
méthode a, aujourd’hui encore et notamment en Suisse, de la peine a pénétrer dans certains milieux :
la résistance a I’innovation reste, parfois, marquée...

Les auteurs ont testé, pendant plus de quinze ans, diverses approches dans 1’enseignement de la
méthode des éléments finis, de la plus concrete a la plus abstraite. Une approche trop simple lasse
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rapidement 1’étudiant, qui ne voit pas le potentiel promis de la méthode, tandis qu’une approche plutot
abstraite et mathématique le décourage, car trop éloignée des préoccupations de I’ingénieur.

Finalement — et une fois de plus — I’approche déductive s’avere la plus porteuse. Appliquant
d’abord la méthode des éléments finis a des notions connues, on peut ensuite généraliser et extrapoler
plus facilement. A ce propos, il est remarquable de constater que 1’étudiant accepte et utilise les
notions mathématiques de la méthode s’il en a préalablement recu les interprétations concretes et
pratiques.

Cadre de ’ouvrage

Certains regretteront que cet ouvrage se limite a I’application de la méthode des éléments finis
aux solides et structures.

L’expérience a appris aux auteurs qu’il fallait d’abord bien ancrer les notions nouvelles propres a
la méthode en s’appuyant sur un domaine d’application que 1’étudiant domine. Les extensions sont
alors plus faciles a formuler. De plus, suite a la mise en application du nouveau plan d’études de la
section de Génie civil a ’'EPFL (1999), ce choix s’est trouvé justifié : en effet, ’esprit du nouveau
plan d’études est de donner, dans chacune des branches de I’ingénieur civil, une formation de base
restreinte, mais permettant ensuite a I’étudiant de choisir et construire lui-méme son plan d’études
selon ses aspirations propres. C’est ainsi que la plupart des branches posseédent un cours de base
(en tronc commun jusqu’au cinquiéme semestre), suivi de cours d’approfondissement (en option du
sixieme au huitieme semestre).

Le cadre de cet ouvrage est finalement le suivant. Seul le comportement statique linéaire (matériel
et géométrique) des solides et structures est envisagé. En structures, on s’arréte aux plaques; les
coques, dont la formulation numérique par la méthode des éléments finis est nettement plus difficile,
sont abordées dans le volume 5 du Traité de Génie civil en méme temps que la théorie des coques.
Les méthodes numériques en dynamique font 1’objet d’un cours donné par le Dr Th. Zimmermann,
collaborateur et chargé de cours du LSC. De méme, certains problémes non linéaires (de géométrie
et de matériau) sont traités dans des cours séparés. Enfin, la plupart des aspects mathématiques de la
méthode des éléments finis sont laissés de coté et, au niveau des éléments finis, on ne traite en détail
que le modele déplacement, qui est le plus répandu.

Pour les applications de la méthode des éléments finis aux domaines autres que les solides et
structures, mentionnés au chapitre 13, on consultera les ouvrages spécialisés (bibliographie).

Notations

La notation utilisée est, évidemment, la notation matricielle (symbole romain gras). Toutefois,
on n’a pas cherché a I’imposer systématiquement ; quand les notations traditionnelles (explicite ou
indicielle) sont plus appropriées, on y recourt.

De méme, on a renoncé a une rigueur de notation excessive (par exemple : lettres majuscules pour
les matrices et minuscules pour les vecteurs, ou majuscules au niveau de la structure et minuscules
au niveau d’un élément fini) ; une certaine tolérance, par ailleurs, ne nuit pas a la clarté du texte.
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1 Mécanique et méthodes numériques
Méthode des déplacements

1.1 Mécanique numérique

En mécanique de I’ingénieur, on distingue volontiers, aujourd’hui, trois domaines. La mécanique
expérimentale est1’observation directe en laboratoire des phénomenes physiques réels. La mécanique
appliquée crée des modeles mathématiques pour représenter ces phénomenes : c’est la modélisation ;
elle opere le transfert des notions fondamentales de 1a mécanique théorique au monde des ingénieurs.
Lamécanique numérique étudie les méthodes qui permettent de résoudre les équations de la mécanique
appliquée par voie numérique.

On appelle simulation 1a modélisation et la résolution d’un probléme physique ; la simulation
est numérique si la résolution I’est aussi. La simulation est un auxiliaire précieux de la mécanique
expérimentale ; elle peut méme s’y substituer lorsque sa fiabilité est garantie.

La modélisation d’un phénomene physique conduit habituellement a I’établissement, dans un
domaine () (volume/surface/ligne), d’équations différentielles ordinaires ou aux dérivées partielles,
accompagnées, a la frontiere I' du domaine (surface/ligne/points), de conditions aux limites (fig. 1.1).
Cet ensemble s’appelle, en abrégé, un probléeme aux limites et en constitue la forme différentielle. 11
n’est pas fréquent de pouvoir en obtenir la solution analytique.

Fig. 1.1 Probleme aux limites : torsion de Saint-Venant d’une poutre prismatique (équation aux dérivées
partielles dans €2 : 82¢/8y2 + 82¢/8z2 = —2G ; condition aux limites sur I' : ¢ = cste;
&(y, z) = fonction de contrainte ; G = module de glissement ; y = angle de torsion par unité de longueur).
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Les ingénieurs se sont donc tournés vers des méthodes de résolution approximatives qui, le plus
souvent, remplacent la recherche des fonctions inconnues par la détermination d’un nombre fini de
parametres (nouvelles inconnues) liés par des équations algébriques. De telles méthodes, purement
numériques, s’appellent méthodes de discrétisation et la plus utilisée en mécanique des structures
et solides est la méthode des éléments finis. La méthode des différences finies et la méthode des
éléments de frontiere sont aussi d’emploi courant.

En gros, la méthode des différences finies vise a résoudre directement la forme différentielle du
probléme, en recherchant la valeur numérique des inconnues en un certain nombre de points, dits
neeuds, formant une grille usuellement réguliere (fig. 1.2a). Pour appliquer les deux autres méthodes,
il faut transformer la forme différentielle en une forme intégrale, mathématiquement équivalente,
et diviser le domaine et la frontiere en un maillage d’éléments de forme géométrique simple ; on
recherche alors la valeur numérique des inconnues en un certain nombre de points typiques du
maillage, les neeuds, situés dans le domaine €2 et sur sa frontiere I' pour la méthode des éléments finis
(fig. 1.2b), ou sur la frontiere I' pour la méthode des éléments de frontiere (fig. 1.2c).

r neeud neeud
noeucx{
/ Q
Y
élément
de frontiere
(@) () ©)

Fig. 1.2 Maillages : (a) différences finies ; (b) éléments finis ; (c) éléments de frontiere.

Différences finies, éléments finis et éléments de frontiere ont leurs avantages, inconvénients et
différences spécifiques, mais aussi certaines analogies (qui permettent de les coupler) ; 1a méthode des
différences finies est toujours tres populaire en mécanique des fluides, alors que celle des éléments
finis domine en mécanique des structures et solides ; les éléments de frontiere sont moins fréquemment
utilisés.

1.2 Méthode des éléments finis

La méthode des éléments finis est apparue vers 1955, en méme temps que les ordinateurs puissants
(cf. encadré fin § 1.3.3). D’abord appliquée au calcul des structures et solides, elle a pris, des 1965,
une extension fantastique, quand on a réalisé qu’elle représentait, en fait, une méthode générale de
résolution numérique des problemes aux limites. Tout phénomene physique, dont la modélisation
conduit a des équations différentielles avec conditions aux limites, lui devenait accessible : structure,
solide, chaleur, fluide, combustion, électromagnétisme, acoustique... (fig. 1.3).
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t=0s
ti—ils
H=21s
=38

T

|

1

Fig. 1.3 Ecoulement d’un massif de granulats secs : au temps ¢ = 0, on retire brusquement la paroi
verticale ; au temps t = 3 s, le massif s’immobilise selon I’angle de frottement interne. (Source : Frenette R.,
Eyheramendy D., Zimmermann Th., Numerical modelling of dam-break type problems for Navier-Stokes and

granular flows, Proc. 1st Int. Conf. Debris-Flow Hazards Mitigation, ASCE, San Francisco, USA, 1997.)
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Le succes initial et actuel de la méthode des éléments finis aupres des ingénieurs confrontés au
calcul des structures tient aussi dans le point de vue physique qu’on peut en donner. Cet aspect
essentiel de la méthode est étroitement li€ a ses premiers développements, qui s’inspirent directement

o du calcul des structures en barres et poutres par la méthode des déplacements, d’une part,
o d’un procédé de découpage-assemblage familier aux ingénieurs, d’autre part.

Rappelons ce procédé : si une structure a un comportement par trop complexe, I’ingénieur la subdivise
en composants plus simples a analyser ; la réponse globale est alors celle des composants couplée a
leurs interactions.

La méthode des éléments finis pousse ce procédé a I’extréme : le composant est un petit fragment
de la structure, appelé élément fini et choisi de facon a &tre aussi simple que possible a traiter
(fig. 1.4). Le découpage de la structure en éléments finis s’appelle le maillage (ou réseau). La liaison
des éléments finis se formule en certains points privilégiés, les neceuds.

élément fini

(@ (b)

Fig. 1.4 Découpage-assemblage: (a) cadre plan composé d’éléments finis de type poutre ;
(b) tour hyperbolique découpée en quadrilateres de type coque (indice e pour élément fini).

Remarque
1.1 Le point de vue mathématique considere la méthode des éléments finis comme une procédure
d’approximation numérique de la solution d’un probleme aux limites. On approche la solution par
un ensemble (assemblage) de fonctions d’interpolation, dont chacune n’est non nulle que sur un
sous-domaine de forme simple (découpage). La notion physique d’élément fini n’est, ici, nullement
nécessaire.

Ce point de vue permet I’étude mathématique rigoureuse de la méthode des éléments finis et de ses
propriétés importantes (conditions de convergence, restrictions sur le choix des fonctions, étude des
erreurs, etc.), ainsi que la généralisation de son emploi aux problemes dont I’interprétation physique
est difficile (électromagnétisme, physique quantique, etc.).
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1.3 Cadre de I’ouvrage

1.3.1 Formulation en déplacements

Ce texte aborde, principalement, 1’application de la méthode des éléments finis au calcul des
solides et structures, en régime statique matériellement et géométriquement linéaire (Introduction).

On se base avant tout sur le point de vue physique, qui permet d’expliquer pratiquement toute
la démarche typique de la méthode des éléments finis. On en tire en plus 1’avantage essentiel d’une
compréhension concrete de la spécificité d’une méthode qui reste, ne 1’oublions pas, approximative.

Enfin, on n’expose que la formulation en déplacements, la plus répandue, dans laquelle

¢ au niveau théorique, la formulation prend le champ des déplacements comme inconnue ;
o au niveau discrétisé (ou numérique), la résolution a lieu par la méthode des déplacements ;
o au niveau de I’élément fini, I’approximation porte sur le champ des déplacements.

Or la méthode des déplacements, propre a 1’analyse des structures en barres et poutres (TGC
vol. 4), se généralise sans difficulté aux éléments finis, quelque compliqués qu’ils soient (fig. 1.5). 11
est donc naturel de commencer par elle (sect. 1.4 et chap. 2).

[=

@ 2

(a)

Fig. 1.5 Eléments finis divers : (a) barre de treillis, élément fini le plus simple (2 nceuds) ;
(b) élément triangulaire de plaque (6 nceuds) ; (c) élément de poutre courbe de 1’espace (4 nceuds) ;
(d) élément hexaédrique de solide (8 nceuds).

1.3.2 Quelques notations

Les chapitres 1 et 2 sont consacrés aux structures en barres et poutres et illustrés a 1’aide de cas
plans. On y utilise les notations principales suivantes (TGC vol. 1,2 et 3):

e M,V et N sont les efforts intérieurs, ou M est le moment de flexion, V' I’effort tranchant et N
I’effort normal ; g est la charge transversale répartie (fig. 1.6b);

e u et v sont les déplacements de translation d’un point de 1’axe (ou de la section droite) ; u est
aussi appelé déplacement axial et v déplacement transversal ou fleche ; 8 est le déplacement
de rotation de la section droite ; pour les poutres obéissant a la théorie de Bernoulli-Navier, la
rotation de la section est identique a celle de 1’axe, elle-méme assimilable a la pente (622 tg 0 ;
fig. 1.6¢);

« ¢ est la dilatation (axiale) ; r est le rayon de courbure de ’axe et ¢ = 1/ la courbure (courbure
géométrique ; fig. 1.6d) ;
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o E, G et v sont le module d’élasticité (ou de Young), le module de glissement (ou de Coulomb)
et le coefficient de Poisson; 7' et o désignent une variation de température (positive si la
température augmente) et le coefficient de dilatation thermique linéaire ; L est la portée d’une
poutre entre deux appuis successifs ;

e A, B et I sont I’aire, ’aire réduite (TGC vol. 2, § 10.3.2) et le moment d’inertie principal de la

section droite de la poutre ; les produits £ A et EI sont parfois appelés raideurs extensionnelle
et flexionnelle.

Toutes ces grandeurs sont ou peuvent étre fonction de x, ou x est porté par 1’axe (admis rectiligne)
de la poutre: M (x), V(z), N(x), q(z), u(z), v(zx), 6(z), etc.

+
g M+ e
ot > Qv
) B
st MT

dx

(d) ©

Fig. 1.6 Conventions de signe et élément de poutre : (a) moment positif ; (b) efforts intérieurs ;
(c) déplacements ; (d) courbure (géométrique) sous I’action de M ;
(e) courbure (mathématique) sous I’effet de v(x).

1.3.3 Convention de signe en flexion

Afin d’effacer le flou qui subsiste au sujet de la convention de signe attachée aux moments de
flexion (TGC vol. 2, § 5.4.1), on adopte désormais la convention suivante (fig. 1.6a) : un moment
positif agissant sur une face positive crée des contraintes positives du coté des ordonnées positives.
Cette convention est appliquée uniformément a tous les types d’éléments structuraux (poutres, plaques
et coques).

Pour en comprendre I’effet, il suffit d’examiner le cas plan des poutres de Bernoulli-Navier ; les
équations relatives a la flexion deviennent (fig. 1.6 ; TGC vol. 2, § 10.2.2):
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o équilibre

oM M
dr ¢ de a2z ¢
e loi de Hooke
r 7 EI
o cinématique
2
g o dv
dz dz dz?

En fonction du champ des déplacements v(x), on a (EI = cste)

d?v d3v d*v
Fl— =-M Fl— =-V El— —
dz? dz3 drt ¢

Remarque

.1)

(1.2)

(1.3)

(1.4)

1.2 On relevera, en particulier, le changement de signe survenant au niveau de la seconde équation

cinématique (1.3).

Bref historique de la MEF

La MEF (Méthode des Eléments Finis) est mise au point en 1953 chez Boeing (Seattle, USA, calcul des

structures d’aile d’avion) ; on y développe le premier élément fini, sa matrice de rigidité, ’assemblage et la
résolution par la méthode des déplacements (publié par Turner, Clough, Martin et Topp en 1956 seulement).
Quant aux bases théoriques générales, mariant I’analyse des structures en barres et poutres avec celle des
solides, elles sont données de 1954 & 1960 (Argyris, Kelsey). Certaines idées apparurent auparavant, en
particulier chez les mathématiciens pour résoudre divers problemes aux limites, par exemple celui de la
torsion de Saint-Venant en divisant la section en triangles (Courant, 1943) ; mais elles resterent sans suite.
L’expression élément fini date de 1960 (Clough). Les années 60 ont vu la MEF s’attaquer a tous les domaines
du calcul des solides et structures, avant de déborder dans d’autres domaines : écoulements souterrains, transfert
de chaleur, fluides, etc. (Zienckiewicz, Cheung, 1965). En fait, les ingénieurs (aéronautique, génie civil et
mécanique surtout) développent la MEF pour I’appliquer a leurs problemes pratiques, avant que les bases

théoriques ne soient bien établies. ..

ajouter que son essor est, des le début et aujourd’hui encore, indissociable de celui des ordinateurs.

Des 1970, 1a méthode envahit tous les créneaux de 1’ingénierie et des mathématiques appliquées. Il faut

1.4 Méthode des déplacements (structures en barres et poutres)

1.4.1 Définitions et conventions

Les inconnues cinématiques de la méthode des déplacements sont les composantes des déplace-
ments des nceuds. Leur nombre et leur nature dépendent du type de structure étudiée (ex. 1.5.4).

Pour les structures en poutres situées et chargées dans un plan, (X,Y’) par exemple, les trois
inconnues sont, en tout neeud, u, v et 6 (fig. 1.7). L’ingrédient de base est un troncon AB de poutre
prismatique (fig. 1.8): si on en connait les six déplacements des deux nceuds A et B, et les éventuelles
charges, on sait en calculer la déformée, les réactions aux nceuds (ou nodales) et les efforts intérieurs.
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_ q
v
A I A E T B
- UA, VA, OA uB, vB, 0B
l L .|
i |
Fig. 1.7 Inconnues cinématiques (poutre, cas plan) : Fig. 1.8 La poutre prismatique AB,
déplacements d’un nceud. élément de base de la méthode des
déplacements.

Par suite, pour résoudre une structure plane €, on la divise en poutres AB (fig. 1.8) reliées par
leurs nceuds d’extrémité. En chacun d’eux, on identifie les inconnues cinématiques. Leur ensemble
constitue les nqep inconnues de la méthode des déplacements. On les désigne par la notation dj,
i =1, ..., ngep-

Pour la poutre de la figure 1.8 par exemple, on a ngep, = 6 et dy = up, d2 = va, ..., dg = 0p.

Le cadre de la figure 1.9(a), quant a lui, peut étre divisé en trois poutres 1-2, 2-3 et 3-4. Il comporte
alors ngep = 7 inconnues cinématiques (en tenant compte de la déformation par effort normal):
d1 = 91 (noeud l), dg = ug, d3 = V2, d4 = 92 (noeud Z) et d5 = us, d6 = V3, d7 = 93 (noeud §)
Chaque blocage (ou liaison) annule (ou fait disparaitre) une inconnue. Si on bloque totalement tous
les nceuds (d; = 0,7 =1, 2, ..., 7), on obtient la structure de référence )y (fig. 1.9b).

2 3 2
u
V2

Y, v
Q Qo
X, u 1 4
4 7 91
7 4
Z, 6 @) (b)

Fig. 1.9 Cadre plan: (a) structure donnée €2 ; (b) structure de référence (2g.

Remarques

1.3 La méthode des déplacements propre aux structures en barres et poutres est admise connue (TGC
vol. 4).
1.4 On doit nécessairement prendre comme nceuds les points particuliers de la structure (appuis,

intersections des axes...) ; au reste, on peut choisir comme nceud tout point de I’axe d une quelconque
poutre.
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1.5 Par concision, on appelle simplement déplacements les composantes des déplacements ; ce sont
donc les inconnues cinématiques ; dans la méthode des éléments finis, on les nomme couramment
degrés de liberté. On qualifie parfois ngep, de degré d’indétermination cinématique.

1.6 Dans le cadre plan de la figure 1.9, on peut ne pas prendre d; = #; comme inconnue : on doit
alors connaitre les caractéristiques d’une poutre a cing degrés de liberté, possédant un nceud de type
articulation (appl. 2.6).

1.7 Dans ce méme cadre, on peut aussi négliger la déformation d’effort normal : il ne reste que 4
inconnues (01, ug, O et 03 car ug = ug et vo = vz = 0), voire 3 si on ignore 6;. Négliger la
déformation d’effort normal est courant dans 1’application manuelle de 1a méthode des déplacements
(méthode des rotations, méthode de Cross, etc.). Ici, on n’introduit pas cette hypothese, sauf dans
quelques exercices (sect. 1.5).

1.4.2 Equilibre des nceuds

Les équations de la méthode des déplacements (par ailleurs établies au paragraphe 1.4.4)

S Kijdi+85=Q  (j=1,2,...,ndep; i =1,2, ..., naep) (1.5)
j

représentent 1’équilibre des neeuds, exprimé d’ordinaire dans un systeéme d’axes unique, le systeme
global (X,Y, Z), attaché a la structure. Les noeuds jouent donc un role essentiel : les grandeurs y sont
concentrées, forces et déplacements devant étre associés (TGC vol. 2, sect. 12.1).

En fait, pour étre « pures », les équations d’équilibre (1.5) doivent s’écrire
> Kijd;j —Si+Qi=0 (1.6)
J

ce qui met en évidence le fait que les termes K;; d; et S; ne sont pas des forces exercées sur les
neceuds, mais bien des réactions. 1l en résulte les définitions suivantes :

o Kjj est la réaction produite sur le blocage i par un déplacement unique et unité d; = 1, et se
nomme coefficient de rigidité ;

o S; est la réaction produite sur le blocage i par les charges (en abrégé : réaction sous charge).
Ces définitions conduisent a :

o la propriété de symétrie K;; = Kj; (théoreme de Maxwell) du systtme d’équations de la
méthode des déplacements ;

o la propriété K;; > 0;

o ’extériorisation des réactions K;; et S; dans la structure de référence {1y, grice aux dessins des
états de déplacement unités et de ’état de déplacement dii aux charges (fig. 1.10).
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Ka2, —_——
/ déformée
//déformée ] sous q
/ sous do=1

Qo Q0

G

Fig. 1.10 Réactions K;; et S; dans {2 (seules les réactions non nulles sont représentées, avec leur sens
réel ; pour Qg voir fig. 1.9) : (a) état de déplacement unité do = 1; (b) état de déplacement dii aux charges.

(@ (b)

Une force @);, au contraire, est une action nodale : c’est la composante, associée au blocage 1,
d’une charge nodale, a savoir une charge concentrée s’exercant directement sur un nceud (fig. 1.11).

~

(@) o (b)

Fig. 1.11 Forces Q; : (a) charges concentrées nodales (données) ; (b) composantes () ; dans les axes,
associées aux inconnues, avec leur sens d’action réel.

On voit qu’il faut diviser les charges en deux catégories :

o les charges purement nodales ;
o toutes les autres charges sollicitant directement les poutres (force répartie, variation de tempé-
rature, poids propre, etc.).
Remarques

1.8 Pour distinguer les deux sens du terme action, a savoir force dans le principe de I’action-réaction

et charge au sens large (TGC vol. 1, sect. 1.3), on utilise désormais le terme charge pour le second
sens.

1.9 Tout systeme d’axes est choisi cartésien direct ; le systeme global est désigné par des majuscules
(fig. 1.9a par exemple).

110 Kj;; est une force (ou moment) par unité de déplacement et en a donc les dimensions (N/m,
N/rad, Nm/m, Nm/rad).



MECANIQUE ET METHODES NUMERIQUES — METHODE DES DEPLACEMENTS 11

1.11 On peut regretter d’avoir deux types de force, S; et J;, qui plus est avec un changement de
signe quand on construit I’effet total

Qi — Si

représentant le second membre du systeme d’équations (1.5) ; la distinction est toutefois importante :
les réactions S; dépendent des propriétés des poutres (L, E, A, I...), au contraire des composantes

Qi-

1.4.3 Relation force-déplacement
Considérons une poutre AB comportant n blocages en A et np en B (fig. 1.12). On désigne par
djf les déplacements nodaux de cet élément (indice e) isolé. Soumise a I’action

o d’un déplacement dj en chacun des n + np blocages,
o de charges en travée,

cette poutre développe des réactions nodales, dont I'une quelconque d’entre elles, 7;, vaut (principe
de superposition)
nA+NB

TP = Z kijd§+si (izl,...,nA+nB) (L.7)
j=1

ol les k;; et s; sont définis, au niveau de I’élément poutre AB, semblablement a K;; et S;.

Les forces r; s’appellent réactions, ou forces, internes et 1’équation (1.7) est la relation force-
déplacement.

T5

T4

r — .
1 initial

T2

¥

Fig. 1.12 Réactions internes r; suite aux déplacements des nceuds A et B
et aux charges (ici ny = ng = 3).

On peut semblablement exprimer les efforts intérieurs. Dans le cas plan par exemple, si N (dj'f)

V(d;), M (dj) sont dus aux déplacements djf et si Ny, Vo, My sont dus aux charges, les efforts
intérieurs totaux valent, en tout point,

N = N(d$) + No V=V(d)+ VW M = M(dS) + My (1.8)



12 METHODE DES ELEMENTS FINIS

Remarques

1.12 Larelation (1.7) se déduit directement de (1.5) si I’on observe que les réactions extériorisées de
la poutre (r;) sont des forces nodales (();).

1.13 Les efforts intérieurs Ny, Vj et My sont ceux dus aux charges en travée dans )y (fig. 1.13).
1.14 Si (1.8) est exprimé dans les axes de la poutre, les r; coincident, au signe pres, avec les efforts
intérieurs en A et B (fig. 1.14) ; en particulier, les s; sont, au signe prés et dans €2y, les efforts intérieurs
en A et B dus aux charges en travée.

1.15 Au niveau d’une poutre (ou barre) isolée, on utilise des minuscules : forces r;, k;;, s;, axes
(z,y) (fig. 1.14), etc. ; lorsque cette convention n’est pas possible et qu’il faut distinguer 1’élément
isolé de la structure complete, on utilise 1’indice e (par exemple : dj), indifféremment supérieur ou
inférieur.

t VB
T Y
Na — B
Va Ma Mg
Y
ol .
f T T4
1 —
r3 76
Fig. 1.13 Diagramme des moments M d’une Fig. 1.14 Comparaison des réactions internes
poutre prismatique bi-encastrée avec les efforts intérieurs aux extrémités
(M = (1/8)FL cos ). (axes de la poutre).

1.4.4 Calcul d’une structure par la méthode des déplacements

On attache a la structure un systeme d’axes global (X, Y, Z) et on choisit les nge, inconnues
cinématiques d; , parallelement a X, Y et Z, ce qui définit (%.

Isolons un nceud. Les forces le sollicitant selon le blocage, ou degré de liberté, ¢ sont (fig. 1.15):

o les réactions internes — changées de signe — des éléments (poutres, barres) concourants en ce
nceud (dont I’ensemble est noté symboliquement Z( 6)) ;

« la composante nodale ); provenant des charges concentrées.
L’équilibre s’exprime par
—> ri+Qi=0 (1.9)
(e)

On ne peut pas introduire (1.7) dans (1.9) directement, car les indices n’ont pas la méme signifi-
cation : dans (1.9), I’indice ¢ peut prendre toute valeur (1 < i < ngep), alors que dans (1.7), 7 et j
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r(3)

coupe — =~

Qi

Fig. 1.15 Equilibre d’un nceud selon 4 (ici la translation selon Y ) ; dans cette figure,
Z( e) touche les trois éléments (8), (24) et (31).

se limitent aux inconnues de 1’élément poutre (i,j = 1, ..., np + ng). Or, lorsque ce dernier fait
partie d’une structure, ses degrés de liberté prennent des numéros arbitraires. Il suffit donc, pour uti-
liser (1.7), d’en adapter la notation : ¢ prendra la méme valeur que dans (1.9) (numéro de 1’inconnue)
et j varierade 1 a Ndep» sachant que, dans I’équation 7, seuls ny + np coefficients kij sont en fait
non nuls ; on est ainsi en mesure de remplacer dj par d; et (1.7) devient

T :Zkij d; +s; (1 =1, ..., ngep et k;j = 0 sauf pour np + np termes) (1.10)
J

On peut maintenant introduire (1.10) dans 1’équation (1.9), écrite sous la forme Z( o Ti = Q;, puis
appliquer cette derniére a tous les degrés de liberté de la structure (i = 1, ..., ngep) ; ON Obtient

S kijds +5i | =S (ki di + kindo + - + king,,, dnge, + 5)
() \ J (e)

Zkil dy + Zkﬂ dy+---+ Zkindep dndep + Zsi
(e) (e) (e) (e)

J

=D | Do | di+ D s
(e) (e)
:ZKijdj+Si:Qi (j:L 2, <o Ndep s 1=1, 2, ...,ndep)
J

ce qui établit (1.5) et montre que les forces Kj;; et S; peuvent se calculer par la somme des contributions
des éléments concourant en un nceud

Kij=Y ki Si=Y_si (1.11)
(e) (e)
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Dans un calcul manuel, il est recommandé de visualiser les forces K;; et S; (fig. 1.10), ce qui
regle la question de leur signe (sens d’action). Lorsque les grandeurs E, A, I... sont constantes dans
un élément, on peut dresser des tableaux des coefficients k;; et s; (chaps 2 et 15).

Larésolution du systeme (1.5) fournitles nqcp, déplacements d;. Pour calculer les efforts intérieurs
dans un élément AB, on sélectionne, dans d;, les ns + np déplacements d; relatifs a cet élément et
on applique les relations du type (1.8).

Remarques
1.16 Sideux degrés de liberté ¢ et j ne sont pas connectés 1’un a I’autre (par exemple par un élément),
K;j = 0.Ce résultat trivial est d’une grande importance dans la méthode des él€éments finis (chap. 10).

1.17 On peut vérifier que la transformation de I’équation (1.7) en (1.10) est de méme nature que
I’opération d’expansion réalisée dans I’exemple 2.1 (sect. 2.7).

Exemple 1.1

Résoudre la poutre définie par la figure 1.16 avec E = 3000 kN/ecm?, M = 3,6 kNm, q = 6 kN/m,
I = 250000 cm*, I = 128000 cm®, L; = 10 met Ly = 8 m.
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Fig. 1.16 Poutre continue 1-2-3.

Calcul des déplacements

Les caractéristiques des poutres étant constantes par travée, on choisit avantageusement les rotations sur
appui comme inconnues. On a donc 7 qep, = 2 et la structure Qg de la figure 1.17.
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Fig. 1.17  Structure g (nqep = 2).

11 faut établ