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Avant-propos

Ce livre s’adresse aux étudiants ingénieurs de premiere année dont le cursus
demande un apprentissage rigoureux de ’algebre linéaire, fondé sur la maitrise
des concepts et les aptitudes a raisonner et a calculer. Il est formé de quatre
parties aux objectifs différents.

La premiere partie, I’Aide-mémoire d’algebre linéaire, rassemble en dix cha-
pitres les principales notions, propriétés, théoremes et formules présentés dans
un premier cours d’algebre linéaire pour étudiants ingénieurs. Chaque chapitre
est complété par un ensemble important d’exercices de niveaux différents. Sauf
pour ceux munis d’une étoile, la réponse ou une solution rédigée est donnée
a la fin du livre. Cette premiere partie est congue pour étre un complément
a une participation réguliere a un cours ex cathedra : les exercices proposés
permettent un travail hebdomadaire régulier, alors que les notions théoriques
renseignent sur la matiére enseignée et facilitent les révisions.

Les notions et résultats présentés dans cette premiere partie sont systé-
matiquement accompagnés de références précises a I'un ou l'autre des livres
suivants : Algébre linéaire, par R. Cairoli, Presses polytechniques et universi-
taires romandes, 1991 ; Linear Algebra (Applications Version), 7th edition, par
H. Anton et C. Rorres, John Wiley & Sons, 1994. Ces références se présentent
sous la forme [Cairoli, p.47] ou [Anton, p.170] et indiquent donc le livre et la
page a consulter.

La deuxieme partie du livre propose six applications de 1’algebre linéaire
qui représentent des utilisations concretes de cette matiere en sciences de 'in-
génieur. C’est un premier contact avec des sujets spécialisés que la plupart des
étudiants retrouveront dans des cours plus avancés. L’étude de ces applications
s’appuie sur les notions présentées dans la premiere partie, mais n’exige pas
d’autres connaissances particulieres. La bibliographie propose quelques réfé-
rences qui permettront aux étudiants qui le souhaiteraient d’approfondir ces
thémes. Chaque chapitre est aussi accompagné d’un ensemble d’exercices, dont
la plupart avec solution, selon les mémes principes que les exercices de la pre-
miere partie.

Les préalables pour chacun des chapitres 11 & 16 sont les suivants : tous
exigent une connaissance des chapitres 1 a 4; les chapitres 12 et 13 utilisent
en outre le contenu du chapitre 6; et les chapitres 14 et 16 utilisent en outre
certaines notions des chapitres 6 et 8.

La troisieme partie du livre présente une sélection d’exercices de révision
qui permet aux étudiants de se préparer pour ’examen de fin d’année. Contrai-
rement aux exercices proposés a la fin d’un chapitre et qui se réferent principa-
lement a la matiere du chapitre en question, chaque exercice de révision porte
sur la matiere de plusieurs chapitres. Pour la plupart d’entre eux, une solution
est donnée & la fin du livre.
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La derniere partie du livre présente les solutions de tous les exercices des
chapitres qui précedent, a I’exception de ceux marqués d’une étoile.

Les choix de la matiere théorique et des exercices présentés dans cet ouvrage
ont été affinés aux cours de nombreuses années d’enseignement a différentes
sections d’ingénieurs de I'Ecole polytechnique fédérale de Lausanne (EPFL).
Cette expérience a en particulier été mise a profit pour proposer des exercices
de difficulté graduée : certains d’entre eux exercent directement un aspect de
la théorie, alors que d’autres demandent des développements plus poussés.

En général, les objectifs principaux pour I’étudiant sont de bien comprendre
les raisonnements et de bien assimiler les exemples et applications numériques
présentés au cours ex cathedra et dans les exercices, car c’est a partir de la
que l'étudiant sera capable d’utiliser I'algebre linéaire dans les sciences de
Iingénieur. La premiere partie de cet ouvrage sert de référence de base quant
a la matiere enseignée et donne a I’étudiant ’outil nécessaire pour effectuer un
travail d’approfondissement personnel. La grande variété des exercices proposés
permet a l'enseignant de désigner périodiquement une partie de ces exercices
pour un travail dirigé, afin de permettre a chaque étudiant de bien assimiler la
matiere. Les exercices avec étoile peuvent étre utilisés pour un contréle continu
payant.

En revanche, les applications de la deuxieme partie ont été congues pour
intéresser et motiver I’étudiant dans ’étude de 1’algebre linéaire, en lui propo-
sant des sujets avec un contenu technique mais dont il aura souvent entendu
parler avant le début de ses études universitaires. Les auteurs ont ainsi souhaité
permettre a I’étudiant de prendre conscience de 1'utilité des mathématiques, et
en particulier de I'algebre linéaire, pour la suite de ses études.

Apports de la deuxiéme édition

Le chapitre 16 de ce volume présente une application supplémentaire de
I’algebre linéaire, avec exercices et solutions. Les exercices de révision se
trouvent donc dans le chapitre 17. Des corrections mineures ont été effectuées
dans les autres chapitres.

R. Dalang et A. Chaabouni
Juillet 2004
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CHAPITRE 1

Systemes linéaires

DONNEE ET SOLUTION D’UN SYSTEME LINEAIRE

Un systeme linéaire est la donnée de m équations linéaires & n inconnues
Tlyeeoyp

a11r1  + arer2 + -+ AT, = b
2121+ ATz + - 4+ apT, = b
Am1T1 + Gm2Ty + 0+ AmpTy = bm

Les coefficients a;; et b; sont des nombres réels (cf. [Anton, p.2] et [Cairoli,
p-89]). L’ensemble des nombres réels est noté R.

Solution d’un systéme linéaire. On appelle solution du systéme linéaire
ci-dessus toute suite de n nombres (k1,...,k,) tels que les m équations sont
vérifiées si 'on pose 1 = ki,...,z, = k.

Solution générale d’un systéme linéaire. L’ensemble de toutes les solu-
tions d’un systeme linéaire est appelé la solution générale du systeme.

Matrices associées & un systéme. La matrice du systéme et la matrice aug-
mentée du systéeme sont respectivement

a11 12 -+ Qln a11 a2 o G b1

a21 a22 -+ A2n a21 az2 -+ Gz b2
et

Am1 Am2 tee Amn Am1 Am2 T Amn bm

(cf. [Anton, p.4] et [Cairoli, p.93 et p.94]).
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RESOLUTION DE SYSTEMES LINEAIRES

La méthode d’élimination des inconnues permet de résoudre facilement les
systemes linéaires de petite taille. Pour résoudre un systeme linéaire dont le
nombre d’équations ou d’inconnues est élevé, il est avantageux d’introduire la
notion de matrice échelonnée et d’opérer sur les lignes de la matrice augmentée
du systeme comme indiqué ci-dessous dans la méthode de résolution de Gauss
(cf. [Anton, p.5] et [Cairoli, p.90 et p.91]).

Matrices échelonnées. Une matrice est échelonnée si ses lignes satisfont aux
deux conditions suivantes :
(1) Toute ligne nulle n’est suivie que de lignes nulles.
(2) L’indice de colonne du premier terme non nul de toute ligne non nulle
est supérieur & l'indice de colonne du premier terme non nul de la ligne
qui la précede.

Pivot. Le premier coefficient non-nul sur une ligne non-nulle d’'une matrice
échelonnée est appelé un pivot (cf. [Anton, p.8] et [Cairoli, p.95]. Attention : la
définition de Anton differe par le fait que le pivot doit étre 1).

Une matrice échelonnée non-nulle est donc de la forme

0 e 0 aljl... e A1n
a2j2... e e a9
(O) . .

©) Ayjg,. = Qrp
0 -~ 0

Forme échelonnée simplifiée. Une matrice est sous la forme échelonnée
simplifiée si elle est échelonnée, tous les pivots sont des 1 et tous les autres
coefficients de chaque colonne ayant un pivot sont nuls (cf. [Anton, p.8 et p.9]
et [Cairoli, p.97 et p.98]).

Opérations élémentaires sur les lignes.
Type 1 : Echanger deux lignes.
Type 2 : Additionner a une ligne un multiple d’une autre ligne.
Type 3 : Multiplier une ligne par un nombre k£ non nul.

(cf. [Anton, p.5] et [Cairoli, p.96])

Méthode de résolution de Gauss.
(1) Ecrire la matrice augmentée du systéme.
(2) Réduire, par les opérations du type 1, 2 et 3, la matrice augmentée &
la forme échelonnée simplifiée.
(3) Attribuer une valeur arbitraire, appelée paramétre, aux inconnues qui
n’ont pas de pivot.
(4) Exprimer les autres inconnues en fonction des parametres.

(cf. [Anton, p.10] et [Cairoli, p.100])
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Nombre de solutions d’un systéme linéaire. S’il y a un pivot dans la der-
niére colonne de la forme échelonnée (simplifiée) de la matrice augmentée du
systeme, alors ce systeme n’a pas de solution. Dans le cas contraire, soit toutes
les inconnues ont un pivot et alors le systeme admet une solution unique, soit
il y a au-moins une variable sans pivot et alors le systeme admet une infinité
de solutions.

Systémes homogenes. Un systéeme homogéne est un systeme linéaire dont les
coefficients du second membre sont nuls (cf. [Anton, p.17] et [Cairoli, p.89]).
Un systeme linéaire qui n’est pas homogene est dit inhomogéne.

Propriétés des systémes homogénes. Tout systeme homogene admet au
moins la solution 1 = 0,z2 =0, ..., z, = 0. Cette solution est appelée solution
nulle ou triviale.
Un systéeme homogene admet une infinité de solutions dans les deux cas
suivants :

(1) La solution nulle n’est pas unique.

(2) Le systeme contient moins d’équations que d’inconnues.
(cf. [Anton, p.17 et p.19] et [Cairoli, p.105])

Exercices

1.1. Donner une interprétation géométrique de ’ensemble des éléments de R?
dont les composantes sont solution du systeme linéaire

3v1 + 29 = 0
.1‘1—1'2:0.

1.2. Trouver la solution générale des équations suivantes :
(a) 4z — @® + 33 = 0
(b) r1 + 2z — xr3 = b.

1.3. Indiquer lesquelles de ces matrices sont sous forme échelonnée et lesquelles
sont sous forme échelonnée simplifiée :

010 00 10 21
(a) 100 M) |0 1 @ [0 o0 21 2
000 00 00 00
0001 100 1 0135
(d | 0000 e | 0000 # | 0007
0000 0000 0000
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0 0 O
01 0 O
@ (005 0) @ ooo
0 0 O

1.4. Indiquer lesquelles de ces matrices sont sous forme échelonnée et lesquelles
sont sous forme échelonnée simplifiée :

1 0 1 0 0 1 2 0 1
@ [0 1 0 m [ 11 © |07 0 2
0 0 O 0 0 00 0 O
01 0 1 1 0 0 3 0 2 3 5
@ [0 00 o0 @ o100 ® 00077
00 0 O 0 0 1 0 00 0 O
1 0
0 010
® (01 50) ® 010

2 3 4 2 -1

(a) -1 4 1-3 3
3-2 2 4 1

-2 5-1 3 0

3 -2 -1 3 =2 3
5 -2 -2 3 15 —10
(b) -3 5 -1 3 4 2
2-1-1 4 -1 2

1.6. Réduire les matrices suivantes a la forme échelonnée :

00 0001
17 7 —4 0 1-10 2 2
(a)<83—2> ® 129103 3
00 0122
5 1 1 1
17 1 -1 3
© | -111 1] @[>
5 1 -1 7
5 1 -1 9
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1.7. Résoudre, par la méthode d’élimination des inconnues, le systeme d’équa-
tions linéaires suivant :

—x1 + 2z9 — 4dx3 + Ty = 1
2r1 + To — 23 — 214 = =2
4I1 - T2 + 21‘3 - 41‘4 = —4
31’1 — 31’4 = -3.

1.8. Résoudre, par la méthode d’élimination des inconnues, le systeme d’équa-
tions linéaires suivant :

ry + To + r3 + ry = 1
T1 4+ 3xs + 223 + 4dxy = 2
21‘1 + T3 — Xry4 = 1.

1.9. Soit azy + bxy = ¢ et ax; + Pros = v deux équations linéaires ayant la
méme solution générale. Montrer que si a # 0, alors a # 0, b/a = [/« et

c/a =~/
1.10. (a) Trouver des équations linéaires en les variables x; et zo dont la
solution générale est x1 = 6 — 3k, zo = k, avec k dans R.

(b) Montrer que z; = k, z2 = 2 — k/3, est aussi la solution générale des
équations de (a).

1.11. (a) Considérer la courbe y = ax3 — 222 + bz + ¢ qui passe par les points
(zi,9:), © = 1,2,3. Montrer que la suite de nombres a,b,c¢ est solution du
systeme d’équations linéaires dont la matrice augmentée correspondante est

3 m 1 oy + 222

x5 a9 1 yo + 223

3 xz3 1 ys+ 223
(b) Déterminer la cubique y = az® — 222 + bz + ¢ qui passe par les points (2,7),
(1,3), (3,19).
1.12 (*). On considére le systéme

xr1 + To + X3 — xy = 0
1 + 2190 — x3 + 314 0.

(a) Trouver deux solutions a et b de la forme a = (a1, a2, 1,0), b = (b1,be,0,1).
(b) Vérifier que, pour tous nombres k et ¢, ka + £b est encore une solution.
(c) Vérifier que toute solution est de la forme ka + £b.
1.13 (*). Sachant que par trois points non colinéaires, il passe un cercle et un
seul, et que ’équation d’un cercle du plan Oxy est de la forme

ar’ +ay? +br+cy+d=0,

trouver une équation du cercle qui passe par les points (1,—3/2), (—1,1/2) et

(3,1/2).
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1.14 (*). Trouver la solution générale des systémes suivants :

201 — 2x9 + 3rs + gy = 0
(a) 4xy — 3x9 + 4dxz + 2x4 = 1
107, — 8z + 1llzg + bdzy = 2
2%1 — 31’2 + 71’3 = 0
(b) —-xr1 + 21’2 - 5553 = 0
4r1 — bBxeg + 1llzg = 0.

1.15. Résoudre, par la méthode de Gauss, les systemes linéaires suivants :

r3 + ry + x5 = 0
(a) —x1 — X2 + 2x3 — 3x4 + x5 = 0
r1 + T2 — 21’3 - Iy = 0
2r7 + 2x9 — X3 + x5 = 0
2r1 — To 4+ 3wz + 1lb6xy = 24
(b) X1 — 2173 + T4 = -1
31’1 — 3%2 + r3 + 171’4 = 19
2¢7 — 3z + x3 + 1224 = 17.

1.16. Résoudre, par la méthode de résolution de Gauss, le systeme d’équations

linéaires suivant :

31’1 — 2562 + 51‘3 + T4 = 5
21’1 — 3$2 + 5(E3 — 41’4 =1
2017 — 2x9 + 2x3 — 24 = 2
3r1 — 3r92 4+ 6x3 — 3ry = 3.
1.17. Résoudre simultanément les systémes
T + x3 + xy = 2
Ty + X2 + x4 = 3
r3 + x4 = 5
et
T + 23 + x4 = 3
xr1 + X2 + x4 = 5
T3 4+ TL = 2,

en échelonnant la matrice des coefficients qu’ils ont en commun, doublement
augmentée par les deux seconds membres.

1.18. Trouver la solution générale de chacun des deux systémes ayant respec-
tivement pour matrices augmentées

11 1-2 11 1 2
A= -1 1-3 3 et B=|-11-31
2 2 24 2 2 21
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1.19. Résoudre le systéme d’équations non linéaires en z,y et z, avec —7/2 <

z2<m[2:
—z2 4+ y> — 2tanz = 3
2c2 — y? + tanz = 0
y> — bBtanz = 4.

1.20. Résoudre le systeme non linéaire suivant pour des angles «, 3,y tels que
0<a<2m 0<p<2m, 0<y<m:

2sin(a@+7) — 6cos(B+7v) + bHtany = 8
sinfa +v) — 3cos(B+7) + 2tany = 4
3sin(a+7v) — 6cos(B+vy) — 3tany = 9.

1.21. Pour quelles valeurs réelles de a le systeéme suivant a-t-il une infinité de
solutions, exactement une solution, aucune solution ?

rx — 3y — 22z = 4
Jr — 4y -— 92 = 5
dr — Ty + (a*>-20)z = a+6.

1.22. (a) Déterminer quelles sont les valeurs de A pour lesquelles le systeéme

)\(El + X2 —+ xIs =
1 + Are + rx3 = 1
1 + x> + Axg = 1

possede une solution unique et calculer cette solution pour chacune de ces
valeurs de A.
(b) Déterminer ’ensemble des solutions pour chacune des autres valeurs de .

1.23 (*). Pour quelle(s) valeur(s) de k le systéme suivant a-t-il des solutions
non nulles ?

k+2)x + Bk+2y + 5bKk+2z = 0
(2k+5)z + Bk+5)y + 52k+5)z = 0
r + (2k+1l)y + (K*+1)z = 0
(k+1)z + (Bk+1)y + 5(k+1)z = 0.

1.24 (*). (a) Echelonner la matrice augmentée associée au systéme

rT — 31’2 + I3 = -3
—2x1 + 3kxs + x3 = 3k
—-xr7 + 3xs — kxs = k41,

ou k dans R est un parametre.

(b) Trouver la solution générale de ce systéme en fonction du parametre k, en
distinguant différents cas s’il y a lieu de le faire.

1.25 (*). Montrer que tout systéme linéaire possédant deux solutions distinctes
21 et zo en possede une infinité.

1.26 (*). Est-ce que pour chaque nombre entier n > 0, on peut trouver un
systeme linéaire dont le nombre de solutions est égal & n 7






CHAPITRE 2

Calcul matriciel

Une matrice A est de type m x n si elle possede m lignes et n colonnes. Le
terme qui se trouve & la i®™ ligne et j°™° colonne de A est noté (A);; ou ayj si
A = (ai;). Si m = n, on dit que la matrice est carrée d’ordre n.

OPERATIONS MATRICIELLES

Addition de matrices. Si A = (a;;) et B = (b;;) sont deux matrices de méme
type m x n, alors C' = A + B est la matrice C' = (¢;;) de type m x n définie
par ¢;; = a;; + b;; (cf. [Anton, p.27] et [Cairoli, p.111]).

Multiplication d’une matrice par un nombre. Soit A = (a;;) une ma-
trice de type m X n et k un nombre. Alors k - A est la matrice définie par
(k-A);j =k-a;;. On écrit parfois kA.

Multiplication de matrices. Soit A = (a;;) une matrice de type m x n et
B = (bji) une matrice de type n x p. Alors C = A - B est la matrice (c;x) de

type m X p définie par
n
cik =Y _ aijbjn
j=1

(cf. [Anton, p.28] et [Cairoli, p.112]). On écrit parfois C = AB.

Propriétés. La multiplication matricielle est associative et distributive a droite
et a gauche. De plus :

(1) A-(k-B)=k-(A- B) si k est un nombre;

(2) si A est de typen x 1, alors k- A= A- (k).
En général, A-B # B-A. Si A-B = B- A, on dit que A et B commutent
(cf. [Anton, p.38] et [Cairoli, p.113]).

Ecriture matricielle d’un systéme linéaire. Tout systeme linéaire de m
équations a m inconnues x1, ..., T, s'écrit sous la forme

A-x=0b,

o A est la matrice du systeme, x est 'inconnue et b le second membre
(cf. [Anton, p.33] et [Cairoli, p.115]).
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Transposée d’une matrice. On appelle transposée d’une matrice A = (a;;)
de type m x n et on note AT la matrice de type n x m définie par (A”);; = aj;
(cf. [Anton, p.33 et p.34] et [Cairoli, p.118]).

Propriétés de la transposée. La transposée d’'une somme est la somme des
transposées. La transposée d’un produit est le produit des transposées mais
dans l'ordre inverse (cf. [Anton, p.46] et [Cairoli, p.118]).

Opérations matricielles par blocs. Une matrice A = (a;;) peut étre dé-
composée en blocs de sous matrices. On peut additionner ou multiplier deux
matrices par blocs a condition que les types des blocs permettent ’exécution
des opérations utilisées (cf. [Anton, p.30] et [Cairoli, p.116]).

Matrice nulle et matrice identité. On appelle matrice nulle, et on note
O, xn ou O, la matrice de type m X n dont chaque terme est nul. On appelle
matrice identité d’ordre n, et on note I,, ou I, la matrice carrée de type n X n
telle que (I);; = 1sii = j et (I);; = 0 sinon (cf. [Anton, p.40 et p.41] et
[Cairoli, p.93]).

MATRICES INVERSIBLES

Inverse d’une matrice. Soit A une matrice carrée de type n x n. Si on peut
trouver une matrice B de méme type telle que A- B = B- A = I, alors on dit
que A est inversible. La matrice B ainsi trouvée est unique, on 'appelle ma-
trice inverse de A et on lanote A~! (cf. [Anton, p.42 et p.43] et [Cairoli, p.119]).

Propriétés de l’inverse. Soit A et B deux matrices de type n x n.
(1) L’inverse d’un produit est le produit des inverses effectué dans ’ordre
inverse. L’inverse de la transposée est la transposée de I'inverse.
(2) Si A est inversible et k est un entier positif, alors la matrice A* est
inversible et (A¥)~1 = (A~1)k.
(3) Si A est inversible et k est un nombre non nul, alors la matrice & - A
est inversible et (k- A)~! =1/k- A7L.
(4) Si A- B = 1I,,, alors A est inversible et A~ = B.
(5) Si la matrice A - B est inversible, alors A et B sont inversibles.

(cf. [Anton, p.43 & 45] et [Cairoli, p.121 et p.122])

Matrices élémentaires. Une matrice de type n X n est élémentaire si on peut
I'obtenir & partir de I,, en effectuant une seule des opérations élémentaires de
type 1, 2 ou 3 sur les lignes de I, (cf. [Anton, p.50] et [Cairoli, p.126]).

Propriétés des matrices élémentaires.
(1) Multiplier & gauche une matrice A par une matrice élémentaire revient
a effectuer une opération élémentaire sur les lignes de A.
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(2) Toute matrice élémentaire est inversible et son inverse est une matrice
élémentaire.
(cf. [Anton, p.51 et p.52] et [Cairoli, p.127 et p.128])

Théoréme fondamental. Soit A une matrice de type n X n. Les propriétés
sutvantes sont équivalentes :

(1) A est inversible.

(2) La seule solution du systéme A-x =0 est z =0.

(3) La forme échelonnée simplifiée de A est I,,.

(4) A est égale a un produit de matrices élémentaires.

(cf. [Anton, p.53])

Calcul de la matrice inverse. Soit A une matrice inversible de type n x n.
La matrice augmentée n fois (AiI,) admet pour forme échelonnée simplifiée la
matrice (In EA_l) (cf. [Anton, p.54] et [Cairoli, p.120]).

Nature de I’ensemble des solutions d’un systéme linéaire A - x = b.
Dans le cas général, il y a trois possibilités :

(1) Le systeme n’a pas de solution.

(2) Le systéme a exactement une solution.

(3) Le systéme a une infinité de solutions.
Dans le cas ou la matrice A est carrée et inversible, le systeme Ax = b a exac-
tement une solution, qui est x = A= - b (cf. [Anton, p.59]).

MATRICES PARTICULIERES

Matrices diagonales. On appelle matrice diagonale toute matrice carrée de
la forme

aq 0 0
0 a9 0
0 0 ap

et on la note diag(ay, as,...,ay) (cf. [Anton, p.66] et [Cairoli, p.124]).
Propriétés des matrices diagonales. Le produit, 'inverse et la k*™° puis-

sance d’une matrice diagonale sont des matrices diagonales (cf. [Anton, p.67]
et [Cairoli, p.124 et p.125]).
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Matrices triangulaires. On appelle matrice triangulaire supérieure toute
matrice carrée de la forme

aiy a2 -+ aip
0 ap - ap
0 - 0 an

La transposée d’une matrice triangulaire supérieure est une matrice triangu-
laire inférieure (cf. [Anton, p.68] et [Cairoli, p.125]).

Propriétés des matrices triangulaires.
(1) Le produit de deux matrices triangulaires supérieures est une matrice
triangulaire supérieure.
(2) Une matrice triangulaire est inversible si et seulement si tous ses
termes diagonaux sont non nuls.

(cf. [Anton, p.69] et [Cairoli, p.125])

Matrices symétriques. Une matrice A est symétrique si AT = A. Si
A = (ai;), cette égalité s’écrit a;; = aj;, pour 1 <i<netl<j<n.

Propriété. Si A est une matrice symétrique et inversible, alors A~! est symé-
trique (cf. [Anton, p.70] et [Cairoli, p.126]).

Exercices

2.1. Effectuer les calculs matriciels suivants :

70 9 10 0 1 040 0 1-1
@ [ 00 0 0o01|+[468 01-1
12 0 13 14 0 1 08 0 14 1-1
0 1 2 3
123 4 5 0 2 4 6
M (2 4 6 8 10 1| (¢ (001 00) |3 6 9
369 12 15 0 4 8 12
0 5 10 15

(001 0 1) (f) 4-(3

—
(oW
S—
—
(an)
—
o
—
SN—
[ B R
N——— SN——
—
@
S—
O = O
[N}
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2.2. Soit aj,as,...,a, les colonnes d’une matrice A de type m X n et
bI bl ... bT les lignes d’une matrice B de type n x p. Montrer que

AB = a1bl + axbt +--- 4 a,bl .

2.3. Calculer A™ (n entier positif), lorsque

1 0 0
(a) A:(_?_é) (b) A= ggg

2.4. On considére les matrices

1 2 1 0
a(12) e s (1Y)

Calculer (A + B)? et A% + B2 + 24 - B. Que remarquez-vous ?

2.5. Considérons la matrice

Montrer qu’il n’existe pas de matrice B telle que B? = A.
2.6. Répondre par vrai ou faux, et justifier votre réponse.
(a) A2=1= A=4I;

(b) A2 = Opxn = A= 0Opxn;

(c) AAT = Opixm = A = Qpixn;

(d) A2=A=A=1 ou A= 0Qpxn.

2.7. Considérons les matrices
A B E F
M(CD) ot N<GH>,

ou A,D,E,H sont des matrices du type mi X ni, ms X ng, ny X p1, Ny X pa
respectivement.

(a) Vérifier la régle du produit matriciel par blocs

M_N:<AE+BG AF + BH )

CE+DG CF+DH
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(b) A l’aide de (a), trouver 'inverse de

I, B
0o I, )

(c) Appliquer le résultat obtenu & la matrice

1 0 0 1
01 3 -1
001 0
0 0 0 1

2.8. Soit K, la matrice carrée d’ordre n (n > 1) dont tous les coefficients sont
des 2. Montrer que
1

I,+K,) ‘'=1,———
( + ) 2n+1

n -

2.9. Soit A une matrice carrée, B, C' et D des matrices inversibles du méme
ordre que A telles que

B YBTc"B )" Y(AB)T =D.
Montrer que A est inversible et exprimer A~! en fonction de B, C et D.
2.10 (*). Montrer que si A est inversible, alors (A + B)" est inversible si et
seulement si (I + BA™)" est inversible (n est un entier positif).
2.11. Soit A une matrice carrée.
(a) Montrer que si A* = Q, alors (I — A)~! = I + A+ A% + A3. Dans ce cas,
(I + A) est-elle inversible ? Si oui, donner son inverse.

(b) Montrer que si A" =Q), alors (I — A)"™' =T+ A+ A% +---+ A" Dans
ce cas, (I + A) est-elle inversible ? Si oui, donner son inverse.

(c) Déduire des questions précédentes l'inverse de la matrice donnée dans
lexercice 2.7(c).

2.12. (a) Soit A une matrice inversible d’ordre m, B une matrice inversible
d’ordre n et C' une matrice inversible d’ordre p. Montrer que la matrice

O 0 A4
M=| O B O
¢ 0 0

est inversible et calculer son inverse en fonction des matrices A, B, et C.

(b) A l'aide de la formule obtenue, calculer I'inverse de la matrice

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

M = 0-1 1 0 0
0 1.1 00

-3 0 0 0 0
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2.13 (*). (a) Soient a et b deux matrices de type n x 1 telles que a’b # —1.
Montrer que la matrice A = I, + a b7 possede une inverse de la forme
B =1,+kabT, olt k est un nombre qui reste & déterminer.

(b) En utilisant (a), résoudre le systeme

3r1 + 4x9 — 6x3 + 4dxy = 4

—r1 — To + 3x3 — 2x4 = 1
T + 2932 — 2I3 + 21‘4 = 2

2CE1 + 41’2 - 6.%3 + 51’4 = 3.

2.14 (*). Soit A = (a;;). En utilisant la définition du produit matriciel, calculer
AF. k un entier positif, lorsque

(a) aij:i/jviajzla'”vn;
(d) a;; =20 5=1,...,n.

2.15. Soient A, B et C' des matrices carrées de méme ordre telles que B est
inversible et

(ABO)'BT(BCB™Y)!' =1.
(a) La matrice A est-elle inversible ?

(b) Si oui, exprimer son inverse en fonction de B et C.

2.16. Les matrices

10 0 0
2 00
1 -1 0 010
a=(0 ) m=lot oo e=(o10)
0 0 01
1 0 0 1
01 00 1 -2
D= 00 1 0|’ E_<0 1)’
1 0 00
sont-elles élémentaires 7 Si oui, donner leur inverse.
2.17. Soit
1 2 -8
A=|2 1 4|,
2 1 1
1 00 1 00 1 00
Eiy=1010 ), Ea=10011], E3= 010
0 0 3 01 0 -5 0 1

Pour i = 1,2, 3, effectuer le produit F;A. Quelle est 'opération élémentaire sur
les lignes de A qui donne le méme résultat 7
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2.18. (a) Effectuer le produit

0 00 a O —g/d
0 0 b 0 e 0
0 ¢ 0 f O 1
d 0 g 00 0
0O h 000 —b/e

avec d # 0 # e.

(b) Montrer que la matrice 5 x 5 ci-dessus n’est jamais inversible, quels que
soient les nombres réels a, b, ¢, d, e, f, g et h.

2.19. Comment ’échange de deux lignes d’une matrice peut-il étre effectué par
un produit matriciel 7

2.20. Considérons la matrice

Ecrire la forme échelonnée simplifiée de A sous forme de produit E1 Es - -- E, A,
ou F, Es, ..., E, sont des matrices élémentaires.

2.21. Soit A une matrice carrée d’ordre n telle que
A*—2A% +3A+21=0

a) Montrer que la seule solution de I'équation Az =0 est x =0.
(b) En déduire que A est inversible.
(c) Trouver l'inverse de A.

2.22. (a) Calculer I'inverse de la matrice

1/4 3/2 1/4
A= 1 0o 0o |,
-1 2 1

en réduisant la matrice augmentée (A{I3) a la forme échelonnée simplifiée.

(b) Ecrire A~! sous la forme d’un produit EyEs - -- E,, ou Ey, Es, ..., E, sont
des matrices élémentaires.

2.23. Calculer si possible I'inverse de la matrice

2 1 0
A= 3-2 1],
4 0 -1

en réduisant la matrice augmentée (Ail3) a la forme échelonnée simplifiée.
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2.24 (*). (a) Par réduction a la forme échelonnée simplifiée de la matrice

1 3 -2
1=(L )

doublement augmentée, trouver toutes les matrices X telles que AX = I.
(b) Quelles sont les matrices Y telles que YA =15 7
2.25. Soit

> O
Q@ O W

b
b
0

wW o

la matrice augmentée d’un systeme linéaire. Pour quelles valeurs de a et b le
systéme a-t-il : (a) une solution unique; (b) un ensemble de solutions dépendant
d’un parametre; (¢) un ensemble de solutions dépendant de deux parametres
et (d) aucune solution ?

2.26. Soit Az = b un systéme linéaire. On suppose qu’il a au moins une
solution. Soit x, une solution fixée de ce systéme. Montrer que toute solution
x du systéme en question peut s’écrire sous la forme x = x, 4 ¢, oll ¢ est une
solution du systéme homogene Az = 0.

2.27. Trouver tous les nombres réels a, b et ¢ pour lesquels la matrice A suivante
est symétrique :

4 a—b+2¢c a+b+c
A= 3+a a—c a-+c
c —2 7—0

2.28. Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que le produit de
deux matrices symétriques soit aussi une matrice symétrique.

2.29 (*). Soit

1 1 1
A= 3 1 -1
4 2 0

Notons a1, as et az, respectivement, la premiere, deuxieme et troisieme colonne

de A.

(a) Calculer a; + a2 + a3 et en déduire une solution z, du systeme

3
Az = 3
6

(b) Calculer a; — 2as + as et en déduire ’ensemble des solutions du systeme
homogene Ax = 0.

(c) En utilisant (a), (b) et exercice 2.26, donner toutes les solutions du systeme
3

Ax = 3
6
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2.30. Soit
3 0 1
A= 2 -1 2
1 -2 0

Mettre A sous la forme A = LU, ou L est une matrice triangulaire inférieure
avec des 1 sur la diagonale et U une matrice triangulaire supérieure.

2.31 (*). Considérons I’équation matricielle XA = B, ou

1 -1 2 —1
A=|-1 2|, B= 11
2 —1 -1 2

(a) Transposer les deux membres de cette équation.
(b) Trouver toutes les solutions de ’équation transposée.

(c) En déduire les solutions de ’équation donnée.

2.32. Soit A et B des matrices carrées de méme ordre telles que les matrices
I+ A et I + B soient inversibles. Montrer que

A=(I-B)(I+B)!' < B=(I-A)I+A4)".

Cette transformation est appelée transformation de Cayley.

2.33. Considérons la matrice

fit) 0
A(t): 0 f2(t) f3 t) ) tGR,
0 0 fa(t)

ou f1, fo, f3 sont des fonctions définies sur R et soit

C:

S O =
O NN O
N = O

Trouver des fonctions gg, g1, g2 telles que
A)=go() I+ q1(t)C +g2(t)C*, teR.

2.34. Une matrice A est dite antisymétrique si AT = —A. Démontrer les
assertions suivantes.

(a) Toute matrice symétrique ou antisymétrique est carrée.

(b) Les coefficients diagonaux d’une matrice antisymétrique sont nuls.
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2.35 (*) Soit

1
A= 4
7

co Ut N
O© O W

(a) Donner les matrices A + AT et A — AT. Que remarquez-vous ?

(b) En déduire que la matrice A est la somme d’une matrice symétrique et
d’une matrice antisymétrique.

(c) Peut-on généraliser le résultat de (b) a toute matrice carrée 7 Justifier votre
réponse.

2.36. Soit

A:

N = =
— O N
|
—_
S O Ww

Effectuer AT A et en déduire A~1.

2.37. Répondre par vrai ou faux, et justifier votre réponse.
(a) A est diagonale = AB = BA;

(b) (A+ B)(A— B) = A? — B?;

(c) AB=BA= ABT = BT A;

(d) AB=BA et A7! existe = A~'B = BA™%

2.38 (*). Considérons deux systémes linéaires Ax = b et Ax = by ayant la
méme matrice A. Montrer que si le premier systéme possede au moins une
solution et si le second n’en possede aucune, alors le systéeme Az = by + by n’en
posséde aucune non plus.

2.39 (*). Soit A = (a;5) et D = (d;;) deux matrices de type n x n. Vérifier
que si D et AD — DA sont diagonales, alors A commute avec D.

2.40 (*). Soit M une matrice de type n x n et

@(n—l)xl In—l
A= —_—— —— ——=
O1x1 ©1><(n—1)
(a) En écrivant
Urx1 le(nfl)
M= - - - — = ,
Wh-nx1 |  Poa—1)xm-1)

effectuer le produit par blocs A - M apres avoir vérifié que les types des blocs
permettent 'exécution des opérations nécessaires.
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(b) En écrivant

X(n—l)x(n—l) Yv(n—l)xl
M= R

Z1x(n—1) Tix1
effectuer le produit par blocs M - A et vérifier que les types des blocs permettent
I’exécution des opérations nécessaires.

(¢) Trouver des conditions sur les matrices U, V, W, P, X, Y, Z, et T pour
que A-M =M - A.

(d) Calculer A¥, k=2,... n.

(e) Exprimer I’ensemble des matrices qui commutent avec A en fonction des
matrices A¥, k=0,1,...,n— 1.

2.41 (*). Soit P une matrice carrée d’ordre n ayant un et un seul 1 dans
chaque ligne et dans chaque colonne, les autres coefficients étant nuls.

(a) Résoudre le systeme Pz = 0.

(b) Montrer que P est inversible.

(c) Calculer P - PT.

(d) Déterminer P~1.

2.42 (*). Soit A une matrice de type n x m et B une matrice de type m X n.

(a) Montrer que si la seule solution du systéme (I,, — AB)x = 0 est x = 0, alors
le systeme (I, — BA)x = 0 n’admet que la solution z = 0.

(b) La réciproque de (a) est-elle vraie?

(¢) Donner un exemple de matrices A et B qui ne vérifient pas la condition
de (a).

2.43. Etant donnée une matrice A = (a;;) de type n x n, on définit la trace
de A par

Tl" (A) = Zaii

Soit A et B deux matrices de type n x n. Montrer que Tr (A- B) = Tr (B - A).
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Déterminants

Pour toute matrice A = (a;;) de type n X n, on note A%J 1a matrice de type
(n—1) x (n — 1) obtenue en supprimant la ™ ligne et la j°™¢ colonne de A.

Définition. On appelle déterminant de A et on note detA, |A], ou
det(ay,...,an) si ai,...,a, sont les colonnes de A, le nombre donné par la

formule récursive
n

Al = (=) an |4V
i=1
dans cette formule, le déterminant d’une matrice A = (a) de type 1x 1 est posé
égal & a (cf. [Anton, p.83] et [Cairoli, p.138]).

Déterminants de matrices particuliéres. Si A est une matrice triangulaire
supérieure, triangulaire inférieure ou diagonale, alors son déterminant est égal
au produit de ses coefficients diagonaux (cf. [Anton, p.87]).

Propriétés du déterminant.
(1) Multiplier par k une seule ligne, ou une seule colonne, d’une matrice
a pour effet de multiplier le déterminant par k.
(2) Echanger deux lignes, ou deux colonnes, d’une matrice change le signe
du déterminant.
(3) Ajouter & une ligne d’une matrice un multiple d’une autre ligne,
ou a une colonne un multiple d’une autre colonne, ne change pas le

déterminant.
/
(4) det(a1,...,aj-1,a; +aj,aj1,...,an)
/
= det(al, ey Gj—1,Q5, Q541 - - ,an) +det(a1, sy Q=15 G5, Q41 - an,).

En général det(A + B) # det A + det B.

(5) Transposer une matrice ne change pas le déterminant.

(6) Le déterminant d’un produit est le produit des déterminants.
(cf. [Anton, p.86 & p.95] et [Cairoli, p.139 et p.140])



24 Aide-mémoire et exercices

Cas particuliers. Si la matrice A possede une colonne ou une ligne nulle, ou
si elle a deux lignes ou deux colonnes proportionnelles, alors son déterminant
est nul (cf. [Anton, p.89] et [Cairoli, p.140]).

Déterminant d’une matrice élémentaire. Le déterminant d’une matrice
élémentaire obtenue en effectuant une opération élémentaire de type 1, 2 ou 3
sur les lignes de la matrice identité est respectivement —1, 1 et k.

Théoréme. Une matrice A est inversible si et seulement si son déterminant

est non nul. Si A est inversible, alors

1
A7 = —.
A7 =

(cf. [Anton, p.96] et [Cairoli, p.141])

Formule de Cramer. On consideére le systeme linéaire A-x = b, ou la matrice
A= (ariazi- - iay) est telle que |A] # 0. Les n inconnues z1,...,x, sont
données par

I det(al,...,aj_l,b,aj+1,...,an)
’ 4]

(cf. [Anton, p.109] et [Cairoli, p.148]).

Calcul de A~! par la méthode des cofacteurs. Soit A = (a;;) une matrice
de type n x n telle que |A| # 0. On appelle mineur de a;; le déterminant de
A% cofacteur de a;; le nombre (—1)"7|A%I|, matrice des cofacteurs de A la
matrice B = (b;;), ou b;; est le cofacteur de a;;, et adjointe de A la matrice
BT, On note adj A 'adjointe de A.

La matrice inverse de A s’écrit sous la forme

1
A_lzm-ade

(cf. [Anton, p.106] et [Cairoli, p.149]).



3.1. (a) En utilisant la définition du déterminant, calculer

_ O O o oo
oo NO O oo
TN WO oo

Déterminants

Exercices

= O O = OO
—
=N W Ot N

O NN OO

et

= O O N

Tt O

=N O

= O Ol =

(b) Soit A une matrice de type n x n. Si |A| = 3, que vaut |5A|?

3.2. Calculer

3.3. Etant donné que

calculer
2d 2 2f
(a) 29 2h 2§
2a 2b 2c
b5a+2d d g
(c) 5b+2 e h
S5¢+2f f i

-2
1 -
43
28
18

O Ut O = = O

4

Q@ Q. 2
> o o

(d)

0 0 O
-2 7 6

0 0 17

0 0 5

0 3 0

0 0 0

c

f - 75a

)
b5a Hb bc
5g bh bi
—d —e —f
—a d g—4d
—b e h—Ae
—c f i—A4Af

-3
-3
-8
—4
9
3

25

3.4. En utilisant les propriétés des déterminants, trouver la valeur de |A|+6|B|,

ou
2 21
0 -3
A= 0 0
—-18 -6

16 -5
91 18
-1 -2
12 41

w o o

21
-3
0

1

16
91
-1
-3

)

18
-2
—6
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3.5. Montrer que

13
15
25
17

— N =
SN, B CRNGURE
W Ut Ot

a

est nul (observer que 117, 135, 225 e

13, 15, 25 et 17).

153 sont respectivement des multiples de

3.6. Soit
4 2 4 14
10 2 13 35
A= 6 5 8 19
4 3 -1 24
(a) Vérifier que
2 0 0 O 21 2 7
A 5-3 0 0 0 1-10
13 2-1 0 0 0—-4 2
2 1 1 1 0 0 0 8

(b) Calculer |A].
3.7. (a) Réduire en un seul déterminant 4 x 4 l'expression 44 — B —5C + 6D,

ol
37 21 16 -7 37 21 16 -23
-15 -3 91 4 -15 -3 91 =2
A= —20 0 -1 -6 |’ B= -20 0 -1 4|’
-8 —6 12 9 -8 —6 12 -5
-7 21 -5 16 2 21 16 -5
3 -3 18 91 0 -3 91 18
¢= 4 0 —28 -1 |’ D= 0 0 -1 -28
-2 —6 41 12 3 1 -2 -6

(b) Trouver la valeur de 44 — B — 5C + 6D.

3.8. Soit A, B et C trois matrices carrées d’ordre n. Sachant que
A= [BY, [C|=|B7Y| et [ABC|=8,
déterminer les valeurs de |4|, |B] et |C].

3.9 (*). Montrer que

2 a3

b3
Y| = (b—a)c—a)d—a)c—bd-b)d—c)

2 d3

— =
QO R
Q.GMG‘MQ

(ce déterminant est appelé « déterminant de Vandermonde » et cette égalité se
généralise & une matrice carrée d’ordre n).
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3.10 (*). (a) Soit aq,...,a, des matrices de type n x 1 et k, ¢ dans R. Posons
a=ay+ -+ a, et considérons les deux matrices

A= (a1} ---ia,) et B=(ka+/lay}---ika+lay,).

Additionner & la premiere colonne du déterminant de B toutes les autres
colonnes, puis montrer, sans développer les déterminants, que

IB| = (nk + 0)(" 1| A].

(b) En appliquant la formule ci-dessus, calculer |B| en fonction des nombres p
et g, lorsque

P 29 29 2q p
P P 29 29 2q
B = 2 p p 2q 2q |, en utilisant A =
2¢ 2¢ p p 2
29 2q 29 p p

O OO = =
OO R = O
O~ Rk OO
_ -0 O O
_0 O O =

3.11. Calculer

1 4 9 16

4 9 16 25

b= 9 16 25 36
16 25 36 49

3.12. Résoudre ’équation suivante, dont l'inconnue est x :
1 0 =3
2  —6
1 3 z-5

T -1
5 1—=x

3.13. (a) Soit A une matrice n x n inversible et k, ¢ dans R. Montrer que

kA + (1,]

|kI, + (A7 =
A

(b) A T’aide de la formule ci-dessus, calculer |I; + A~Y|, on

0 -2 2 -1
0 2 2 -1
A= 0 0 -1 -1
1 -2 2 3

3.14. Utiliser la formule de Cramer pour résoudre le systéme Az = b, ou

8 2 0 60
A= 5 1 7/2 et b= 73/2
1 4 4 79
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3.15. Utiliser la formule de Cramer pour résoudre le systeme

T, + 2x9 + r3 + zy = 0

i) —+ 2.%3 + Ty = O

T + x3 4+ 2x4 = 1
2x1 + T2 zy = 0.

3.16. Calculer 'inverse des matrices suivantes en utilisant la méthode des
cofacteurs. Donner chaque fois la matrice des cofacteurs.

- 1 2 -8
A= , ou ad—bc+#0, et B=1|2 1 4
¢ d 2 1 1

3.17. Montrer que le déterminant d’une matrice antisymétrique d’ordre impair
est nul.

3.18. Calculer

0 0 1
D, = 1 0
o .- .
1 0 ... 0

3.19 (*). Calculer le déterminant de la matrice

a a 0 0
1 1+2a 2a 0

0 2 2+3a 3a

A:
0
(n—1a
0 0 n—1 n—1+na
3.20 (*). Soit
11 0 0
1 1 1
D,=10 " . .0 (n lignes et n colonnes) .
1 1 1
0 ... 0 1 1

Mountrer que D,, = D,,_1 — D,,_2 (n > 3) et en déduire la valeur de D,, pour
tout n.
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3.21. Soit A une matrice carrée d’ordre m, B une matrice de type m xn et C
une matrice de type n X m. Supposons que m > n et que A = BC. Démontrer
alors que det(A) = 0.

3.22. Considérons les matrices-colonnes

ay b1

an by

(a) Calculer le déterminant

1 by b . . b,
as a262 +1 a2b3 e cee agbn
as aszbs azbs +1 --- ce- asb,,
D, = ) )
. . . an,lbn
an anba a,bs <o apbp—1 apb, +1

(b) Calculer |I,, + ab”| en appliquant d’abord la propriété d’additivité par
rapport a la premieére colonne et en utilisant le résultat de (a).






CHAPITRE 4

Transformations de ’espace

L’ESPACE R"

L’espace R” est ’ensemble des matrices-colonnes x de type n x 1. Par com-
modité, on note parfois x = (z1,...,x,) (cf. [Anton, p.167]).

Représentations géométriques. Si 'espace physique est muni d’un systeme
de coordonnées d’origine O, alors chaque x dans R™ a deux interprétations :
— le point P de coordonnées (z1,...,x,);
~ le vecteur OP
(cf. [Anton, p.168]).

Interprétation géométrique des opérations dans R™. Soit x et y dans
R™ et k un nombre. La somme x + y et le produit kx peuvent s’interpréter
respectivement comme la somme et le produit par k des vecteurs d’origines O
correspondants.

Parallélisme dans R™. Deux éléments z et y de R™ sont paralléles si I'un est
multiple de l'autre.

Propriété. Pour n > 2, x = (x1,...,2,) et y = (y1,...,yn) sont paralleles si
et seulement si le déterminant de chacune des matrices

€T, Yi .o
1 =1,...,n,
(xj yj)’ J

est nul.

DROITES ET PLANS DANS R"

Définition. Soit a, b et ¢ dans R™.
(1) Si b# 0, la droite passant par a et de direction b est 'ensemble des x
dans R" tels que x = a + k - b, ot k est un nombre.
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(2) Si b et ¢ ne sont pas paralleles, le plan passant par a et de directions
b et c est I'ensemble des x dans R™ telsque x =a+k-b+{-c,ou k et £
sont des nombres.

(cf. [Anton, p.160])

Equations paramétriques. Les équations paramétriques de la droite x =
a+k-betduplanx =a+ k-b+ £ - c sont respectivement

T1 = ai + kby r1 = ay + kby + leq

To = ag + kbey To = ag + kby + leo
. et .

T, = an + kb, T, = an + kb, + e,

(cf. [Anton, p.159] et [Cairoli, p.38 et p.39]).

Equation cartésienne d’un plan dans R3. C’est une équation de la forme
kixy 4+ koxo + kzxs = £, ou k1, ko et k3 sont des nombres non tous nuls et ¢ est
un nombre quelconque. L’ensemble des solutions de cette équation est un plan
dans R3.

TRANSFORMATIONS MATRICIELLES ET AFFINES

La transformation matricielle associée a une matrice A de type m X n est
lapplication T : R® — R™ définie par T'(z) = A -z (cf. [Anton, p.182].
Attention : cette référence utilise le terme transformation linéaire). La trans-
formation affine associée a une matrice A de type m X n et a b dans R™ est
Papplication T : R — R™ définie par T'(x) = A-x + .

Cas particuliers. Dans le cas m = n,
(1) la translation de direction b est la transformation affine associée & I,
et b;
(2) "homothétie de rapport k est la transformation matricielle associée &
k- I, ; c’est une contraction de rapport k si 0 < k < 1 et une dilatation
de rapport k si k > 1 (cf. [Anton, p.191]);
(3) une similitude simple est une transformation affine associée a k-1, et b.

Ensemble image. Soit 7" une application de R™ dans R™. L’image d’un sous-
ensemble F de R™ par T est Pensemble des y dans R™ de la forme y = T'(z),
avec x dans E. Cet ensemble est noté T(E) (cf. [Anton, p.181] et [Cairoli,
p.158]).

Composition de transformations. La composée des transformations 77 :
R™ — R™ et T5 : R™ — RP est la transformation notée T o 17 : R® — RP
et définie par To o Ty (z) = Th (T1 (a:)) La composée de deux transformations
affines est une transformation affine (cf. [Anton, p.192] et [Cairoli, p.159]).
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Transformations injectives et surjectives. Une transformation 7' : R" —
R™ est injective si la relation T'(x) = T(y) entraine x = y. Elle est surjective
si pour tout y dans R™, il existe au moins un = dans R™ tel que T'(z) = vy,
autrement dit, si T(R™) = R™ (cf. [Anton, p.200] et [Cairoli, p.159]).

Théoréme. Soit A une matrice de type n X n et T la transformation
matricielle associée a A. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) A est inversible ;

(2) T est surjective ;

(3) T est injective ;

(4) Le systéme A -x = b admet une solution pour tout b dans R™.

(cf. [Anton, p.201])

Exercices

4.1. Pour quelle(s) valeur(s) de k les éléments
r=(1-k2-k4-k) e y=(6,4,0)

de R3 sont-ils paralleles ?

4.2. (a) Donner les équations paramétriques du plan p; dans R? dont I'équa-
tion cartésienne est 2x; — bxo = —4.

(b) Donner I’équation cartésienne du plan ps de directions ((1, 1,2),(-1,3, 3))
passant par (0,1,0).

(¢) A quelles conditions doit satisfaire x = (1, x2,23) pour que x appartienne
a la droite d de direction (2,0, 3) passant par (—2, 1, 2).

(d) Trouver l'intersection du plan p d’équation cartésienne x; — 3xz3 = 2 et de
la droite d de direction (3,2,2) passant par (2,0,5).

4.3. Soit p; le plan de directions ((73, 1,2), (4,0, 78)) passant par (1,1,1) et
p2 le plan de directions (u =(1,1,-6),v=(-7,1, 10)) passant par (0,0,0).
(a) Trouver l'intersection des plans p; et pa.

(b) Peut-on exprimer les équations de p; en fonction des vecteurs u et v?
Justifier votre réponse.

(c) De la réponse a (b), peut-on déduire celle de (a)?
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4.4. Etant donnés deux éléments non paralleles a et b de R™, interpréter

géométriquement ’ensemble des éléments x de R™ qui satisfont 1'égalité
x=k-a+/{-b

lorsque :

(a) 0<k<1,0<¢<1;

(b)k>0,>0etk+l=1;

()k>0,0>0etk+0<1;

(d)o<k+¢<1.

4.5. Représenter géométriquement les trois droites

S (3) e (3)-
o (3)-(1) (1)

k dans R, ainsi que leur image par la transformation T'(z) = A - x + b, ol
2 -1 3
A=(21) w(2)
4.6. Calculer I'image du plan de R3, de directions ((1,1,78),(2,2,71)) et
passant par (3,0,5), par la transformation T'(z) = A -z + b, ou

O =

)

et

§ 2 2 ~30
5 0 -1 20
A=1 2 2 o b=y
0 20 4 18

Donner une interprétation géométrique de cette image.

4.7. Sachant que le triangle de sommets a = (2,2), a+b = (1,2) et at+c = (2,1)
est envoyé par une transformation affine 7" sur le triangle de sommets respectifs
(4,13), (1,15) et (8,8), déterminer T.

(Indication : Supposer que T'(x) = Az +d. Observer que T(a+b) —T(a) = A-b
et T(a+c¢)—T(a) = A-c. En déduire la valeur de A, puis celle de d.)

4.8. Soit T : R?> — R? une transformation affine. Montrer que T est
entierement déterminée par ses valeurs en a, a + b et a + ¢, o a = (a1, az),
b= (b1,b2) et ¢ = (c1,ca) sont des éléments de R? tels que det((bic)) # 0.
(Indication : Supposer que T'(x) = A-x + d, ou

A— ail a2 ot d— dy :
a1 a2 dy
montrer ensuite que la matrice y = (an7 a12, 021, a2, dy, d2) est solution d’un
systéme B -y = v, ou B est de type 6 x 6. Vérifier enfin que det(B) # 0.)
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4.9 (*). Soit p le plan de R? d’équation 2o +3z3 = 2 et d la droite de direction
(4, 3,2) passant par (3,0,7).

(a) Trouver, en fonction de k dans R, 'image de p par la transformation
Ti(z) = A - x + b, ol

N

k0
A = 0 k et b=
1 0

O =
[\

et en donner une interprétation géométrique.
(b) Trouver I'ensemble des k tels que Ti(p) N Tx(d) = 0.

4.10 (*). Soit H l'hyperplan formé de I’ensemble des (z1,...,z,) dans R”
tels que =1 + --- + x, = 0. Discuter, en fonction du parameétre k£ dans R,
I'interprétation géométrique de I'image de H par la transformation Ty (z) =
Ap - x + b, ot

: k

A= | F ot by =
: . .. k .
koo ko1 k

4.11. Dans R?, on se donne la contraction T} de rapport 1/2 et les similitudes
simples

1 1 1 1 1
Déterminer I'image du triangle de sommets (0,0), (1,0) et (1/2,1) par chacune
des transformations T;, i = 1,2, 3.

4.12 (*). Soit Ty : R? — R3 la transformation définie par
Ty (z1,22) = (21 + 22,21 — T2, 201 + T2) ,

Ty, T3 : R — R? les transformations définies par

1 1
To(wy, 22, 73) = (§$1+§$2,—$1—$2+$3> )
T3($1,$2,l‘3) = T2($1,$2,$3)+(1,1).

(a) Déterminer les matrices A, Ao, Ry et Ra, respectivement, des transforma-
tions matricielles Ty, T, T o Ty et Ty o T7.

(b) Peut-on exprimer les matrices Ry et Rs en fonction des matrices Ay et A ?
(c) En déduire les matrices des transformations affines T3 o T} et Ty o T5.

4.13. Indiquer lesquelles des transformations 17, T, Th o T, To o T} et T3, de
I’exercice 4.12, sont injectives ? Lesquelles sont surjectives ?
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4.14. (a) Calculer T5 o T1, ou T et Tb sont les deux transformations affines
définies par

1 2 1
2 0 4 2
Ti(z)=| 4 -2 | -z+ 0 et Tg(y):<1 0 4)-y+<3).
1 1 -1

(b) Montrer que la transformation Ty o Ty, de R? dans R?, est surjective.

4.15 (*). Pour quelle(s) valeur(s) du parametre k dans R, la transformation
matricielle de R™ dans R™ associée & la matrice A, de 'exercice 4.10 est-elle
surjective ? injective ?



CHAPITRE 5

Produit scalaire euclidien
dans R"

DEFINITION ET PROPRIETES

Soit @ = (a1,...,a,) et b= (b,...,b,) dans R™. On appelle produit scalaire
euclidien de a et b et on note a - b le nombre

a-b=aiby +asby +---+ ayb, .

Puisque a et b sont des matrices de type n x 1, on admet que le produit sca-
laire a-b est égal au produit matriciel b7 -a (cf. [Anton, p.169] et [Cairoli, p.50]).

Propriétés du produit scalaire. Le produit scalaire est commutatif et
distributif par rapport & I’addition. De plus
1) (k-a)-b=k-(a-b)sik est un nombre;
2)a-a>0eta-a=0sietseulement si a = 0.
(cf. [Anton, p.170] et [Cairoli, p.49])

Norme et distance euclidienne dans R". On appelle norme euclidienne de
a = (a1,...,a,) et on note ||a|| le nombre

lall = (a-)"/* = \Jad +-- + a2

(cf. [Anton, p.170] et [Cairoli, p.47]). On appelle distance euclidienne entre
deux éléments a et b de R™ et on note d(a,b) le nombre d(a,b) = |la — b||
(cf. [Anton, p.171]).

Interprétation géométrique. La norme et la distance dans R™ s’interpretent
respectivement comme la longueur de vecteurs et la distance entre points de
Pespace géométrique (cf. [Anton, p.128 et p.129]).

Formule géométrique pour le produit scalaire. Soit a et b dans R" et 6
I’angle entre les vecteurs géométriques qui représentent a et b. Alors
a-b=al|b| cosb

(cf. [Anton, p.133] et [Cairoli, p.48]).
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Inégalité de Cauchy-Schwarz. Si a = (a1,...,a,) €t b = (b1,...,b,)
sont dans R™, alors |a - b] < |la]|||b]|. Autrement dit |ai1by + -+ + apb,| <

(a?+-+ afl)l/2 (b3 +---+ l)%)l/2 (cf. [Anton, p.171]).

Orthogonalité. Deux éléments a et b de R™ sont orthogonaux si a-b = 0.
L’angle entre les vecteurs qui représentent deux éléments orthogonaux est
m/2 4 k7, ol k est un entier relatif (cf. [Anton, p.174] et [Cairoli, p.48]).

Théoréme de Pythagore dans R". Si a et b dans R™ sont orthogonauz,
alors |la+b||* = [lal[* + [[b]|.

(cf. [Anton, p.175])

Produit scalaire en fonction de la norme. Le produit scalaire de a et b
dans R”™ est donné par

a-b=-(la+d]*~lla—0]?)

| =

(cf. [Anton, p.174]).

Relation entre produit matriciel et produit scalaire. Le produit de deux
matrices A et B de types respectifs m X n et n x p s’exprime en fonction des
produits scalaires des lignes ¢7,... ¢ de A et des colonnes ci,...,c, de B
comme suit :

(cf. [Anton, p.177]).

PROJECTIONS ORTHOGONALES

Définition. Soit a et b dans R™. La projection orthogonale de b sur a est 1’é1é-
ment de R™ parallele & a, noté proj, b, et tel que b — proj, b est orthogonal a a.

Transformation matricielle associée a une projection orthogonale. Si
a est un élément non nul de R™, alors, pour tout élément b de R",

proj, b =
o al?
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De plus, lapplication T' : R" — R"™ donnée par T'(x) = proj, « est la transfor-
mation matricielle associée & la matrice A = (1/[|al|?) a - a” (cf. [Anton, p.136
et p.187] pour des cas particuliers et [Cairoli, p.48]).

Projection orthogonale sur un plan de R?. Soit p un plan de R? d’équa-
tion ax1 + bxe + crs = d et v dans R3. La projection orthogonale de v sur
le plan p est I'élément de p, noté proj, v, tel que v — proj, v est parallele a
n = (a, b, c), le vecteur normal au plan.

Transformation affine associée a une projection orthogonale sur un
plan. Soit p le plan de R? d’équation ax; +bxo+cxs = d et n le vecteur normal
au plan. L’application T : R? — R3 définie par T(z) = proj, x est la trans-
formation affine T'(z) = A-z + f, associée & la matrice A = I3 — (1/|n||?) n-nT
et & f = (d/|n]|?) - n (cf. [Anton, p.187]).

Exercices

5.1. Etant donné u dans R”™, interpréter géométriquement ’ensemble des
éléments x de R™ qui vérifient I'égalité ||u + x||? + ||u — z||? = 4]Jul|?.

5.2. Soit u et v dans R? et T : R? — R? la transformation qui associe & x
dans R? I'élément (x - u,z - v) de R%. Montrer que T est une transformation
matricielle. A quelle condition est-elle injective ?

5.3. (Inégalités triangulaires) Soit a, b et ¢ des éléments de R™ et d(a,d) la
distance euclidienne entre a et b. Etablir les inégalités suivantes :

(a) lla+ bl < llall +[|b]l;

(b) d(a,c) < d(a,b) + d(b,c).

5.4. Soit d une droite dans R? et Ty : R? — R? la transformation qui associe
3 2 dans R? I’élément symétrique de x par rapport a d.

(a) Si d passe par lorigine et est de pente tan(6/2), montrer que Tq est une

transformation matricielle et que cette transformation est injective.

(b) Si la droite d est de pente tan(f/2) mais ne passe pas par l'origine,
la transformation Ty4 reste-t-elle une transformation matricielle 7 Est-elle une
transformation affine ?

5.5. Soit u et v deux matrices de type n X 1 et A et B deux matrices de type
n X n. A aide de 'inégalité de Cauchy-Schwarz, montrer que

(vTBTAu)2 < (u” AT Au)(v" BT Bv) .
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5.6. Pour quelles valeurs de k les éléments u et v suivants de R? sont-ils
orthogonaux 7

(a) u=(1,3,1),v=(2,1,k);

0= (210)0= (40

(©) u=(k,-2,1), v = (k,1,1);

(d) u=(k, k 6) = (k,4,1).

5.7. Soit u et v des éléments de R™ et d(u,v) = ||ju —v|| la distance euclidienne
entre u et v.

(a) Montrer que si ||u|| = ||v]|, alors « + v et u — v sont orthogonaux.

(b) En déduire que, pour tous u et v non nuls, u/||u|| + v/||v|| est orthogonal &

uw/llull =v/ol.

5.8. (Théoréme de Pythagore) Montrer que si a et b dans R™ sont orthogonaux,
alors

la+ b = [lall* + o]
Application. Montrer que si a et b dans R™ sont orthogonaux et tels que ||a|| = 3
et ||b|| = 4, alors d(a ,b) = 5.

5.9. (Théoreme de Pythagore généralisé) Soit v1, va,. .., vy, des éléments deux
a deux orthogonaux de R". Etablir 'identité suivante :

m 2 m
> vl =2 Il
i=1 i=1

Application. Soit vy, vs, ..., vy des éléments de R™ non tous nuls ayant pour
somme le vecteur nul. Montrer qu’ils ne peuvent pas étre deux a deux ortho-
gonaux.

5.10 (*). Soit k1, ka,...,k, des nombres. Démontrer I'inégalité
2
"L nn+1)2n+1) <&,
S < >
(i_l > 6 i=1

Dans quel cas y a-t-il égalité?

5.11 (*). A l’aide du théoreme fondamental, montrer que si A est une matrice
antisymétrique, alors I + A est une matrice inversible.

5.12. (Projection orthogonale sur un vecteur) Soit a # 0 dans R™. Soit
T : R®" — R" la transformation définie par T'(z) = proj, x. Montrer que
T(z) = Az, ou A = (1/||al|*)a-a”

Application. Donner la matrice de la projection orthogonale sur a = (1,...,1).

5.13. Soit a et b dans R™ avec a # 0. Montrer que la fonction f : R — R
définie par f(z) = ||b — za|| admet un minimum en o = (1/||al|?)a - b
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5.14 (*). (Projection orthogonale sur un plan) Soit p le plan de R? d’équation
z+y+2z=0.

(a) Ecrire la transformation 7' : R* — R? définie par T'(z) = proj,z en
fonction des coordonnées de x.

(b) La transformation T est-elle une transformation matricielle ? Si oui, donner
sa matrice.

(c) La projection orthogonale sur le plan p’ d’équation = + y + z = 1 est-elle
une transformation matricielle ? Justifier votre réponse.

5.15 (*). Soit 7' : R?® — R? la transformation matricielle associée & la matrice

1 1 -2 -2
A=z -2 1 -2
-2 =2 1
(a) Montrer que pour tout  dans R?, ||T(z)| = ||z

(b) En déduire que T'(x) - T(y) = x - y, pour tous z et y dans R3.

(c) Déterminer 'ensemble des x dans R? tels que T'(x) = z et donner linter-
prétation géométrique de cet ensemble.






CHAPITRE 6

Espaces vectoriels

Un espace vectoriel est un ensemble non vide V' muni de deux opérations,
appelées addition et multiplication par un scalaire, qui vérifient les huit pro-
priétés suivantes.

AXIOMES DES ESPACES VECTORIELS

(1) L’addition est commutative.

(2) L’addition est associative.

(3) 1l existe dans V un élément appelé vecteur nul et noté 0 tel que
0 4+ u = u, pour tout u dans V.

(4) Pour chaque u dans V| il existe un élément dans V', appelé opposé de
u et noté —u, tel que u + (—u) = 0.

(5) Pour tous u et v dans V et tout nombre k, k- (u+v) =k-u+k-v.
(6) Pour tous nombres k, £ et tout u dans V, (k+ ) - u=k-u+ £ u.
(7) Pour tous nombres k et £ et tout w dans V, (k€)-u=Fk- ({-u).

(8) Pour tout u dans V, 1-u = wu.

(cf. [Anton, p.215 et p.216] et [Cairoli, p.11])

Théoreme. Soit V un espace vectoriel. Pour tout nombre k et tout u dans
V', les propriétés suivantes sont vérifiées :

(a)0-u=0;

(cf. [Anton, p.220] et [Cairoli, p.11 et p.12])
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SOUS-ESPACES VECTORIELS

Soit W un sous-ensemble d’un espace vectoriel V. Si, muni des opérations
de V', W est un espace vectoriel, alors on dit que W est un sous-espace vectoriel
de V' (cf. [Anton, p.222] et [Cairoli, p.16]).

Pour vérifier qu'un sous-ensemble W de V' est un sous-espace vectoriel, on
dispose de deux méthodes.

Méthode 1. Controler les trois propriétés suivantes :

(1) W n’est pas vide.

(2) Si u et v sont dans W, alors u + v est dans W.

(3) Si w est dans W et k est un nombre, alors k - u est dans W.
(cf. [Anton, p.222])

Méthode 2. Controler les deux propriétés suivantes :

(1) 0 appartient & W.

(2) Si u et v sont dans W et k est un nombre, alors u + & - v est dans W.
(cf. [Cairoli, p.17])

Définition. Soit V' un espace vectoriel et uq,...,u, des vecteurs dans V.
Tout vecteur de la forme ky -uy +---+ k&, - uy, ou kq, ..., k, sont des nombres,
est appelé une combinaison linéaire des vecteurs uq,...,u,. L’ensemble de
toutes ces combinaisons linéaires est noté &L(uy,...,u,) (cf. [Anton, p.226] et

[Cairoli, p.15]).

Théoréme. L’ensemble L(u1,...,uy) est le plus petit sous-espace vectoriel
de V' (au sens de Uinclusion) qui contient {uy, ..., un}.

(cf. [Anton, p.227] et [Cairoli, p.17])

Sous-espace engendré. L’ensemble &L(uq,...,u,) est appelé le sous-espace
engendré par uq, ..., u, (cf. [Anton, p.228] et [Cairoli, p.17]).

SOMME ET INTERSECTION
DE DEUX SOUS-ESPACES VECTORIELS

La somme de deux sous-espaces vectoriels W et W’ d’un espace vectoriel V
est ensemble, noté W + W', des vecteurs de la forme w + w’, ol w est dans
W et w’ dans W' (cf. [Cairoli, p.17]).
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Proposition. La somme W+ W' et 'intersection WNW’ de deux sous-espaces
vectoriels W et W' d’un espace vectoriel V sont des sous-espaces vectoriels de
V (cf. [Cairoli, p.17]).

DEPENDANCE ET INDEPENDANCE LINEAIRE

Des vecteurs uq, . .., u, d’un espace vectoriel sont linéairement indépendants
si égalité k1 - u; + - + ky - up, = 0 entraine que les nombres k1, ..., k, sont
tous nuls. Dans ce cas, on dit que la famille {u,...,u,} est libre.

Les vecteurs uy, ..., u, sont linéairement dépendants s’il existe des nombres
non tous nuls kq,...,k, tels que k1 - uy +--- + k,, - u, = 0. Dans ce cas on dit
que la famille {uy,...,u,} est liée (cf. [Anton, p.232] et [Cairoli, p.20]).

Caractérisation de la dépendance et de 1’indépendance linéaire. La
famille {uq,...,u,} est liée si et seculement si 'un des vecteurs u; est com-
binaison linéaire des autres vecteurs u;, j # @ (cf. [Anton, p.234] et [Cairoli,
p.21]).

La famille {u1,...,uy} est libre si et seulement si aucun vecteur u dans V
ne peut s’écrire de deux manieres différentes comme combinaison linéaire des
U, ..., Uy (cf. [Cairoli, p.21]).

Bases d’un espace vectoriel. Une famille (eq,...,e,) de vecteurs dans un
espace vectoriel V' est une base de V si elle est libre et si &£(eq,...,e,) =V
(cf. [Anton, p.244] et [Cairoli, p.22]).

Ceci équivaut a dire que tout vecteur z de V s’exprime de manieére unique
comme combinaison linéaire de eq,...,e, :

T =T1-€ +Tog- €2+ -+ Ty €y.

Cette derniere égalité s’appelle la décomposition de x dans la base (eq, ..., e,).
Les nombres x1, ..., x, sont les composantes de = dans cette base (cf. [Anton,
p.244] et [Cairoli, p.22]).

Opérations sur les composantes. Fixons une base d’un espace vectoriel V.
Il y a correspondance biunivoque entre les vecteurs z de V et leurs composantes
(z1,...,2,) dans cette base. De plus :
(1) ajouter deux vecteurs de V revient a ajouter leurs composantes
respectives ;
(2) multiplier un vecteur v par un nombre k revient & multiplier les
composantes de v par k.
(cf. [Cairoli, p.23])
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Théoréme. Si (e1,...,e,) est une base d’un espace vectoriel V', alors toute
famille de plus de n vecteurs de V est liée.

(cf. [Anton, p.249] et [Cairoli, p.25])

DIMENSION D’UN ESPACE VECTORIEL

Un espace vectoriel V est de dimension finie s’'il admet une famille finie qui
forme une base (cf. [Anton, p.249] et [Cairoli, p.24]).

Deuxiéme théoréme fondamental. Toutes les bases d’un espace vectoriel
de dimension finie ont le méme nombre de vecteurs.

(cf. [Anton, p.250] et [Cairoli, p.26])

Définition. La dimension d'un espace vectoriel V' de dimension finie est le
nombre de vecteurs dans une base de V. On la note dim V. Par convention, la
dimension de V est 0 si V ne contient que le vecteur nul (cf. [Anton, p.251] et
[Cairoli, p.26]).

Agrandissement d’une famille libre. Soit {uj,...,u,} une famille libre
de vecteurs d’un espace vectoriel V et u dans V. La famille {u, ..., um,u} est
libre si et seulement si u n’appartient pas & £(uq,...,un) (cf. [Anton, p.252]).
Existence d’une sous-famille libre. Soit {u1,...,u,} une famille de vec-
teurs non tous nuls de V. Il existe £ < met 1 < i1 <ig < --- < ip < m tels
que la sous-famille {u;,,...,u;, } est libre et L(u1,...,Um) = L(Wiy,...,u;,)

(cf. [Anton, p.253] et [Cairoli, p.25]).

Théoreme. Soit V un espace vectoriel de dimension n > 0.
(1) Si une famille de n vecteurs de V est libre, alors elle est une base
de V.
(2) Si une famille de n vecteurs engendre V', alors elle est une base de V.

(cf. [Anton, p.253] et [Cairoli, p.26])
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Rang d’une famille de vecteurs. Le rang d’une famille {e;,...,e,} de
vecteurs de V est le nombre dim o£(eq,...,e,). On le note rg(es,...,e,)
(cf. [Cairoli, p.27]).

Proposition. Soit wuq,...,u,;,,u des vecteurs d’un espace vectoriel V. Le
vecteur u appartient & L(ui, ..., uy) si et seulement si rg(ug,...,uy,) =
rg(u, ..., Um,u) (cf. [Cairoli, p.28]).

APPLICATION AUX SYSTEMES LINEAIRES

Soit A une matrice de type m X n, ai, ... ,a, les colonnes de A et (¥ ... (T

les lignes de A.

Espaces des lignes et des colonnes. L’espace des colonnes de A est le sous-
espace vectoriel de R™ engendré par aq,...,a,. L’espace des lignes de A est le
sous-espace vectoriel de R™ engendré par ¢; ..., ¢,,. Le rang de A est la dimen-
sion de l'espace des colonnes de A. On le note rg A (cf. [Anton, p.259 et p.273]
et [Cairoli, p.93]).

Proposition. Soit b dans R™. Le systeme A -z = b admet au moins une solu-
tion si et seulement si rg A =rg (Aib) (cf. [Anton, p.277] et [Cairoli, p.94]).

Théoréme. Soit A une matrice de type m xn. Les conditions suivantes sont
équivalentes.

(1) Le systéme A -x = b posséde une solution pour tout b dans R™.

(2) rg A =m.

(cf. [Anton, p.278])

CALCUL DU RANG D’UNE MATRICE

Proposition. Soit A une matrice de type m x n et B une matrice obtenue en
effectuant une seule opération élémentaire sur les lignes de A. Alors :

(a) rg A =r1g B;

(b) les matrices A et B ont le méme espace des lignes.
(cf. [Anton, p.263] et [Cairoli, p.99])

Méthode de calcul. Pour calculer le rang d’'une matrice, on la réduit a la
forme échelonnée.
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Rang d’une matrice échelonnée. Le rang d’une matrice échelonnée L est
égal a la dimension de ’espace des colonnes de L. Il est aussi égal a la dimension
de Tespace des lignes de L et au nombre de pivots dans L (cf. [Anton, p.265]
et [Cairoli, p.96]).

Théoréme. La dimension de l’espace des lignes d’une matrice A de type
m X n est égale a la dimension de Uespace des colonnes de A (=1gA).

(cf. [Anton, p.273] et [Cairoli, p.99])

Méthode pour trouver des bases des espaces des lignes et des
colonnes d’une matrice A.
(1) Réduire A & la forme échelonnée L.
(2) Les lignes non nulles de L constituent une base de l'espace des lignes
de A.
(3) Les colonnes de A qui correspondent aux colonnes de L ayant des
pivots forment une base de I’espace des colonnes de A.
(cf. [Anton, p.265])

STRUCTURE DES SOLUTIONS D’UN SYSTEME LINEAIRE

Théoréme du rang. Soit A une matrice de type m X n et de rang r.

(1) L’ensemble des solutions du systéme A -x = 0 est un sous-espace
vectoriel Wy de R™ de dimension n — r (= nombre d’inconnues moins le
rang de A).

(2) Soient b dans R™ et xy dans R™ tels que A -xg = b. L’ensemble des
solutions du systeme A -x = b est l'image de Wy par la translation de
direction xg, c’est-a-dire [’ensemble des vecteurs de la forme xo + w, ou
w est dans Wy.

(cf. [Anton, p. 225, p.275 et p.260] et [Cairoli, p.106 et p.107])

Exercices

6.1. L’ensemble des matrices de type 2 x 2 de la forme

a a+b
a+b b

muni de 'addition matricielle ainsi que de la multiplication par un scalaire
est-il un espace vectoriel 7
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6.2. Dans chacun des cas suivants, déterminer si les ensembles donnés (munis
des opérations indiquées) forment un espace vectoriel.

(a) L’ensemble R? avec les opérations
(z.y)+ (@) =(@+a"+ Ly +y +1) et k(z,y) = (kz, ky).

(b) L’ensemble des matrices 2 x 2 de la forme

(13)

avec l'addition matricielle et la multiplication par un scalaire.

(¢) L’ensemble des matrices 2 x 2 de la forme

(v 5)

avec I’'addition matricielle et la multiplication par un scalaire.

6.3. L’ensemble V muni des opérations usuelles est-il un espace vectoriel 7
(a) V est 'ensemble des fonctions de R dans R telles que f(1) = 0.

(b) V est I’ensemble des fonctions de R dans R telles que f(1) = 1.

(¢) Trouver une condition sur b pour que ensemble des fonctions définies sur
R et vérifiant f(1) = b soit un espace vectoriel.

6.4. Soit V un espace vectoriel, u dans V et k un nombre. En utilisant les
axiomes (1) a (8) d’un espace vectoriel et les propriétés (a) et (b) du théoreme
p.43, établir (c) a (e) du méme théoreme :
(c)sik-u=0,alorsk=0ouu=0;

(d) (~1) - u = —u:

(&) (—k)-u=k-(~u) = (k- ).

6.5. Montrer que ’ensemble V' des transformations matricielles T4 : R” — R"™
muni de addition (T4 + Tg)(x) = Ta(z) + Tp(z) et de la multiplication
(k-Ta)(x) = kTa(z), k dans R, est un espace vectoriel.

6.6. Caractérisation d’un sous-espace vectoriel. Soit W un sous-ensemble d’un
espace vectoriel V. Montrer que W est un sous-espace vectoriel de V si et
seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

(a) 0 appartient & W ;

(b) si u,v sont dans W et k est un nombre, alors u + kv est dans W.
Application. Soit V = C?(—o0,00) I'espace vectoriel des fonctions deux fois

continiment différentiables. Est-ce que I’ensemble W des fonctions f dans V
telles que f’ = f” est un sous-espace vectoriel de V' 7

6.7. Montrer que I’ensemble W des y dans R™ vérifiant Az = y pour au moins
un x dans R™, ou A est une matrice donnée de type n X n, est un sous-espace
vectoriel de R™.
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6.8 (*). Les sous-ensembles W de V suivants sont-ils des sous-espaces vecto-
riels ?

(a) V=R" W={(ar,...,an) €ER" | o1,...,0, € R\ {17}}.

(b) V =C([a,b]), W ={f eV | flto)=1},outg € [a,b] est fixé.

(c) V=Ca,b]), W={feV | f(to) =0}, outgy € [a,b] est fixé.

(d) V' = ensemble des suites réelles, W = sous-ensemble des suites convergentes.
(e) V' = ensemble des suites réelles, W = sous-ensemble des suites divergentes.

6.9 (*). Les ensembles V suivants, munis des opérations indiquées, sont-ils des
espaces vectoriels ?

(a) V = R?® muni de la multiplication par un scalaire usuelle et de I'addition
définie par
(u1,uz,u3) + (v1,v2,v3) = (u1 + ve, us + vs, us + v1) .
(b) (Espace exponentiel) V' = R* muni des opérations
u+v=uv et k-u=uf

(k dans R).
6.10 (*). (a) L’ensemble V = R3 muni de 'addition usuelle et de la multipli-
cation par un scalaire définie par

k(u1,u2,u3) = (kui, ug, us)

est-il un espace vectoriel 7

(b) Soit V Tespace vectoriel des fonctions réelles définies et continues dans
[—1,1]. Est-ce que les ensembles

Woz{fev‘/lltf(t)dtzo} et le{fev’/lltf(t)dtzl}

sont des sous-espaces vectoriels de V' 7 Justifiez votre réponse.
(c) Soit V T’espace vectoriel des polyndmes de degré < 4. Soit W 1’ensemble
des polynomes dans V' qui sont de la forme

p(t) = (k1 + kot)(t — 1)3, k1, ko des nombres .

Montrer que W est un sous-espace vectoriel de V.

6.11. Dans chacun des cas suivants, déterminer si ’ensemble donné (muni des
lois usuelles) forme un sous-espace vectoriel.

(a) {p € Pn | p(1) + p(—=1) = 0} (ot P, désigne 'ensemble des fonctions
polynomiales réelles de degré < n).

() {p e Pu | p(1) = 1},
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(¢) L’image de I'ensemble {X € M, | Tr(X) = 0} par 'application de M,
dans M,, qui & X fait correspondre 342X, ou A est dans M,, fixée. M,, désigne
I’ensemble des matrices carrées de type n x n et

Tr(X) = > (X)i-
=1
(d) {M € M,, | det(A- M) =0}, ot A€ M, est fixée.

6.12. Considérons les sous-ensembles suivants de 1’espace vectoriel My des
matrices carrées de type 2 x 2 :

(a) les matrices dont les coefficients ne sont pas des entiers;

(b) les matrices A telles que

2

2
2
> () =0;
i=1j=1
(c) les matrices A antidiagonales, c’est-a-dire vérifiant (A);; = 0sii+j # 3;
(d) les matrices de la forme a b (avec a et b dans R?).
Lesquels parmi ces ensembles sont-ils des sous-espaces vectoriels ?

6.13. Lesquels, parmi les vecteurs suivants, sont-ils dans

£((2,1,0,3),(3,-1,5,2),(-1,0,2,1)) ?

()0  (b) (3,-1,5,2)  (¢) (2,3,-7,3)  (d) (1,1,1,1).

6.14. Soit uy = (3,1, 1), ug = (4,4, —7), uz = (10, -2, 8) dans R3.

(a) A quelle condition doivent satisfaire by, by, bs pour que b = (b, ba, b3) soit
dans o€ (u1,us,us)?

(b) Est-ce que le sous-espace engendré par uy, up et ug est R ?

6.15. Somme et intersection de sous-espaces vectoriels. Soit V un espace
vectoriel. Montrer que :

(a) la somme W + W' de deux sous-espaces W et W’ de V' est un sous-espace
de V;

(b) Pintersection WNW'de deux sous-espaces W et W' de V est un sous-espace
de V.

Application. V.= M,,, W est 'ensemble des matrices dans V' qui sont triangu-
laires supérieures et W' est I’ensemble des matrices dans V' qui sont triangu-
laires inférieures. Identifier W+ W' et W N W' et justifier d’une autre maniere
que ce sont bien des sous-espaces vectoriels de V.
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6.16. Parmi les familles de vecteurs de R? suivantes, lesquelles sont linéaire-
ment indépendantes ?

() {(0,0,-1)}.

(b) {(5,1,-1),(1,1,5)}.

(c) {(1,3,3),(0,1,4),(5,6,3),(0,—1,5)}.

6.17. Soit a, b et ¢ linéairement indépendants dans R® et & un nombre. Posons

u1 = ka+b, us = a+kb, uz = ka+c. Déterminer les valeurs de k pour lesquelles
u1, Uz et ug sont linéairement indépendants.

6.18 (*). (a) Soit ay, as et az dans R3. Montrer que {ay, as, a3} est libre si et
seulement si det(aq, az,ag) # 0.

(b) Soit pi1, pa et ps dans Ps, ensemble des polyndémes de degré < 2. Si
p;(t) = a1 + ag;t + az;t?, montrer que {p1, p2,ps} est libre si et seulement si
det(A) # 0, ou A = (a;;). En déduire que {p1,p2,ps} est libre si et seulement
si det(B) # 0, ot B = (b;j)1<i,j<3 et bj; = pngl)(O) est la (i — 1)®™¢ dérivée
de p; en 0.

6.19 (*). Montrer que si les fonctions fi,..., f, dans C([a,b]) sont linéai-
rement indépendantes et si f1(¢)My + -+ + fn(t)M,, = O, pour tout ¢ dans

lintervalle [a,b], ou Mji,..., M, sont des matrices de type m x p, alors
M, == M, =0.

6.20 (*). Soit n > 2 et x1,...,x, des vecteurs d'un espace vectoriel. Montrer
que si 21 # 0 et si pour chaque i dans {2,...,n}, le vecteur x; n’est pas combi-
naison linéaire de x1,...,x;_1, alors x1, ..., x, sont linéairement indépendants.

6.21. (a) Soit V un espace vectoriel quelconque et soit x, y et z des vecteurs
de V. Montrer que les familles suivantes sont liées :

(i) {0,z,y};
(i) {z —2y,y—2z,24+y—z}.
(b) Si {z,y} est libre, montrer que {z — y,x + y} est aussi libre.

(c) Soit V l’espace vectoriel des fonctions de R dans R. Soit f1(t) =1, fa(t) = €'
et f3(t) = ¢! . La famille {f1, fo, f3} est-elle libre ?

6.22. Vérifier que les vecteurs

Ty =

S O O
O~ O o
— S~ 0

sont linéairement indépendants, quels que soient a, b, ¢, d, e, f dans R.

6.23. (a) Soit V l'espace vectoriel des polynémes de degré inférieur ou égal
a 2. La famille {z,6 — 22,1 + x + 422} est-elle une base de V' ?

(b) Pour quelles valeurs de k dans R les vecteurs de R? suivants constituent-ils
une base de R3?

v = (k,2,2), ve = (2,k,2) et wy3=(2,2k).
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6.24. Déterminer une base du sous-espace vectoriel de R® engendré par la
famille

1 2 3 0
—4 -3 5 1
2 |, | =1 |, 1], | -1
0 -5 -5 -1
1 —7 -8 -1

6.25. Déterminer une base de chacun des sous-espaces vectoriels de R? sui-
vants :

(a) la droite d’équations paramétriques « = 2t, y = —t, z = 4t;
(b) le plan d’équation cartésienne 3x — 2y + 5z = 0;
(c) les vecteurs de la forme (a,a + b,b).

6.26. Soit (ey, ..., eg) une base d’un espace vectoriel V et soit W le sous-espace
vectoriel de V' engendré par les vecteurs e; + eg, ez — e4 et e5 — ea. A quelles
conditions doivent satisfaire les composantes d’un vecteur = de V pour qu’il
appartienne a W ?

6.27. Soit V l'espace vectoriel des matrices de type 2 x 2. Montrer que la
famille de vecteurs

() (B) (e3) (42))

est une base de V.

6.28. (a) Montrer que ’ensemble des matrices symétriques de type 2 X 2 est
un sous-espace vectoriel de ’espace des matrices de type 2 x 2.
(b) Les matrices

(21) (1a) = (45)

forment-elles une base de ce sous-espace ?

(¢) Dans laffirmative, calculer les coordonnées de
4 —11
-11 -7

6.29 (*). (a) Soit K une matrice de type n x n. Montrer que ’ensemble des
matrices de type n X n qui commutent avec K est un sous-espace vectoriel de
I’espace des matrices de type n X n.

dans cette base.

(b) Déterminer ce sous-espace vectoriel lorsque

ke (21),
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(1)

forment-elles une base de ce dernier sous-espace ?

(c) Les matrices K et

6.30 (*). Formule d’interpolation de Lagrange. Dans l'espace vectoriel V' des
polynomes de degré < 2, on considere les trois polynoémes p1, p2, p3 définis par

)= 5 (- D=2, pat)=—1(t-2), ps(t) =5t~ 1),

(a) Montrer que (p1,p2, p3) est une base de V.
(b) Montrer que tout polynéme p dans V' s’écrit sous la forme

p(t) = p(0)p1(t) + p(1)p2(t) + p(2)ps(t) -
6.31 (*). Soit (a1, ...,a,) une base de R™. Vérifier que les n? matrices de la
forme a; a,]T, i,7 dans {1,...,n}, sont linéairement indépendantes.

6.32 (*). Soit f1,..., fn des fonctions de R dans R. Montrer que la famille
{f1,--, fn} est linéairement indépendante si et seulement s’il existe t1,...,%,
dans R tels que det(f;(t;)) # 0.

6.33. Soit V l’espace vectoriel des fonctions de R dans R. Parmi les familles
de vecteurs suivantes, lesquelles sont libres ?

(a) {6 — 12,1+t + 4t}

(b) {3—12,1+3t—t* 1+t —1t32—t}.
(c) {2,4sin%(t), cos?(t)}.

() {sin®(t), cos*(1)}.

6.34. Donner une base et la dimension de ’espace vectoriel des matrices de
type n X n qui sont :

(a) diagonales;

(b) triangulaires inférieures ;
(¢c) antisymétriques ;

(d) de trace nulle.

6.35. Trouver une base de I'espace des colonnes ainsi qu’une base de ’espace
des lignes de la matrice

S oo =
OO O W
SO O N
OO = O
O O N
o~ OO
O N ==
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6.36. (a) Déterminer le rang de la famille (c) de I’exercice 6.33.
(b) Déterminer les valeurs de k pour lesquelles rg(A) = 4, ou
k 0
1 k

0

A= 1

1

OO I
—
;O O =

6.37. Soit (e1,e2) une base d’un espace vectoriel V. Montrer que les couples
de vecteurs ci-dessous sont des bases de V' et calculer les composantes de e; et
es dans chacune de ces bases :

(a) (key,les) (K, fixés non nuls);
(b) (e2,€1);
(c) (ex + kea, ez + Ley) (k, L fixés tels que kl # 1).

6.38. Pour chacune des conditions ci-dessous, déterminer si le sous-ensemble
des vecteurs de R* dont les composantes x1, x2, T3, £4 vérifient cette condition
est un sous-espace vectoriel de R*. Si oui, trouver une base et la dimension de
ce sous-espace.

(a) To = 0 (b) To = 1

(¢) x1 =2x9+ x3 (d) z3=uz122.

6.39. Soit A une matrice de type m x n et B une matrice obtenue en effectuant
une seule opération élémentaire sur les lignes de A.

(a) Montrer que A et B ont le méme espace des lignes.

(b) Donner un exemple out A et B n’ont pas le méme espace des colonnes.

(¢) Montrer que rg(A) = rg(B).

6.40. Décrire 'ensemble des triplets (z,y,z) rendant égal a 2 le rang de la
matrice

[SUE
NN O
SIS
8 aw

6.41 (*). Soit B la matrice formée par les trois premiéres lignes de la matrice
A de T'exercice 6.35.

(a) Déterminer le rang de B.

(b) Le systéme suivant posséde-t-il une solution ? Justifier votre réponse sans

faire de calcul :
1

Bzx = 1
1

6.42 (*). Soit C(R,R) l’espace vectoriel des fonctions continues de R dans R.
Montrer que cet espace vectoriel n’est pas de dimension finie.
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6.43 (*). Pour chacune des familles de vecteurs ci-dessous, vérifier si elle
constitue une base de R? et dans le cas affirmatif, exprimer les vecteurs de
la base canonique (e, e, e3) comme combinaisons linéaires des vecteurs de la
famille considérée :

1 -2 1
(a) ;= -2 |, x2= 41, z=|1
1 -2 1
1 1 0
(b) T = —1 5 Ty = 0 s I3 = 1
0 1 -1
1 1
(¢c) ;=\ 1 |, o= -1 1, a3=| —
1 1 1
1 0 0 1
d) z1=1 2 |, =1 0 |, 3= 1 |, za=1 0
1 1 0 0

6.44 (*). Pour chacune des familles de polynomes ci-dessous, vérifier si elle
constitue une base de l’espace des polynomes de degré < 2 et dans le cas
affirmatif, exprimer les polynémes po(t) = 1, pi(t) = t, p2(t) = t*> comme
combinaisons linéaires des polynomes de la famille considérée :

(a) qi(t) = 14+2t%, qa(t) = 2 =t + 1%, g3(t) = =3+t — 3t*;

(b) q1(t) =1+ 3t +12, go(t) = 1+ 12, g3(t) = t;

(c) qu(t) = 1%, qa(t) =t + 1%, g3(t) = 2+ ¢;

(d) qi(t) =3 =12, qa(t) = 1+ 3t — 1%, g3(t) = 1 —t — %, qa(t) = 1.

6.45. Existe-t-il des valeurs réelles de k et £ pour lesquelles le rang de la matrice

2 0 0
0 k?-1 2
0 -3 k+2
0 0 1

est 1 ou 27 Si oui, déterminer ces valeurs.

6.46. Soit a,b,c,d,x et y des nombres. Posons

A:

8 o 2
< Qo

Trouver une condition sur les déterminants
a b
Ty

c d
Ty

pour que rg(A) = 2.
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6.47. Pour quelles valeurs de by, ..., b5 le systéeme suivant a-t-il au moins une
solution ?

r1 + 21’2 = b1

T — x2 = by

T +  x2 = b3

X1 — 21‘2 = b4

ry + 51’2 = b5 .

6.48. (a) Trouver la dimension du sous-espace des solutions du systeme

r1 + 3:172 — 2503 - 21’4 =0
4z, + 3xz2 + 3 — 8xr4y + 925 = 0
2r1 + 2x9 — 4z, + 4dxs = 0
5$2 — 5.’L‘3 — 5:175 = 0

T, 4+ 2xy — T3 — 24 + rzs = 0.

(b) Trouver une base du sous-espace Wy des solutions de ce systéme.

(¢) Quel est 'ensemble des solutions du systéme ayant la méme matrice des
coefficients et le second membre (—4,2,0,—10,—-2)7

6.49. Soit A une matrice carrée d’ordre 5 et de rang égal a 3. Supposons
que 1 = —1, o9 = 2, 3 = 4, x4 = —3, x5 = —2 soit une solution du
systeme linéaire inhomogene Az = b et que ’ensemble des solutions du systeme
homogene Az = 0 soit donné par les formules

r1=-3r+4s, xo=r—5, T3=T, Tg4=S5, T5=S.

(a) Donner une base de ’ensemble des solutions de Az = 0.

(b) Exprimer vectoriellement la solution générale de Az = b (remarquer que le
nombre de parametres dans la solution générale est égal au nombre d’inconnues
moins le rang de A) et l'interpréter géométriquement.

6.50. Soit
2 4-2 0 4
12 01 7
A= 00 5 0 5
3 6-3 0 6

(a) Trouver une base de I'espace des lignes de A.
(b) Trouver une base de 'espace des colonnes de A.

6.51 (*). (a) Montrer que le rang d’une matrice A est supérieur ou égal &
r si et seulement §’il existe une sous-matrice carrée de A de type r x r de
déterminant non nul.

(b) Soit a,b,..., f des nombres distincts. Déterminer le rang de la matrice
1 1 1 1 1 1
a b ¢ d e f
A= a2 b2 2 42 e2? f2
0,3 b3 03 dS 63 f3

(¢) En déduire la dimension de I’ensemble des solutions de Az = 0.
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6.52 (*). (a) Déterminer rg(lz,4+1 + 5), ou S est la matrice définie par
(S)’LJ = (I2n+1)i,2n+2_j-
(b) Trouver la dimension de I'espace des solutions de (I3,+1 + S) -2 = 0.

(¢) Donner une base de l'espace des lignes et une base de l'espace des colonnes
de 12n+1 + S.

6.53 (*). Considérons un systéme linéaire homogene Az = 0, avec A de type
m X n.

(a) Quelle est la dimension minimale du sous-espace vectoriel des solutions
lorsque m < n?

(b) Quelle est la dimension maximale de ce sous-espace ? Dans quel cas est-elle
atteinte ?

6.54. Dans chacun des cas suivants, dire, sans le résoudre, si le systeme n’a
aucune solution, une seule solution, plus d’une solution :

6xry — 229 + 4dx3 = 1
(a) —-9r1 + 39 — 6x3 = 1
31‘1 - Tro -+ 21‘3 =1
51’1 - 3502 - I3 + 4394 = 6
(b) 20 + ®myg — g = —2
203 + 3xy4 = 3
2x1 + xro + bry = 4
(C) ry — 2$2 — 21‘3 = 0
—3r1 + 2z 4+ x3 = -1
31’1 — 3:62 - 21’3 = 1.

6.55. Trouver la dimension du sous-espace des solutions du systeme

T +2x3 +z5 = 0
2x9 —2x4 4+2x5 = 0

—2.7,‘1 —4.733 —2$5 =0
3IE1 +6I3 +3I5 0
—Xo +xy —xz5 = 0

sans réduire la matrice associée.
6.56. Montrer que
fl(t) = 6A1t7 B fn(t) = e)\nt
(A1,-.., Ay réels distincts) sont lindairement indépendants dans C(Ja, b[). In-

dication : Utiliser 'exercice 3.9.

6.57. Soit a, b, c,d dans R™. Montrer que si a et b sont linéairement indépen-
dants et si la matrice a ¢” + b d” est nulle, alors ¢ et d sont nuls.
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6.58. Soit C?(R) l'espace des fonctions deux fois contintiment dérivables.
Montrer que si f, g et h sont des fonctions de C%(R) telles que

alors f, g et h sont linéairement indépendantes.

6.59. Considérons deux systemes d’équations linéaires Az = b et A’x’ = b, ol
A et A’ sont deux matrices de type 2 x 2 de rang 2. Quelle est la relation entre
les solutions x et z’ lorsque :

(a) A’ est la matrice obtenue de A en permutant ses deux colonnes ;
(b) A’ est la matrice obtenue de A en multipliant sa premiére colonne par 3;

(¢) A’ est la matrice obtenue de A en ajoutant 5 fois la premiére colonne a la
deuxieme.

6.60 (*). Soit W un sous-espace vectoriel de dimension n > 1 d’un espace
vectoriel V. Soient = et y deux vecteurs de V' qui ne sont pas dans W. Soit
U le sous-espace vectoriel engendré par W et x et U’ le sous-espace vectoriel
engendré par W et y. Montrer que

(a) dimU =n+1=dimU’;
(b) dim(U + U’) est soit égal & n + 1, soit & n + 2;

. n_ | n si dim(U4U') =n+2,
(0) dim(U N U") = { n+1 si dim(U+U")=n+1.
Donner un exemple out dim(U + U’) = n+ 1 et un exemple ot dim(U 4+ U’) =
n+ 2.

6.61 (*). On dit qu'une matrice C de type n x n est cyclique s’il existe un
vecteur = dans R” tel que (z, Cz,C?%z,...,C" 1x) soit une base de R™.

(a) Montrer que si une matrice A commute avec une matrice cyclique C, alors
A est un polynéme en C de degré < n — 1, c’est-a-dire qu’il existe des nombres
ag, ..., an—1 tels que A =ag I, + a1C + a2C?* + -+ + ap_,C™ L.

(b) En déduire que si A est une matrice de type n X n qui commute avec toutes

les matrices n X n, alors A est un multiple de I'identité.
Indication : A et AT commutent alors avec la matrice cyclique

01 0 - 0
C=1o 0
0 1






CHAPITRE 7

Espaces vectoriels
munis d’un produit scalaire

PRODUIT SCALAIRE

Soit V' un espace vectoriel. On appelle produit scalaire dans V toute
opération qui, & chaque couple de vecteurs (u, v) associe un nombre, noté (u, v),
et qui vérifie les propriétés suivantes. Pour tous vecteurs u, v, w dans V' et tous
nombres k et £,

(a) (u,v) = (v,u) (symétrie)
(b) (ku + fw,v) = k{u,v) + {{w,v) (linéarité)
(¢) (u,u) > 0, avec égalité seulement pour v =0 (positivité)

(cf. [Anton, p.287] et [Cairoli, p.50 et p.51]).

Norme d’un vecteur. On appelle norme d’un vecteur u et on note |jul| le
nombre
[ull = v/ {u, u)

(cf. [Anton, p.290] et [Cairoli, p.51]).

Propriétés de la norme.
(1) Jlull > 0 et |lul| > 0siuw#0.
(2) ||ku|| = |k| |Jul|, pour tout nombre k.
(3) Siu#0, alors |lu/||ull|| = 1.

(cf. [Anton, p.301] et [Cairoli, p.51])

ORTHOGONALITE

Vecteurs orthogonaux. Deux vecteurs u et v sont orthogonauz si (u,v) =0
(cf. [Anton, p.303] et [Cairoli, p.53]).

Famille orthogonale. Une famille {u, ..., u,} de vecteurs est orthogonale si
les vecteurs uq, . .., u, sont deux a deux orthogonaux, c’est-a-dire si (u;,u;) =0
lorsque ¢ # j (cf. [Anton, p.312] et [Cairoli, p.53]).
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Famille orthonormale. Une famille {u1,...,u,} de vecteurs dans V est
orthonormale si elle est orthogonale et vérifie ||u;|| = 1 pour ¢ = 1,...,n
(cf. [Anton, p.312] et [Cairoli, p.53]).

Vecteur orthogonal & un sous-espace vectoriel. Soit W un sous-espace
vectoriel de V. Un vecteur u dans V est orthogonal a W s’il est orthogonal a
tout vecteur v de W (cf. [Anton, p.305] et [Cairoli, p.54]).

Orthogonalité et indépendance linéaire. Toute famille orthogonale de vec-
teurs non nuls est libre (cf. [Anton, p.315] et [Cairoli, p.54]).

Théoréme de Pythagore. Si u et v dans V' sont orthogonauz, alors

lu vl = flul® + o]

(cf. [Anton, p.304] et [Cairoli, p.55])

Théoréeme de Pythagore généralisé. Si {uy,...,u,} est une famille
orthogonale de vecteurs dans V', alors

Jur 4 -+ unl? = ua]® 4+ - + lun|* .

(cf. [Cairoli, p.55])

PROJECTION ORTHOGONALE SUR UNE DROITE VECTORIELLE

Définition. La projection orthogonale de uw sur v est le vecteur noté proj, u
défini par

. (u,v)
proj, u = W v

(cf. [Cairoli, p.55]).
Propriété. Le vecteur u — proj, u est orthogonal & v (cf. [Cairoli, p.55]).

Inégalité de Cauchy-Schwarz.
[ (w, 0)] < [lul] Jlv]

(cf. [Anton, p.300] et [Cairoli, p.57]).
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Remarque. L’inégalité de Cauchy-Schwarz est une égalité si et seulement si u
et v sont linéairement dépendants (cf. [Cairoli, p.57]).

Composantes d’un vecteur dans une base orthogonale. Si (eq,...,¢e,)
est une base orthogonale et u est un vecteur, alors

<U, €1> <U, €2> <U, €n>
U= e1+ es+ -+ .
llex]|? [[e2|? leall?
Si la base (ey, ..., e,) est orthonormale, alors

u= (u,er)e; + (u,ea)es + -+ + (u, ey )e,

(cf. [Anton, p.313 et p.315] et [Cairoli, p.60]).

PROJECTION ORTHOGONALE
SUR UN SOUS-ESPACE VECTORIEL

Théoréme. Soit W un sous-espace vectoriel de V' et (e1,...,e,) une base
orthonormale de W. Alors tout vecteur u de V peut s’écrire u = wi + wa,
ou wy est dans W et wo est orthogonal a W. De plus,

w1 = (u,er)er; + (u,ea)eq + - + (u, e Ve, .

On appelle wy la projection orthogonale de u sur W. Ce vecteur est noté
projy u (cf. [Anton, p.317] et [Cairoli, p.63]).

PROCEDE D’ORTHOGONALISATION DE GRAM-SCHMIDT

Le procédé consiste & construire une base orthonormale (uq,...,u,) d'un
espace vectoriel V' a partir d’une base quelconque (eq,...,e,) en utilisant les
formules suivantes :

w1 N
Uy = s ou wp = eq
[[wa]]
w2 N <€2,w1>
Ug = 71—, OUW2 = €2 — 5 W1
[[wa] [Jws |
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O wg (ex,w1) (ex, w2)
g, ;o wy = ey 5 W1 — 5 W2
[[wi]] [[ws | [[wz |

Ck, Wk —
R
[[wp—1]]

_ Wnp, N _ <en7w1> <en;w2>
Up = ——, OU Wy, =€, — 5 Wi 5 W2
[[wn | [[wa | [[wa |

<6n7wn—1>
Wy, —
lwn ] 7"

(cf. [Anton, p.318, p.319 et p.320] et [Cairoli, p.55]).

PROBLEME DE LA MEILLEURE APPROXIMATION

Soit V' un espace vectoriel muni d’un produit scalaire, W un sous-espace vec-
toriel de V' de dimension finie et u dans V. Le vecteur w dans W qui minimise
|lu—w|| est appelé la meilleure approximation de u dans W (cf. [Cairoli, p.64]).

Proposition. Le vecteur projy; u est la meilleure approximation de u dans W.
De plus, ||u — projy u|| < |Ju — w|| pour tout vecteur w dans W, w # projy, u
(cf. [Anton, p.328] et [Cairoli, p.64]).

SOLUTION D’UN SYSTEME LINEAIRE
AU SENS DES MOINDRES CARRES

Soit m > n, A une matrice de type m x n et b dans R™. Un vecteur z
dans R” tel que ||A -z — b|| est minimal s’appelle solution du systéme linéaire
A-x =0b au sens des moindres carrés (cf. [Anton, p.329]).

Théoréme. Toute solution du systeme (AT - A) -z = AT - b (équations
normales) est une solution au sens des moindres carrés du systéme A-x = b.

(cf. [Anton, p.331])

Propriété. Siay,...,a, sont les colonnes de A et x est une solution au sens des
moindres carrés de A-x = b, alors Az = proj Llaran) b (cf. [Anton, p.331]).
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MATRICES ORTHOGONALES

Une matrice carrée A est appelée matrice orthogonale si AT - A = I. Ceci
équivaut a dire que A est inversible et que A=! = AT (cf. [Anton, p.338] et
[Cairoli, p.200]).

Proposition. Une matrice A de type n x n est orthogonale si et seulement si
ses colonnes (ou ses lignes) forment une base orthonormale de R™ (cf. [Anton,
p.339] et [Cairoli, p.201]).

Théoréme. Soit A une matrice de type n X n. Les propriétés suivantes sont
équivalentes.
(1) A est orthogonale.
(2) |14 - z|| = |z|l, pour tout x dans R™ (conservation de la norme
euclidienne).
(3) (A-z)-(A-y) =z -y, pour tous x,y dans R™ (conservation du produit
scalaire euclidien).

(cf. [Anton, p.340] et [Cairoli, p.201])

CHANGEMENTS DE BASE

Etant donné une base B = (ey,...,e,) d'un espace vectoriel V et u =
uje; + - - + upe, dans V', on note [u|g la matrice-colonne formée & partir des
composantes de u dans B :

Uy
[ulg =
Un
Définition. Si B = (e},...,el,) est une autre base de V', on appelle matrice
de passage la matrice Pp 5 définie par
P = (let]s! )} i [eh]s)

(cf. [Anton, p.343] et [Cairoli, p.177]).

Théoréme. Pour tout u dans V,

[ulp = Pgp - [u]p -

(cf. [Anton, p.343] et [Cairoli, p.178])
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Propriétés des matrices de passage.
(1) La matrice Pg s est inversible et Pg}%' =Ppg.
(2) Si V est muni d’un produit scalaire et si les bases B et B’ sont
orthonormales, alors la matrice P s/ est orthogonale.
(3) Si B, B’ et B” sont trois bases, alors Pgpr = Pgp - Pp pr.
(cf. [Anton, p.344 et p.346] et [Cairoli, p.178 et p.202))

Calcul de la matrice de passage. Pour déterminer Pg 5/, on fixe une base
quelconque B” de V, puis on réduit la matrice

(fesls ] -+ Heals el |+ {lehln )

a la forme échelonnée simplifiée, qui est (I, | Pg ).

Exercices

7.1. Dans l'espace vectoriel V = R3, soit a = (a1,a2,a3) et b = (by,ba, b3).
Indiquer lesquelles parmi les opérations suivantes sont des produits scalaires
(pour les autres, préciser les propriétés non vérifiées) :

(a) (a, b> = a1by + bagbs + Sazbs + 2a1by + 2a2b; — 2a2b3 — 2a3bs ;
(b) <CL, b> = a1by + asbs + aszbs — asbs — agbs ;
(C) <Cl, b> = 8a1b1 +5asbs +5asbs+2a1bs +2a9b1 —2a1b3 —2a3bq +2a2b3 +2a3bs.

7.2. Dans V = M, 'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre 2, soit

A= 9 * et B= b by .
as  aq bs by
Indiquer lesquelles parmi les opérations suivantes sont des produits scalaires

sur V' (pour les autres, préciser les propriétés non vérifiées) :

(a) (A, B) = a1by + bagbs + 3azbs + 2a1ba + 2a2by
— a1bs — azby — 3asbs — 3azbs + asby ;

(b) (A, B) = aibs + azby + asbs;

(c) (A, B) = (a1by + agby + agbz + asby)?.

7.3. On munit R3 du produit scalaire défini dans 1’exercice 7.1(a).

(a) Calculer (e;,e;), i,j =1,2,3, ou (e1, ez, e3) est la base canonique de R?.

(b) Trouver les vecteurs v de R? tels que (eq,v, e3) est une famille orthogonale.
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7.4. On munit My du produit scalaire défini dans l’exercice 7.2(a).
(a) Calculer (E% E*), i 4, k¢ = 1,2, on E' E2 E?' E?2 est la base
canonique de Ms (voir la solution de l'exercice 6.34).

(b) Trouver les matrices M dans M tels que (E'!, E'2 + 2E%1 M, E?2) est
une famille orthogonale.

7.5. Soit Ps 'espace vectoriel des fonctions polynomiales de degré inférieur ou
égal & 2. Montrer que I'opération qui, & chaque couple (p, q) d’éléments de P
associe le nombre

(p,q) =p(0)q(0) +p'(0)¢'(0) + p"(0)q" (0),

est un produit scalaire dans Ps.

7.6. En utilisant une proposition de ce chapitre, montrer que les trois vecteurs
colonnes suivants de R? forment une famille libre :

2 1 0
0 —28 1/4

—2 | 1| 7
1 0 14

7.7. Exhiber un produit scalaire dans R* pour lequel les deux vecteurs

1 -1
2 1
o] |-
1 0
sont orthogonaux.
7.8. Est-il vrai que, quels que soient aq,...,qa, dans R, I'inégalité

(a1+...+an)2§a%+...+ai

est vérifiée 7 Sinon, quelle modification peut-on apporter pour que I'inégalité
soit vraie?

7.9 (*). Soit P,, I'espace vectoriel des fonctions polynomiales de degré inférieur
ou égal a n.
(a) Montrer que I'opération qui, & chaque couple (p, ¢) d’éléments de Ps associe

le nombre

(r,q) =p(0)q(0) +p(0)q(1) + p(1)q(0) + 2p(1)q(1) + p(2)q(2),

est un produit scalaire dans Ps.
(b) Calculer (p;,p;), 3,7 =1,2,3, o p1,p2,ps3 est la base canonique de Ps.

(¢c) Cette opération est-elle un produit scalaire dans P37
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7.10 (*). (a) Théoréme de Pythagore généralisé. Soit {u1, ..., u,} une famille
orthogonale. Montrer que

lur + -+ | = flua | 4 [l

(b) Dans I'espace vectoriel des fonctions réelles continues définies sur I'intervalle
[—7, 7], considérons le produit scalaire

(fig) = j f(z)g(x)dx.

Montrer que (ug(z) = cos(kz), k =1,2,...,n) est une famille orthogonale.

(¢) Application. Montrer que

/_Tr (; COS(ka:)> dx = ;/_W cos? (kz)da.

7.11 (*). Considérons l'espace vectoriel R® muni du produit scalaire

(x,y) = z1y1 + T2y2 + (x2 — x3) (Y2 — Y3)-

(a) Déterminer 1'ensemble des vecteurs de R® qui sont orthogonaux a w =
(0,1,0). Cet ensemble est-il un sous-espace vectoriel de R? ?

(b) Soit
v=(1,1,1), w=(1,-1,3), w3=(-223).

Montrer que la famille (v1,v2,v3) est libre, en calculant les produits scalaires
(vi,v;). Est-elle une base de R3?

(c) Calculer la projection orthogonale de w sur vs.

7.12 (*). Un exemple de l'inégalité de Minkowski. Soit f et g des fonctions
réelles continues définies sur [0, 1]. Montrer que

([ oo = (f o)} [ o)

(Indication : Démontrer le carré de I'inégalité.)

7.13. (a) Montrer que pour tous nombres réels a,b et 7 :
(acosy + bsiny) < Va2 + b2.

(b) Montrer 'inégalité stricte suivante :

1
-1
/ Vie P2 at < € .
O 2

e
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7.14. (a) Montrer que

/ Vintdt < V2.
1

(b) Montrer 'inégalité suivante :

T
/ Vitsintdt < .
0

7.15. (a) Montrer que pour tous nombres réels 1, x2, 3, Y1, Y2, Y3, l'inégalité
suivante est satisfaite :

(z1y1 + 272y2 + T3Y3 — T2Ys — T3y2)?
< (x% + 293% + x% — 21’2x3)(yf + 2y§ + y% — 2y2y3).

(b) Montrer que tous les polyndémes p et g de degré 2 vérifient I'inégalité
suivante :

(p(0)a(0) + P (0)q'(0) +p"(0)q"(0))*
< ((eO)*+ (@'©)" + @"(0)*) (@) + (¢ ©)" + ("(0))*).

(¢) L’inégalité donnée dans (b) reste-t-elle vérifiée si p et ¢ sont des polyndémes
de degré n > 27

(d) Dans quels cas chaque inégalité ci-dessus est-elle une égalité ?
7.16. (a) Vérifier que les vecteurs vy = (—2,2,—1), vy = (1,2,2) et v3 =

(2,1,—2) forment une base orthogonale de R® muni du produit scalaire eucli-
dien.

(b) Calculer ensuite les coordonnées dans la base (v, vs,v3) des vecteurs :
(1) (_37 33 3) ) (2) (97 _47 1) :

7.17. (a) Vérifier que les vecteurs

(1 -1 (-2 2 (L2 (L0
=21 )70 3 2) % o-1) @™ o1

forment une base orthogonale de My muni du produit scalaire

(A,B) = A11B11 + A12B12 + A21Ba1 + Az Bas .

(b) Calculer ensuite les coordonnées dans la base (v1,v2,vs,v4) du vecteur

Sl
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7.18. Soit les vecteurs
u; = (1,0,2,0), ue = (0,0,1,-1), ug = (1,1,2,6), uqg = (0,—1,1, 7).

Trouver une base orthonormale de i(ul, U, U3, U4) muni du produit scalaire
usuel de R%.

7.19. On munit R3 du produit scalaire défini dans I'exercice 7.1(a). Soit les
vecteurs u; = (1,0,0), us = (0,1,0) et uz = (0,0,1). Trouver une base
orthonormale de I(ul, Ug, U3) .

7.20. Trouver la projection orthogonale (pour le produit scalaire euclidien) de
b= (5,2V3,0,—1) sur l'espace des solutions du systéme linéaire homogene

2
xr + To — \/§$3 — % zy = 0
\/gl'g - 3%3 - 21’4 = 0.

7.21. Soit V' un espace vectoriel de dimension n muni d’un produit scalaire.
Soient (uy,...,un) et (v1,...,v,) deux familles de vecteurs de V telles que
(us,vi) =1,i=1,2,...,n, et (u;,v;) =0 sii7# j. Montrer que :

(a) ug, ..., u, sont linéairement indépendants ;

(b) & = (z,v1)us + - - - + (&, Up) Uy, pour tout z dans V;

(c) si (u1,...,u,) est orthonormée, alors u; = v; pour i = 1,...,n.

7.22 (*). Trouver une base orthonormale (pour le produit scalaire euclidien)
de l'espace vectoriel V' engendré par les colonnes de A, ou

21 0 1-1
-1 0 1-1-1
1 0-1 1 1
3 1 -1 2 0

A=

7.23 (*). Trouver la projection orthogonale (pour le produit scalaire eucli-
dien) du vecteur b = (1,2,0,4) sur I’espace des solutions du systéme linéaire
homogene

201 + 4x9 — 6x3 — 24 = O
2$2 — 2$3 - 2],‘4 = 0

X1 + i) - 2I3 = 0

I — xTo + 21’4 = 0.

7.24 (*). Soit V Tespace vectoriel des fonctions réelles continues définies sur
l'intervalle [—, 7], muni du produit scalaire

(fr9) = | fla)g(a)de.
Soit cg = 1/3/27, ¢1 = 1/4/7 cos(x) et f(z) = e*. Sachant que
e’ !
<2 (cosx + sinx)) =e"cosz,

trouver la projection orthogonale de f sur 'espace o£(cg,c1).
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7.25 (*). Coefficients de Fourier. Considérons l'espace vectoriel V' des fonc-
tions réelles continues, définies sur R et périodiques de période 27. Munissons
cet espace de I'opération qui, & chaque couple (f, g) d’éléments de V associe le
nombre

(fi9) = ’ f(x)g(z)dx .

(a) Montrer que cette opération est un produit scalaire dans V.
(b) En posant

L L (kx) et ! (kx), k=1,2
——, ¢y = — cos(kx) et s, = — sin(kz), k=1,2,...,
Vo P T Ur T m

montrer que la famille {¢y, c1, $1, €2, S2, ...} est orthonormale.

Co =

(c) Soit h dans V définie par h(z) = z? sur l'intervalle [—7,7]. Calculer la
projection orthogonale de h sur chacun des vecteurs ¢; et si, ¢ = 0,1,2,...,

k= 1,2,... (les coefficients obtenus sont appelés les coefficients de Fourier
de h).

(d) Déduire de (c) la projection orthogonale de h sur
Wn = I(CO; C1,51,C2,82;-..,Cn, Sn)

(c’est le début de la série de Fourier de h).

7.26. (a) Trouver la solution au sens des moindres carrés du systéme linéaire
Az = b et calculer ensuite la projection orthogonale de b sur l'espace des
colonnes de A :

1 3 —2
A=|-2 1], b=|[-2
1 -1 25

(b) Résoudre 'exercice 7.20 au moyen de la méthode de résolution au sens des
moindres carrés.

7.27. Trouver la solution au sens des moindres carrés du systeme

— T2 + x3 = 2
Ty — 2x9 + 2x3 = 0
T + T3 3
xr, — X2 + I3 = 1.

7.28. Soit A et B deux matrices orthogonales.

(a) Montrer que A~! est orthogonale.
(b) Montrer que AB est orthogonale.
(c) Montrer que det(A) = £1.
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7.29. Montrer que si une matrice carrée A possede deux des trois propriétés
ci-dessous, alors elle possede les trois :

(a) A est orthogonale ;
(b) A est symétrique;
(c) A est involutive (c’est-a-dire que A% = I,).

7.30. Déterminer «, 3,7 et § de sorte que la matrice

W

1

3
A:5 o —
0

@ w
9 O

soit orthogonale.

7.31. Soit A une matrice de type n X n telle qu’il existe un nombre « et une
matrice orthogonale U avec A = aU.

(a) Calculer |A|.
(b) A est-elle inversible ?

(c) Calculer A~! lorsque A est inversible.

7.32. (a) Dans C([—1,1]) muni du produit scalaire

1
o) = [ s g,
-1
trouver la meilleure approximation de p(t) = 3 par des polynomes de degré
<2
(b) Illustrer le résultat par une représentation graphique.

7.33. Dans C([O, 7r]) muni du produit scalaire usuel, déterminer la meilleure
approximation de la fonction f(t) = sint par un multiple de la fonction

g(t) =t.

7.34 (*). Trouver la fonction polynémiale de degré < 2 qui minimise U'intégrale

! 2
/ (2| = p(2))"da
-1

avec p € Po.
Indication : Considérer I'espace vectoriel C'([—1,1]) des fonctions réelles conti-
nues définies sur U'intervalle [—1, 1], muni du produit scalaire

1
(f,9) :[1 f(x)g(z)dx .
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7.35 (*). Soit V l'espace vectoriel des fonctions contintiment différentiables
sur [0,1] et nulles en 0.

(a) Montrer que l'opération

(f.9) = / F(t)g (t)dt

définit un produit scalaire sur V' (vous retrouverez ce produit scalaire en analyse
numérique, dans I’étude de la méthode des éléments finis).

(b) Trouver la projection orthogonale de la fonction h(t) = t* sur le sous-espace
engendré par les fonctions f(t) = t2 et g(t) = t3.

7.36 (*). Trouver la fonction polynomiale de degré < 2 qui minimise

2

2
5p) =/ (31 — p(21)* + .- + (3 — plan))?,
avec p dans Pz et ou les points (x;,y;) sont (2,0), (3,—10), (5, —48), (6,—76).
7.37 (*). Calculer la meilleure approximation de la fonction

1 si0<t<mw
f)y=<3 0 sit=0
—1  si—m<t<0

par des polynomes trigonométriques d’ordre < 2n 4+ 1, c’est-a-dire par des
éléments du sous-espace W,, défini dans 'exercice 7.25.

7.38. Les matrices suivantes sont-elles orthogonales? Si oui, trouver leur in-
verse.

2 5 2 4 0 1/vV2 0 —1/V3

(a) 1[-5 2 —4 2 m |1 0 0 -1/V3

72 4 2 -5 0 1/vV2 0 1/V3
-4 =2 5 2 0 0 1 0

7.39. (a) En observant que les lignes de la matrice

3 -2 2 3

1 —2/3 —2/3 -1
Ao / /
1 3/2 -3/2 1

1/3  1/2 1/2  -1/3
sont orthogonales deux & deux, montrer que A est inversible.

(b) En utilisant (a), trouver la valeur de AAT et, de 13, celle de A™!.

(¢) En déduire que A est de la forme DU, o D est une matrice diagonale et
U une matrice orthogonale.
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7.40. Soit P35 lespace vectoriel des polynémes de degré plus petit ou égal a 3.
Calculer [p]g, ot p(t) = 2 — 2 + 3t3, B est la base (by, by, b3, bs) et

bi(t)=—1+t, b@t)=1+t, by(t)=t>, bs(t)=1>.

7.41. Soit V D’espace vectoriel des matrices de type 2 x 2 muni de la base
B = (Bl7 BQ, Bg, B4) Ofl

~1 0 10 0 1 0 0
pe(ho) me(in) 2e(00) me(5)

(a) Calculer [A]g, ou
4 1
)

(b) Donner les composantes des vecteurs de la base canonique de V.

7.42. Considérons les bases B = (uy, ug, u3) et B’ = (v1,v2,v3) de R?, avec

1 —2 1 1 1 2
Uy = - 2 5 U2:§ 2 5 U3:§ 1
—1 2 -2
et
L L L
V1= —= s Vo = ——= — s v3 = —
1 \/5 0 2 3\/3 . 3 3

(a) Trouver les matrices de passage Pg/ s et P .
(b) Calculer [w]g, ou
1/3
w = 5/3 |,
-1/3
trouver ensuite [w]p & partir de [w]p, et enfin, verifier le résultat en calculant
[w]p directement.

7.43. Soit V = R*, B et B’ les bases de R* formées respectivement des vecteurs
(e1,e2,e3,eq) et (e}, eh, e5,¢€)), on

1 1 1 1
0 1 1 1
€1 = 0 ) €2 = 0 ) €3 = 1 9 €4 = 1
0 0 0 1
et
0 0 0 2
d=lo | a=l5 | a=|a ] =]
2 2 2 2
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(a) Trouver deux matrices A et A’ telles que
[ulp = Au et [u]g = A'u.
(b) Déterminer les coefficients de la matrice C' satisfaisant
[ulg = Cluls.

(¢) Que représentent les colonnes de C'?

7.44. Dans un espace vectoriel V' de dimension finie n muni d’un produit
scalaire et d’une base orthonormée B = (ey, ..., e,), on consideére deux vecteurs
a et b non orthogonaux et la matrice

(a) Calculer A2.

(b) Montrer que si a est un multiple (non nul) de b, alors A est symétrique et
orthogonale.

(c) Montrer que si A est orthogonale ou symétrique, alors a est un multiple
de b.

7.45. Considérons une matrice A de type m x n dont les colonnes sont
orthogonales deux a deux et non nulles et une matrice-colonne arbitraire b
de type n x 1.

(a) Sans faire de calcul, dire si le systeme Az = b admet des solutions.
(b) S’il admet des solutions, que peut-on dire de la solution générale ?
7.46. (a) A l'aide du procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt, montrer

que toute matrice carrée inversible A de type n X n est le produit d’une matrice
orthogonale U et d’une matrice triangulaire supérieure 7.

(b) Calculer U et T lorsque
3 2 1
A= 2 3 2
1 2 2

7.47 (*). Soit W le sous-espace vectoriel de C(] — co,00[) engendré par
fi(x) = exp(x) et fo(r) = exp(—2).
(a) Montrer que B’ = (g1, g2) est une base de W, ou

exp(z) — exp(—x)
2

g1(z) =sinhz =

et
exp(z) + exp(—z)

2

g2(x) = coshz =
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(b) Trouver la matrice de passage Pg g/, ou B = (fi, f2).

(c) Trouver la matrice de passage Pg 3.

(d) Calculer [h]ps a partir de [h]p, ou h(x) = 2exp(z) — 5exp(—x).
(e) Vérifier le résultat en calculant directement [h]p:.

7.48 (*). Dans lespace vectoriel P des polyndémes, muni de la base
(po, p1, P2, . ..) définie par po(t) = 1, p1(t) = t, p2(t) = t2, ..., on considere le
sous-espace vectoriel W engendré par les polynomes q; (t) = t2+2, q2(t) = t2—2,
q3(t) =3+ 3.

(a) Montrer que B = (q1,¢2,93) et B' = (po, p2,p3) sont des bases de W.

(b) Ecrire la matrice de passage Pg .

(c) Utiliser Pgp pour calculer les composantes dans la base (¢i1,q2,¢3) des
polynomes

p(t) = =1+ 3> — 5%, qit) = (t+a)(t+b)(t+c),

apres avoir déterminé la condition sur a, b, ¢ pour que q appartienne a W.
7.49 (*). Soit B = (e1,e2,e3) et B = (€}, ¢eh, es) deux bases de R3, on

1 0 0
er=1| 0 |, ee= | 1], €3 =
0 0 1
et
1 1 1
ef=111], es=1 11, es=1 0
1 0 0

(a) Trouver la matrice de passage P .
(b) Trouver la matrice de passage Pg 3.
(C) Vérifier que PB/,B = (P&B/)*l.

7.50 (*). On considere 'opération qui fait correspondre & tout couple (p,q)
de polynomes le nombre

(p.q) =Y p™(0)¢™(0),
k=0

ot1 'exposant (k) indique la k*™¢ dérivée.
(a) Montrer que cette opération est un produit scalaire dans 1’espace vectoriel
des polynomes.

(b) Montrer que la famille de monémes (1, ¢, t2/2!, ¢3/3!, ...) est orthonormale
(pour ce produit scalaire).

(c) Calculer la norme du polynome p(t) = 1 + 2t3, d’abord directement, puis &
I’aide du théoréeme de Pythagore.



Espaces vectoriels munis d’un produit scalaire 7

7.51. Polynémes d’Hermite. La famille des polynoémes d’Hermite (H,, n > 0),
est définie par Hy(t) =1 et

Ho) = (-1)"e" (), teR m=12,..

(a) Calculer Hy, ..., Hs.
(b) Sachant que

d? d
— (H, —2t— (H, 2n H,,
s (Ha(0)) = 2 2 (Ha(t)) + 20 Ho(t) =0,
vérifier que la famille (Hy, Hy,...) est orthogonale pour le produit scalaire

> 2
/ p(t e tdt,
oo

ou p et g sont des polynémes.






CHAPITRE 8

Valeurs et vecteurs propres

Soit A une matrice de type n x n. Un vecteur x dans R™ est un wvecteur
propre de A associé a la valeur propre X si x # 0, X est un nombre et A-x = Az
(cf. [Anton, p.355] et [Cairoli, p.227 et p.228]).

CALCUL DES VALEURS PROPRES

Proposition. L’ensemble des valeurs propres de A est ’ensemble des nombres
A tels que det(A — AT) = 0 (cf. [Anton, p.356] et [Cairoli, p.228]).

Polyndéme caractéristique. La fonction A — det(A — AI) est un polynome
de degré n appelé polynome caractéristique de A. La matrice A admet donc au
plus n valeurs propres. Sauf mention du contraire, seules les solutions réelles de
léquation det(A— AI) = 0 sont considérées comme valeurs propres (cf. [Anton,
p.356] et [Cairoli, p.229]). Attention : Dans [Anton], le polynéme caractéris-
tique est det(A — A).

Valeurs propres d’une matrice triangulaire. Les valeurs propres d’une
matrice triangulaire sont ses coefficients diagonaux (cf. [Anton, p.358] et
[Cairoli, p.230]).

RECHERCHE DES VECTEURS PROPRES

Soit A une valeur propre de A. Pour déterminer les vecteurs propres de A
associés a A, on résout le systéme homogene (A — AI) -z = 0. Les solutions non
nulles de ce systeéme sont les vecteurs propres de A associés & A (cf. [Anton,
p.359] et [Cairoli, p.228]).
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DIAGONALISATION DE MATRICES

Une matrice A de type n X n est diagonalisable s’il existe une matrice in-
versible P telle que P~1- A - P est une matrice diagonale (cf. [Anton, p.365] et
[Cairoli, p.233]).

Théoréme. Soit A une matrice de type n X n.
(1) Si A est diagonalisable, alors A admet n vecteurs propres linéairement

indépendants.
(2) Si A admet n vecteurs propres pi,...,pn linéairement indépendants,
associés respectivement aux valeurs propres \i, ..., \n, alors A est diago-

nalisable et

P71 AP =diag(\1,...,\), ou P=(p1i--ipn).

(cf. [Anton, p.365 et p.367] et [Cairoli, p.233])

Théoréme. Des vecteurs propres de A associés a des valeurs propres dis-
tinctes sont linéairement indépendants.

(cf. [Anton, p.369])

Théoreéme. Toute matrice A de type n X n qui admet n valeurs propres
distinctes est diagonalisable.

(cf. [Anton, p.370] et [Cairoli, p.233])

SOUS-ESPACES PROPRES

Soit A une valeur propre de A. L’ensemble des solutions du systeme
(A — M) -z = 0 est un sous-espace vectoriel de R™ appelé sous-espace propre
de A associé a \. Ce sous-espace est noté S(\) (cf. [Anton, p.371] et [Cairoli,
p.227 et p. 228)).

Dimension maximale des sous-espaces propres. Soit A\g une valeur propre
de A. Si k est la multiplicité de Ag en tant que racine du polynéme caractéris-
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tique de A, c’est-a-dire si det(A— ) = (A—Xg)*p(N), ot p()) est un polynome
tel que p(Ag) # 0, alors

(cf. [Anton, p.371] et [Cairoli, p.231]).

Théoréme. Une matrice A est diagonalisable (a l'aide d’une matrice P dont
les coefficients sont des nombres réels) si et seulement si toutes les racines
du polynéme caractéristique de A sont réelles et pour toute racine \ de ce
polynéme, dim S(X) est égale a la multiplicité de X\ en tant que racine de ce
polynome.

(cf. [Cairoli, p.233])

DIAGONALISATION ORTHOGONALE

Proposition. Deux vecteurs propres d’une matrice symétrique A, associés a
des valeurs propres distinctes, sont orthogonaux pour le produit scalaire eucli-
dien (cf. [Cairoli, p.244]).

Théoréme. Soit A une matrice de type n X n.
(1) Si A est symétrique, alors toute solution de I’équation det(A—AI) =0
est réelle.
(2) I existe une matrice orthogonale P telle que PT - A- P est diagonale
si et seulement si A est symétrique.

(cf. [Anton, p.376] et [Cairoli, p.246])

DIAGONALISATION EN NOMBRES COMPLEXES

Dans ce paragraphe, les matrices sont a coefficients dans I’ensemble C des
nombres complexes. En remplagant dans les chapitres 1 a 6 les nombres réels par
des nombres complexes, tous les résultats qui y sont énoncés restent valables.
Une telle généralisation conduit a des polynoémes caractéristiques a coefficients
complexes et par suite a des valeurs propres complexes et a une diagonalisation
a I'aide de matrices P dont les coefficients sont des nombres complexes. Les
conditions dans lesquelles une matrice est diagonalisable a ’aide d’une matrice
a coefficients dans C sont données par le théoréeme suivant.
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Théoréme. Soit A une matrice de type n X n. Les assertions suivantes sont
équivalentes :
(1) Il existe une matrice P a coefficients dans C telle que P71 - A - P est
diagonale.
(2) A admet dans C™ n vecteurs propres linéairement indépendants.
(3) Pour toute racine A dans C du polynome caractéristique de A, dim S()\)
est égale a la multiplicité de \ en tant que racine de ce polyndme (cette
condition est vérifiée si toutes les valeurs propres sont simples).

(cf. [Anton, p.544 et p.561] et [Cairoli, p.305])

Exercices
8.1. Soit
4 -6 —1 2 0 4
A= 0 2 0 ot B=| 0 0 2
1 1 -2 0 -5 3

(a) Trouver les polynémes caractéristiques de A et de B.
(b) Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres des matrices A et B.

8.2. Vérifier que 7 est une valeur propre de la matrice

9 0 2 2 -2
-1 7 -1 -1 1
A= 0 5 12-5 5 |,
02 2 5 2
30 3 3 4

puis trouver, sans calcul, la dimension du sous-espace propre correspondant.

8.3. Soit

A= —

N W
o = O
— W W

(a) Trouver les valeurs propres de A.

(b) Pour chaque valeur propre A, déterminer le rang de A — Al ainsi que la
dimension de I’ensemble des solutions du systéme (A — AI)z = 0.
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8.4. Propriétés des valeurs propres.

(a) Montrer qu'une matrice carrée A est inversible si et seulement si A = 0
n’est pas une valeur propre de A.

(b) Montrer que si A est une valeur propre d’une matrice inversible A, alors
A~! est une valeur propre de A71.

(c) Soit A une matrice carrée et k un entier positif. Montrer que si A est une
valeur propre de A, alors \* est une valeur propre de A*.

8.5. Soit
—2 6/5 2
A= 0o -1 1
-5 5 3

a) Trouver les valeurs propres de A.

(b) Trouver les bases des sous-espaces propres de A.

(c)

(d
)

(e) Donner les bases des sous-espaces propres de AZ.

)
Peut-on déduire de (a) si A est inversible ou non ?
)

Donner les valeurs propres de A2.

8.6. Soit
-1 -2 0 -2
1 2 0 1
B= 0 0 2 0
-1 -1 0 0

(a) Trouver les valeurs propres de B.

(b) Trouver les bases des sous-espaces propres de B.
(c¢) Déduire de (a) que B est inversible.

(d) Donner les valeurs propres de B~

(e) Donner les bases des sous-espaces propres de B~ 1.

8.7. Soit A et B deux matrices de type n X n et P une matrice inversible telle
que P"'AP = B. Montrer que les polynémes caractéristiques de A et B sont
égaux.

8.8. Sans faire de calcul, trouver les valeurs propres de A%, avec

Wik 3 o
N O OO
—~oc oo

8.9. Soit A la matrice de I’exercice 8.3.
(a) En utilisant les résultats de ’exercice 8.3, montrer que A est diagonalisable.

(b) Donner une matrice inversible P et une matrice diagonale D telles que
P~1AP =D.
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8.10. (a) Pour quelles valeurs de k et ¢ est-ce que 0 est une valeur propre de
multiplicité algébrique 2 de la matrice

1 k£ 0
A= 1 2 1 |7
0 ¢ 3

(b) Pour les valeurs de k et £ trouvées, A est-elle diagonalisable ?

8.11. (a) Soient A une matrice de type n x n, P une matrice inversible et D
une matrice diagonale telles que P~'AP = D. Exprimer A, A%, A3,... A" en
fonction de P et D, D?,D3,..., D"

(b) Soit
1 1/4 0
A= 0 172 0
0 1/4 1
Calculer A™ et lim,,_,,, A™.
8.12. Soit
l-p ¢ ) X
P= , oul0<p, qg<1.
( » 1—gq P, q

(a) Trouver les valeurs propres de P en fonction de p et q.

(b) Expliquer, sans faire de calcul, pourquoi P est diagonalisable pour tout
choix de p et q.

(c) Diagonaliser P en fonction de p et g.
(d) Donner des conditions sur p et ¢ pour l'existence de limy_ o, P*.
(e) Calculer limy_,», P* quand elle existe.
8.13. On définit 'exponentielle e4 d’une matrice A par la formule
o0
1
e = — A",

n!
n=0

~1 12
=3 1)
A

calculer chaque terme de la série et en déduire les coefficients de la matrice e”.

8.14 (*). Soit

Dans le cas ou

Calculer e“e® et eAtB.
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8.15 (*). On définit le sinus d’une matrice A, noté sin(A), par la formule

sin(A) = Z % A2n+1

!
= +1)!

-1 1
(1)

calculer chaque terme de la série et en déduire les coefficients de la matrice
sin(A).

8.16 (*). Valeurs propres d’une matrice orthogonale. Soit A une matrice
orthogonale de type n x m, A\ une valeur propre de A et x un vecteur propre
associé a .

Dans le cas ou

(a) On munit R™ du produit scalaire euclidien. Calculer ||Az||? en fonction de
A et de ||z]|.

(b) En déduire que A = +1.
8.17 (*). Soit A une matrice de type n x n telle que A% = A.
(a) Vérifier que si A est valeur propre de A, alors A=0ou A = 1.

(b) Montrer que si A # O, alors 1 est valeur propre de A, et que si A # I,
alors 0 est valeur propre de A.

(c) Exhiber une matrice A non nulle, différente de I,, et vérifiant la relation
A2 = A.

8.18. Dans chacun des cas suivants, déterminer si A est diagonalisable et, dans
I'affirmative, trouver la matrice P qui diagonalise A et calculer P~'AP.

~1/2 0 3 5 ~1/2 0 1 -1
[ 0o —12 2 -2 [ o —12 0 o
(a) A=1 0 -1 0 by A4=1 0 -1 5

0 0 0 -1 0 0 0 -1

8.19. Diagonaliser orthogonalement la matrice

2 -2 4 0
1{-2 5 2 0
A‘§ 4 2 2 0
0 0 0 6

T

8.20. (a) Montrer que si v est une matrice de type n x 1, alors I,, — vv' est

orthogonalement diagonalisable.

(b) Montrer que si v # 0, alors v est un vecteur propre de I,, — vo®.

(c) Montrer que si w est orthogonal & v (pour le produit scalaire euclidien) et
w # 0, alors w est un vecteur propre de I,, — vv™.

T T

(d) Trouver une matrice orthogonale P qui diagonalise I,, — vv*, avec v* =

(1 0 1)
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8.21. Soit
01 0
A= 1 0 0
0 0 0
a) Déterminer les valeurs propres de A.
(b) Montrer que les vecteurs propres de A sont orthogonaux.
(¢) Diagonaliser orthogonalement A.
8.22. Soit
-1 -2t 0
A= 0 1 =3t
1 ¢ 1

(a) Pour quelles valeurs de ¢ la matrice A admet-elle trois valeurs propres
réelles ?

(b) Pour les valeurs de ¢ trouvées en (a), quelle est la valeur propre qui a la
plus grande valeur absolue 7

(¢) Trouver les vecteurs propres de A associés a cette valeur propre.

(d) Existe-t-il des valeurs de t pour lesquelles A n’a que deux valeurs propres
distinctes ? Si oui, trouver les vecteurs propres qui leur sont associés.

8.23. Montrer que le terme constant du polynome caractéristique d’une ma-
trice A est égal au déterminant de A.

8.24. Soit A et B deux matrices de type n X n ayant en commun n vecteurs
propres linéairement indépendants z1,...,x,. Montrer que AB = BA.

8.25. (a) Pour quelle raison la matrice

—4
A:

w o
SN O
- O W

est-elle diagonalisable au moyen d’une matrice de passage orthogonale ?
(b) Diagonaliser A.

(¢) Calculer A™ pour n > 1.

(d) La formule obtenue est-elle encore valable pour n = —17

8.26 (*). Soit

01 0 O
1.0 0 O
A= -2 1 2 0
1 2 0 -2

(a) Calculer les valeurs propres de A.

(b) En vertu de quel théoréme peut-on conclure que A est diagonalisable ?
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(¢) A T'aide de la formule exprimant la réduction de A a la forme diagonale,
montrer, sans calculer la matrice de passage ni les puissances de A, que
A* — 542 4+ 41, = 0.

(d) Relativement au polynoéme caractéristique de A, quelle conclusion tirez-vous
de (¢)?

8.27 (*). Soit A une matrice de type 3 x 3 dont les valeurs propres sont
—1,2,3 et dont les vecteurs propres correspondants sont notés respectivement
T1,T2,T3.

(a) Ces trois vecteurs sont-ils des vecteurs propres de la matrice
2 1
B=I3+-A—-A%?
T3 3

(b) Quelles sont les valeurs propres de B ?

(c¢) La matrice A est-elle diagonalisable ? Qu’en est-il de B ? Si la réponse est
affirmative pour les deux matrices, peut-on les diagonaliser au moyen d’une
méme matrice P ? Justifier chacune des réponses.

8.28 (*). Considérons la matrice carrée d’ordre n

0 0 1
1 0
A= 0
o .- .- :
1 0 ... ... 0O

(a) Quelle propriété de A permet d’affirmer sans calcul que A est diagonalisable
au moyen d’une matrice de passage orthogonale ?

(b) Quelle propriété de A permet d’affirmer sans calcul que toute valeur propre
de A est égalea 1l ou —17

(¢) Trouver une matrice orthogonale P et une matrice diagonale D telles que
A=PDpPL

(d) Quelle est la transformation matricielle associée & A quand n =27
(e) Méme question pour n = 3.

8.29 (*). Soit

1 1—c 0 0 b 10 0
0 1 00 0000
A=10 0 4 o0 et B=190910
0 0 0 b 00 0 b

(a) Déterminer toutes les valeurs de a,b,c telles que det(4) = det(B) et
Tr(A) = Tr(B).
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(b) Déterminer toutes les valeurs de a,b,c telles que A et B ont le méme
ensemble de valeurs propres.

(c) Est-ce qu’il existe des valeurs de a, b, ¢ telles que (a) et (b) sont vérifiées
simultanément ? Dans laffirmative, existe-t-il une matrice R telle que A =
R'BR? Si oui, déterminer R.

8.30. Diagonalisation en nombres complexes. Soit
-3 1 0
A= 0 0 5
0-2 2
En utilisant les nombres complexes, calculer les valeurs propres et les vecteurs

propres de A, puis trouver une matrice inversible P a coefficients complexes
telle que P~1 AP soit diagonale.

8.31. Diagonalisation en nombres complezes. Soit

O O = O

oo O

_= O O =
\

O R R O

En utilisant les nombres complexes, calculer les valeurs propres et les vecteurs
propres de A. Peut-on trouver une matrice inversible P & coefficients complexes
telle que P~' AP soit diagonale ? Si oui, trouver cette matrice.



CHAPITRE 9

Transformations linéaires

DEFINITION

Une transformation linéaire (ou application linéaire) T est une application
d’un espace vectoriel V' dans un espace vectoriel W vérifiant, pour tout u et v
dans V et tout nombre k,

(1) T(u+v) =T(u) + T(v), et
(2) T(ku) = kT (u)
(cf. [Anton, p.383] et [Cairoli, p.160]).

PROPRIETES DES TRANSFORMATIONS LINEAIRES

(1) SiT : V — W est une transformation linéaire, alors T(0) = 0 et
T (kv + tw) = kT (v) + ¢T(w), pour tous v et w dans V et tous nombres
ket L.

(2)SiTy:V — Wet Ty : W — U sont deux transformations linéaires,
alors To 0Ty : V — U est aussi une transformation linéaire.

(3) Une transformation linéaire T : V' — W est entierement déterminée
par 'image d’une base de V.

(4) L’image d’une famille liée par une transformation linéaire est aussi
une famille liée.

(cf. [Anton, p.388 & p.391] et [Cairoli, p.161])

IMAGES ET IMAGES RECIPROQUES
DE SOUS-ESPACES VECTORIELS

Proposition. Soit T': V. — W une transformation linéaire.
(1) L’image T'(S) de tout sous-espace vectoriel S de V' est un sous-espace
vectoriel de W.
(2) L'image réciproque T~1(U) de tout sous-espace vectoriel U de W est
un sous-espace vectoriel de V.

(cf. [Anton, p.397] et [Cairoli, p.165])
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Noyau, image et rang d’une transformation linéaire. Soient V et W
deux espaces vectoriels et T': V' — W une transformation linéaire.
(1) On appelle noyau de T, et on note ker(T'), le sous-espace vectoriel
T71({0}) ; c’est I'ensemble des vecteurs v de V tels que T'(v) = 0.
(2) On appelle image de T, et on note Im(7T), le sous-espace vectoriel
T(V); c’est 'ensemble des vecteurs w de W tels que w = T'(v) pour au
moins un v dans V.
(3) On appelle rang de T, et on note rg(T), la dimension de Im(T)
lorsqu’elle est finie. Si {v1,...,v,} est une famille génératrice de V, alors

rg(T) =1g(T(v1),...,T(vy)) = dim L(T(vy1),...,T(vy)) -

(cf. [Anton, p.395 et p.397] et [Cairoli, p.166]. Attention : en anglais, ker(7T') est
appelé « kernel of T » et Im(T') est appelé « range of T ».)

Théoréme. Soit T : V. — W une transformation linéaire. Si V est de
dimension finie, alors

dimker(7) + dimIm(7") = dim V.
—_———
rg(T)

(cf. [Anton, p.398] et [Cairoli, p.167])

Transformations linéaires injectives. Une transformation linéaire 7' :
V. — W est injective si T(v1) = T(vz) entraine v; = vy. Elle est surjec-
tive si Im(T') = W (cf. [Anton, p.402] et [Cairoli, p.159]).

Proposition. Une transformation linéaire T est injective si et seulement si
ker(T) = {0} (cf. [Anton, p.402] et [Cairoli, p.166]).

CAS DES ESPACES VECTORIELS DE DIMENSION FINIE

Théoréme. Soient V' et W deux espaces vectoriels de méme dimension finie
et T : V — W wune transformation linéaire. Les affirmations suivantes sont
équivalentes :

(1) T est injective ;

(2) ker(T) = {0} ;

(3) T est surjective.

(cf. [Anton, p.404] et [Cairoli, p.168])
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Matrices de transformations linéaires. Soient V et W deux espaces
vectoriels de dimensions respectivement n et m finies, T : V — W une
transformation linéaire, B = (e1,...,e,) une base de V et B’ = (e},...,el.)

une base de W. La matrice de la transformation T dans les bases B et B’ est
la matrice de type m x n, noté [T|p g, définie par

[T]B’,B = ([T(el)} B’ [T(eQ)] B’ U [T(en)} B’)
(cf. [Anton, p.412] et [Cairoli, p.171]).

Théoréme. Pour tout v dans V,

(T()] 5 = [T]5 5 [v]5.-

(cf. [Anton, p.412] et [Cairoli, p.174])

Notation. Si V =W et B =B, on écrit [T]p au lieu de [Tz 3.
Composition de transformations linéaires. Soient V', W et U trois es-
paces vectoriels de dimension finie, B, B’ et B” des bases respectives de ces
trois espaces, T : V — W et S : W — U deux transformations linéaires.

Théoréme. La matrice de la transformation linéaire SoT : V — U dans
les bases B et B est donnée par

[SoT|sr =[S [Tlss -

(cf. [Anton, p.419] et [Cairoli, p.176])

Effet d’un changement de base sur la matrice [T]g. Soient B et B’ deux
bases d’'un espace vectoriel V et T : V. — V une transformation linéaire.

Théoréme. La matrice de T dans B' s’exprime a laide de la matrice de T
dans B et de la matrice de passage Pp ' par la relation

[T)s = Pg - [Tl5 - Pssr-

(cf. [Anton, p.427] et [Cairoli, p.179 et p.180])



92 Aide-mémoire et exercices

Exercices

9.1. On munit R™ d’un produit scalaire et de la norme qui s’en déduit.
Déterminer si les applications suivantes sont linéaires :

(a) Th : R" — R, avec T (z) = (v, z), ot v dans R™ est fixé;
(b) Tz : R" — R, avec Ta(x) = ||z ;

(¢) T3 : R" — R™, avec T3(z) = A -z, ol A est une matrice de type m x n
fixée.

9.2. Soit M,,, l'ensemble des matrices de type m X n. Déterminer si les
applications suivantes sont linéaires :

(a) Th : My, — R, avec T1(A) = Tr(A);

(b) T2 : an — Mnm,, avec TQ(A) = AT;

(¢) T5 : My — R, avee T3(A) = >3 _ (A1x)?.

9.3. (a) Soit V = C*R,R), W = C(R,R) et T : V — W la transformation
définie par T'(f) = f’. Montrer que T est linéaire.

(b) Soit V = C(R,R), W =R, xo un nombre fixé dans Ret T : V' — W définie
par T(f) = f(xo). Montrer que T est linéaire.

9.4. Soit V un espace vectoriel muni d’un produit scalaire et u un vecteur non
nul de V.

(a) Montrer que pour tout w dans V', application T, de R dans V' définie par
Ty(z) = x - w est linéaire.

(b) Montrer que lapplication T : V. — V définie par T(v) = proj, v est
linéaire.

9.5. Dans chacun des cas suivants, dire si I’application T de ’espace vectoriel
V dans R est linéaire.

(a) V est lespace des matrices de type 2 x 2 et T'(X) = det(X).

(b) V est R2, v est un vecteur fixé de R? et T'(z) = det(ziv).

9.6. Considérons la base B = (v1,v2,v3) de R3, ot vy = (2,3,4), vo = (1,-2,0)
et vz = (0,1, —1), et soit T : R® — R? la transformation linéaire telle que

T(vl) = (4a 1)? T(UZ) = (Oa 1)? T(UB) = (_170)'

Trouver une formule pour T'(z1,z2,x3) et en déduire T'(1,2,7). (Indication :
On peut utiliser 'exercice 2.23.)

9.7. Existe-t-il une application linéaire T" de P> dans P, ou Py est I’espace
vectoriel des fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal a 2, qui vérifie

TA+t)=1, T(1—t)=t, T(1)=t*?

Si oui, donner 7'(p) pour un polynéme quelconque p.
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9.8. Soit P, 'espace vectoriel des fonctions polynémiales de degré inférieur ou
égal a n.

(a) Vérifier que D'application T : P, — P définie par T (p(z)) = zp(z) est
linéaire.

(b) Donner le noyau de T.

(¢) Trouver une base de 'image de T

9.9. Décrire le noyau et I'image des applications linéaires définies dans I’exer-
cice 9.3.

9.10 (*). Dans chacun des cas suivants, dire si Papplication considérée est
linéaire.
(a) L’application T : C(R,R) — C'(R,R) définie par

T(f)(x) = / " feyde,

pour tout f € C(R,R).

(b) L’application T : C(R,R) — C(R,R) définie par T(f)(x) = f(x + v), ol
v dans R est fixé.

(¢) L’application T : V. — W définie par T(x) = Tp(x) + w, ou Ty est une
application linéaire de I’espace vectoriel V' dans ’espace vectoriel W et w dans
W est fixé.

9.11 (*). Une transformation de type shift. Soit T : R™ — R™ définie par
T(x1,22,...,Tn) = (T2, X3, ..., Ty,0).

(a) Montrer que T est linéaire.
(b) Déterminer T o T'. Est-ce que T' o T est linéaire ?
(

c) Si (ey,€e2,...,6,) est la base canonique de R™, déterminer T'(e;), i =
1,....n.

9.12 (*). Soit T une application linéaire d’'un espace vectoriel V dans un
espace vectoriel W et vy,..., v, des vecteurs de V. Montrer que si la famille
{T(v1),...,T(vg)} est libre, alors la famille {v, ..., v;} Dest aussi.

9.13 (*). Considérons l'application T' : M, xn — My, x, définie par T(A) =
A— AT,

(a) Montrer que T est linéaire.

(b) Décrire le noyau et I'image de T'.

9.14. Soit T I'application lineaire de R® dans R* définie par T'(z) = A - z, ot

1 4 5 0 9
3 -2 0 -1
A= -1 0-1 0-1
2 3 5 8
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a) Trouver une base du noyau de T'.
(b) Donner une base de 'image de T
(c) Quel est le rang de T'?

9.15. Soit V' = Moo l'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre 2 et soit
B= (Mla MQ; M37 M4)7 ol

10 0 1 00 0 0

une base canonique de V. Déterminer le noyau, 'image, et le rang de chacune
des deux transformations suivantes apres avoir démontré qu’elles sont linéaires.

(a) T : V. — R* définie par T(A) = [A] 4.
(b) S:R* — V, définie par

T
S =x1 M1 + xo My + x3Msg + x4 My .

Ty

(c) Déterminer la condition sur m et m pour pouvoir généraliser ces deux
transformations & M, «, et R™.

9.16. Soit A une matrice carrée d’ordre n et soit T la transformation matricielle
de R™ dans R™ associée a A. Montrer que si A est symétrique, alors chaque
vecteur de ker(T) est orthogonal (pour le produit scalaire euclidien) & tous les
vecteurs de Im(7).

9.17. Soit V et W des espaces vectoriels de dimension finie. Montrer que si T'
est une application linéaire bijective de V' dans W, alors dim(V') = dim(W).

9.18. (a) Trouver une transformation linéaire bijective de Ps, 'espace vectoriel
des polynémes de degré < 3, dans R* et donner son inverse.

(b) Peut-on trouver une transformation linéaire bijective de P3 dans R3?
Justifier votre réponse.

9.19. Soit P35 l'espace vectoriel des polynomes de degré < 3 et T' I'application
de P5 dans P5 définie par T'(p) = p’ + 3p”.

(a) Trouver une base du noyau de T

(b) Trouver une base de I'image de T

9.20. Soit Moo 'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre 2 muni de sa
base canonique B = (M7, Ma, M3, M,) définie dans I’exercice 9.15. Considérons
I’application linéaire T} : R? — Moy définie par

Ti(e1) =My + My, Ti(ex) =Ms+ My, Ti(es)= M+ Ms,

ot & = (eq1,e2,e3) est une base quelconque de R3, et 'application linéaire Tb
de Myyo dans R définie par To(B) = Tr(B), pour tout B dans Mayo. Ecrire
les matrices, par rapport aux bonnes bases, de T1, T5 et 15 o T7.
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9.21. Soit T une transformation linéaire de Soxo dans Maoyo, ol Mayo est
I’espace vectoriel des matrices carrées d’ordre 2 muni de sa base canonique
B = (M, My, M3, My) (cf. exercice 9.15) et Saxo est le sous-espace de Maxo
des matrices symétriques muni de la base & = (F1, Es, E3), ou

10 0 0 0 1
m=(os) m=(a V) »-(V1)

Considérons les matrices de Syyo suivantes :

30 31 11
we(52) a-(Ta) w-(i2)

(a) Déterminer [A;]g, [A2]e et [As]e.

(b) Peut-on trouver T'(A), pour tout A dans Sax2, si on ne connait que T'(4;),
T(AQ) et T(Ag) ?

(c) Trouver la matrice de T dans les bases £ et B, sachant que

6 5 1

-2 -1 0

[T(Al)]s = 9 | [T(AQ)]B = 10 |- [T(A3)]B = 4

2 6 5
9.22. Soit T" une application linéaire d’un espace vectoriel V de dimension finie
dans un espace vectoriel W. Montrer que si (eq, ..., en) est une base de ker(T)
et si (Emt1,-..,en) sont des vecteurs de V tels que (eq,. .., e,) est une base de

V, alors (T(€m+1);---,T(ey)) est une base de Im(T'). Quelle relation existe-t-il
entre dim (ker(T)) et rg(T) ?

9.23 (*). Soit V et W deux espaces vectoriels et T : V' — W une application
linéaire. Supposons que dim V' = n. Démontrer les assertions suivantes.

(a) Si ker(T") = {0}, alors I'image d’une famille libre est libre.
(b) Si dim(ker(T")) = 0, alors dim (Im(7)) = n.

(c) Si dim(ker(T')) = n, alors rg(T") = 0.

9.24 (*). Soit

t
, LkeR et W=qw=| s |, t,seR

TS

(a) Montrer que V' est un sous-espace vectoriel de R* et que W est un sous-
espace vectoriel de R3.

(b) Donner une base de V' et une base de W.

(c) Trouver une base de R* qui complete celle de V.
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(d) Trouver une application linéaire 7' : R* — R? vérifiant ker(T) = V et
Im(T) =W.

(e) Déterminer I'image de la base canonique de R* par T.
(f) T est-elle surjective ? Justifier votre réponse.
9.25 (*). Soient A, B et C' des matrices de types m X n, m X p et p x n

respectivement, telles que
A= BC.

On appelle encore noyau et image d’une matrice le noyau et I'image de la
transformation matricielle associée canoniquement a cette matrice. Démontrer
les assertions suivantes.

(a) Si les matrices A et B ont le méme rang, alors elles ont la méme image.

(b) Si les matrices A et C' ont le méme rang, alors elles ont le méme noyau.

9.26 (*). Dans R?® muni d'une base orthonormée B = (e1, ez, €3), on considere
le plan p d’équation 2x; — z9 + x5 = 0 dans la base B et le vecteur v =
e1 + 3ea — e3. Soit T la transformation linéaire déterminée par T'(x) = x, pour
tout = dans p, et T'(v) = 3v. Calculer [T]z.

9.27. A Tlaide de l'information donnée et sachant que la transformation T est
lindaire, déterminer dans chacun des cas ci-dessous la dimension de ker(T).

(a) T : R® — R est de rang 3.

(b) T : Py — Ps est de rang 1, ou P, est I'espace vectoriel des polynémes de
degré < n.

(c) T : RS — R? ayant pour image R?.

(d) T : Maxa — Mayxs est de rang 3, ot Mayo désigne l'espace vectoriel des
matrices carrées d’ordre 2.

9.28. Soit V' un espace vectoriel de dimension finie n. Déterminer dans chacun
des cas suivants si la transformation linéaire T" est bijective.

(a) T:V — V telle que dim(ker(T)) = 0.
(b) T:V — V telle que rg(T) =n — 1.
(¢) T:V — V telle que Im(T') = V.
(d)T:

(e)T:

9.29. Soit Myyo l'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre 2. Soit v =
(v1,v2) et w = (w1, ws) deux vecteurs linéairement indépendants de R? et
T : Msyo — R* définie par

V — P, ol P est l'espace vectoriel des polyndmes, telle que rg(T") = n.

R™ — R", avec n < m.

Xv
T(X)= ——
Xw
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a) Trouver T'(I3).

)
b) Montrer que T est une transformation linéaire et bijective.

(
(
(c) Ecrire T'(X) en fonction des coefficients (X);; = x;;.

(d) Soit B la base canonique de My définie dans Pexercice 9.15 et B’ la base
canonique de R*. Déterminer la matrice de T dans les bases B et B'.

9.30. Soit V et W deux espaces vectoriels de dimensions respectives n et m,
avec n > m. Soit £ = (ey,...,e,) une base de Vet F = (f1,..., fm) une base
de W. Pour tout 1 < k < m, on considere 'application linéaire T}, de V dans
W telle que

Ti(e:) = fi sil<i<k,
Tk(ei) = aufl + -+ a;w-fk sik<i<n,
ol aj 4, ...,ak,; sont des nombres.

(a) Trouver la matrice [T}]r ¢.

(b) Construire un exemple pour V =R* et W = R3.

9.31. Soit T : R? — R? définie par
911 + 2329
1
T (( il )) =3 20
2 971 + 3312

(a) Trouver la matrice [1], 5 dans les bases B = (u1,uz2) et B' = (v1,v2,03),
ol

1 1 2
ul<;>a u2<i)>a U1 = 1 ) V2 = 2 ) U3 = 0
1 1 3

(b) Vérifier que pour tout = dans R?, [T, 5 - [z]5 = (T(x)] -

9.32. Soient z1,x2 et x3 trois nombres réels distincts tels que z1 < zo < 3,
et soit T : P, — R3 la fonction définie par

(a
(b

(c) Soit & la base canonique de R? et B = (2,2 — z, (2 — x)?) une base de Pa.
Déterminer la matrice [T, 4.

) Montrer que T est une application linéaire.
)

Montrer que T est injective. Est-elle bijective ?
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(d) Verifier que si k1, ko et k3 sont trois nombres réels quelconques, alors,

k1
Til kg = klpl (I) + ]CQPQ(I) + kng(I) y

k3

ou
Pu(x) = (x — x2)(x — x3) ’ Py(x (x —xz1)(x — x3)
(fﬂ1 —552)(531 —$3) (302 _xl)(l'Q —553)
Py(x) = (x —x1)(x — x2) .
(z3 — 1) (73 — T2)

9.33. Soit V' un espace vectoriel muni d’un produit scalaire, B = (e1,...,e,)
une base orthonormée de V', W un sous-espace vectoriel de V et (f1,..., fim)

une base orthonormée de W. Soit [P]g la matrice de la projection de V' sur W
dans la base B. Montrer que

m

(Pls =Y [fi]s [fi]s-

=1

Rappel. Si B est une base orthonormeée, alors le produit scalaire s’exprime par
la formule (z,y) = [y]% - [7]5-

9.34. Soit T : R* — R* I’application donnée par

T -1 + 220 + 4dzy4
T To _ 4162 + 3!1/'3 + 8%4

3 1 4+ 4xs

T4 2w + 33

(a) Trouver une base de Im(7") et une base de ker(T).

b) Déterminer la matrice [T|g de T dans la base B’ = (€/, €5, e, €/), ou
15 €2, €3, €4

oo o
OO ==
O = = O
= —_0 O

9.35 (*). Soit Py lespace vectoriel des polynémes de degré < 2. Considérons
la base B = (p1,p2,p3) de Pa, ot p1(z) = 2% — 32 + 2, po(z) = 2% — 1,
p3(x) = 22 — 2 — 2. Soit T : Py — P, la transformation linéaire telle que

-5 -2 -3
Tls=| 2 8 6
3 —6 -3
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a) Trouver [T(pl)]B, [T(pg)]B et [T(pg)}B.
b) Trouver T'(p1), T(p2) et T(p3).

(c) Déterminer T'(p)(x) pour un polynéme quelconque p dans Ps. Remarque.
On peut exprimer un polynéme dans la base B plus facilement si ’on constate

que p1(z) = (z — 1)(z — 2), p2(2) = (z — 1)(z + 1) et p3(z) = (z — 2)(z + 1).
(d) Calculer T'(x? + 3x + 5) & partir de (c).

9.36 (*). Considérons la transformation linéaire D : Py — Py défini par
D(p)(xz) = zp'(x). En (a) et (b) ci-dessous, déterminer la matrice de D dans la

base (p1,p2,p3)

(a) p1(z) = 1, p2(2) = @, ps(x) = 2?;

(b) p1(x) = x + 1, pa(x) = 3z + 2, p3(x) = 222 — 62 + 1.

(c) Calculer D(4x? — 162 + 1) a I'aide de la matrice déduite de (a).
(d) Calculer D(42% — 16x + 1) & l'aide de la matrice déduite de (b).

9.37 (*). Soit T : Mayy —> Mayo la transformation linéaire définie par

e b\ ([ a+b b+2
d) \c+3d d

et S : Msyyos — P3 définie par

(
(

o

S( a b > =a+ bz + cx® + da® .
c d

(a) Montrer que S est une transformation linéaire bijective.

(b) Déterminer la matrice de T2 dans la base canonique de I'exercice 9.15 de
deux fagons différentes.

(c) Soit G = SoT oSt :P3y — P3. Déterminer la matrice [G]z de G dans
la base canonique B’ de Ps.

(d) Donner G(p), ol p est un polynéme quelconque de Ps.

9.38 (*). Soit T T'application linéaire de R dans R3 dont la matrice par
rapport a la base canonique £ = (ey, ez, e3) est

[Te =

W W N
W = =

-1
)
—4

(a) Soit & = (ef,eh,es), ot ef = (1,1,1), e, = (1,-1,0) et e = (0,1,1).
Calculer la matrice [T)g: de T par rapport & cette base.

b) Méme question pour la base £ = (e, e}, e¥), on ef = (2,-1,2), e =
1,€2,€3 1 2

(0,1,—1) et e§ = (0,0,1).
(c) Calculer les matrices des applications linéaires T2, T2 et T'° dans la base
canonique.
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9.39. Soit V 'espace vectoriel des matrices symétriques de type 2 X 2 muni de

la base
R 1 0 0 1 0 0

et W l'espace vectoriel des matrices diagonales de type 2 x 2 muni de la base

canonique
1 0 0 0

o= ((32): (2.9))

Considérons la transformation linéaire 77 : W — V définie par
a 0 0 a
ﬂ(o b)<a b)

et To : V — V définie par

(@ b\ [ a+bt+c 2b+4c

2\b e ) 2b + 4c 4c ’

(a) Montrer que T» est une transformation linéaire.
(

(¢) Donner une formule reliant les matrices de (b) et vérifier sa validité.

b) Déterminer les matrices [75 o T1g 5, [T2]5 et [T1]p -

9.40. Désignons par W l'espace vectoriel des matrices diagonales de type
2 x 2 muni de sa base canonique (cf. exercice 9.39). Soit T} : W — P5 la
transformation linéaire définie par

GO o i 2
Tl(() b>—2a 3bx

et soit Ty : Po — Moo la transformation linéaire définie par

o= (§ 3).

(a) Donner [Ty o Ti)p B, [T2]p B et [Ti]gr.B, ou B, B', B” sont les bases
canoniques de W, Moo et Py respectivement.

(b) Relier par une formule les matrices de (a).

(¢) Vérifier par le calcul la validité de la formule exhibée en (b).

9.41. Déterminer les matrices [T']z et [Tz, out T : Py — Py est définie par
T(p(z)) = p(z +1), B= (3z + 6,2z + 10) et B’ = (2,2z + 3). Vérifier ensuite
que [T]g = [P]B’,B [T - [P]B,B"

9.42. Soit B = (u1, ug, ugz) une base d’un espace vectoriel Vet soit T : V — V
une transformation linéaire telle que

-3 4 7
Tls=| 1 0 -2
01 0

Trouver [T)g:, ou B’ = (v1,va,v3) est la base de V définie par

vl = Uy, vy = u1 + Uz, VU3 = U1 + Uz + U3 .
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9.43. Soient M; et M> deux matrices de type n x n telles qu’il existe une
matrice inversible P vérifiant My = P~'. M; - P. Dans ce cas, on dit que M;
et My sont semblables.

(a) Soit T : R — R™ définie par T'(x) = M; - z. Donner une base 5’ de R"
telle que My soit la matrice de la transformation T' dans la base B'.

(b) Montrer que les deux matrices suivantes sont semblables :
1 0 0 2 00
A= 0 2 0 |, B=|0-10
0 0 -1 0 01

9.44. Dans les deux cas ci-dessous, trouver une base de R? dans laquelle la
matrice de T est diagonale :

(a) T(x1,x2) = (x1 — 2,221 + 4a3) ;

(b) T'(z1,z2) = (4z1 — 2, =321 + T2).

9.45. Soit T : R?® — R! définie par T'(x1, 72, 73) = 21 — 279 + 33.

(a) Vérifier que T est une application linéaire et obtenir sa représentation
matricielle dans les bases canoniques.

(b) Faire un changement de base dans R® pour obtenir la représentation
matricielle (1 0 0) pour 7T.

(c) Déterminer une matrice inversible P telle que
(1 =2 3)P=(10 0).

9.46. Soit V un espace vectoriel de dimension 2 muni d’une base B = (ey, e2)
et T l'application linéaire de V' dans V dont la matrice dans la base B est

1L/ 5 2
A‘§(210)'

(a) Calculer la matrice [T]p de T dans la base B’ = (2e1 + ez, e1 + 2e3).
(b) A Taide de (a), calculer la matrice [T™]g de T™ dans la base B.
9.47 (*). Soit T : R! — R? donnée par T'(z) = z(1, -2, 3).

(a) Montrer que T est une application linéaire et donner sa matrice dans les
bases canoniques.

(b) Faire un changement de base dans R® pour obtenir une représentation
matricielle dont tous les coefficients sont 1.

(c) Déterminer une matrice inversible P telle que
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12 3
A‘(235>

la matrice d'une application linéaire T de R3 dans R? (munis des bases
canoniques).

9.48 (*). Soit

(a) Déterminer une nouvelle base de R? telle que la matrice de T est

1 01
01 1

par rapport & la base canonique de R? et la nouvelle base de R2.

(b) En déduire une matrice inversible P telle que

1 0 1
pa=(101),

9.49 (*). Dans un espace vectoriel V de dimension n muni d’une base

B = (e1,...,e,), on considére une transformation linéaire et inversible T'. On
b b b

sait que dans ce cas, les vecteurs ¢; = T~ (ey),..., e, = T~ 1(e,) forment une

base B’ de V.

(a) Montrer que pour tout x dans V, [z]p = [T(x)}B.
(b) En déduire que la matrice de passage Pg g est la matrice de T dans la
base B.



CHAPITRE 10

Résolution

de systemes différentiels

SYSTEMES DIFFERENTIELS DU PREMIER ORDRE

Un systeme différentiel linéaire du premier ordre a coefficients constants est
la donnée de n équations différentielles de la forme :

#1(t) = anzi(t) + apra(t) + - 4+ awman(t) + b
$.2 (t) = a21x1(t) + a2 (t) + -+ agnTn (t) + bg
Tn(t) = amxi(t) 4+ apaze(t) + -+ appza(t) + by

ol z1(t),...,zn(t) sont les fonctions inconnues, et a;; et b; sont des nombres

réels (cf. [Cairoli, p.248]).

Ecriture matricielle. Tout systeme différentiel linéaire du premier ordre
s’écrit sous la forme

z(t)=A-x(t)+b,
ah(t) j?1(t) bl
A=(a;), z(t)= : , &(t) = : et b= :

o (t) (1) b
(cf. [Cairoli, p.248]).

Existence et unicité des solutions. Pour tout ¢ dans R", il existe une solu-
tion et une seule de I'équation &(t) = A-z(t) +b telle que x(0) = ¢ (cf. [Cairoli,
p.249]).

STRUCTURE DE L’ENSEMBLE DES SOLUTIONS LORSQUE b =0

Soit V' l'espace des fonctions de R} dans R™ et W I’ensemble des solutions
de I’équation homogéne z(t) = A - x(t).
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Proposition. L’ensemble W est un sous-espace vectoriel de V' de dimension n
(cf. [Cairoli, p.249 et p.250]).

Calcul des solutions de I’équation homogéne dans le cas ou A est

diagonale. Si A = diag(ay,as,...,a,), alors le systéme admet une solution
unique
crett c1
x(t) = telle que x(0) =
cpetnt Cn

(cf. [Anton, p.442 et p.443]).

Calcul des solutions de I’équation homogéne dans le cas ou A est
diagonalisable. Soit P = (p; i --- | p,) une matrice inversible telle que
P71.A.P=D,ou D =diag(\1,...,\,). Si y(t) est la solution de I’équation
y(t) = D -y(t), alors z(t) = P - y(t) est la solution de I'équation &(t) = A - x(t)
(cf. [Anton, p.444]). De plus,

z(t) = k1eM'pyr+ - + ke’ ipy,
ou kq,...,k, sont des nombres.

STRUCTURE DE L’ENSEMBLE DES SOLUTIONS
LORSQUE b # 0

Soit xo(t) une solution particuliere de I’équation #(t) = A - xz(t) + b. Toute
solution de cette équation est de la forme

x(t) = zo(t) + 2(t)

ou z(t) est une solution de l’équation homogene associée x(t) = A - x(t)
(cf. [Cairoli, p.250]).

RECHERCHE D’UNE SOLUTION PARTICULIERE

Exponentielle d’une matrice. Etant donné une matrice A de type n X n,
on appelle exponentielle de A, et on note exp(A), la matrice définie par

RN I o, 1 3

exp(A)fZHA =T+ A+ A4 A
k=0

(cf. [Cairoli, p.128 & p.130]).

Propriétés.
(1) La série qui définit exp(A) converge toujours.
(2) exp(0) = I, exp(kI) = e~ 1.
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(3) Si A et B commutent, alors exp(A + B) = exp(A) - exp(B).

(4) (exp(A)) " = exp(—A).

(5) Si P est une matrice inversible telle que P~1-A- P = diag(ay, ..., ay),

alors exp(A) = P - diag(e™, ..., e%) . P71

(6) La fonction t — exp(tA) est dérivable et (exp(tA))/ = A-exp(tA).
(cf. [Cairoli, p.130 et p.236])

Proposition. Si la matrice A est inversible, alors z(t) = A~ (exp(tA)—1)-b
est une solution particuliere de &(t) = A - x(t) + b.

SOLUTION GENERALE D’UN SYSTEME DIFFERENTIEL

Théoréme. Soit ¢ dans R™. Si la matrice A est inversible, alors l'unique
solution du systéme différentiel ©(t) = A - x(t) + b telle que x(0) = ¢ est

z(t) = exp(tA) - c+ A7' - (exp(tAd) — 1) - b.

(cf. [Cairoli, p.252]. Attention : Cairoli traite le cas général o les coordonnées
de b sont des fonctions b;(t).)

RESOLUTION D’UN SYSTEME DIFFERENTIEL LINEAIRE
A COEFFICIENTS COMPLEXES

Pour résoudre un systeme différentiel linéaire du premier ordre
z(t)=A -x(t)+0b,

ol A est une matrice de type n x n & coefficients dans C et b est dans C", on
peut appliquer tous les résultats présentés ci-dessus en remplacant les nombres
réels par des nombres complexes. La propriété « A est diagonalisable » doit
alors étre remplacée par « A est diagonalisable & ’aide d’une matrice & coeffi-
cients dans C » (cf. [Cairoli, p.306]).

RESOLUTION A L’AIDE DES NOMBRES COMPLEXES
D’UN SYSTEME DIFFERENTIEL A COEFFICIENTS REELS

Soit A une matrice de type n xn a coeflicients dans R. S’il existe une matrice
P = (p1i- ipn) & coefficients dans C et des nombres complexes Ai,..., A,
tels que P~1-A-P = diag(\1, ..., \n), alors I'ensemble des solutions du systéme
différentiel

B(t) = A-a(t)
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peut s’écrire sous la forme
x(t) = klg%(e)\ltpl) +---+ kn%(e)‘"tpn) + kz’lg(ehtpl) 4ot k;zc\\f(e/\"tpn)

ot N(2) et J(z) sont respectivement la partie réelle et la partie imaginaire de z,
et ke, ky, ¢ =1,...,n, sont des nombres réels. Attention :iln’y a que n vecteurs
linéairement indépendants dans Pexpression de z(t). En effet, si Ay = ap + 3¢
est une valeur propre complexe de A et p, = uy + ivy est un vecteur propre
complexe associé & g, alors Ay = oy — 3¢ est aussi une valeur propre de A et
e = Uy — vy est un vecteur propre associé a Ag.

Expression réduite. Toute solution du systéme @(¢t) = A-x(t) s’exprime sous
la forme

x(t) = Z (Cge(“t [cos(ﬂgt)w — sin(ﬁgt)w] + cpeet [Sin(ﬁgt)w + COS(ﬁgt)U@}) ,

ol la somme porte sur les valeurs propres Ay = ay + 0, de A telles que By > 0,
pe = ug + ivg et ¢ et ¢, sont des nombres réels (cf. [Cairoli, p.307]).

Exercices

10.1. Soit V lespace vectoriel des fonctions différentiables de R dans R™.
Soit W le sous-espace vectoriel de V' dont les éléments sont les solutions du
systeme différentiel

x(t) = Ax(t). (H)

Soit z1(t), ..., 2z, (t) les solutions de (H) telles que

1 0 0
0 1

200=] Y [, 0= 0|, ..., 0=,
: : 0
0 0 1

Montrer que (z1(t),...,2n(f)) est une base de W.

10.2. Résoudre le systeme différentiel suivant :

avec
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10.3. Résoudre le systeme différentiel suivant :

z(0) =c,
avec
2 -2 0 2
A=1-2 0 2 et c= 1
0 2 2 -2

10.4. Résoudre I’équation différentielle

Gi(t) — 24(t) — 8y(t) = 0.

(Indication : Poser y1(t) = y(t), y2(t) = y(t), écrire équation différentielle du
second ordre comme un systeme différentiel du premier ordre, puis résoudre
par rapport a yi(t) et ya(t).)

10.5. Soit A une matrice de type n X n.

(a) Montrer que (exp(tA))/ = Aexp(tA).

(b) Soit P une matrice inversible telle que P~ AP = diag(ay, ..., a,). Montrer
que exp(A) = Pdiag(e®,...,e4)P7L.

10.6. Soit
2 -1 1
A= -1 2 -1
1 -1 2

(a) Trouver des nombres aj,as,as et une matrice inversible P tels que
P~YAP = diag(ay, as, az).

(b) Déduire de (a) la valeur de exp(tA) pour ¢ dans R.
(¢c) Vérifier que (eXp(tA))/ = Aexp(tA).

10.7. Soit A comme dans I'exercice 10.2.

(a) Calculer exp(tA).

(b) Donner la solution générale du systeme &(t) = Az(t) + b, ou

().

10.8. Soit A comme dans ’exercice 10.3.
(a) Calculer exp(tA).

(b) Donner la solution générale du systeme &(t) = Az(t) + b, ou

b=1 0
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10.9. Résoudre le systeme différentiel

{Zjl(t) — 2yi(t) + 6ya(t) — Gu(t) — 3gat) = O
G2(t) + 2yi(t) — 6ya(t) — wi(t) +  g2(t) = 0.

(Indication : Ecrire ce systéme différentiel du second ordre comme un systéme
différentiel du premier ordre en posant = (z1,x2, z3,x4) = (Y1, Y2, Y1, Y2) et
résoudre ensuite par rapport a x.)

10.10. Soit
3 1
a=(03):

(a) Calculer A™ pour tout entier n. (Indication : Ecrire A comme somme de
deux matrices particulieres.)

(b) Calculer exp(tA).

(c) Donner la solution générale du systeme @(t) = Ax(t).

10.11 (*). Résoudre I’équation différentielle
20(t) = (1) = 29(t) +y(t) = 0.

(Indication : Poser yi(t) = y(t), y2(t) = y(t) et ys3(t) = ¢(t), puis écrire
I’équation différentielle du troisieme ordre comme un systeéme différentiel du
premier ordre, et enfin, résoudre par rapport & yi, yo et ys3.)

10.12 (*). Soit A comme dans les exercices 10.2 et 10.7 et

s) = (exp(—sA)) - b(s), pour s dans R.

£) = Jy y(s)ds.
(c) Calculer le vecteur z(t) = (exp(tA))-v(t) et vérifier que & (t) = Az(t)+b(t).

(a) Calculer le vecteur y(
(

(b) Calculer le vecteur v

10.13 (*). Résoudre le systéme différentiel

{ih(t) +  ge(t) — 3u(t) — 3ya(?)
Go(t) — 392(t) — 291(0) = 0.

(Indication : Procéder comme dans l'exercice 10.9.)

|
o

10.14. Résolution a l’aide des nombres compleres. En utilisant les nombres
complexes, résoudre le systeme différentiel suivant :

avec
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10.15 (*). Résolution a l’aide des nombres complexes. En utilisant les nombres
complexes, résoudre le systeme différentiel suivant :

avec
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CHAPITRE 11

Utilisation des transformations
affines en infographie

OBJECTIFS

Un des objectifs de I'infographie est de créer des algorithmes efficaces pour
représenter des figures ou des objets sur un écran d’ordinateur. Le mode de re-
présentation choisi doit faciliter le stockage et la transmission de 'information.
Dans ce chapitre, nous allons expliquer comment certaines notions des cha-
pitres 1 & 4, et plus particulierement les transformations affines, peuvent étre
utilisées pour réaliser a l'aide d’un ordinateur des dessins d’une classe d’objets
couramment appelés des fractales.

Nous rappelons tout d’abord quelques méthodes usuelles pour dessiner des
courbes et des figures géométriques simples.

Dessin d’une courbe a I’ordinateur. Le tracé de courbes simples, telles les
paraboles, hyperboles et autres courbes de la forme y = f(z), est généralement
réalisé en effectuant un tracé point par point, ou tout au moins en reliant une
suite de points situés sur la courbe par des segments de droites, comme illustré
dans la figure 11.1.

F1G. 11.1 — Une courbe et son dessin approximatif a I’écran.

Dessin d’une figure géométrique. Les dessins de figures géométriques
simples, telles les carrés, rectangles, disques, etc., sont généralement réalisés
non pas selon le principe du tracé, comme les courbes, mais selon une méthode
de remplissage : 'ordinateur noircit l'intérieur de la figure, comme dans la
figure 11.2.
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Fi1G. 11.2 — Dessin d’un carré par la méthode du remplissage.

Pour des figures simples, il est facile d’expliquer a I'ordinateur au moyen
d’un programme quelle est la région a noircir.

LES OBJETS FRACTALS

Les fractales sont des objets irréguliers qui ont été beaucoup étudiés ces
vingt dernieres années, a cause des multiples applications dans lesquelles elles
interviennent. Citons par exemple la modélisation des matériaux poreux et des
semi-conducteurs, ou encore la description mathématique de la surface d’'un
nuage ou du feuillage d’un arbre.

Quatre fractales particulieéres. Dans ce chapitre, nous allons examiner
quatre fractales particulieres. Le tamis de Sierpinski, le tapis de Sierpinski,
le tétraedre de Sierpinskiet ’éponge de Menger. Ces fractales sont représentées
dans les illustrations aux pages 119 et 120. Il est assez naturel de dire que
ces objets sont « plus épais » qu’une courbe mais « plus fins » qu’'une figure
géométrique simple.

Dans I'image du tamis de Sierpinski, on observe de nombreux trous triangu-
laires. La méthode du tracé ne conviendrait pas pour dessiner cet objet, car il
serait tres difficile de donner a l'ordinateur la description du tracé a effectuer.
De plus, réaliser ce tracé prendrait beaucoup de temps. D’autre part, la mé-
thode du remplissage ne convient pas non plus, car il serait tout aussi difficile
d’expliquer a l'ordinateur quelles régions il faudrait noircir.

COMPLEMENTS MATHEMATIQUES

Pour expliquer le procédé qui permet de dessiner les fractales mentionnées
ci-dessus, nous aurons besoin de quelques notions théoriques adaptées au
probleme.

Similitudes simples. Rappelons tout d’abord qu’une similitude simple du
plan est une transformation affine T': R? — R? de la forme

T(x)=s-z+b=(s-Iz)-z+b,
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o1 0 < s < 1 et best un élément quelconque de R?. Une similitude simple T
est donc la composée d’une contraction de rapport s et d’une translation de
direction b.

Ensembles autosemblables. Un ensemble F dans R" est autosemblable s’il
existe s dans ]0,1[ et m similitudes (simples) T4, ..., Ty, toutes de rapport s,
telles que

E=Ty(E)U--UTn(E) (11.1)
et les ensembles T;(E) ne se chevauchent pas. Plus précisément, dans R?
(respectivement R?) les ensembles T;(E) peuvent avoir un bord en commun,
mais pas de surface (respectivement volume) en commun.

EXEMPLE. Soit F le carré unité. Nous allons vérifier que E est un ensemble
autosemblable. Posons s = 1/2 et m = 4. Considérons en outre les quatre
similitudes simples T7, Ts, T5 et Ty de rapport 1/2 définies par les formules

Ti(z) =+ 2, Tg(x)=1x+<1(/)2),

1
Ty(E)| T3(E)
T(E)| Tx(E)

0 3 1

FiG. 11.3 — Décomposition de E en quatre carrés plus petits.

On voit sur la figure 11.3 que E est la réunion des quatres carrés T} (F), To(E),
T3(E) et Ty(FE), et que ceux-ci ne se chevauchent pas. Le carré E est donc un
ensemble autosemblable.

Dimension d’un ensemble autosemblable. Nous allons donner ici la dé-
finition de la dimension d’un ensemble autosemblable. Cette notion differe de
celle relative aux espaces vectoriels.

La dimension (de Hausdorfl) de ensemble autosemblable E défini en (11.1)

est le nombre
Inm
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On notera que m est le nombre de similitudes et que s est le rapport commun
de ces similitudes.

Dans le cas du carré unité considéré ci-dessus, on trouve que

In4
N9

dp (carré unité) = "o
n

UN ALGORITHME POUR DESSINER LES
ENSEMBLES AUTOSEMBLABLES

Soit Fy un ensemble quelconque dans R? et Ti,...,T,, les similitudes
simples de la formule (11.1). On va effectuer une suite de dessins, chacun
construit a partir du précédent.

Etape 0 : Dessiner Ej.

Etape 1 : Dessiner Fy = T1(Ep) U - - U T, (Ep).

Etape 2 : Dessiner Fy = Ty (E1) U--- U T, (Ey).

Etape n : Dessiner E,, = T1(Ep—1) U+ U T (En_1).

L’intérét d’effectuer cette suite de dessins est expliqué par le résultat suivant.

Théoreme. La suite d’ensembles E,, s’approche de l'unique ensemble E tel
que

E=T(E)U---UT,(E).

Au bout d’un certain nombre d’étapes, les dessins successifs vont donc se
stabiliser autour d’une forme fixe, qui est le dessin de ’ensemble E. Dans
beaucoup de cas, le nombre d’étapes nécessaires sera relativement petit.

Exemple. Dessin du tamis de Sierpinski. Posons s = 1/2, m = 3 et considérons
les trois similitudes simples de rapport 1/2 définies par les formules

Tl(x):%x, TQ(x)=1x+< /2 ) Tg(x):%x—i-( 172* >

Prenons pour ensemble Ejy le triangle de sommets (0,0), (1,0) et (1/2,1).
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Chaque étape de l'algorithme de dessin requiert alors trois calculs, soit un
par similitude (voir la figure 11.4). On remarque que T et T3 sont chacune la
composée de T; et d’une translation. Par conséquent, une fois que T4 (E,_1)
est dessiné, To(E,,_1) et T5(E,_1) s’obtiennent en appliquant une translation
AT (E,—1).

La valeur de la dimension de Hausdorff du tamis de Sierpinski est facile a
calculer. Elle vaut

. In3 In3
dH(tamlS) = hlj = m >~ 1, 585.
1/2
EO El
1 1
1 1
2 2
T (Ey) T>(Eo)
0 % 1 0 3 1

Fi1G. 11.4 — L’étape 1 pour le tamis de Sierpinski.

Exemple. Dessin du tapis de Sierpinski. Posons s = 1/3, m = 8 et considérons
les huit similitudes simples de rapport 1/3 définies par les formules

@) =tz Tg(x)=1x+<lé3>,

T7(a:):%x+(2(/)3>, Tg(x):%m—i—(ls?)).

Prenons pour ensemble Fy le carré unité. Chaque étape de l'algorithme de
dessin requiert alors huit calculs (voir la figure 11.5). On remarque & nouveau
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que pour j = 2,...,8, Tj(E,_1) est obtenu en appliquant une translation &
Ty (En—1).
La dimension de Hausdorff du tapis de Sierpinski se calcule comme suit :
. In8 In8
dH(tapls) = —1 = m >~ 1,893
n—
1/3
E() El

T7(Eo) | Te(Eo) | Ts5(Eo)

T3(Eo) T4(Eo)

T1(Ey) | Ta(Ep) | Ts3(Fo)

FiG. 11.5 — L’étape 1 pour le tapis de Sierpinski.

D’AUTRES TYPES DE PROBLEMES

A part le probleme du dessin des fractales que nous avons examiné ici, il y
a plusieurs autres problemes intéressants liés a ces objets.

Par exemple, quelle serait une méthode simple et économique pour trans-
mettre ces images a travers un réseau informatique? Si 'on considere qu’un
écran d’ordinateur est constitué de 1024 x 1024 pixels, est-on vraiment obligé
de transmettre a travers le réseau la liste des pixels a colorier en noir 7 Il serait
préférable de transmettre plutot un ensemble d’informations plus réduit.

En fait, 'algorithme de dessin que nous avons décrit ci-dessus fournit une
réponse a cette question : il suffit de transmettre les quelques nombres qui défi-
nissent les transformations affines 11, ..., T, pour permettre la reconstitution
de I'image ailleurs dans le réseau. Des variantes de cette approche sont utilisées
pour de nombreuses images qui se trouvent sur le réseau Internet.

Un autre type de question serait : quelle est la résistance électrique du tamis
de Sierpinski? Ce type de question apparait notamment dans des modeles de
semiconducteurs. Nous n’y répondrons pas ici.
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Fi1G. 11.6 — Le tamis et le tapis de Sierpinski.
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Fia. 11.7 — Le tétraedre de Sierpinski et I'éponge de Menger
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Exercices

11.1. Montrer qu'un segment de droite d’extrémités (1,0) et (2,1) est un
ensemble autosemblable.

11.2. L’ensemble E formé par la réunion des deux segments d’extrémités
respectives (0,0) et (1,0), (0,0) et (0,1), est-il un ensemble autosemblable ?
Justifier votre réponse.

11.3. Soit E la portion du plan représentée ci-dessous, délimitée par les
segments d’extrémités respectives (0,0) et (2,0), (2,0) et (2,1), (2,1) et (1,1),
(1,1) et (1,2), (1,2) et (0,2) et enfin (0,2) et (0,0). Montrer qu’il existe s
dans ]0, 1[, un entier m et des transformations affines T;, i = 1, ..., m, chacune
d’elle étant la composée d’une contraction de rapport s, d’une rotation et d'une
translation, telles que E = |JI | T;(E) et les ensembles T;(E) ne se chevauchent
pas.

11.4. Dand R?, les deux similitudes simples

Tl(x):ix et TQ(I)_EI+<364)

déterminent I’ensemble fractal appelé ensemble de Cantor.
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(a) En choisissant le carré unité comme ensemble initial Ey, esquisser les deux
premieres étapes de ’algorithme de la page 116.

(b) Déterminer la dimension de Hausdorff de ’ensemble de Cantor.

11.5 (*). Les similitudes simples

T@):%x, T2<x)=%x+< }?g ) Tg(x):%wr( ;;g )

T4(1;)_%z—|—(2(/)3> et T5(x)—%x+<2(/)3>

déterminent une fractale a partir de I’ensemble initial Ey égal au carré unité.
(a) Esquisser les deux premieres étapes de l'algorithme de la page 116.

(b) Déterminer la dimension de Hausdorff de cet ensemble.

11.6. Dans R2, soit T3, T5 et T3 des similitudes simples définies par
1 11 1 1/-
Tl(x)zng T2($):§!E+§(i) et T3($)z§$+§( })

et Ey Pensemble égal & la réunion du segment d’extrémités (0,0) et (1,1), du
segment d’extrémités (0,0) et (—1,1) et du segment d’extrémités (—1,1) et

(1,1).

(a) L’ensemble initial étant Ejy, esquisser les trois premieres étapes de 1'algo-
rithme de la page 116.

(b) Déterminer la dimension de Hausdorff de I’ensemble E que dessine 1’algo-
rithme.

(c) Quel est cet ensemble F ?
11.7. Soit Ej le tétracdre dans R de sommets (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0) et

(0,0,1). Une étape de l'algorithme de dessin de la page 116 donne lieu & la
figure suivante :
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€3

€1

T2

Déterminer les similitudes simples utilisées et la dimension de Hausdorff de
I’ensemble autosemblable E que dessinera 'algorithme.

11.8. Soit Ejy le cube unité dans R3. Trois étapes de I’algorithme de dessin de
la page 116 donnent lieu a la figure suivante. Déterminer les similitudes simples
utilisées et la dimension de Hausdorff de I’ensemble autosemblable E que des-
sinera l’algorithme.

11.9 (*). Peut-on dessiner le tamis de Sierpinski a l’aide de l'algorithme de la
page 116 en utilisant comme ensemble initial Fy le carré unité? Si oui, donner
les similitudes qui servent a cette construction et esquisser les ensembles Fj,
Fs et F5 obtenus respectivement a la premiere, deuxieéme et troisieme étape de
I’algorithme.

11.10 (*). Soit Ey 'ensemble égal & la réunion du segment d’extrémités (—1, 0)
et (1,0) et du segment d’extrémités (0,0) et (0,1). Une étape de Palgorithme
de dessin de la page 116 donne lieu a l'ensemble FE; représenté sur la figure
suivante :
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A

1

- e——————————————— — - — = = = = = = = = = = = = = >

a) Déterminer les similitudes simples qu’utilise I’algorithme.
(b) Esquisser ’ensemble FEy obtenu a la deuxiéme étape.

(c) Déterminer la dimension de Hausdorff de ’ensemble autosemblable E que
dessine ’algorithme.



CHAPITRE 12

Cryptographie conventionnelle

ORIGINES ET PRINCIPES

Un des problémes les plus anciens de la communication a distance est le
maintien de la confidentialité des messages. Jusque dans les années 1970, les
principaux intéressés étaient les militaires et les diplomates, mais le développe-
ment des réseaux informatiques a rendu attentif les banques et de nombreuses
entreprises a 'importance de ce probleme. La sécurité des données est devenue
I’une des priorités des gestionnaires des réseaux de communication et le champ
d’application et les techniques de la théorie de la cryptographie connaissent
donc aujourd’hui un essor considérable.

La cryptographie étudie plus spécifiquement les moyens de protéger la
confidentialité et 'intégrité de 'information : un fraudeur peut non seulement
essayer de lire un message, tel un dossier médical, mais aussi de modifier son
contenu ou son origine, par exemple pour falsifier un ordre bancaire.

Le principe de la cryptographie, illustré dans la figure 12.1, est d’abord de
transformer un message clair M en un cryptogramme C paramétrisé par une
clé K. Cette opération est appelée chiffrement : C' est obtenu par une trans-
formation Ex (de chiffrement ou encryption en anglais) et donc C' = Eg (M).

Expéditeur Destinataire

message clair | chiffrement | cryptogramme |J4chiffrement| M€SS28€ clair
M Ex C = Ex(M) Dyes M = Dg/(C)

Fi1G. 12.1 — Schéma d’une procédure de cryptographie.

Ce cryptogramme est alors transmis au destinataire qui le retransforme en un
message clair. Cette opération est appelée déchiffrement et est effectuée a 'aide
d’une transformation Dy (de déchiffrement ou decryption en anglais) paramé-
trisé par une clé K’. La transformation Dy est I'inverse de celle de chiffrement,
cest-d-dire M = Dy (C) = D+ (Ex(M)). En principe, il suffit & Uexpéditeur
de connaitre la clé K et au destinataire de connaitre la clé K'.



126 Applications de ’algebre linéaire

Un autre probleme est celui du décryptage, aussi appelé crypto-analyse, qui a
pour but de transformer un cryptogramme en texte clair sans posséder a priori
la clé, ni parfois méme la méthode de chiffrement. La cryptologie regroupe a
la fois cryptographie et crypto-analyse : le but de la cryptographie est alors de
rendre la crypto-analyse difficile, voir impossible.

On distingue deux types de cryptographie : la cryptographie conventionnelle
ou a clé secréte, qui est celle ol K = K’ et ou la connaissance de Fx donne
D, et la cryptographie a clé publique ou ¢ deux clés, qui est celle ou K # K’
et ou Dk est difficile & déterminer méme si on connait Ey .

Dans ce chapitre, nous présentons une méthode de cryptographie conven-
tionnelle qui fait appel aux transformations matricielles et qui est appelée mé-
thode de Hill, du nom de Lester S. Hill qui I’a introduite en 1929. Pour motiver
I'utilisation de cette méthode, examinons d’abord un exemple simple.

CHIFFREMENT DE CESAR (50 av. J.C.)

Soit A = {x1,xa,...,2,} lalphabet utilisé pour rédiger les messages, o
les lettres sont rangées dans leur ordre alphabétique, et o la bijection de A
dans A définie par o(x;) = xiy3 sii < n—2, o(xp_2) = 21, 0(Tp_1) = T2 €t
o(xn) = x3.

Le chiffrement de César consiste a remplacer chaque lettre z; par la lettre
o(x;), c’est-a-dire par la lettre trois positions plus loin dans l’alphabet. Pour
I’alphabet anglais, ce chiffrement s’écrit comme indiqué sur la figure 12.2.

Clair ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ
Chiffr¢e DEFGHI JKLMNOPQRSTUVWXY ZABC

Fic. 12.2 — Le chiffrement de César.
Par exemple, la lettre A dans le message clair est remplacée par la lettre D
dans le cryptogramme, la lettre B par E et ainsi de suite. Avec le chiffrement de

César, le message clair d’Omar Khayyam (I'un des plus grand mathématiciens
du Moyen Age, an 1021 environ)

A HAIR PERHAPS DIVIDES THE FALSE AND TRUE
devient :

D KDLU SHUKDSV GLYLGHV WKH IDOVH DQG WUXH

Un tel chiffrement est appelé chiffrement par substitution monoalphabétique,
car il consiste a remplacer chaque lettre de 'alphabet par une autre a 'aide
d’une bijection dont 'inverse sert au déchiffrement.
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Dans notre exemple, le déchiffrement consiste & remplacer chaque lettre
z; par 0 t(zj) = mj_3 si j > 3, o (x3) = xp, 0 @) = mp_1 et
o~ Y(z1) = xy_2, c’est-d-dire par la lettre qui la précede de trois positions dans
I’alphabet. Remarquons qu’ici la clé K est le chiffre 3 et les transformations
Ex et Dg sont données respectivement par les fonctions o et 1.

Pour un tel chiffrement, la crypto-analyse est relativement facile : il suffit
de déterminer la fréquence de chaque lettre dans le cryptogramme et de la
comparer a celle d'un texte clair dans la méme langue. En effet, on constate
que le cryptogramme contient 34 lettres réparties comme suit :

ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ
00050035103300101020332110

Les plus fréquentes sont D et H. Or, on sait qu’en anglais la lettre E est la
plus fréquente avec une fréquence de 12,74 %. Si on remplace D par E et si on
déchiffre en remplagant chaque lettre par la lettre suivante dans ’alphabet, on
constate que ce n’est pas le bon choix. En revanche, si on remplace H par E
et si on déchiffre en remplagant chaque lettre par son image par ’application
o1, le message clair apparait.

Meéme dans le cas ou la bijection d’un chiffrement par substitution mono-
alphabétique est une permutation plus compliquée des lettres de 'alphabet, la
crypto-analyse par comparaison des fréquences des lettres du cryptogramme
avec celles de la langue du message permet généralement de trouver assez ra-
pidement le message clair. Ceci n’incite pas a l'utilisation du chiffrement par
substitution et montre 'utilité d’autres techniques de chiffrement.

CHIFFREMENT DE HILL

On admet que les messages sont écrits dans un alphabet A de n lettres.
Cet alphabet est identifié & lensemble F = {0,1,2,...,n — 1} en faisant
correspondre & chaque lettre de A un nombre dans F.

On considérera dans la suite 'alphabet anglais, chaque lettre étant identifiée
a son numéro dans l'ordre alphabétique, comme dans le chiffrement de César,
sauf pour la lettre Z qui est identifiée au nombre 0. On obtient le tableau
suivant :

A B C D E F G H I J K L M
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
N O P Q R S T U V W X Y Z
14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 O

F est donc lensemble {1,2,...,25,0}, que 'on munit d’une addition et
d’une multiplication par des entiers, analogues aux opérations d’addition et de
multiplication par des entiers pour les heures d’une montre (voir la figure 12.4).
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3

4

5

6

7

8

9

10

11

13

23

22

21

20

19

18

17

16

15

13

Ainsi, p+qg=ret k-p=t, our et t sont respectivement le reste de la division
par 26 de p+q et de k- p, et 'opposé de g est —g = 26 — ¢ (voir la figure 12.3).

Fic. 12.3 — Table des opposés.

EXEMPLES. —3=23,24+6=8,14-3=16et 13-3 =13.

Fic. 12.4 — Exemples d’addition et de multiplication d’éléments de F.

Le chiffrement de Hill s’effectue en quatre étapes.

Etape 1. On choisit une matrice K de type ¢ x ¢ dont les coefficients sont
des nombres dans F et qui est inversible (dans un sens qui sera précisé).

Cette matrice est la clé K du chiffrement.

Etape 2. On regroupe chaque bloc de ¢ lettres consécutives du message
clair M en un bloc a; (si nécessaire, on complete le dernier bloc par des
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lettres quelconques). On représente les a; par une matrice-colonne dans
F* aT'aide de I'identification ci-dessus. Le message M est donc représenté
par une matrice (aqiasi--- {ay).

Etape 3. En chiffrant chaque a; en un cryptogramme c¢; a 'aide de
I'application matricielle Tx de F* dans F¢ associée & la matrice K, on

obtient ¢; = Tk (a;) = K -a;. Ainsi, le cryptogramme C' = (¢1icai -+ ick)
est donné par C' = K - (a1 jaz} -+ iag).
FEtape 4. On représente le cryptogramme C' = (¢q ica i -++ | ¢x) par sa

valeur alphabétique (écrite horizontalement).
Un tel chiffrement est appelé un ¢-chiffrement de Hill.
Exemple de chiffrement de Hill. On se propose de chiffrer, par un 3-
chiffrement de Hill, la phrase du mathématicien Otto Blumenthal (1876-1944),
RIGOR IS NO FOE OF SIMPLICITY

Etape 1. On choisit pour clé la matrice K donnée par

1 2 2
K=[3 1 2
1 11

Etape 2. En regroupant les lettres par trois, on obtient les blocs
RIG ORI SNO FOE OFS IMP LIC ITY
que ’on représente par leurs valeurs dans F° comme suit :

8 15 19 6 15 9 12 9
9 18 14 15 6 13 9 20
7 9 15 5 19 16 3 25

Etape 3. On calcule le cryptogramme

1 2 2 8 15 19 6 15 9 12 9
c=1[31 2] 9 18 14 15 6 13 9 20
1 11 7 9 15 5 19 16 3 25

et on obtient

24 17 25 20 13 15 10 21
C=125 3 23 17 11 20 25 19
8 16 22 0 14 12 24 2

FEtape 4. Le cryptogramme

24 17 25 20 13 15 10 21
C=1|25 3 23 17 11 20 25 19
8§ 16 22 0 14 12 24 2

s’écrit sous forme alphabétique

XYH QCP YWV TQZ MKN OTL JYX USB
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L’avantage de ce chiffrement est qu’il mélange bien les lettres et rend ainsi
inefficace la crypto-analyse par comparaison des fréquences des lettres. En effet,
dans le cryptogramme précédent, on remarque par exemple que la lettre X a
remplacé deux lettres différentes du message clair, soit les lettres R et C.

Pour déchiffrer le cryptogramme, il est nécessaire d’utiliser une nouvelle no-
tion d’inverse d’une matrice.

MATRICES INVERSIBLES MODULO 26

Soit K une matrice de type ¢ x £ a coeflicients dans F. On dit que cette
matrice est inversible modulo 26 s’il existe une matrice K’ de type £ x £ a
coefficients dans F vérifiant K - K’ = K'- K = I. Dans cette formule, le
produit des matrices indiquées est obtenu en utilisant dans le produit matriciel
les opérations d’addition et de multiplication sur F décrites ci-dessus. Si elle
existe, la matrice K’ est unique, est notée K ! et est appelée matrice inverse
modulo 26 de K.

On peut vérifier que la matrice K de l'exemple précédent est inversible
modulo 26 et a pour inverse

25 0 2
K'l=|[ 25 25 4
2 1 21

Calcul de la matrice inverse modulo 26. On admettra les résultats
suivants :
(1) Chaque élément = de F qui n’est ni divisible par 2 ni par 13 admet
un inverse z~! dans F vérifiant zz~! = 2~ '2 = 1. La table des inverses
est la suivante :

x 1135 | 7]9/11|15|17]19|21]|23|25

o=l ||1]9(21(15|3(19| 7 [23|11|5 |17|25

(2) Une matrice de type £ x £ & coeflicients dans F est inversible modulo 26
si et seulement si son déterminant, calculé avec les méthodes du chapitre
3 et les opérations de F, n’est pas divisible par 2 ou par 13.

(3) L’inverse d’une matrice vérifiant (2) se calcule par les méthodes du
chapitre 2 mais en faisant les opérations dans F.

EXEMPLE. On se propose de calculer I'inverse modulo 26 de la matrice

1 24 25
K= 0 25 1
25 3 1

Calculons d’abord le déterminant de K pour vérifier que K est inversible :

|IK|=1-(25—3)+25- (24— (25)%) =22+425-23=22+3=25.
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D’apres (1), K est inversible. Pour calculer K1, on va réduire la matrice
augmentée

1 24 25 {1 00
(Kil)= 0 25 1 {0 10
25 3 1 {0 01
a la forme échelonnée simplifiée. On ajoute 1 = —25 fois la ligne 1 a la ligne 3 :
1 24 25 {1 0 0 Ly —24L3 =Ly + 213
0 25 1 {0 10 Lo —25L3= Lo+ L3
0 1 0 {101

On ajoute & la ligne 1 (respectivement & la ligne 2) 2 fois la ligne 3 (respecti-
vement la ligne 3) :

1 0 25 3 0 2
0 0 1 1 1 1 N
0 1 0 1 01 /

On échange les lignes 2 et 3 :

2 L1—25L3EL1+L3

O O =

02 |30 2
10 {101
01 {111

On ajoute la ligne 3 a la ligne 1 :

1 00 4 1 3
010 i1 0 1]|=(iK"1).
0 0 1 11 1
Ainsi,
4 1 3
K*'=1101
1 11
et on vérifie facilement que
1 24 25 4 1 3 1 0 0
0 26 1 . 1 0 1 = 0 1 0
25 3 1 1 1 1 0 0 1
DECHIFFREMENT

Dans le cas ou le chiffrement de Hill est effectué a ’aide d’une matrice K
inversible modulo 26, I’application Tk utilisée pour le chiffrement est bijective
et (Tx)™! = Tx-1. On peut donc déchiffrer le cryptogramme par application
matricielle de chiffrement associée & la clé K = K1, En effet, si ¢; = Tk (a;),
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alors a; = Tx-1(c;) et le message clair d'un cryptogramme C' = (c1{ -+ | ¢g)
est donné par

M = (TKfl(Cl)E ETKfl(Ck)) :K_l-C:K_l(Cli Ck)

Exemple de déchiffrement de Hill. Pour déchiffrer le cryptogramme
YWIACNOKOENHYWIQSJJPSNPEFSYKTPVOXYSM

sachant qu’il est chiffré par un 3-chiffrement de Hill a I'aide de la matrice K
de I’exemple précédent, on écrit la représentation numérique du cryptogramme
apres avoir regroupé chaque groupe de trois lettres successives en un bloc et on
obtient

25 1 15 5 25 17 10 14 6 11 22 25
C=1|23 3 11 14 23 19 16 16 19 20 15 19
9 14 15 8 9 10 19 5 25 16 24 13

On calcule la représentation numérique du message clair en effectuant le produit
de la matrice K~! par la matrice C et on obtient

Kt.C

4 1 3
101 ]-C
1 11

20 23 12 6 20 13 9 9 14 8 19 2
8§ 15 4 13 8 1 3 19 5 1 20 12
5 18 15 1 5 2019 9 24 21 9 5

Sous forme alphabétique, ce message devient
THE WOR LDO FMA THE MAT ICS ISI NEX HAU STI BLE
et le message clair est donc
THE WORLD OF MATHEMATICS IS INEXHAUSTIBLE

(cette phrase est de Constance Reid, née en 1918 et aujourd’hui un des princi-
paux biographes de mathématiciens).

LIMITES DE LA METHODE DE CHIFFREMENT DE HILL

Pour décrypter un cryptogramme chiffré par la méthode de Hill, il suffit au
cryptanalyste de reconnaitre un mot ou une partie du message pour pouvoir
déduire tout son contenu. C’est l’attaque a texte clair connu. En effet, on sait
qu’une transformation matricielle sur un espace vectoriel, donc une transfor-
mation linéaire, est entierement déterminée par l'image d’une base, ce qui nous
amene a utiliser la méthode suivante pour notre probleme.
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Soient ¢, . .., ¢, des vecteurs linéairement indépendants de F*, qui sont des
représentations numériques de cryptogrammes, et a1, ..., ay; les messages clairs
correspondants : a; = K~ ! - ¢;. Si on appelle A la matrice de type £ x £ ayant
pour colonnes aq,...,a; et C celle ayant pour colonnes c, ..., ¢y, on voit que
K~1.C = A, ou encore que

T (k1) = AT,

Cette égalité est équivalente & K~ = A - C~!, ce qui permet déja de calculer
K~!. Cependant, le calcul sera plus rapide si I'on procéde comme suit. Soit

X = (w1} -+ {2¢) une matrice de type ¢ x £. L’égalité CT - X = AT peut
s'interpréter comme ’écriture matricielle de ¢ systemes linéaires a ¢ inconnues
CT.x;=b;,i=1,..., 000z estlai®™® colonne de X et b; est la i*™° colonne
de AT,

Trouver la matrice K ! équivaut donc & résoudre ces ¢ systémes. On peut
les résoudre simultanément en réduisant la matrice augmentée ¢ fois (CT | AT)
a la forme échelonnée simplifiée, qui est (1| (K~1)T). Une fois la matrice K !
déterminée, il est évident que le message clair est vite reconstitué.

Exemple de décryptage. Le message

MATHEMATICS KNOWS NO RACES
OR GEOGRAPHIC BOUNDARIES

du célebre mathématicien David Hilbert (1862-1943), est suivi par le message
crypté

BSVKWQXWSMBVQGOXSUWFSKZXRMMTJTWEJDSOYSOJTO
Si 'on parvient a savoir que ce cryptogramme commence par

FOR MATHEMATICS

et qu’il a été obtenu par un 3-chiffrement de Hill, on peut reconstituer le
message clair. En effet, la représentation numérique des trois premiers blocs
de trois lettres du cryptogramme est donnée par

2 11 24
C=119 23 23
22 17 19

De méme, la représentation numérique des trois premiers blocs de trois lettres
du message clair correspondant est donnée par

6 13 8
A= 15 1 5
18 20 13
La forme échelonnée simplifiée de
2 19 22 | 6 15 18
(cTiA™y =1 11 23 17 { 13 1 20

24 23 19 | 8 5 13
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s’obtient en faisant les opérations élémentaires suivantes. Multiplier la deuxieme
ligne par (11)~! =19 :

2 19 22 | 6 15 18 AN
1 21 11 | 13 19 16 %
24 23 19 | 8 5 13

Echanger les lignes 1 et 2 :

1 21 11 | 13 19 16
24 23 19 | 8 5 13 L3 —24L = L3+ 214

Ajouter a la ligne 2 (respectivement & la ligne 3) 24 fois la ligne 1 (respective-
ment 2 fois la ligne 1) :

1 21 11 | 13 19 16
0 3 0 i 6 3 12 371Ly = 9L,
0 13 15 { 8 17 19

Multiplier la ligne 2 par 37! =9 :

1 21 11 | 13 19 16 Ly —21Ly = Ly + 5L,
0 1 0 i 2 1 4
0 13 15 i 8 17 19 L3 —13Ly = Ly + 13L,

Ajouter & la ligne 1 (respectivement & la ligne 3) 5 fois la ligne 2 (respective-
ment 13 fois la ligne 2) :

1 011 | 23 24 10
01 0 { 2 1 4
0015 | 8 4 19 (15)~'Ly = 7L

Multiplier la ligne 3 par 15! =7 :

10 11 | 23 24 10 Li—11L3 = Ly + 15L4
01 0 | 2 1 4
00 1 4 2 3

Ajouter 15 fois la ligne 3 a la ligne 1, pour obtenir
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A T'aide de cette matrice, on déchiffre le cryptogramme donné, dont la repré-
sentation numérique est

2 11 24 13 17 24 23 11 18 20 23 4 25 10
19 23 23 2 7 19 6 0 13 10 &5 19 19 20
22 17 19 22 15 21 19 24 13 20 10 15 15 15

La forme alphabétique du message décrypté est
FOR MAT HEM ATI CST HEC ULTURA LWO RLD ISO NEC OUN TRY
ce qui permet de retrouver le message clair

FOR MATHEMATICS THE CULTURAL WORLD IS ONE COUNTRY

CONCLUSION

Les différentes méthodes présentées ci-dessus donnent un premier apercu
de la cryptographie a clé secréte. Ce type de procédé cryptographique connait
principalement deux faiblesses. L’une est la relative facilité par laquelle 1’at-
taque a texte clair connu permet de décrypter I’ensemble du cryptogramme.
Méme si différentes parades existent, comme 'introduction en différents points
du message de blocs destinés & perturber un éventuel décrypteur (traffic pad-
ding en anglais), la sécurité de ce procédé reste insuffisante pour de nombreux
besoins.

La deuxieme faiblesse de la cryptographie a clé secrete est le probleme
de I’échange de la clé : la clé K doit étre connue par l'expéditeur et par
le destinataire, et si la clé est interceptée au moment ot 'une des parties
communique la clé a I'autre, toute la suite de la procédure est compromise.

On utilise donc plutot aujourd’hui la cryptographie a deux clés, dont 1'une
est publique et accessible a tous, et 'autre est connue de I'expéditeur unique-
ment (ou du destinataire uniquement). Ce type de cryptographie utilise des
transformations non linéaires plus difficiles & décrypter que celles présentées
dans ce chapitre. Ces techniques de cryptage font ’objet de livres plus spécia-
lisés.

Exercices

12.1. Le cryptogramme
GNJSAJSZJ

est obtenu par substitution monoalphabétique (du méme type que le chiffre-
ment de César). Retrouver le message clair par comparaison des fréquences des
lettres.
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12.2. Le cryptogramme
VYARFGCVERNIRHTYRDHR
PRYHVDHVARIRHGCNFIBVE

est obtenu par substitution monoalphabétique (du méme type que le chiffre-
ment de César) d’un proverbe frangais. Retrouver le message clair par compa-
raison des fréquences des lettres.

12.3. (a) Calculer les déterminants modulo 26 de chacune des matrices

1 0 4
we(33) we (1) (1) ae (414
5 0 3

(b) Déduire de (a) lesquelles parmi les matrices Ay, ..., A4 sont inversibles mo-
dulo 26 et calculer leurs inverses.

12.4. Les matrices

13 8 1
20 13 9

sont-elles inversibles modulo 26 7 Calculer leur inverse quand il existe.

12.5. Trouver le message clair correspondant au cryptogramme
YCIVCSGGLS

sachant qu’il est obtenu par un 2-chiffrement de Hill & ’aide de la matrice

1 17
k= (1 17)
12.6. Trouver le message clair correspondant au cryptogramme d’une citation
du physicien et mathématicien Josiah Willard Gibbs (1839-1903) :

KWQXWSMBVQMLQYWYJPSWVUYH

On admettra que ce cryptogramme est obtenu par un 3- chiffrement de Hill a
I’aide de la matrice

1 24 0
K= 0 15 16
25 8 5

12.7. Proposer un 3-chiffrement de Hill (différent de ceux qui apparaissent
ailleurs dans ce chapitre) pour chiffrer la citation d’Alfred North Whitehead
(1861-1947) :

WAR CAN PROTECT ; IT CANNOT CREATE
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12.8. Retrouver le message clair correspondant au cryptogramme
WEADZCMAHOBNFGWEEF

sachant qu’il est obtenu par un 2-chiffrement de Hill et que le message clair
commence par VOULOIR.

12.9 (*). (a) Sans faire de calcul, expliquer pourquoi la matrice

20 12 2
19 22 16
1 20 5

n’est pas inversible modulo 26.

(b) Calculer I'inverse modulo 26 de la matrice

K =

O OO ot
o W o
[ N

(c) Retrouver le message clair correspondant au cryptogramme
TSALVIBPEJZEAMIWYEL

sachant qu’il est obtenu par un 3-chiffrement de Hill a ’aide de la matrice K.

12.10 (*). Trouver le message clair correspondant au cryptogramme d’une
citation du mathématicien Alfred North Whitehead (1861-1947) :

MAREGDGRUIGBZUYPFHVDEDIIODP

On admettra que ce cryptogramme est obtenu par un 3-chiffrement de Hill a
I’aide de la matrice

17 9 7
K = 0 0 21
1 0 5

12.11 (*). Retrouver le message clair correspondant au cryptogramme
KYIVXXERMIBSRKQVSSFF

sachant qu’il est obtenu par un 2-chiffrement de Hill et que le message clair
commence par I WANT.






CHAPITRE 13

Les codes correcteurs d’erreurs

INFORMATIONS DIGITALISEES

De nombreux systémes de communication traitent aujourd’hui les informa-
tions sous forme digitalisées. Par exemple, les lettres de ’alphabet sont enre-
gistrées & I’aide du code ASCII : chaque lettre est représentée par un « mot »
formé de huit bits, chaque bit étant soit 0, soit 1. Ou encore, une photo en
noir et blanc sera souvent divisée en 800 x 600 pixels, ou petits carrés, chaque
pixel ayant un parmi 64 niveaux de gris. Chaque niveau de gris est associé a
un nombre entier entre 0 et 63, qui est représenté dans le systeme binaire par
un mot formé de six bits : 000000 représente le blanc et 111111 le noir.

Communiquer des informations digitalisées revient alors a transmettre une
suite de mots formés de zéros et de uns. Ainsi, transmettre une photo en noir et
blanc revient a émettre une longue suite de mots de six bits chacun. Cependant,
il arrive parfois qu’un 0 émis soit interprété par le récepteur comme un 1, ou
qu’un 1 émis soit interprété comme un 0. Cela se produit en particulier lorsque
le canal de transmission est bruyant. Dans ces circonstances, on effectue d’abord
un codage préalable de I'information, afin qu’il soit possible de reconstituer
I'information initiale malgré les erreurs apparues au cours de la transmission.
La transmission d’informations se fait alors en trois étapes principales, comme
illustré dans la figure 13.1.

Ligne de
Codeur transmission Décodeur
message
T est B e est ! b
message T |\ <formé Y des erreurs | 5 —y 4 ¢ détectée, y | décodé x
— > ! transformé .
e peuvent est retrouvé,
_ Ya .
eny=T(x) s’ajouter puis z

FiG. 13.1 — Schéma d’une procédure de codage et décodage.

La théorie des codes correcteurs d’erreurs a pour objectif de proposer des
méthodes performantes de codage et décodage qui limitent la dégradation
des informations transmises. Dans ce chapitre, nous présentons une bréve
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N

introduction a cette théorie, qui s’appuie sur les outils des chapitres 1 & 6
et sur quelques notions mathématiques nouvelles.

OPERATIONS NUMERIQUES SUR K = {0,1}

On définit sur K = {0,1} une addition et une multiplication selon les tables
de la figure 13.2. On remarquera qu’ajouter 1 revient a dire qu’une erreur
s’est produite, alors qu’ajouter 0 signifie qu’il n’y a pas eu d’erreur. Ces deux
opérations ont essentiellement les mémes propriétés que leurs analogues en
nombres réels, a savoir la commutativité, I’associativité, la distributivité, etc.

+ |0 1 x |0 1
1 0 0
1 1 1 0 1

FiG. 13.2 — Tables d’addition et de multiplication dans K.

EXEMPLE. Dans £, 1+14+1=(1+1)+1=0+1=1.

NOTION DE K-ESPACE VECTORIEL

Soit V' un ensemble, + et - deux opérations qui vérifient les huit axiomes
d’espace vectoriel lorsque les nombres réels et leurs opérations sont remplacés
par les éléments de K et les opérations ci-dessus. On dit alors que V est un
K-espace vectoriel.

Propriétés des K-espaces vectoriels. Toutes les notions et propriétés que
nous avons vues pour les espaces vectoriels restent valables pour les C-espaces
vectoriels, en particulier celles relatives aux sous-espaces vectoriels, familles
libres, bases, dimension et rang d’une famille de vecteurs.

ExXEMPLE. K™, l'espace des matrices-colonnes de type n x 1 a coefficients
dans KC, est un K-espace vectoriel de dimension n (analogue & R™). En effet,
considérons les matrices-colonnes

1 0 0
0 1 .
esr=1| .|, ee=1| 0o |, ,oen=| ¢ (13.1)
: 0
0 1

Alors (eq, ..., ep) est une base de K.
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Une particularité des K-espaces vectoriels. Soit V' un K-espace vectoriel
et u dans V. Alors
—u=u.

En effet,
utu=1l-u+1l-u=(14+1)-u=0-u=0.

PRINCIPE DU CODAGE

Supposons que l'on souhaite pouvoir transmettre 2¢ messages différents. On
admet que chaque message est représenté par un mot de ¢ bits, c’est-a-
dire par un élément de K. Afin de pouvoir détecter d’éventuelles erreurs de
transmission, on adjoint a ce mot des bits supplémentaires, appelés bits de
contréle, pour former un élément de K", ou n > /.

La maniére la plus simple de fabriquer des éléments de K™ a partir d’élé-
ments de IC¢ est d’utiliser une transformation matricielle T : K¢ — K™. Dans
ce cas, on parle d’un code linéaire. Les éléments du K-sous-espace vectoriel
Im(T") sont appelés des mots codés.

Exemple. Code de répétition de longueur 3. Admettons qu’il s’agit de trans-
mettre 'un ou 'autre de deux messages : 1 = oui ou 0 = non. Soit £ =1, n =3
et T : K — K3 définie par

1 T
Tx)y= 1 |- (&)= = | =(z,z,2).
1 T

On a donc ajouté deux bits de controle, identiques au bit & transmettre : au
lieu de transmettre 1, on transmet 111, et au lieu de transmettre 0, on transmet
000.

Si I'un des trois bits recus est erroné, on peut retrouver le mot transmis :
par exemple, si on regoit 010, on remarque que 010 differe de 000 en une seule
position, alors qu’il differe de 111 en deux positions. Par conséquent, on corrige
en 000, soit 0 = non. Si on regoit 110, on corrige en 111, soit oui.

On vérifie sans peine que s’il y a une erreur de transmission en au plus
une position, alors elle sera détectée et corrigée. S’il y a plus d’une erreur, le
mot transmis ne sera pas retrouvé. Cependant, la faiblesse principale de cette
méthode de codage est qu’il faut trois fois plus de temps pour transmettre
chaque message.

Rendement d’un code. Le rendement r d’un code linéaire T : Kf — K"
est le nombre r = ¢/n. Dans l'exemple précédent, r = 1/3.

Objectif de la théorie des codes correcteurs d’erreurs. L’objectif est
de créer des codes de rendement élevé qui corrigent une ou plusieurs erreurs.
Les opérations de codage, de détection des erreurs et de décodage devront étre
aussi simples et rapides que possibles.
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CONSTRUCTION ET UTILISATION D’UN CODE LINEAIRE

(1) Codage. Soit T : K — K" la transformation matricielle associée & la
matrice G = (g1 | -+ i g¢) de type n x {. La matrice G sera appelée matrice
génératrice du code.

Pour transmettre le message 2 dans K*, on calcule, puis on envoie, le mot
codé
Z1
Ty

Tout mot codé est donc dans l'espace des colonnes de G. Afin d’avoir autant
de mots codés que de messages & transmettre, il est nécessaire que rg(G) >
dim K¢ = /. Puisque 1g(G) est au plus égal au nombre de colonnes de G, &
savoir £, nous concluons que G doit avoir la propriété

rg(G) =1¢.

Dans ce cas, les colonnes de G forment une base de Im(T).

(2) Contréle a la réception. Lors de la réception d’un mot g, on souhaite tout
d’abord reconnaitre si 7 est 'un des 2¢ mots codés ou non. En effet, s'il y
a eu des erreurs pendant la transmission, ¥ n’est peut-étre pas égal au mot
y transmis. Le plus simple serait de disposer d’une matrice C' a n colonnes,
appelée matrice de controle, ayant la propriété suivante :

C -7 =0 si et seulement si § est dans Im(7T').

L’ensemble des solutions du systeme homogene C' -3 = 0 doit donc avoir
dimension ¢. Par conséquent, n — rg(C) = ¢ et C doit avoir la propriété

rg(C)=n—¢.

(3) Correction. La matrice-colonne s = C -7 est appelée syndrome du mot regu.
Les mots codés sont caractérisés par un syndrome s = 0. Lorsque s # 0, on
aimerait une méthode pour retrouver y a partir de 7.

(4) Décodage. Finalement, ayant retrouvé y, il s’agit de déterminer le message
x. Pour cela, il sera utile de disposer d’'une matrice D de type ¢ X n, appelée
matrice de décodage, telle que

x=D- ysietseulement siy=G-x.
Détermination des matrices C et D a partir de G. Soit A la forme
échelonnée simplifiée de la matrice (G | I,,). Nous savons qu'’il existe une matrice

R de type n x n, égale a un produit de matrices élémentaires, telle que

A=R-(GiI,)=(R-GIR-1,)=(R-GiR).
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Puisque rg(G) = ¢, A possede ¢ pivots dans les ¢ premieres colonnes, donc

I
A= - —— R
On—e)xe
et
I
R-G=| ——— |. (13.2)
Om—t)xe
Ecrivons
D
R=| ——
C

ot D est une matrice de type ¢ x n et C est de type (n—¥¢) x n. D’apres (13.2),
D-G=1, et C-G=0¢—pxe- (13.3)
Un mot regu § est un mot codé s'il est dans Im(7T'), c’est-a-dire si le systeme
G-x=79

admet une solution. Afin de résoudre ce systéme, on réduit la matrice aug-
mentée (G |7y) a la forme échelonnée simplifiée, ce qui revient a effectuer le
produit

R-(Gly)=| — |-Gy = R
C C- G PCg

I, i D-y

Om-pxe 1 C-¥

En remarquant que D -7 et C -7 sont des matrices colonnes de type £ x 1
et (n — ¢) x 1 respectivement, on déduit que le systéme G -z = 7 admet une
solution si et seulement si

C-y=0.

La matrice de controle cherchée est donc C'. La solution du systeme G - x =73
est
z=D-73y.

La matrice de décodage est donc D.

EXEMPLE. Dans le cas du code de répétition de longueur 3, on vérifie immé-
diatement que

) et D=(1 0 0).
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Choix possibles de la matrice de contréole. La matrice de controle n’est
pas unique : celle trouvée par la méthode décrite ci-dessus dépend en particulier
de l'ordre des opérations élémentaires utilisées lors du calcul de la matrice R.
Compte tenu de (13.3), on voit que C - G = 0 et en fait, on peut vérifier que
toute matrice C' de type (n — £) X n, de rang n — £ et telle que C' - G = 0 est
une matrice de controle.

Correction d’un mot regu y comportant une erreur simple. Si le mot
codé transmis est y et s’il y a eu une seule erreur qui porte sur le bit en position
k, le mot regu est ¥ = y + ey, ou ey est défini en (13.1). Si C = (¢} -+ icp),
le récepteur calcule le syndrome

s=C-g=C-(y+e)=C-y+C-e,=0+c¢, =cy.

Si toutes les colonnes de C' sont distinctes et non nulles, on reconnaitra la
colonne k de C' et on saura donc quel est le bit erroné.

Dans le cas ou I'on se limite a corriger des erreurs simples, la procédure de
codage et décodage peut donc étre résumée comme dans la figure 13.3.

LE CODE DE HAMMING H;

On pose £ =4 et n = 7 (il y aura donc trois bits de contréle). Soit C7 la matrice
de type 3 x 7 définie par

Cr =

= O O
o = O
— = O
OO =
O R
— ==

1
0
1
Le code de Hamming H7 est la procédure de codage linéaire admettant Cy

comme matrice de controle.

Ayant seulement trois lignes, la matrice C7 est de rang au plus 3. Mais parmi
ses colonnes, il y a les trois vecteurs de la base canonique de K3. On en déduit
que 1g(C7) = 3. La dimension du sous-espace vectoriel K7 formé de toutes les
solutions du systéme homogene C7 -y = 0 est 7T —rg(Cr7) =7—-3 =4 =1/
comme souhaité. Puisque son rendement est r = 4/7, il est plus économique
que le code de répétition de longueur 3.

On obtient I’ensemble des solutions du systeme C7 -y = 0 en réduisant C7 a
la forme échelonnée simplifiée, et on trouve que toute solution y de ce systeme
est de la forme

<
Il

Xy -

OO OO = ==
+
&

[\v]
OO R = OO
+
8
w
OO RO RO
+
8
Ny
_H O O O
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DEBUT
Y
Choix du message X
Y
Codage: y= G-Xx

Transmission avec erreurs
éventuelles

Y

Message regu:

¢

Controle:

non

y=y _ _
S s=c ., poser y=y+e

- |
Y

y

s=C-y

oui

F1a. 13.3 — Organigramme de la procédure de codage et décodage.



146 Applications de ’algebre linéaire

Par conséquent, la matrice génératrice G est la matrice de type 7 x 4 formée
des quatres colonnes ci-dessus. Puisque

T1+ X2+ x4
1+ T3+ x4
T
G-x=| xo4+ax3+24 |,
€2
x3
T4

le message se retrouve dans les composantes 3, 5, 6 et 7, et par conséquent, la
matrice de décodage s’écrit sans calcul supplémentaire :

001 00 0O
D 000 0100
0000 O0T1PO0
0 000 O0O0°1

Exemple d’utilisation du code de Hamming H;. Admettons que 'on
utilise le code de Hamming H~. Si le récepteur regoit g = (0,0,1,0,0,0,1), on
calcule le syndrome s = C7 -5 = (1,0,0). Comme il n’est pas nul, le mot regu
comporte une erreur. Admettons qu’il y ait une seule erreur. En comparant
le syndrome s avec les colonnes de C7, on remarque que s est la quatrieme
colonne de C'7. Par conséquent, c’est le quatrieme bit de § qui est erroné. Sous
Ihypothese d’une erreur simple, le mot émis était y = y+e4 = (0,0,1,1,0,0,1),
et le message était x = (1,0,0,1).

Remarque. La colonne k£ de la matrice de controle du code de Hamming est
la représentation du nombre k en binaire. Par exemple, en binaire, 1 = 001,
2 = 010, 4 = 100, et c’est pourquoi la premiere colonne de H est (0,0,1), la
deuxiéme est (0,1,0) et ainsi de suite.

Grace a cette disposition, le syndrome est la représentation binaire de la
position du bit erroné. La correction de cette erreur est alors immédiate.
Dans ’exemple, le mot recu était § = (0,0,1,0,0,0,0,1) et le syndrome est
s =(1,0,0). Mais 100 est la représentation binaire de 4, donc l'erreur est située
au quatrieme bit.

PROBABILITE DE TRANSMISSION CORRECTE

Lorsqu’on utilise le code de Hamming H7, on transmet des suites de 7 bits
au lieu de suites de 4 bits. Comme chaque mot codé est plus long, il y a
plus de chance qu’une erreur apparaisse dans I'un des bits d’un mot codé. En
contre-partie, on peut corriger une erreur simple. A-t-on gagné quelque chose,
c’est-a-dire, est-ce que la probabilité de transmission correcte du message est
plus élevée avec codage ou sans codage ?
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Soit p la probabilité qu’un seul bit soit transmis correctement, P;(p) la
probabilité de transmission correcte sans utiliser de procédure de codage et
P»(p) la probabilité de transmission correcte si on utilise le code de Hamming
Hy. La théorie des probabilités permet, si 'on admet que les erreurs se
produisent de maniere indépendante dans les différentes positions, d’exprimer
Py (p) et P2(p) en fonction de p :

Pi(p)=p*, Pap)=Tp°"—6p".

F1a. 13.4 — Graphes des probabilités P;(p) et Pa(p).

Ces deux fonctions sont représentées sur la figure 13.4. On voit immédiate-
ment que lorsque p est voisin de 1, Pa(p) est beaucoup plus grand que P (p) et
donc il est avantageux d’utiliser le code de Hamming dans un tel cas.

CODES UTILISES DANS LA PRATIQUE

Le choix de la procédure de codage dépend des circonstances. Par exemple,
la sonde Mariner 9 a envoyé a la terre des photos en noir et blanc de la
planete Mars, chaque photo étant digitalisée comme décrit dans I'introduction.
Vu que la distance était tres grande et le signal émis relativement faible, les
possibilités de transmission incorrecte étaient importantes. La NASA a utilisé
une procédure de codage avec { = 6 et n = 32, pour un rendement de moins
de 20% (r = 0,19), mais le code corrigeait sept erreurs !

En revanche, pour transmettre de grandes quantités d’informations par un
canal tres fiable, on utilise parfois une procédure de codage avec ¢ = 231 et
n = 255, pour un rendement r = 0,9, qui corrige trois erreurs seulement.

How much knowledge
have we lost in information ?
How much wisdom
have we lost in knowledge ?

T.S. Eliot, Prix Nobel 1948.
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Exercices

13.1. (a) Montrer que les vecteurs (1,0,0,0), (1,0,1,0) et (0,1,1,0) dans K* sont
linéairement indépendants.

b) Montrer que les vecteurs (1,0,0,0 1,0,1,0) et (0,0,1,0) dans K* sont
() q (7’7)7(’77) (777)

linéairement dépendants.

13.2. Soit W I'ensemble des x = (x1, x2, 23) dans K3 vérifiant 21 +z5+x3 = 0.
(a) Montrer que W est un K-sous-espace vectoriel de k3.
(b) Trouver une base de W et en déduire la dimension de W.

(c) Ecrire tous les éléments de .

13.3. On considere le code de Hamming H7.

(a) Quels sont les mots codés qui correspondent respectivement aux messages
1011, 1100, 0111, 10107

(b) Parmi les mots recus suivants : 1010110, 1100110, 0100001, lesquels com-
portent une erreur ? Retrouver les messages transmis.

13.4. On considere le code de Hamming H7.

(a) Quels sont les mots codés qui correspondent respectivement aux messages
1110, 0110, 0101, 11117

(b) Parmi les mots recus suivants : 1100100, 1100000, 1111001, lesquels com-
portent une erreur ? Retrouver les messages transmis.

13.5. (a) Déterminer une matrice de controle du code défini par la matrice
génératrice

@

Il
OO OO ==
OO = O = O
O OO = ~=O
_ O OO O = =

(b) Apres controle des erreurs, décoder les mots regus suivants : 0111101,
0100110, 1010010.

(c) Quel est le défaut de ce code?
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13.6. (a) Déterminer une matrice de contréle du code défini par la matrice
génératrice

@Q

Il
_— o= OO o
_— o= OO ~O
__ 00Ok O0
= _0 = OO0

(b) Apres controle des erreurs, décoder les mots regus suivants : 1101011,
0110111 et 0111000.

(c) Quel est le défaut de ce code ?

13.7. Soit G de type n x £ la matrice génératrice d’un code linéaire. Montrer

qu'une matrice C' est une matrice de controle de ce code si et seulement si
C-G=0etrg(C)=n—"¢.

13.8. On considere la matrice C' formée de toutes les matrices-colonnes non
nulles de K*.

(a) Quel est le type de la matrice C'?

(b) Quel est le rang de C'?

(c) Considérons un code linéaire défini par une transformation matricielle T
dont la matrice de contrdle est C. Quelle est la dimension de Im(7") ?

(d) Quel est le rendement de ce code?

13.9 (*). (a) Déterminer une matrice de contréle du code défini par la matrice
génératrice

I5
0O 0 1 1 1
G = 0 1 0 1 1
0 1 1 0 1
1 0 0 0 O
1 0 0 0 O

(b) Quel est le rendement de ce code?

(

c)
(d) Retrouver les messages transmis & partir des mots regus suivants (sachant
qu’il y a au plus une erreur simple) : 1111111111, 1010101010, 1010011011.

Ce code peut-il détecter une erreur simple ?

(e) Pour les mots regus suivants : y; = 1010111010 et y» = 1010011000, trouver
le mot ¢; du code qui minimise le nombre de bits non nuls de y; — ¢;.
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13.10 (*). On considere un code linéaire ayant pour matrice de contrdle la
matrice

C:

o O O
OO = O
o= OO
_o oo
OO~ =
—_ o o
—_ o

a
b

(a) Quel est le rang de C'?

(

(c) Quel est le rendement de ce code?
(

(

) Déterminer une matrice génératrice de ce code.
d) Déterminer une matrice de décodage de ce code.

e) Ce code peut-il détecter une erreur simple ?



CHAPITRE 14

Chaines de Markov

PHENOMENES ALEATOIRES

Chaque individu ou entreprise est régulierement confronté a des situations
d’incertitude, telles les prévisions de la demande, les prix futurs des matiéres
premieres, ou les conditions économiques a venir. Ces situations peuvent géné-
ralement étre analysées a 1’aide d’outils mathématiques issus de la théorie des
probabilités. Les chaines de Markov sont le modele mathématique le plus utilisé
pour l'étude et la simulation de phénomenes aléatoires qui évoluent au cours
du temps. Dans ce chapitre, nous allons introduire ces modeles, puis utiliser
des techniques des chapitres 1 a 8 pour les étudier.

Considérons tout d’abord deux exemples.

Exemple 1. Prévisions météorologiques. On se limite, pour simplifier, a trois
types de prévisions :

FE1 = ensoleillé FEs> = nuageux, F5 = pluvieux.

Si, aujourd’hui, on est dans I'état F;, il y a une probabilité p;; d’étre demain
dans l'état E;.

Exemple 2. Location de voitures. Une entreprise loue des voitures dans trois
villes F1, F5 et E3. Les clients peuvent louer une voiture dans n’importe laquelle
de ces villes et la rendre dans n’importe quelle autre. On admet, pour simplifier,
que les voitures sont toutes louées le matin et rendues le soir méme.

Si la voiture est louée le matin dans la ville F;, on note p;; la probabilité
qu’elle soit rendue le soir dans la ville F;.

Variantes. Dans I'exemple 2, on parle de villes et de voitures, et I'unité
de temps est de un jour. Mais on pourrait tres bien remplacer « ville » par
« ordinateur », « voiture » par « paquet d’informations », et prendre pour
unité de temps la milliseconde. On aurait alors un modele pour la circulation
des informations dans un réseau d’ordinateurs. Ce type de modele est d’ailleurs
utilisé dans la pratique pour la conception et le dimensionnement de ces
réseaux.
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MATRICE DE TRANSITION

On concevra une chaine de Markov comme une particule (ou voiture, dans
Pexemple 2) qui se déplace successivement d’un état vers un autre. S’il y a n
états possibles F1,..., E,, on note p;; la probabilité, partant de E;, d’arriver
en F; en une étape. La matrice

P = (pi;)

de type n X n est la matrice de transition de la chaine.

On remarquera que dans le symbole p;;, le deuxieéme indice j représente
I’état de départ et le premier indice ¢ I’état d’arrivée. La somme des coefficients
dans une colonne est donc égale a 1.

Exemple 2 (suite). Location de voitures. Supposons qu’il y a trois villes
(n = 3) et que la matrice de transition P est donnée par

0,8 03 02
P=[ 01 02 06 |. (14.1)
01 05 02

Alors p; 2 = 0,3 est la probabilité qu'une voiture louée le matin dans la ville
FE5 soit rendue le soir dans la ville Ej.

Jour apres jour, les voitures vont se promener de ville en ville. Il est souvent
commode de représenter les déplacements possibles, et leur probabilité, dans
un diagramme comme celui de la figure 14.1, appelé diagramme de transition.

0,8

A
F,
0,1 0,2
0,3 0,1
0.6
/,,-7‘\
w

0.2 B, By )0.2

0,5

FiG. 14.1 — Le diagramme de transition pour I'’exemple 2.

Proportion de véhicules dans chaque état. Imaginons que ’entreprise
dispose de 1000 véhicules. Soit mgo) la proportion de véhicules qui se trouve au
matin du jour 0 dans la ville F;.
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Une possibilité, par exemple, est qu’initialement la moitié des véhicules se
trouve dans la ville F; et I’autre moitié dans la ville E5. Dans ce cas, on aurait

2 =05=50%, 2 =05=50%, 2¥=o0.

Une autre possibilité est qu’initialement, toutes les voitures se trouvent dans
la ville F1. Dans ce cas, on aurait

2V =1=100%, 2" =0, o =0.
Quelles que soient les proportions initiales, observons que 'on a

VECTEUR D’ETAT

On appellera vecteur d’état tout élément = = (z1,...,x,) de R™ tel que
1+ -+x,=1etxz1 >0,...,2, >0.

Le vecteur z(® = (xgo), . ,x%o)) formé a partir de la proportion xz(-o) de

véhicules initialement dans la ville E; est donc un vecteur d’état. Si xl(-k) est
la proportion moyenne de véhicules dans la ville F; au matin du jour k, nous
allons déterminer le lien entre le vecteur d’état (%) = (mgk), e ,m%k)) et 20,

Proposition. Le vecteur d’état %) s’exprime & I’aide du vecteur z(*~1) et de
la matrice de transition P par la formule

2F) — p. k=1

De plus, z(F) = PF . 2(0),

Justification. A 'étape k, la proportion moyenne ml(.k) de véhicules dans la
ville E; peut se calculer & 'aide du vecteur d’état z(*~1). En effet, pour chaque
ville Ej;, la proportion moyenne de véhicules qui quittent E; pour arriver en
une seule étape en E; est p;;, et donc

j=1
Cela signifie que
2B = p.gk-1)
= P.(P- x(kf2)) — p2. p(-2)
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Vecteur d’état stationnaire. Un vecteur d’état = est stationnaire si
r=P-x,

autrement dit, si x est un vecteur propre de P associé a la valeur propre 1.

Dans l'exemple de location des voitures, si un vecteur d’état z(*) est
stationnaire, alors la proportion moyenne de voitures dans chaque ville sera
pratiquement la méme jour apres jour. Ceci serait d’un intérét évident pour
I’entreprise, au niveau des places de parc a réserver, par exemple.

Exemple 2 (suite). Location de voitures. Soit P la matrice définie en (16.1).

Alors la seule solution z = (z1,22,23) du systéme & = P -2 qui vérifie
r1 + 29+ x3 =1 est
34 14 13
1 o1 0,557, To o1 0,230, T3 6l 0,213

Par conséquent, s’il y a initialement 557 voitures en Fp, 230 voitures en Fy
et 213 en FEj, alors ces nombres ne changeront pratiquement pas au cours du
temps !

PARCOURS D’UNE SEULE VOITURE

Nous allons maintenant suivre le parcours d’une voiture. Imaginons que
cette voiture soit initialement dans la ville Eq, ensuite elle est rendue le soir en
FE5, puis le jour suivant en Fs, etc., comme indiqué dans la figure 14.2.

Matin| 0 1 2 3 4 5 6
Vile | E, E; By E; E, Ei B

F1G. 14.2 — Le parcours d’une voiture.

On s’intéresse aux nombres
N;(k) = nombre de visites & I’état F; pendant les étapes 0 & k.
Pour le parcours de la figure 14.2,

N1(0>:17 N2(0):Ov N3(O):07

On constate en particulier que
et, pour une chaine de Markov avec n états, que

Ny(K) + No(k) + -+ No(k) =k + 1. (14.2)



Chaines de Markov 155

Vecteur des visites. Le vecteur

(m(k) Na(k) Nnac))
E+1 k+1""""7 k+1

est appelé vecteur des visites (effectuées jusqu'a 1’étape k). D’apres (16.2),

Ni(k) | Na(k) N (k)

k+1 " k+1 Tkt

Il est naturel de représenter graphiquement le vecteur des visites par un
histogramme, comme dans la figure 14.3.

1]
| 3
T 7
| 2 2
1 7 7
' | \
E1 E2 E3

3 2 2
=(=z,z,z ) ~(0,43;0,28;0,2
<7 ) 7 ) 7> (O’ 37 07 87 O, 8)

<N17(6) ’ N27(6) 7 N37(6))

F1G. 14.3 — Représentation du vecteur des visites.

Evolution du vecteur des visites. Si I'on simule le parcours d’une voiture
et que l'on représente graphiquement et successivement les vecteurs des visites
a chaque étape pour la chaine de Markov de ’exemple 2, on constate que

(M(k) Na(k) Ns(k)
k+1"k+1"k+1

lim

) = (0,557; 0,230; 0,213).
k—-o00

Par conséquent, d’une part, la chaine « oublie » son état initial, et d’autre
part, les proportions de visites a chaque état convergent vers les coefficients du
vecteur d’état stationnaire.

Cette observation est un cas particulier du résultat général suivant, que
nous énoncons sans démonstration.
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Théoreme. Supposons que la matrice de transition P est telle que pour un
certain m, tous les coefficients de P™ sont strictement positifs. Alors :
(a) il y a un seul vecteur stationnaire x ;
1
b) lim —— (Ny(k),...,Np(k)) =x;
()kl—{rolok—i—l(l(), 5 n()) Z ;5
(¢) lim P*=(2zi---ix).

k—oo

CHAINES DE MARKOV EN INFOGRAPHIE

Afin de montrer la richesse du champ d’application des chaines de Markov,
nous donnons ici un exemple d’utilisation, tres différente de celle décrite ci-
dessus, qui fait le lien avec les questions abordées au chapitre 11.

Rappelons qu'un écran d’ordinateur est typiquement composé de 1024 x 1024
pixels (4,7), 4 =0,...,1023,  =0,...,1023. Considérons les trois points

A; =(0,0), Ay =(1024,0),  As=(512,1024).

On suppose qu’au départ, tous les pixels sont blancs. On va colorier certains
pixels en noir a l'aide d’une chaine de Markov dont les états sont les pixels de
I’écran. Cette chaine de Markov est définie comme suit.

Au départ, la chaine se trouve en (0,0). Ensuite, la chaine se déplace selon
la regle ci-dessous, et chaque pixel visité par la chaine sera colorié en noir.

Régle de déplacement. Si la chaine est en (4,75), on choisit au hasard 'un des
points A;, As ou Aj et on effectue la moitié du chemin vers le point choisi.
Plus précisément, avec probabilité 1/3, on choisira A; et la chaine se déplacera

de (4, ) vers o
o - (51 )

ou [u] désigne la partie entiere du nombre u. De méme, on choisira avec
probabilité 1/3 le point Ay (respectivement As), et la chaine se déplacera de

(i, ) vers o
= (- i 4

Ts(i, ) = (256+ B] , 512 4 [%D)

Que dessine cette chaine de Markov ? Aprés un grand nombre d’étapes,
I’ensemble des états visités par la chaine ci-dessus sera colorié en noir, ce qui
réalise un dessin & I’écran. Quel est ce dessin ?

(respectivement
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En fait, il suffit de simuler le déplacement de cette chaine de Markov pour
constater que le dessin réalisé est celui de I'une des fractales que nous avons
déja rencontrée au chapitre 11.

Il vaut la peine de relever que la technique de dessin présentée ici est utilisée
dans différentes applications, par exemple pour la compression d’images en vue
de leur stockage sur CD-Rom. Ces applications sont décrites dans des ouvrages
plus spécialisés.

Exercices

14.1. Considérons la matrice de transition

1/5 1/10 7/10
P=|3/5 2/5 1/5
1/5 1/2 1/10

(a) Calculer les vecteurs d’états (M) et x(®) si le vecteur d’état initial est
() = (0,0,1).
(b) Déterminer le vecteur d’état stationnaire relatif a la matrice P.

14.2. Considérons la matrice de transition

N 1/10 1/5 1/2
pP=| 710 1/5 1/10
1/5 3/5 2/5

(a) Calculer les vecteurs d’états =M et x(®) si le vecteur d’état initial est
(0 = (0,1,0).
(b) Déterminer le vecteur d’état stationnaire relatif a la matrice P.

14.3. (a) Montrer que les diagrammes de transition associés aux matrices de
transition P de 'exercice 14.1 et P de 'exercice 14.2 sont les mémes.

(b) Retrouver la solution de l'exercice 14.2(b) & l'aide de celle de l'exercice
14.1(b).

(¢) Trouver une matrice orthogonale R telle que P = R~ . P - R.
14.4. Considérons la matrice de transition

1/3 1/2 1/2
P=|(1/3 0 1/4
1/3 1/2 1/4
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(a) Déterminer le vecteur d’état stationnaire relatif a P.
(b) Calculer P* et limy,_. o, P*.

(c¢) Soit (9 le vecteur d’état initial. Calculer limy_ o, P* - z(%).

14.5. Considérons la matrice de transition

1/4 1/3 1/2
P=| 1/2 1/3 1/2
1/4 1/3 0

(a) Déterminer le vecteur d’état stationnaire relatif & P.

(b) Diagonaliser la matrice P, puis calculer P* et limy,_, o P*.

(c) Soit (@ le vecteur d’état initial. Calculer limy_, oo P - 2(0),

14.6. (a) Montrer que les diagrammes de transition associés aux matrices de
transition P de 'exercice 14.4 et P de ’exercice 14.5 sont identiques.

(b) Retrouver les résultats de l'exercice 14.5 a l’aide de ceux de P'exercice 14.4.

14.7. Soit P = (p;;) la matrice de transition d’une chaine de Markov et soit
un vecteur d’état. Montrer que y = P - x est aussi un vecteur d’état.

14.8. Soit P = (p;;) la matrice de transition d’une chaine de Markov ayant
n états et dont le vecteur d’état stationnaire est x = (c,...,¢), ol ¢ est un
nombre positif. Montrer qu’alors p;; + --- + p;p, = 1, pour tout ¢ = 1,...,n,
puis calculer c.

14.9. (a) Montrer qu’on peut trouver une matrice de transition P, de type
n x n, non égale & I'identité et telle que P?2 = P.

(b) Donner un exemple dans le cas n = 2 et dans le cas n = 3.

(¢) Une telle matrice est-elle inversible ?
14.10. Soit
0 01
P=1010
100
(a) Déterminer le vecteur d’état stationnaire relatif & P. La solution est-elle
unique ?

(b) Diagonaliser la matrice P, puis calculer P*. Que peut-on dire de limy_ o, P*?

(¢) Pourquoi n’a-t-on pas, en (a) et (b), des solutions analogues & celles de
Iexercice 14.47

14.11. Le probleme suivant est issu d’une étude de la succession des jours
pluvieux et des jours secs pendant la période pluvieuse dans une ville médi-
terranéenne. Désignons par F4 l'état « sec », par Ey I'état « pluvieux » et par
Dij, ol 1,j = 1,2, la probabilité quun jour soit dans I’état E; sachant que le
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jour précédent était dans I’état E;. A partir de données portant sur 27 années
d’observation, la matrice de transition suivante a été établie :

0,750 0,338
P =(pij) = ( 0,250 0,662 )

(a) Sachant qu’aujourd’hui il fait beau temps, calculer la probabilité que dans
10 jours il pleuve.

(b) Est-ce que la probabilité qu’il fasse beau temps dans n jours tend vers une
certaine valeur lorsque n devient tres grand ? Si oui, quelle est cette valeur et
est-ce qu’elle dépend de I’état du temps qu’il fait aujourd’hui ?

(Indication : On peut utiliser les résultats de I’exercice 8.12.)






CHAPITRE 15

Stéréogrammes

La perception visuelle de la distance est I'un des avantages de la vision
binoculaire. En effet, un étre doté d’un seul ceil, qui se tiendrait immobile,
ne percevrait pas les distances des objets situés dans son champ visuel. En
revanche, il est facile pour le cerveau humain d’effectuer la reconstitution
tridimensionnelle d’une scéne observée avec les deux yeux. Cette aptitude est
mise a profit par des appareils appelés stéréoscopes, qui présentent & chaque
ceil une image différente et donnent a l'utilisateur I'impression qu’il « voit »
une scene tridimensionnelle.

Si le phénomene de stéréoscopie est connu depuis tres longtemps, ce n’est
que depuis quelques dizaines d’années qu’on a découvert que certaines images
planes ont la propriété remarquable suivante : si on montre cette méme image
aux deux yeux, alors le cerveau humain pergoit (ou reconstitue) une scéne
tridimensionnelle (cf. les exemples p.173 & 177). Ces images sont appelées des
stéréogrammes. Dans ce chapitre, nous allons expliquer comment réaliser ce
type d’images, a ’aide des techniques des chapitres 1 a 4.

LE MONDE VU PAR UN SEUL IL

Imaginons un ceil immobile situé a l'origine d’un systeme de coordonnées
Ozxyz, regardant dans la direction Oz, qui observe, comme dans la figure 15.1,
un point P a travers une feuille transparente située dans le plan z = f, ou f
est un nombre que 'on prendra égal a 40 cm.

Pour cet ceil, il n'y a pas de différence entre le fait de voir le point P ou
bien de voir le point T'(P), ou T'(P) est défini comme suit :

T(P) est le point d’intersection du plan z = f et de la droite passant
par les deux points O et P.

Repeére dans le plan de la feuille. Soit O’ XY un repere dans le plan de la
feuille transparente. Par commodité, on choisit pour origine O’ le point (0,0, f),
pour axe O’ X la droite paralléle & Ox passant par O', et pour axe O’Y la droite
paralléle & Oy passant par O (cf. fig. 15.2).

Coordonnées de T(P) dans le repére O'XY. Les relations entre les
coordonnées (X,Y) et (z,y,2) d’'un point situé dans le plan z = f sont tout
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FiG. 15.1 — Le point P vu de 'origine.
simplement

X=z et Y=y9.

Afin de calculer les coordonnées (X,Y") de T'(P), observons que les coordonnées
de tout point de la droite passant par O = (0,0,0) et P = (z,y, 2) sont de la
forme

k- v |, k un nombre .

Le seul point de cette droite qui est situé dans le plan de la feuille est celui
pour lequel

kz=f, d’oukzg

Les coordonnées du point T'(P) sont donc
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Fia. 15.2 — Reperes de 'espace et du plan.

Nous en déduisons les coordonnées de T'(P) dans le repere O’ XY :

X:f%, Y:fg. (15.1)

Les formules (15.1) définissent une transformation 7' de R® dans R? que 1'on
peut écrire de maniere équivalente comme suit :

x x/z
T gz; = ( g S)c 8 > 21/?2 . (15.2)

Exemple 1. Considérons le tétraedre de sommets
P, =(1,2;-0,5;65), P, = (3;1,5;63),
Py = (4;-1;62), Py =(1,8;,—-1,5;62).
En appliquant les formules (15.1) ou (15.2), on trouve
T(P) = (0,74;-0,31), T(P;) =(1,9;0,95),
T(Ps) = (2,58;,—0,64), T(Py) = (1,16;—-0,97) .
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F1G. 15.3 — Représentation plane d’'un tétraedre.

En placant lorigine O’ du repere O’ XY n’importe ou sur une feuille de
papier, on peut dessiner ces quatre points et relier chaque paire de points par
un segment, comme sur la figure 15.3.

Un seul oeil immobile situé au point O ne fera pas de différence entre cette
image et la vue du tétraedre.

LE POINT DE VUE DE L’AUTRE (EIL

Jusqu’a présent, nous avons considéré un seul ceil situé a lorigine O. Si
cet oeil est notre ceil gauche, nous avons aussi un ceil droit, et nous allons
maintenant analyser ce que voit 1'ceil droit.

Nous admettrons que 1'ceil droit est positionné au point (e,0,0) du repere
Ozxyz, ot e =7 cm (cf. fig. 15.4). L’ceil gauche voit le point P = (x,y, z) comme
s’il était situé sur la feuille transparente au point T (P), qui n’est autre que le
point T'(P) calculé en (15.2) :

x/z
0 0
/z . (15.3)
f 0> ﬁl/z

L’ceil droit voit le point P sur la feuille transparente au point T (P), dont
nous allons calculer les coordonnées dans le repere O’ XY
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ceil gauche

oeil droit

x

Fi1G. 15.4 — Le point P vu par deux yeux.

Coordonnées de Tp(P) dans le repére O’'XY. Le point Tp(P) est défini
par la propriété suivante :

Tp(P) est le point d’intersection du plan z = f et de la droite
passant par les deux points (e, 0,0) et P.

Les coordonnées de tout point de cette droite sont de la forme

e T —e
0 |+k- Y , k un nombre,
0 z

et le seul point de cette droite qui est situé dans le plan de la feuille transparente
est celui tel que

kz=f, d’oflkzg.

Les coordonnées du point Tp(P) sont donc

e+ flx—e)/z
fy/z
f

Dans le repére O’ XY, ce point a pour coordonnées

X:e—!—g(z—e), Y ==y. (15.4)
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Fi1G. 15.5 — Une paire stéréoscopique.

Les formules (15.4) définissent la transformation Tp de R? dans R?. Elles
s’écrivent de maniere équivalente comme suit :

T QZC :<£ 2 —gf> ?g +<8>. (15.5)

Ce que voient les deux yeux. Reprenons I'exemple 1, mais cette fois-ci, les
deux yeux regardent le tétraedre de sommets Py, Po, P5 et Py. L’ceil gauche voit
ce qui est dessiné sur la figure 15.3. L’ceil droit voit les points Tp(Py), Tp(Fz),
Tp(Ps) et Tp(Py), dont on calcule les coordonnées & 1’aide de la formule (15.5) :

Tp(P) = (343;-0,31),  Tp(Ps) = (4,46;0,95),
TD<P3) - (57067 70764) ’ TD(P4) - (3a64; 70797) :

On peut maintenant dessiner les deux images, que voient 'ceil droit et 1'ceil
gauche respectivement, sur un seul dessin, comme a la figure 15.5.

Cette paire d’images est appelée une paire stéréoscopique. En fixant son
regard sur cette paire pendant un certain temps, on voit apparaitre derriere la
feuille de papier un tétraedre. Deux autres exemples de paires stéréoscopiques
sont donnés dans les figures 15.13 et 15.14.

DESSIN DE SURFACES

Au lieu de dessiner des objets formés de sommets reliés par des segments
de droites, nous allons indiquer comment dessiner des surfaces opaques.
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ceil gauche

oeil droit

F1G. 15.6 — Une surface saupoudrée de points noirs.

On va admettre que cette surface est blanche, mais pour qu’elle soit mieux
visible, on supposera qu’elle est couverte de points noirs, disposés un peu
partout sur la surface (comme si la surface blanche était saupoudrée de grains
de poivre).

De maniere générale, la surface est donnée par une équation de la forme
z = h(z,y),

et la situation est telle que le montre la figure 15.6.

Exemple 2. Dessin d’un enfoncement sphérique. Considérons le morceau de
surface d’équation

58+ /16 — (x —3)2 —y2 i (z—3)? +y?+ (60— 58)% < 16
z =
60 sinon .

oun0<x<6et —10 <y <10.

Cette surface est une bande verticale dans le plan d’équation z = 60 avec
un enfoncement formé d’un morceau de coupole sphérique de rayon 4 dont le
centre a pour coordonnées (3,0, 58).

Pour dessiner cette surface, on va la remplir de points noirs placés au hasard.
Pour chaque point noir P, on va dessiner T¢(P) et Tp(P) sur la feuille. Cela
donne 'algorithme dont 'organigramme est indiqué a la figure 15.7.
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DEBUT

|
Y

Choisir z dans [0,6] et y dans [-10,10] au hasard

Poser
P = (z,y,58 + /16 — (x — 3)2 — y?) Poser P = (z,y, 60)

P |
<

\ 4

Dessiner sur la feuille T(P) et Tp(P)

FIN

F1a. 15.7 — Algorithme pour dessiner un enfoncement sphérique.

Limite du procédé. Ce procédé ne fonctionne bien que dans le cas ou les
images de la surface toute entiere par T¢ et Tp, respectivement, ne sont pas
plus larges que la moitié de 1’écart entre les deux yeux, soit environ 3,5 cm.
Deux exemples sont donnés dans la figure 15.15. Pour dessiner des surfaces plus
grandes, il sera nécessaire de procéder autrement.

DESSIN D'UNE SURFACE QUELCONQUE

Nous cherchons & dessiner une surface blanche recouverte de nombreux
points noirs, mais sans trop limiter la taille de la surface : elle devrait pouvoir
avoir les dimensions d’une feuille A4 ou A3. Pour ce faire, il faudra choisir les
points noirs sur la surface de maniere tres astucieuse, comme nous allons le
voir.
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Choix astucieux des points sur la surface. L’équation de la surface est a
nouveau z = h(z,y). L’intersection de cette surface avec le plan Oxz est une
courbe C. Considérons un point noir P sur cette courbe, situé a gauche de
I’observateur.

A’
P
c

\Il feuille transparente
!
[0)

> >

G§7 VD !

<>

e

Fi1G. 15.8 — Vue dans le plan Ozz.

L’ceil droit voit ce point P comme s’il était sur la feuille transparente en
I, = Tp(P), comme indiqué a la figure 15.8.

Deés que I’on dessine le point I sur la feuille, I; est aussi vu par I'ceil gauche.
Pour il gauche, ce point pourrait tres bien étre sur la courbe C, a I’endroit
P, indiqué a la figure 15.9.

Mais si P; est un point noir sur C, il est vu par I'eeil droit sur la feuille
transparente, au point I indiqué a la figure 15.10.

A nouveau, le point I, sur la feuille est aussi vu par I'ceil gauche, et il
pourrait tres bien étre sur la courbe a I’endroit P, auquel cas il serait vu par
I'ceil droit en I3 et ainsi de suite, comme indiqué a la figure 15.11.

Chaque point noir P sur la surface donne donc lieu a une suite de points
1,15, 13, ... sur la feuille. En pratique, aprés moins de dix points, on sort de
la feuille.

On choisit alors un autre point P, on recalcule une nouvelle suite Iy, Io, .. .,
et ainsi de suite, jusqu’a avoir suffisamment de points noirs sur C' pour que la
courbe soit apparente.

Double interprétation des points dessinés. On remarque que les points
Iy, I, Is, .. ., sont interprétés différemment par chaque ceil : I'ceil gauche pense
que I5 correspond a Ps, alors que 'ceil droit pense que Is correspond a P;.
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FiG. 15.9 — L’ceil gauche voit I en P;.
Formules pour calculer les coordonnées des points [I;,I5,13,... On

considere les applications T et Tp comme étant définies sur S, plutot que
sur R? tout entier. On admet que

Tg:S —R? et Tp:S— R? sont bijectives.
Dans ce cas, pour un point P sur S, on voit que
I, =Tp(P), P =T;'(I),
L=Tp(P), P=T5" (L),
I3 =Tp(P),

Procédure de dessin. Si on choisit suffisamment de points noirs P et, pour
chaque P, on dessine la suite de points I, Io, I3, .. ., le cerveau humain réussit
a reconstituer la surface S en regardant les points dessinés.

L’algorithme de dessin est donc celui dont 'organigramme est indiqué a
la figure 15.12. Cet algorithme a été utilisé pour réaliser la figure 15.18. Une
variante de ’algorithme a produit la figure 15.16.

Complexité des calculs. Méme pour une surface z = h(x,y) avec h relative-
ment simple (par exemple un polynéme de degré 2), les formules explicites pour
T Y(X,Y) peuvent étre compliquées. Divers raffinements permettent d’accélé-
rer les calculs, mais ils ne font pas partie de notre propos.
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Fi1c. 15.10 — L’ceil droit voit P en I.

A’
C
P
2
P
1
feuille transparente
f Iy 12 13
[0)
¥ >
x
G§7 VD
~
< - rg

Fi1Gc. 15.11 — La suite de points Iy, I, I3, ...
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DEBUT

<

Choisir = et y au hasard.

| €—

Poser P (x,y, h(z, y))

| —

Dessiner Iy = Tp(P)

Y

A Calculer P, = T5'(I))
Poser P = P,
FIN

F1G. 15.12 — Algorithme de dessin d’une surface d’équation z = h(z,y).

UTILISATION DE MOTIFS ESTHETIQUES

Dans l'algorithme décrit a la figure 15.12, le motif de base est le point :
chaque point noir P donne lieu a la suite de points I, I5,... Pour rendre
I'image plane plus attrayante, il est possible d’utiliser d’autres motifs : cercle,
courbe, figure géométrique, etc. Le procédé reste le méme : on dessine I'image
J1 d’un motif M par la transformation Tp, on calcule My = Tgl(Jl), on rem-
place M par M, et on itére comme dans ’algorithme ci-dessus. Des images de
ce type se trouvent dans le commerce sous forme de poster ou de livre (voir la
Bibliographie).



Stéréogrammes 173

TECHNIQUES DE VISUALISATION

Pour percevoir la scéne tridimensionnelle dans les images des pages qui
suivent, on peut procéder de la maniére suivante. Pour les figures 15.13 et
15.14, positionner une feuille de papier blanc de largeur 20 & 40 cm perpendi-
culairement au livre, de sorte que la tranche de la feuille se superpose a 'axe de
symétrie de la figure. Puis appuyer le bout de son nez sur la tranche opposée
de la feuille, afin que chaque ceil ne voit qu’'un seul des dessins. Fixer les deux
images jusqu’a ce qu’elles se fondent en un seul objet tridimensionnel.

Pour les figures 15.15 et 15.16, procéder comme ci-dessus en agissant par
rapport aux deux gros points noirs.

Pour les figures 15.17 et 15.18, positionner le livre de sorte que les deux
gros points noirs se trouvent en face des yeux. Les deux yeux observent toute
I'image. Fixer les deux points noirs jusqu’a ce qu’ils se fondent en un troisieme
point situé au milieu des deux premiers. A ce moment-la, le centre de I'image
devrait apparaitre dans une forme tridimensionnelle.

AYA

Fia. 15.13 — Paires stéréographiques

F1G. 15.14 — Dessin découvert dans un manuscrit du XIII¢ siecle
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Fia. 15.15 — Paires stéréographiques avec points aléatoires
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F1G. 15.16 — Paires stéréographiques avec un champ de vision élargi
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F1G. 15.17 — Motifs répétés
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Fi1G. 15.18 — Pont parabolique
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Exercices

15.1. Etudier 'injectivité et la surjectivité des transformations Tg et Tp de
R3 dans R? définies par les formules (15.3) et (15.4) des pages 164 et 165
respectivement.

15.2. Donner une interprétation géométrique de ’hypothese sur S de la page
170 : « les transformations Tz et Tp de S dans R? définies par les formules
(15.3) et (15.4) sont bijectives ».

15.3. Soit T et Tp de R3 dans R? définies par les formules (15.3) et (15.4).
Avec e =7 cm et f =40 cm (dans la notation de ce chapitre), dessiner la paire
stéréographique qui correspond a la pyramide de sommets

P, =(0,5;—-2,5;2f), Py = (5;-2;2f —2),
P; = (5; 2;2f — 2) , P, = (0,5; 2.5; 2f) , Ps = (3; 0;2f — 10) .

15.4. Comme dans 'exercice 15.3, dessiner la paire stéréographique qui cor-
respond au prisme de sommets

P, =(1;-1;65), Py = (1,8;,—-2;62), Py = (4,2;—1,5;65),

Py=(1;2;65),  Ps=(18162),  Ps=(4,2;1,5;65).

15.5. Décrire explicitement ’algorithme de dessin, donné pour un enfoncement
sphérique dans la figure 15.7, dans le cas ou ’'on souhaite dessiner la pyramide
de l'exercice 15.3.

15.6 (*). Décrire explicitement I’algorithme de dessin, donné pour un enfon-
cement sphérique dans la figure 15.7, dans le cas ou l'on souhaite dessiner le
prisme de l'exercice 15.4.

15.7. En vue de dessiner le pont parabolique défini par

2
3
x___x+62 sily <8et —6<x<12,

80 sinon ,

trouver une formule explicite pour T, YX,Y).

15.8 (*). Méme question qu’a 'exercice 15.7, en remplacant le pont parabo-
lique par le toit défini par

20
§(x+6)+60 sijy <10et —6 <z <3,

- 2
= —go(x—12)+60 sify] <10et3 <z <12,

60 sinon .
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15.9. Pour cet exercice, les calculs seront facilités par 1'utilisation d’une
calculatrice. Avec les données de l'exercice 15.7, considérer les deux points
Py = (~11510;2f) et Qo = (~11:7;2f).

(a) Avece =7 cm et f =40 cm, calculer Iy, Jy, Is, Ja, I3, J3, ot Ip11 = Tp(FPy),
Joy1 =Tp(Q) et Pry1 = T5 (In41), Qes1 = T (Jeg), £=10,1,2.

(b) Dessiner Il, J1, 127 J27 Ig, Jg.

15.10 (*). Mémes questions qu’a lexercice 15.9 avec les données de l'exercice
15.8 et les deux points Py = (—9;8;60) et Qo = (—9; 6;60).






CHAPITRE 16

Robustesse des réseaux

informatiques

RESEAUX PEER-TO-PEER

Internet nous donne des moyens d’échange d’informations a une échelle
sans précédent : courrier électronique, commerce, opérations banquaires ont
transformé communications, affaires et placements comme peu d’inventions
auparavant. Internet a aussi rendu possible la distribution de copies de livres,
de vidéos, de musiques et de logiciels sous format numérique presque sans
effort et sans cout. Pour des raisons d’efficacité, mais aussi pour des raisons
commerciales et de sécurité, ces échanges de documents numériques sont
souvent effectués a travers des réseaux structurés d’ordinateurs, appelés réseaux
peer-to-peer (peer-to-peer signifie d’égal & égal en anglais). Chaque ordinateur,
ou noeud du réseau, ne communique directement qu’avec un petit nombre
d’autres ordinateurs du réseau, appelés voisins, et peut jouer a la fois le role
de client ou de serveur. Chaque gros fichier est découpé en petits morceaux
et chaque morceau est stocké sur un ou plusieurs ordinateurs différents du
réseau. Un utilisateur peut reconstituer un fichier en questionnant ses voisins,
qui questionnent & leur tour leurs voisins, etc. Ainsi, aucun des nceuds n’est
responsable de l'entier du fichier, ce qui a été mis a profit par des entreprises
comme Napster et Gnutella.

Un réseau peer-to-peer est une structure complexe, dans laquelle circule une
grande quantité d’informations. La qualité du réseau dépend de la fiabilité des
communications entre tous les ordinateurs du réseau, et pas seulement entre
plus proches voisins. En effet, il est nécessaire que l'intégrité et l'acces aux
informations soient préservés méme si quelques connexions entre ordinateurs
voisins sont interrompues (par exemple par des pannes du réseau). Lorsque
c’est le cas, on dit que le réseau est robuste.

Dans ce chapitre, nous allons utiliser des techniques des chapitres 1 a 8, et
en particulier les notions de valeur propre et de vecteur propre, pour analyser la
robustesse des réseaux peer-to-peer. Cette analyse s’appuie sur quelques notions
mathématiques nouvelles.
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GRAPHES
Les notions suivantes sont issues de la théorie des graphes.

Graphe simple. Un graphe simple (ou graphe) G = (V, E) consiste en un
ensemble non vide V', dont les éléments sont appelés sommets ou neuds, et en
un ensemble F de paires de sommets, chaque paire étant appelée une aréte. Si
v et w sont des sommets de G et s’il existe une aréte de la forme vw, on dit
que cette aréte joint v & w et que v et w sont adjacents ou voisins. Dans un
graphe simple, il y a au plus une aréte qui joint v & w et vw désigne la méme
aréte que wv. De plus, il n’y a pas de boucle de la forme vv.

On représente un réseau peer-to-peer a ’aide d’un graphe de la maniere
suivante : a chaque ordinateur correspond un sommet v du graphe, et deux
sommets v et w sont voisins si les ordinateurs correspondants peuvent commu-
niquer directement I’'un avec l’autre.

EXEMPLE. Le graphe dans la figure 16.1 ci-dessous représente un réseau peer-
to-peer formé de quatre ordinateurs. L’ordinateur v communique directement
avec les trois autres, mais 'ordinateur z ne communique avec u qu’en interro-
geant v. Ainsi, ce réseau n’est pas robuste, car si la connexion entre v et z est
interrompue, alors z ne peut plus communiquer avec u ou w.

v Z
®

u W

Fic. 16.1 — Exemple de réseau peu robuste.

MATRICE D’ADJACENCE

Soit G un graphe avec n sommets numérotés de 1 a n. La matrice d’adjacence
A(G) = (asj) est la matrice de type n x n dont le coefficient a;; est égal au
nombre d’arétes (0 ou 1) joignant les sommets ¢ et j, pour tout ¢,j = 1,...,n.

La matrice d’adjacence détermine de maniére univoque le graphe, puisque
ij est une aréte du graphe si et seulement si a;; = 1. Il est donc facile de
déterminer I’ensemble des voisins du sommet 4 & partir de la donnée de A(G)
et, réciproquement, de déterminer A(G) en connaissant uniquement 1’ensemble
des voisins de chaque sommet. Observons que ces informations « locales » sur
le graphe sont celles dont disposent individuellement chacun des ordinateurs
du réseau.
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EXEMPLE. La figure 16.2 ci-dessous montre un graphe et sa matrice d’adjacence.

La matrice d’adjacence d'un graphe G dépend de la numérotation des
sommets de G. Si on change la numérotation des sommets, la nouvelle matrice
d’adjacence s’obtient, a partir de I’ancienne, en permutant certaines lignes puis
les colonnes correspondantes (cf. exercice 14.3).

1 4
Sommet 1 2 3 4
1 01 1 1
2 1 01 1
3 1 1 0 1
4 1 110
2 3

F1G. 16.2 — Un graphe et sa matrice d’adjacence.

Propriétés de la matrice d’adjacence. Soit G un graphe ayant n sommets.

(1) La matrice d’adjacence A(G) est une matrice symétrique. En effet, a;; = a;s,
par définition, puisque ces deux coefficients sont égaux au nombre d’arétes
joignant les sommets ¢ et j. Chaque coefficient a;; est égal a 0 ou a 1.

(2) Tous les coefficients de la diagonale de A(G) sont nuls. En effet, pour tout 4,
le coefficient a;; est égal au nombre d’arétes joignant le sommet ¢ a lui-méme,
c’est-a~dire le nombre de boucles joignant i & lui-méme. Ainsi, a;; = 0 puisque
le graphe est sans boucle.

(3) Toutes les valeurs propres A; de la matrice A(G) sont réelles puisque A(G)
est symétrique. En les répétant selon leurs multiplicités et en les rangeant par
ordre décroissant, on obtient

A2 > 2> Ay

(4) Les valeurs propres de A(G) ne changent pas si on change la numérotation
des sommets du graphe G. En effet, notons G’ le graphe obtenu en changeant la
numérotation des sommets de G. D’apres 'exercice 14.3, il existe une matrice
inversible P telle que A(G’) = P- A(G) - P~!. Les matrices A(G) et A(G") ont
donc les mémes valeurs propres.

GRAPHES k-REGULIERS

Soit G un graphe simple et k& un entier positif. On dit que G est k-régulier si
chaque sommet de G est joint a exactement k autres sommets de G, autrement
dit si chaque sommet a k voisins.
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Intérét des graphes k-réguliers. Un graphe k-régulier ayant n sommets
posseéde nk/2 arétes (en effet, k arétes partent de chaque sommet et chaque
aréte joint deux sommets). Ainsi, dans un réseau représenté par un graphe
k-régulier, le nombre d’arétes est proportionel au nombre de sommets, ce qui
limite la complexité du réseau. De plus on peut montrer (mais nous ne le ferons
pas ici) que dans un tel réseau, la charge de travail liée aux communications
entre ordinateurs se répartit de maniere équilibrée entre tous les ordinateurs
du réseau.

EXEMPLE. Dans la figure 16.3, les graphes C5 et Cy sont 2-réguliers et K5 est
4-régulier. Le graphe C3 est un cycle sur trois sommets et Cy est un cycle sur
quatre sommets.

C3 Cy K;
F1G. 16.3 — Des graphes réguliers.
Les matrices d’adjacence des graphes Cs, Cy et K5 représentés dans la figure

16.3 sont A(Og,) = Ml, A(C4) = MQ et A(K5) = ]\437 ou

01 1
Mi=|10 1|, M=
110

= o = O
O = O
= o = O
O = O

=

Il
=== O
== O
= = O = =
— O = =
O~ = ==

On constate que la somme des coefficients de chaque ligne et chaque colonne
vaut 2 pour C3 et Cy et vaut 4 pour K.

MATRICE D’ADJACENCE D’UN GRAPHE k-REGULIER

Soit G un graphe k-régulier. Alors pour tout 7, Z?Zl a;; = k. En effet, pour
1 fixé, 2;21 a;j est le nombre total d’arétes joignant le sommet 7 a d’autres
sommets du graphe. Ce nombre est donc égal a k puisque G est k-régulier. De
méme, Y, a;; = k, pour tout j.
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Proposition. Supposons que G est k-régulier.

(a) Soit A une valeur propre de A(G). Alors || < k.

(b) Le vecteur 1 = (1,...,1) est un vecteur propre de A(G) associé & la valeur
propre A1 = k.
Démonstration. (a) Soit A\ une valeur propre de A(G) et = (z1,...,2,)

un vecteur propre associé & A. Alors Az = A(G) - z, ce qui signifie que pour
1=1,...,n,

n
)\LL’i: E Q5 Tj.
Jj=1

Soit i tel que |z;,| > |z;|, pour tout j = 1,...,n. Alors |x;,| # 0 puisque
x # 0. En remarquant que a;; > 0, on observe que

n
M aio| = [Aaig| = > aij 25
=1

n n
> aigg ] < Jwig) Y aigy = k||
j=1 j=1

IN

et donc que |A| < k.
(b) Pour tout ¢,

(A(G) 'ﬂ)izzaij'ﬂj :Zaij :k:k]l“
Jj=1

donc 1 est un vecteur propre de A(G) associé & la valeur propre k.

CONNEXITE

Graphe Connexe. Un graphe G = (V, E) est connexe si pour tout sous-
ensemble non vide W de V avec W # V| il y a au moins une aréte de E qui
joint un sommet de W & un sommet de V'\ W.

Interprétation. Pour un graphe, la notion de connexité est une notion globale :
elle indique si le graphe est d’un seul tenant ou pas. Si le graphe représente un
réseau peer-to-peer, le graphe est connexe si et seulement si chaque ordinateur
peut accéder aux informations stockées sur tous les autres, éventuellement en
questionnant des ordinateurs intermédiaires. On va montrer ci-dessous qu’il
est possible de déterminer si un graphe est connexe en examinant les valeurs
propres de sa matrice d’adjacence.
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EXEMPLE DE GRAPHE CONNEXE. Un tel exemple est donné dans la figure 16.4.

F1G. 16.4 — Un graphe connexe.

EXEMPLE DE GRAPHE NON CONNEXE. Soit G = (V, E),ouV = {a, b, ¢, d, e, [}
et les arétes sont représentées dans la figure 16.5. Si ce graphe représente un
réseau peer-to-peer, alors 'ordinateur a ne peut pas accéder aux informations
stockées sur f, et inversement.

b c € f

F1G. 16.5 — Un graphe non connexe.

CARACTERISATION DE LA CONNEXITE

Théoréme. Soit G un graphe k-régulier et \;y > Ao > --- > A, les valeurs
propres de A(G). Alors le graphe G est connexe si et seulement si A\; > Ao,
autrement dit, Ay = k est une valeur propre de multiplicité 1.

Démonstration. Supposons que A\; > Ay et montrons alors que G est connexe.
Si G n’était pas connexe, alors il y aurait un sous-ensemble W de V' tel que
() £ W # V et aucune aréte de G' ne joint un sommet de W & un sommet de
V' \ W. On numérote les sommets de V' de sorte que les p premiers sommets
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soient ceux de W et les n — p derniers soient ceux de V' \ W. La matrice A(G)
s’écrit alors .
a@ = — - — .
0O i A

ol A; est une matrice de type p x p et Ay une matrice de type (n—p) x (n—p).
Observons que pour 7 = 1,...,p, Ej (A = Z?Zl a;; = k et pour

i=p+1,...,n, ?:_f(Ag)ij = Z?Zl a;j = k. Par conséquent, les vecteurs
x=(x1,...,2y), OU
T1==xp=1 et Tpp1 =+ =Ty =0,

ety:(y1,~~~,yn)a ou
pr=-=yp=0 et Y11= =Yy, =1,

sont linéairement indépendants et vérifient A(G) -z = kx et A(G) -y = ky.
Ainsi, la dimension d du sous-espace propre associé a la valeur propre k est
telle que d > 2. Sachant que d < m, ol m est la multiplicité de la valeur propre
k en tant que racine du polynéme caractéristique de A(G), on en déduit que
m > 2, c’est-a~-dire Ay = Ao = k, ce qui contredit 'hypothese A\ > Ao

Réciproquement, supposons que G est connexe et montrons que Ay > Ag.
Soit = (x1,...,2,) un vecteur propre associé & la valeur propre k et soit ig
tel que z;, = maxi<;<p x;. Alors, kz;, = 2?21 a;,; ¢, donc

1

EZ Zojsz >y (16.1)

j voisin de ig

Cette égalité implique que x; = x;, pour tout sommet j voisin du sommet 7,
uisque, s’il existait un sommet jy voisin de ig tel que z,;, < x; , on aurait
) Jo 07

1 1
E Z il'j<E]€.’IJ7;0:.’IJ¢O,

7 voisin de g

ce qui contredirait (16.1). Comme G est connexe, on obtient, de proche en
proche, que x; = x;, pour tout sommet j. L’espace propre associé a la valeur
propre k est donc de dimension 1. Puisque la matrice A(G) est diagonalisable,
la multiplicité de la valeur propre A\; = k est égale a cette dimension, c’est-a-
dire & 1, ce qui signifie que A\; > As.

EXEMPLE. On considere encore les graphes Cs, Cy et K5 de la figure 16.3. On
vérifie facilement que les valeurs propres de A(Cs5) sont Ay =2, Ao = A3 = —1
et ceux de A(Cy) sont Ay = 2, Ay = A3 = 0, \y = —2. Dans ces deux cas,
A1 = 2 et A\ # A2, ce qui confirme le théoréme car ces graphes sont connexes.
Les valeurs propres de A(K5) sont Ay =4 et Aa = A3 = Ay = A5 = —1. On
constate que A\; > Ay et que K5 est connexe.
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LA NOTION DE BORD

Bord d’un sous-ensemble de sommets. Soit G = (V, E) un graphe et W
un sous-ensemble de V. On appelle bord de W et on note W le sous-ensemble
de E formé des arétes de G qui joignent un sommet de W a un sommet de
V \ W. Remarquons que OW = 9(V \ W).

EXEMPLE. Soit G1 = (V1, E1) et Go = (Va, E») les graphes représentés dans la
figure 16.6. Tous les deux ont le méme ensemble de sommets

Vi =Va={a,b,cde, f},
mais des ensembles différents d’arétes, puisque
E; = {ab, ac, be, cd, de, df, ef}
et
Es = {ab, ac, af, be, cd, de, ef}.

Si W = {a,b,c} C Vi, alors OW = {cd} et si U = {a,b,c} C Vs, alors
OU = {cd,af}. Dans un réseau peer-to-peer représenté par le graphe Gq, il
suffit que la connexion entre les ordinateurs c¢ et d soit interrompue pour que
b ne puisse plus communiquer avec e. En revanche, dans la configuration Ga,
b pourra encore communiquer avec e méme si I'une des connexions cd ou af
(mais pas les deux simultanément) est interrompue. Ainsi, bien qu’il y ait le
méme nombre d’arétes dans Gy et Go, la configuration Go représente un réseau
plus robuste que G1.

a / a f
b c d e b c d e

Gy Go

F1G. 16.6 — Deux réseaux.

UNE MESURE DE LA ROBUSTESSE

Si S est un ensemble (de sommets ou d’arétes), on note |\S| le nombre d’élé-
ments de S.

La connectivité entre W et V' \ W. Soit W un sous-ensemble de V tel que

() £ W # V. Posons
[OW]

min{|W|, [V\ W[}

(W) =
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Si |W| < |V \ W], le nombre ¢(W), appelé la connectivité entre W et V' \ W,
représente le rapport entre le nombre d’arétes qui relient W a V \ W et le
nombre de sommets de W. Si G représente un réseau peer-to-peer, aucun or-
dinateur de W ne pourra communiquer avec un ordinateur de V' \ W si les
c¢(W) - |W| connexions de OW sont simultanément interrompues. Il est donc
intéressant que la connectivité ¢(WW) soit grande.

La constante isopérimétrique. La constante isopérimétriqgue ou constante
d’expansion d'un graphe G = (V, E) est le nombre

i(G) = mmi/n (W),

ot W parcourt les sous-ensembles de V tels que § # W # V. Ainsi, pour
chacun de ces sous-ensembles W, ¢(W) > i(G), et la constante isopérimétrique
i(@) est une mesure de la robustesse du graphe G : plus i(G) est grand, plus
chaque ensemble de sommets est bien connecté a son complémentaire et un
grand nombre de chemins est disponible pour propager l'information.

EXEMPLE. Pour évaluer i(G1) et i(G2), ou G1 et G2 sont les graphes de la figure
16.6, il suffit, dans chaque cas, de prendre le minimum sur les sous-ensembles
W ayant 1, 2 ou 3 sommets, car W et V;\ W, i = 1,2 jouent le méme role dans
la formule qui définit i(G).

Soit W C Vi. En énumérant les différentes possibilités, on voit facilement
que dans G1,

e si |[W| =1, alors |OW] vaut 2 ou 3 et ¢(W) vaut 2 ou 3,

e si |W| =2, alors |OW] vaut 2, 3, 4 ou 5 et ¢(W) vaut 1, 3/2, 2 ou 5/2,

e si |W| =3, alors |OW| vaut 1, 4 ou 5 et ¢(W) vaut 1/3, 4/3 ou 5/3,
ce qui donne i(G7) = 1/3.

De méme, en énumérant les différents sous-ensembles U de V5, on constate
que dans Go,

e si |U| =1, alors |0U| vaut 2 ou 3 et ¢(U) vaut 2 ou 3,

e si |U| =2, alors |0U| vaut 2, 3, 4 ou 5 et ¢(U) vaut 1, 3/2, 2 ou 5/2 ,

e si |U| = 3, alors |0U| vaut 2, 3, 4, 5 ou 6 et ¢(U) vaut 2/3, 1, 4/3, 5/3

ou 2,

ce qui montre que i(G3) = 2/3 > i(G1). Ceci reflete le fait relevé ci-dessus, &
savoir que le graphe G5 est plus robuste que Gy.

La difficulté de calculer i(G). Il est généralement tres difficile de calculer la
valeur exacte de i(G). Par exemple, si le réseau comporte n = 100 sommets, il y
a 2190 ~ 1,27.10% sous-ensembles W de V' pour lesquels on doit évaluer c(W),
ce qui dépasse méme les capacités d’un gros ordinateur. Nous allons voir qu’il
est possible d’obtenir une bonne estimation de la constante isopérimétrique
i(@) al'aide des valeurs propres de la matrice d’adjacence A(G).
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LIEN ENTRE ROBUSTESSE ET VALEURS PROPRES

L’inégalité de Cheeger-Buser. Soit G un graphe simple et k-régulier ayant
n sommets, A(G) la matrice d’adjacence de G et k = A1 > Ao > -+ > A\, les
valeurs propres de A(G). Alors

k _2& <i(G) < V2k(k — X2).

REMARQUES

(1) On constate que i(G) = 0 si et seulement si Ay = k, c’est-a-dire si et
seulement si G n’est pas connexe. Si A\; > Ay, alors i(G) est d’autant plus petit
que Ay est proche de k = A\;. Ainsi, la robustesse d’un réseau peer-to-peer est
liée & 1’écart entre les deux plus grandes valeurs propres de A(G).

(2) Le calcul des valeurs propres de A(G) ne prend qu’une fraction de seconde
sur un ordinateur personnel. L’inégalité de Cheeger-Buser est donc tres pré-
cieuse.

EXEMPLES
e Soit C,, un cycle sur n sommets. On peut montrer (cf. exercice 16.15) que

2
i(Cp) = — ~
) =5
e Soit K, un graphe a n sommets dont chacun est voisin des n — 1 autres
sommets. On peut montrer (cf. exercice 16.16) que

SR

. (16.2)

[n] _n

i(Kn)=n— 1 (16.3)

De plus, Ay = n —1 et Ay = —1 (cf. exercice 16.9), d’ott k — A2 = n et
I'inégalité de Cheeger-Buser donne

n
5 <K, < Van(n— 1),

Il est clair que pour n assez grand, le graphe K, est bien mieux connecté que

C,, ce qui se quantifie par les propriétés

lim i(K,) =400 et lim i(C,) =0,

n—oo n—oo

d’apres (16.2) et (16.3).

PERSPECTIVES

L’analyse des réseaux peer-to-peer par des méthodes mathématiques qui
font en particulier appel a I’algebre linéaire est un theme de recherche actif qui
donnera lieu a des nouveaux résultats théoriques et pratiques.
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COMPLEMENT
Nous donnons ici une démonstration de I'inégalité de Cheeger-Buser.

Lemme 1. Posons 1 = (1,...,1). Alors

T.A(G) -
= s L AGE
z#0, z-1=0 s T

Démonstration. Soit P = (p; | -+ | p,) une matrice orthogonale et D =
diag(k, A2, ..., \n) telle que PT - A(G) - P = D. Puisque 1 est un vecteur
propre de A(G) associé & la valeur propre k, on peut supposer que p; est un
multiple de Il donc p; = 1/y/n-1 vuque ||p1| = 1. Soit z dans R" et y = PT -
Alors yy =pf -2z = (1/y/n)(1 - x) et

xT-A(G)mci:c -P-D-PT.x yI'-D.y

T .z - 2T .P.PT.x 4Ty
De plus, x #0 et - 1 = 0 si et seulement si y # 0 et y; = 0. Par conséquent,
T T
' - AG) - x -D-
sup % = sup yTiy (16.4)
z#£0, z-1=0 - y#£0,y1=0 Y Y

Or, pour y # 0 tel que y; = 0,

n n
T Doy=> Nyl <X oyl =Xy
=2 =2

Ainsi,
T.pD.
Y~ Y <. (16.5)
y -y
De plus, cette inégalité est une égalité pour y = (0, 1,0,...,0), ce qui montre

que le membre de droite de (16.4) est égal a Ao, et le lemme est démontré.

Lemme 2. Posons

T Y1

%ZZ%‘ (i — 25)(Yi — Y5)s x : ’

i=1 j=1

|
<
|

Alors
E(x,y) = kyT-x—xT~A(G) .

Démonstration. On constate que

1 n n
Elxy) = 5 D i@y + vy — vy — 5y

i=1 j=1

= = leylZaU + - Zx]yj Za” - —x TAG)y - %yTA(G):L'

= sz-y—xT-A(G)~y.
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Démonstration de l’inégalité de Cheeger-Buser. Commencons par la
borne inférieure. Soit W C V tel que 0 # |[W| < |[V\W/|, et donc [V\W| > L|V|.
Posons

z;=|V\W| si ieW et a;=—|W| si ie V\W.

Alorsz #0et -1 =|V\W|-|W|—|W]|-|V\W]|=0.Dapres les lemmes 1
et 2, et puisque a;;(z; — x;)* = 0 si laréte ij ¢ OW,

—= E E aij(zi — ;)" +ka' -z
2T AG) -z i=1 j=1

Tz x

1
=5 2 [OW(VA W]+ [W])?

_|_
VAW W[+ W]V \ W)

A2

Y

T .

oW V] oW ]
= - +k>-2 + k.
(WIIVAW] (W
Ainsi,
k—Xy  |OW]
< —.
2. = W

Comme cette inégalité vaut pour tout W tel que 0 # |[W| < |V \ W|, on en
déduit que

Montrons maintenant la borne supérieure. Soit = # 0 tel que A(G)-x = Aa-x
et -1 = 0. Puisque x - I = 0, quitte a remplacer x par —x, on peut supposer
que

0<|S@)| <|[V\S@)|<[V], ou S() ={ilz >0}, (16.6)

et quitte & multiplier  par un nombre positif, on peut supposer que ||y|| = 1,
ol
Yy =x; si x; >0 et y; =0 si x; <0.

Observons que
oY LS
i(G) :i(G)~||y||2:2i(G)Z/ tdt:2i(G)Z/ F1gy,o dt.
j=1"0 j=1"9

Permutons la somme et I'intégrale pour obtenir

oo

2i(G)/o DRI dtzQi(G)/O £IW,] dt,

j=1

ou Wy = {j|y; >t} L'intégrand est nul pour ¢t > sup;y;. Observons que
pour 0 < t < sup,;y;, 0 # W; C S(z) et donc, en tenant compte de (16.6),
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0 < Wil < [S@)] < [V] et Wil < [S@)| < [V\S@| < VAW
D’aprés la définition de i(G), l'intégrand est donc majoré par ¢|0Wy| /i(G)
pour 0 <t < sup, ;. Ainsi,

i(G) 32/ oWy dt:2/ t > i |dt
0 0 (i.0): v <t<y;

En permutant somme et intégrale, cette expression devient

Yj
2 ) %/ tdt = aij (Ui —v}) = > aiy [y — v}

(4,9): ¥ >y © 71) Yj>Yi (4,9): Y5>y

)

ou encore

n

%ZZ%’%—%\_ ZZ Vi |y; — yz|)(\/a_ij|yj+yi|).

1j=1 i=1 j=1
D’apres l'inégalité de Cauchy-Schwartz, ceci est majoré par

vz, 1/2
-] (XX e w)?
2
=1 j=1 i=1 j=1
1/2

g( yy 1/2 QZZa” yl—|—yj
Jj=1

=1

V2

5 (E@.w)"” (akllyl?)

= V2k (E(y.y)* .

1/2

IN

D’autre part, d’apres la définition de E(y,y) et de y, et d’apres le lemme 2,
E <& =kyl z -yt AG) -
(yy) <&(y,x) =ky -z—y - AG) -z
Puisque z est un vecteur propre de A(G), ceci devient
Eyl z—yT - Ooz)=(k—=2)yl o=k -2yl -y=k— Ay,
puisque y7 -y = 1. Ainsi,
i(G) < V2k(E(y,)"? < V2k(k — ),

ce qu’il fallait démontrer.
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Exercices

16.1. Indiquer lesquels de ces graphes sont simples, lesquels sont connexes et
lesquels sont k-réguliers; dans ce dernier cas, déterminer k.

TAN AV

Gl GQ G3 G4

16.2. Indiquer lesquels de ces graphes sont simples, lesquels sont connexes et
lesquels sont k-réguliers; dans ce dernier cas, déterminer k.

o—0—0

16.3. Ecrire la matrice d’adjacence de chaque graphe simple de ’exercice 16.1.
16.4. Ecrire la matrice d’adjacence de chaque graphe simple de ’exercice 16.2.

16.5. Dessiner le graphe G dont la matrice d’adjacence est

AG) =

_ =0 = O
—_—=0 O =
(el el e I e )
—_— O O = =
O = O = =
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16.6. Dessiner le graphe G dont la matrice d’adjacence est

0 0 0 O

A(G) =

[ NelNall
SO = OO
SO = OO
[ elNall o
_ o o oo
o= O OO

16.7. Les graphes G et G5 ci-dessous représentent un méme graphe avec des
labels différents. Donner la matrice d’adjacence de chacun de ces graphes et
trouver une relation entre ces matrices.

;\/4 .yg
2 3 2 4
Gy Gy

16.8. Les graphes H; et Hs ci-dessous représentent un méme graphe avec des
labels différents. Donner la matrice d’adjacence de chacun de ces graphes et
trouver une relation entre ces matrices.

1 [ ]4 1 [ ] 2
2 3 4 3
H, Hy
16.9. Montrer que les valeurs propres de la matrice d’adjacence du graphe K,
(n > 2) avec n sommets tous adjacents les uns aux n — 1 autres sont

M=n—-1, dg=-=X, =—1.

16.10. (a) Soit A une matrice symétrique de type n x n. Montrer que la somme
des valeurs propres de A est Tr(A). (Indication : On peut utiliser Pexercice 2.43
et le fait que A est diagonalisable.)

(b) Déduire de (a) que si G est un graphe simple avec n sommets et A est sa
matrice d’adjacence, alors la somme des valeurs propres de A est nulle.
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16.11. Considérons le graphe suivant :

(a) Ecrire la matrice d’adjacence A de ce graphe.
(b) Calculer A2.

(¢) On dit qu'un chemin du graphe d’extrémités i et j est de longueur £ $’il
joint 7 & j & laide de ¢ arétes du graphe. Montrer que le coefficient (A?%);; de
-eme

la i®™€ ligne et j colonne de la matrice A? représente le nombre de chemins
différents de longueur 2 entre les sommets i et j.

16.12 (*). Considérons le graphe G ci-dessous et le sous-ensemble W formé
des sommets 1 et 2 de G.

(a) Déterminer le bord de W.

(b) Déterminer i(G).

(c) Ecrire la matrice d’adjacence A(G).
(d) Calculer les valeurs propres de A(G).
(
1

e) Donner la valeur numérique des membres de gauche et de droite de

I

inégalité de Cheeger-Buser dans ce cas.

16.13 (*). Soit

0 01 010
0 00 1 01
100 010
M= 01 0 0 01
101 000
01 0100
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et G le graphe ayant pour matrice d’adjacence la matrice M. Indiquer, en
utilisant les propriétés de la matrice M si :

(a) G est simple;
(b) G est k-régulier;

(¢) G est connexe (Indication : Effectuer des permutations sur les lignes et les
colonnes de M — AI en vue d’utiliser le résultat de Pexercice 17.7(c));

(d) on peut déduire la valeur de la constante isopérimétrique de G.

16.14. Soit

_= =0 O O
il e R e R )
— =0 O O
O O
O O
OO R =

1 1 00

et G le graphe ayant pour matrice d’adjacence la matrice M. Indiquer, en
utilisant les propriétés de la matrice M si G est :

o

(a) simple;
(b) k-régulier;

(¢) connexe (Indication : Effectuer des opérations sur les lignes de la matrice
M — X en vue d’utiliser le résultat de 'exercice 17.7(c));

(d) bipartite? (un graphe ayant n sommets est bipartite si on peut colorier
ses sommets avec deux couleurs telles que deux sommets voisins n’aient pas la
méme couleur. On admettra la propriété suivante : un graphe simple, connexe
et k-régulier est bipartite si et seulement si la plus petite valeur propre de sa
matrice d’adjacence est —k).

(e) Dessiner le graphe G et vérifier les résultats trouvés dans (a), (b), (c) et
(d).

16.15. Soit C,, un cycle sur n sommets (voir figure 16.3 pour les cas n = 3 et
n = 4), les sommets étant numérotés consécutivement le long du cycle.

(a) Montrer que
; 2 4
(O =g = w

ou [z] est la partie entiere de z.

(b) Soit A,, la matrice d’adjacence de C,,. Montrer que, pour tout entier k, les
;eme

vecteurs uy ayant pour j composante cos((j — 1)2k7r/n) et v ayant pour

;eme

4™ composante sin((j — 1)2km/n), c’est-a-dire

1 0
cos(2km/n) sin(2km/n)
U = : et Vg = .
cos((n — 1)2kw/n) sin((n — 1)2kx/n)

sont des vecteurs propres de A, associés & la valeur propre A; = 2 cos(2k7/n).
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(c) Montrer que les vecteurs ug, k = 0,1,...,[n/2] et vy, k=1,..., [(n — 1)/2]
sont linéairement indépendants.

(d) Estimer A\ — Ay et déduire 'inégalité de Cheeger-Buser dans ce cas.
16.16. Soit K, un graphe a n sommets dont chacun est voisin des n — 1 autres
sommets.

(a) Montrer que
n n
(Kp) =n — H ~ 0

(b) Déduire de 'exercice 16.9 la valeur de Ay — A2 et écrire 'inégalité de Cheeger-
Buser dans ce cas.
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CHAPITRE 17

Exercices de révision

17.1. Répondre par Vrai ou Faux aux questions suivantes en justifiant brieve-
ment ou en donnant un contre-exemple.

(a) Soit A une matrice de type m x n. S’il existe xg # 0 vérifiant A - 29 = 0,
alors le systeme A - x = 0 admet une infinité de solutions.

b) Si A et B sont deux matrices carrées de méme type, alors A- B = B - A.
¢) Toute matrice diagonale est inversible et son inverse est diagonale.

d) Si A est une matrice symétrique et inversible, alors A~! est symétrique.

f) det(A 4+ B) = det(A) 4 det(B) pour toutes les matrices A et B de méme
ype.

g) Si A et B sont de type m X n, alors rg A = rg B si et seulement si les
matrices A et B ont le méme espace des lignes.

(
(
(
(e) L’image d’un plan par une transformation matricielle est un plan.
(
t
(

17.2. Répondre par Vrai ou Faux aux questions suivantes en justifiant brieve-
ment ou en donnant un contre-exemple.

(a) Si A est une matrice de type m x n et de rang r et b est dans R™, b # 0,
alors ’ensemble des solutions du systeme A -x = b est un sous-espace vectoriel
de R™ de dimension n — r.

(b) Soit V' un espace vectoriel muni d’un produit scalaire. Si u et v sont deux
vecteurs non nuls et orthogonaux de V', alors ils sont linéairement indépendants.

(¢) Soit V' un espace vectoriel muni d’un produit scalaire, (eq, ..., e,) une base
de V et u dans V. Alors
we le) o (e
<61361> <en76n>

(d) Soit A une matrice de type m x n et b dans R™. Il existe au moins un x
dans R™ solution du systéme A -z = b au sens des moindres carrés.

(e) Soit A une matrice de type n x n. Si det(A) = 0, alors A n’est pas
diagonalisable.

(f) Soit V et W deux espaces vectoriels de dimensions finies et T : V' — W une
transformation linéaire. Alors T" est injective si et seulement si 7" est surjective.
(g) Soit V' un espace vectoriel muni d’une base B et T : V — V une

transformation linéaire bijective. Alors [T‘l} 5= [T};l.
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17.3. Soit V =C(] —1/7,1/7[) et

fi(t) = cos(t), f2(t) =cos(2t), f3(t) = cos(3t), f% <t< <.

Montrer que la famille {f1, fo, f3} est libre.

17.4. Considérons la matrice
8 2 1
A= 1 7 3
1 1 6
(a) Sachant que 10 est une valeur propre de A, trouver une matrice diagonale
D et une matrice inversible P telles que P~'AP = D.
(b) Trouver la solution générale du systeme différentiel & = Ax.

On considere la chaine de Markov dont la matrice de transition est

B=-a
10

(¢) Sans faire de longs calculs mais en justifiant votre réponse, déterminer les
valeurs propres de B.

(d) Sans faire de longs calculs, trouver le vecteur d’état stationnaire de cette
chaine.

(e) Sans faire de longs calculs, donner la valeur de limy_. o, B*.

17.5 (*). Soit B = (e, eq,e3,e4) une base d’un espace vectoriel V. Soit
T :V — V la transformation linéaire définie par

= O NN
w o wo
0 = O =~

(a) Trouver une base de ker(T).
(b) Trouver une base de Im(T).

Soit e, e, e5 et €} les vecteurs de V' définis par
! ! ! !
e =eq, es =e1 t+eg, e3 = ey t+ ez, ey =e3+eq.

(¢) Montrer que B’ = (e}, €5, €%, €}) est une base de V.
(d) Déterminer les matrices de passage P s et Ppr 3.

(e) Quelle est la formule qui relie la matrice [T],, de T dans la base B a la
matrice [T, ?
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17.6. Soit A une matrice symétrique de type n x n et V= R". Pour tous x,y
dans V', on pose

(z,y) = (Az) -y,
ol « - » est le produit scalaire euclidien et Az est le produit matriciel de A
avec x.

(a) Montrer que si toutes les valeurs propres de A sont strictement positives,
alors cette opération définit un produit scalaire sur V. (Indication : on pourra
utiliser 1'égalité (z,y) = yT Ax).

Dans ce qui suit, on se place dans le cas particulier o n = 4 et

A:

O R = =
= o N =
= w o =
AR = O

On admettra que les valeurs propres de cette matrice sont strictement positives.
Considérons les trois vecteurs

1 -3 5
1 2 -3
0 0 1

(b) Montrer que ces vecteurs sont orthogonaux deux a deux relativement au
produit scalaire (z,y) — (x,y).

(¢) Trouver un quatrieme vecteur ey tel que (ej,es, es, eq) soit une base
orthogonale de V.

(d) Soit W le sous-espace de V' engendré par {ej,es,es}. Trouver la meilleure
approximation du vecteur

par des éléments de W.

17.7. Soit A, B et C trois matrices de type n x n, I = I, la matrice identité.
(a) Exprimer en fonction de det(A) et det(B) le déterminant

A i 0

(Expliquer vos calculs.)

(b) Trouver une matrice M telle que
A | O I | O
= =Ml = -
B I C o | C
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(¢) Exprimer en fonction de det(A), det(B) et det(C), le déterminant
A | O

B | C
Pour la suite, on suppose que n est impair et que C' est inversible.

(d) Exprimer le plus simplement possible, en fonction de det(A), det(B) et
det(C), le déterminant

B i C
A | O
(Indication : on pourra utiliser I’égalité
B i C o | I c'4 | 0
= == - __ — = — )
A | O c | O B e

17.8. Soit W et W’ deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel V,
(e1,...,e,) une base de W N W', fi,...,fm des vecteurs tels que
(e1y...y€ny f1,-.., fm) est une base de W, gq,...,g¢ des vecteurs tels que
(e1,.-+,€ny9g1,---,ge) est une base de W".

(a) Montrer que (e1,...,€n, f1,--y fmsG1,---,ge) est une base de W + W".
(b) Montrer que dim(W + W') + dim(W N W’) = dim(W) + dim (W’).

17.9. (a) Déterminer I’ensemble C' des valeurs de k pour lesquelles le systeme

21‘1 + kIL'Q — I3 =
(]i} — 5)1’1 + 3(E2 + 71’3 =
1 + 3xy 4+ 223 =

B~ Ot

peut étre résolu par la méthode de Cramer.

(b) Exprimer la solution & I'aide de la formule de Cramer lorsque k est dans C
(ne pas développer les déterminants).

(c) Dans le cas out k = 6, réduire la matrice augmentée a la forme échelonnée
simplifiée pour trouver la solution générale du systeme.

17.10 (*). Soit V V’espace vectoriel des fonctions continliment différentiables
sur Pintervalle [0, 1].

(a) Montrer que I'opération

(frq) = / (F'(0g' (1) + F(B)g(t)) dt

définit un produit scalaire sur V.

(b) Trouver une base orthonormale du sous-espace vectoriel des polynémes de
degré < 2 relativement au produit scalaire ci-dessus.

(c) Quelle est la meilleure approximation de la fonction ¢? par des polynomes
de degré <17
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17.11 (*). Soit P, 'espace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal
a2et T : Py — Py la transformation linéaire définie par

T(p)(t) = (3a — 2b) + (—2a + 3b)t + 5ct?
lorsque p(t) = a + bt + ct?.
(a) Ecrire la matrice [T]s de T dans la base B = (1,t,t2).
(b) Déterminer ker (7).
(c) Est-ce que T est surjective 7 Justifier votre réponse.
(d) Soit B = (p1,p2,p3) la base de Py définie par

(140, mO=20-1. nO=F.

Trouver la matrice [T] B de T dans la base B'.

m(t) = %

(e) Posons
TF =T oTo---0T.
| ———
k fois

A laide de (d), calculer T%(p)(t) lorsque p(t) = a + bt + ct?.
17.12. Soit T3 : R®* — R™, Ty : RP — R™, T3 : R® — RP trois
transformations matricielles définies par Ti(z) = A -z, Ta(y) = B -y et
T3(z) = C -z ou A, B et C sont des matrices de type m X n, m X p et p X n,
respectivement, telles que

A=BC.
(a) Montrer que Im(71) est égal a l'espace des colonnes de A.
(b) Montrer que si A et B ont le méme rang, alors Im(73) = Im(73).

17.13. Soit V' un espace vectoriel de dimension 4 et B = (ey,es,e3,e4) une
base de V. Soit T': V' — V la transformation linéaire définie par

T(e1) = —ex — ey, T(e2) = 3e1 + e2 + 3es + 2eq,
T(e3) = 2e1 + ez + 2e3 + ey, T(e4) = —3e1 — 3e3 — ey
(a) Ecrire la matrice [T de T dans la base B.
(b) Trouver une base de ker (T').
(¢) Trouver une base de Im (7).
(d) Soient B’ = (e}, €h, €5, €}y) une base de V' et A1, A2, A3, Ay des nombres tels

que la matrice [T], = diag(A1, A2, A3, As). Montrer que [ef],; est un vecteur
propre de [T, associé a la valeur propre A;, i = 1,...,4.

(e) Trouver une base B’ de V et des nombres Ai, A2, A3, Ay tels que [T, =
diag(A1, A2, Az, As). Déterminer les matrices de passage P g et Ppr p.
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17.14. Soit ¢ un nombre et A = (a;;) la matrice carrée d’ordre 6 définie par
_J1-a sii=17,
AR I sii .
(a) Trouver la valeur de det(A) par un calcul direct de ce déterminant.

(b) Vérifier que Ay = —a est une valeur propre de A.

(c) Donner une base du sous-espace propre correspondant a la valeur propre

A1
(d) Trouver un autre sous-espace propre de A. (Indication : exploiter le fait que
A est symétrique.)

(e) Quelle est la valeur propre correspondant & cet autre sous-espace propre ?
(f) Trouver une matrice inversible P et une matrice diagonale D telles que
P~ 1AP =D.

(g) Déduire de (f) la valeur de det(A).

17.15 (*). Soit V Despace vectoriel des polynémes de degré < 4 et W l'en-
semble des polynomes dans V qui sont de la forme p(t) = (kit + kot?) (t — 1)°,
k1, ko des nombres. On munit V' du produit scalaire et de la norme définis
comme suit : si p désigne le polyndme p(t) = pg + p1t + pat? + pat® + patt et ¢
désigne le polynome q(t) = qo + g1t + qot® + g3t + qut?, alors

(p,q) = poqo + P11 + P2q2 + p3qs + pags et ||p|| =/ (p,p) .
(a)
(b)
(¢) A Taide du procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt, trouver une base
orthonormale de W.

Montrer que W est un sous-espace vectoriel de V.

Donner une base de W (justifier votre réponse).

(d) Soit r le polynéme défini par r(t) = 10t*. Trouver projy, (r).
(e)
17.16. Soit A = (a1} --- |ay,,) une matrice carrée d’ordre m, B = (b1} --- iby)

une matrice de type m xn et C' = (cij) une matrice de type n X m. Supposons
que m > n et que A = BC.

wH > 8.

(a) Exprimer la colonne a; de A en fonction des b; et des c;;.
(b) Déduire de (a) que rg A < n.

17.17. On considere le systeme

r1t+xe = ki
To+x3 = ko
ouki,...,kn, €ER.
Tpn-1+2Tn = knfl

Il
5
3

Tp + X1
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a) Ecrire la matrice A,, du systeme.

(a)
(b) Calculer le déterminant de A,, en fonction de n.

(c) Déterminer le rang de A,, en fonction de n.

(d) Dans le cas n = 3, donner la solution du systeme & ’aide de la formule de
Cramer.

(e) Dans le cas n = 4, dire & quelle condition le systéme admet au moins une
solution et exprimer la solution générale du systeme.

17.18 (*). Soit T la transformation matricielle associée & la matrice
2 11
A= 1 2 1
4 5 3

(a) Déterminer I'image par T du plan d’équation 42 — y + z = 0.
(b) Expliquer pourquoi la transformation 7" est linéaire.

Soit B la base canonique de R3 et B’ = (€], €}, €4) une autre base de R3 donnée
par

1 1 1
ef=1-11, es =111, es =11
0 0 1

c¢) Déterminer les matrices de passage Pg ' et Pg/ .
d) Donner la matrice [T]; de T' dans la base B.

e) Calculer la matrice [T, de T dans la base B'.

(
(
(e)

(f) Est-ce que T est injective ? Justifier votre réponse.

17.19 (*). Soit

— = =3
— = 3 =
s B e
N = =

(a) Expliquer briévement pourquoi il existe une matrice orthogonale P telle
que PT AP est diagonale.

(b) Montrer que ™ — 1 et 7 4 3 sont des valeurs propres de la matrice A.

(¢) Trouver une base de chacun des sous-espaces propre de A associés & m — 1
et ™+ 3.

(d) Trouver une matrice diagonale D et une matrice orthogonale P telles que
PTAP = D.

(e) Trouver la solution générale du systeme différentiel & = Ax.
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17.20. Soit V un espace vectoriel de dimension n et T : V. — V une
application linéaire. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

(a) ker(T) NIm(T) = {0};
(b) ker(T o T) = ker(T).

17.21. Soit
25 0 1
A= 0 25 1
1 1 25

a)
b)

(a) Déterminer les valeurs propres de A.

(

(c) Est-ce que A est orthogonalement diagonalisable ? Justifier votre réponse.
(

(

Peut-on déduire de (a) que A est diagonalisable ? Justifier votre réponse.

d) Trouver la solution générale du systéme différentiel &(t) = Ax(t).

e) Si on considére A comme une matrice a coefficients dans F = {0, 1,...,25},
calculer I'inverse modulo 26 de A a I’aide des opérations dans F.

Rappel. Dans F, 1+ 25 =0et 25 x 25 = 1.

(f) Déchiffrer le cryptogramme HZGVZD sachant que le message a été chiffré
par un 3-chiffrement de Hill & ’aide de la matrice A.

17.22. Soit V un espace vectoriel de dimension n > 2 et T" une transformation
linéaire non nulle de V' dans R.

(a) Montrer que T est surjective.

(b) Calculer la dimension de ker(7T).

(c) Soit B = (e1,...,€5,€j41,--.,€,) une base de V telle que (eq,...,e;) est
une base de ker(T) et e;11,...,e, ne sont pas dans ker(T). Que vaut j?

(d) Soit S une autre transformation linéaire de V' dans R telle que ker(S) =
ker(T"). Montrer qu'’il existe un nombre k tel que S(v) = kT (v) pour tout v
dans V.

17.23. Soit
a1
az

an
un vecteur non nul de R™ et A la matrice de type n x n définie par A =a-a”.
a) Déterminer le rang de A.
b) Que vaut le déterminant de A7

c¢) Montrer que A? est proportionnelle & A.

e) Montrer que A = 0 est une valeur propre de A.

(

(

(

(d) Montrer que ||a||2 =>"" | a? est une valeur propre de A.

(e)

(f) Trouver la dimension du sous-espace propre associé a la valeur propre A = 0.
(

g) Est-ce-que A est orthogonalement diagonalisable ? Justifier votre réponse.
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17.24. Soit B = (e, €}, e, e}) une base de I'espace vectoriel V' des polynémes
de degré < 3, ou

eh =t 412, eh=1-13, ey =1+13, ey = —t+12.

Soit T : V — V la transformation linéaire définie par

[T] B =

_ O N =
O = O =
O = = O
N O = O

(a) La transformation T est-elle injective ?
(b) Pour i = 1,2,3,4, trouver [T'(e})] .
(c) Trouver T'(e}), T'(e5), T(es) et T'(e)).
(d) Déterminer T (ko + kit + kot? + k3t3).
(

e) Soit B = (e, e, €3,¢4) la base canonique de V', ou
6121, 62:t, €3=t2, 64:t3.

Déterminer les matrices de passage Pg ' et Pgr 3.

(f) Déterminer [T .

17.25. Déchiffrer le cryptogramme ISUXTCYTPO sachant qu’il est obtenu
par un 2-chiffrement de Hill et que le message clair commence par BEST.
Rappel. Dans F = {0,1,...,25},1425=0,3x9=1et 23 x 17 =1.






QUATRIEME PARTIE

Solutions des exercices






1. Systemes linéaires

1.1. En faisant la somme des deux équations, on obtient 4xy = 0. La solution
du systeme est donc 1 = 0, x3 = 0 et x3 = k, avec k un nombre. L’ensemble
des éléments de R? cherché est la droite passant par l'origine et de direction
(0,0,1).

1.2. (a) La solution générale du systeme est x1 = k, xo = 4k + 3¢, x3 = ¢, avec
k, ¢ dans R.

(b) La solution générale est x1 =5+ k — 2¢, x5 = ¢, x3 = k, avec k, ¢ dans R.

1.3. Echelonnées : (c), (d), (e), (f), (g) et (h). Echelonnées simplifiées : (d),
(), (g) et (h).
1.4. Echelonnées : (a), (c), (d), (e), (f) et (h). Echelonnées simplifiées : (a),
(d), (e) et (h).

1.5. Réponses possibles :

1-4-1 3 -3

W |01 132

2 0 0 1-15 22
0 0 0 1 —93/46
1-1 0 —1-1 1
0 1-1 6 1 0

® 1o 0 1-12-1 3
00 0 1 9-9

1.6. Réponses possibles :

@ (o

Ut =

[\ R an]

N————

—

=3

=
S O O N
OO = O
O O = =
o= OO
O NN NW
— NN W

—

o

~
OO OO
O OO N
OO = O W

—

o,

Nawz
OO OO
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1.7. Par la méthode d’élimination des inconnues, nous obtenons le nouveau
systeme

G, — X2 + 2x3 — x4 = -1
o — 2.’133 = 0,

ce qui donne la solution z; =€ — 1, x5 = 2k, z3 =k, x4 = {, avec k,{ dans R.

1.8. Par la méthode d’élimination des inconnues, nous obtenons le nouveau
systeme

r1 + a2 + 23 + x4 = 1
200+ x3 + 3xy4 = 1,

ce qui donne la solution 1 = (1 —k+40)/2, 2o = (1—-k—30)/2, 23 =k, x4 = £,
avec k, f dans R.

1.9. La solution de la premiére équation est 21 = (¢ — bk)/a, xo = k, k un
nombre quelconque, qui satisfait aussi, par hypothese, la deuxieme équation,
c’est-a-dire a(c—bk)/a+ Bk = « pour tout k dans R, d’ott k(af—ab) = ay—«c.
En particulier, £ = 0 donne ay = ac, puis k = 1 fournit a8 = ab. On en déduit
que si « = 0, alors § = 0 et v+ = 0 car a # 0. Dans ce cas, la solution
1 =c¢/a+1, x9 = 0 de aw1 + fza = 7y, n’est pas une solution de azxy +bxs = ¢,
ce qui contredit 'hypotheése. On a donc « # 0 et on peut déduire des égalités
ay = acet af = ab que b/a = B/a et ¢/a =v/a.

1.10. (a) azy + 3axs = 6a, avec a # 0.
1
(b) ak + 3a (2— §k> = 6a .

1.11. (a) Le fait que (x;,y;) appartienne a la courbe donnée signifie que
ax? —2z? + bx; + ¢ = y;, autrement dit que la suite de nombres a, b, ¢ satisfait
I’équation linéaire en les variables z, y et z suivante : 23z + z;y + 2 = y; + 222,
et ceci, pour i = 1,2, 3.

(b) Par (a), la donnée des différents points nous fournit le systéme d’équations
linéaires dont la matrice augmentée correspondante est
(1)3 1 1 3+2(1)?
232 2 1 7+ 2(2)?
(3)3 3 1 19+ 2(3)2

On peut résoudre ce systéme par la méthode d’élimination des inconnues :

La solutionest a=1,b=3et c = 1.
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1.15. Apres échelonnement (et simplification) de la matrice augmentée du
systeme par la méthode de résolution de Gauss, on obtient la matrice

110 010
0 01 01O
000100
0 000 0O
La solution du premier systéme est donc
r1=—-k—4{l, 0=k, x3=—4,x4=0¢et z5 =/, avec k, ¥ dans R.

Le second systeme n’admet aucune solution car la forme échelonnée simplifiée
de la matrice augmentée du systeme est

OO O
o o= O
o= o o
O NN O Ot
_ o O O

1.16. Apreés échelonnement (et simplification) de la matrice augmentée du
systeme par la méthode de résolution de Gauss, on obtient la matrice

1 0 0 0 3/2
01 0 0 O
001 0 O
00 0 1 1/2
La solution du systéme est donc
3
=5 xe =23=0, Ta=3-

1.17. La matrice des coeflicients commune aux deux systémes, augmentée
doublement, est

1 01 1 2 3

1 1.0 1 3 5

0 01 1 5 2
Elle admet pour forme échelonnée simplifiée

1 0 0 0-3 1

01 01 6 4

0 01 1 5 2
La solution du premier systeme est donc 1 = =3, 20 = 6 —k, x3 =5 —k
et x4 = k, avec k dans R, et la solution du deuxiéme systéme est z1 = 1,

To=4—/L, x3=2—Let x4 = ¢, avec ¢ dans R.
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1.18. On peut résoudre les deux systemes simultanément : on échelonne la
matrice doublement augmentée

11 1-2 2
-1 1-3 31
2 2 2-41
et on obtient la matrice
10 2 -=5/2 0
0 1-1 1/2 1
00 0 0 1
La solution du premier systéme est donc z; = —2k — 5/2, 0 = k + 1/2 et

x3 = k, k dans R. Le deuxiéme systéme n’a pas de solution.

1.19. En posant z; = 22, 2o = y? et x3 = tanz, on se rameéne & un systéme
linéaire qu’on résout par la méthode de Gauss. On obtient © = £2, y = £3 et
z=m/4.

1.20. En posant z1 = sin(a + ), x2 = cos(f + ) et x5 = tan+y, on se ramene
a un systéme linéaire qu'on résout par la méthode de Gauss. On obtient la
matrice échelonnée et simplifiée suivante :

1 0 0 1
01 0-1
001 O

Vu les conditions sur les angles, on obtient « = 7/2, 8 =7 et v = 0.
1.21. Une forme échelonnée de la matrice augmentée du systeme est

1 -3 -2 4
0 5 -3 -7
0 0 a>2—9 a-—3

Par conséquent, si a = 3, le systéme admet une infinité de solutions; si a = —3,
le systeme n’a aucune solution; si a # %3, le systéme admet exactement une
solution.

1.22. (a) Une forme échelonnée de la matrice augmentée du systéme est

1 1 A 1
0 A—1 1—\ 0
0 0 X+Xx-2 x-1

Pour qu’il existe une solution unique, il faut que A =1 # 0 et A2+ X —2 # 0,
autrement dit que A\ # 1 et A %% —2. Dans ce cas, la forme échelonnée simplifiée
de la matrice augmentée du systeme est

100 1/(A+2)

01 0 1/(A+2)

00 1 1/(A+2)
)

et la solution est 1 = 9 = x5 =1/(A + 2).
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(b) Dans le cas ot A = 1, la forme échelonnée simplifiée de la matrice augmentée

est
1 1 11
0 00O
0 0 0O
et la solution est x1 =1—¥¢ — k, xo = { et x3 = k, avec k,{ dans R.

Dans le cas ou A = 2, une forme échelonnée de la matrice augmentée est

O =N
—_ O =

1
0
0

O =

et le systeme n’a pas de solution.






2. Calcul matriciel

01 0 1 3
@) ©|g 1) (f)(;g)
00 0 O
2.2.
AB = ((a1}0)+(0}azi0)+---+(0lay))B

= (a1i{0)B+ (0ia2i0O)B+---+ (0ia,)B

bt @)
- (@]0) ( —- ) +oo+ (Oan) ( )
©) bl

= alblT+a2b2T+--~+anb£.

2.3. (a) A" = I, si n est pair et A™ = A sinon.
1 0 0
(byA"=1[ 0 2 0 |.
0o 0 3"
0 0 1
(c)A2=| 0 0 0 |etA"=0sin>3.
0 00

2.4. D’une part,

(2 2 - s [ 8 8
A+B_(2 2>7 d'oun (A+ B) _<8 8)'
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D’autre part,

> (1 8 > (10 (52
A_<09>, B_<O 1) etAB—( _3),

o o (12 4
A+B+2AB<12 L

On constate que la formule pour le carré de la somme de nombres (k + £)? =
k? 4 0?2 4 2k¢, n’est pas valable en général pour les matrices.

2.5. Supposons qu’il existe une matrice
a b
-0 0)

telle que B%2 = A. On effectue le calcul de B? et cette égalité devient

a*+bc ab+bd\ [0 1

ac+cd be+d*> )\ 0 0 )°
En comparant les coefficients des matrices de chaque membre de 1’égalité, nous
obtenons le systéme suivant :

a>+bc = 0
bla+d) = 1
cla+d) = 0
bc+d> = 0.

De la deuxiéme équation, nous déduisons que a + d # 0 et donc que ¢ = 0
d’apres la troisieme. Par conséquent, a = d = 0 (cela se voit en égalant ¢ &
zéro dans la premiére et la quatrieéme équation). Mais dans ce cas, la deuxieme
équation ne peut pas étre satisfaite.

2.6. (a) Faux, car, par exemple,

(To)(Ta)=r o (3

(b) Faux, comme le montre le contre-exemple

() Ea)-(oo)=(aa) ()

(¢) Vrai, car I'hypothese implique que, pour tout 1 < ¢ < m, élément (i,7) de
la matrice AAT est nul, donc

n

(447),, = > ((A)a)* =0,

k=1

ce qui entraine (A);1 = (A)2 = -+ = (A)in, = 0, ot (4);; = 0 pour tout
1<i<met1l<j<n.Autrement dit, A est la matrice nulle.
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7 N
O =
o O
N~~~
7N
O =
o O
~_
Il
7N
O =
o O

. 10
>7 mails ©2><27é(0 0)7&12

2.7.
1% : X + my lignes
(a) MN = - -
Y A } mo lignes
—~ —~
p1 col. p2 col.
Pour 1 < k < po,
ni+nz
(MN)ipyr)y = Z (M)ij(N)j(pi+k) = Zawfjk "‘wahﬂﬁ
j=1

= (AF)y + (BH) .

Ainsi X = AF + BH. On procéde de maniére analogue pour W, Y, Z.
(b) Posons
E | F
Ml=N=| — —— ——
ou E (respectivement H) est une matrice carrée d’ordre m (respectivement n).

Alors

E+BG | F+BH
Ipyn = MM~ = -——— = === ,
G H
et doncG=0,H=1,, F=1I,, F=—B. Ainsi,
I, [
M1ti= —— —— ——
0) I,
1 0 0-1
0 1-3 1
©f 00 1 o0
00 0 1
2.8.
1 omn 1
I,+K,) (I,-—K,| = I,+—K, — K?
(In + )( oan—+1 ) Jr2n—l—1 In+1" "
= I, mK, — K?
+2n+1(n , )
- In7

car K2 = 2nkK,,.
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2.9. En applicant les régles d’inversion et de transposition d’'un produit de
matrices, on obtient (CT)flAT =D, d’ou

A (D—I(CT)‘l)T =17 =1,

et donc A7 = C_l(DT)_l.

2.11. (a) 11 suffit de constater que (I + A+ A2+ A3 (I - A) =1 A* = I.
La matrice (I +A) = (I — (—A)) est inversible, car (—A) vérifie (—A)* =0, et
son inverse est donc (I + A)~! =1 — A+ A% — A3,

(b) De méme, (I + A+ A% +--- 4+ A")(I — A) = I — A"*! = . La matrice
(I + A) = (I —(—A)) est inversible, car (—A)"™ = 0 et son inverse est
(I+A) T P=T-A+A%+ - + (-1 A"

(c) La matrice considérée s’écrit sous la forme I + A avec A% = 0. Son inverse
est donc

1 0 0-1

0 1-3 1

I=4=1090 1 0

0 0 0 1

2.12. (a) Posons
X Y Z } plignes
N = U 14 W } nlignes
R S T }  m lignes
—~ ~ —~~

m col. mncol. pcol

En effectuant le produit M - N par blocs et en égalisant le résultat avec la
matrice

oo
eFale!

(©)
0],
IP

nous obtenons
AR=1,, AS=0,xn, AT =0px,, BU=0,xm, BV =1I,,

BW =0,.p, CX=0pm, CY=0pp, ct CZ=1I,.

Comme les matrices A, B et C sont inversibles, on déduit que R = A~1!,
V = B!, Z = C7!, et que les matrices X, Y, U, W, S, T sont nulles. Par
conséquent,
0) o ct
Mt'=| O B! O
A7l 0 (@)
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(b) En posant

-1 1
wen mo(U1) @ ot

on déduit de ce qui précede que

00 0 0 -1/3
00 -1/2 1/2 0
MY =00 1/2 12 o0
10 0 0 0
01 0 0 0

2.15. De I’égalité
(ABC)"BT(BCB™)" =1,

on déduit que BC(ABC) = I. Donc BC est inversible et son inverse est
(BC)~! = ABC. De plus, A(BC)? = I. Par conséquent, A est inversible et son
inverse est A~ = (BC)~.

2.16. Seules les matrices B et F sont élémentaires et leurs inverses respectives

sont
1000
_1 001 0 - 1 2
B =B=|,1 ¢ ¢ etE<o1>'
0001
2.17.
1 2 -8
EA=| 2 1 4
6 3 3

C’est aussi la matrice que 'on obtient en multipliant la troisieme ligne de A
par 3.

EyA =

N DN

9 _
1
1

S = 00

C’est aussi la matrice que 'on obtient en permutant les 2°™¢ et 3°™¢ lignes
de A.

1 2 -8
EsA=| 2 1 4
-3 -9 41

C’est aussi la matrice que 'on obtient en additionnant (—5) fois la 1** ligne
de A ala 3°™€ ligne de A.

2.18. (a) Le résultat est la matrice-colonne nulle.

(b) Si d = 0 ou e = 0, la matrice n’est pas inversible car elle a au moins une
colonne de zéros (cf. le théoreme fondamental) : dans ce cas, sa forme échelonnée
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simplifiée ne peut étre I5. Dans le cas ou d # 0 # e, en désignant par A la
matrice 5 X 5 en question, (a) indique que le systéme homogéne Az = Q57 ne
possede pas que la solution nulle. Ainsi, du théoréeme fondamental & nouveau,
nous déduisons que A n’est pas inversible.

2.19. L’échange des lignes i et j d’une matrice peut étre effectué en multipliant
la matrice a gauche par la matrice élémentaire obtenue en échangeant les i°™°
et 7°™¢ lignes de la matrice identité.

2.20. Appelons A la forme échelonnée simplifiée de A; un exemple possible
d’écriture est alors :

1 0 1 5 0
~ 0 1-3 20
A= 00 00 1l7 E1EsEsE FsEGA,
00 0 0O
ol
0 0 01 10 40
01 00 01 00
Ee=loozrto| B25loo0 10|
10 0 O 0 0 01
1 0 0 O 1-1 0 0
0 1 00 0 1 0O
Es=lo-1 10 B0 01 0]
0 0 0 1 0 0 0 1
1 0 0 O 1 0 0 2
01 0 O 01 0O
Es=1loo0o1-3| B=|0o0 10
0 0 0 1 0 0 01
La suite des facteurs FEq,...,E, n’est pas univoquement déterminée. Il est

intéressant de noter que Fjg correspond ici a la premiere opération élémentaire
effectuée sur A.

2.21. (a) Soit x tel que Az = 0. La relation donnée implique que
0=0z = (A% —24% 4+ 3A+ 20z = (A? — 2A + 31) Az + 22 = 2z,

donc x = 0.

(b) Cette propriété découle de (a), d’apres le théoréme fondamental.

(c) A3 —2A42+3A+2I=0 < A-(A2—24+3)=—2]

& A —%(A2—2A+3I) =1.

1
Donc A™! = ~3 (A% —2A +31).
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2.22. (a) La forme échelonnée simplifiée de (AiI3) est (I3iB), ou

0 1 0
B=A"1= 1 —1/2 —1/4
-2 2 3/2
(b) Al = F1FEsEsE EsEgE7, ou
1 00 1 0 0 1 0 0
Ey=10 1 0], Ey=[01/4 0], Es=1{|0 1-1 ],
0 -2 1 0 0 1 0 0 1
1 00 1 00
E4 = 01 0 5 E5 = -1 10 )
1 0 1 0 0 1
0 1 0 4 0 0
Eg = 100 , Er = 0 1 0
0 0 1 0 0 1
Notons que E; correspond ici & la premiére opération élémentaire effectuée
sur A. La suite des facteurs F1, F»,..., ainsi que leur nombre, ne sont pas
univoquement déterminés.
2.23.
1 2 1 1
A*lzH 7 -2 -2
8 4 -7

2.25. Une forme échelonnée de la matrice étant
b 0 —b 6 — 2a
01 b3 a/3
0 0 bla—3) (a—3)?
on déduit les réponses suivantes : (a) a #3,0#0; (b)a=3,0#0; (¢
a=3,b=0; (d)a#3,b=0.
2.26. Soit z une solution quelconque. Il faut trouver un xy qui satisfait

x = xp + 2o et qui est solution du systeme Az = 0. En posant o = x — zp, on
répond a la question. En effet, on a bien x = ), + z¢ et

Azg = A(lx —zp) = Az — Az, =b—-b=0.

2.27. Comme A doit étre symétrique, nous en déduisons le systeme linéaire

a — b + 2¢c = 3+4a
a + b + ¢ = c
a + ¢ = -2,
dont l'unique solution est a = —7 , b = 7 et ¢ = 5. De plus, ce sont les seules

valeurs pour lesquelles A est symétrique.
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2.28. Soit A et B deux matrices symétriques. En considérant que (AB)T =
BT AT = BA, il apparait clairement que AB est symétrique (i.e. (AB)T = AB)
si et seulement si A et B commutent. (En particulier, les puissances d’une
matrice symétrique sont symétriques.)

2.30. Soit Ef] la matrice élémentaire obtenue en ajoutant k fois la j°™° ligne
a la i®¢ ligne de I3. On réduit A a la forme échelonnée U et on obtient

3.0 1
U=| 0-1 4/3 | = E;2FE;'°E,%A,
0 0 -3
donc
1 00
A=ELPEPER U= 2/3 1 0 |U.
1/3 2 1
—_————
L
2.32.

A=(I-B)(I+B)™! AI+B)=I1-B
B+AB=1-A
I+AB=1-A4A

B = (I+A)~Y(I - A).

R A

En multipliant ’identité
(I-AI+A)=T+A-A-A*=(T+A)(I-A)
a gauche et & droite par (I + A)~!, on obtient 'identité
(IT+A) YT -A)=T-AT+A)7",
d’ott la conclusion.

2.33. Les fonctions gg, g1 et go satisfont ’équation A = goI + g1C + ¢g2C? si
et seulement si

fi = go+g1+92,
fo = go+291+4g2,
f3 = g1+4g2.
En résolvant, on obtient
go = 4fi=3fa+2f3,
g1 = —4fi+4f>—3f3,
g2 = fi—fa+f3.

2.34. (a) Evidente.

(b) Soit A = (ajj). Alors AT = —A signifie a;; = —aj; pour tous i,j. Pour
1 = 7, on obtient a;; = 0.
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2.36.
6 0 0
ATA=10 5 0
0 0 270
Ainsi,

1/6 1/6 1/3
A7 = 2/5 0 —-1/5
3/270 —15/270 6/270

2.37. (a) Faux, car, par exemple,

(-GG

(b) Faux, car AB # BA en général.

(c) Faux, car, par exemple,

Ca)les)=(oa)=(is) (o)
(EDED-GHD-GOC:

(d) Vrai, car de AB = BA, on déduit que A~*AB = A~!BA, c'est-a-dire

B =A"'BAet enfin BA™! = A71B.
2.43. Si A = (ai;) et B = (b;;) alors

a;jbji

M:

D)

i=1

M:

Tr(AB) =
1

@
Il
s
3 S
Il

3

n

j %

Il
<
th I
—~ =
—_

BA).






3. Déterminants

3.1. (a) Le premier déterminant vaut
(=1)-2-(=3)-4-(=5)-2=—240

et le second vaut

2 -1 0 1 0 9 s
0 0 2 5

=204 1 0
0 4 1 0 -1
0 7 -1 -1

= 2-((=2)(-4) +5-(-11)) =2 (—47) = —94.
(b) [pA| = 5"|A| =3 -5,

3.2. Pour calculer D, on ajoute la premiere ligne a la sixiéme et on développe
le déterminant par rapport a cette derniere. On obtient

0o 0 0 0 -3

IR R
D= (2| 4 0 017 -8 |=(-2)(-3)
0 0 0 5
0 0 0 5 —4 = o s o
5 0 -3 0 9
4 0 17 4 0
— (DN |0 05| (AN § )
5 =3 0
= (=2)(=3)(2)(=5)(4)(=3) = 720.
3.3. Les réponses sont : (a) —40; (b) —125; (c¢) —25; (d) 5.
3.4.
2 21 16 -5 2 21 16 -5
0 -3 91 18 0 -3 91 18
AI+6IBL = o o 21 9|t 0 0 1 -2
—-18 —6 12 41 18 6 —18 —36
2 21 16 -5 2 21 16 -5
lo =3 91 18| |0 -3 91 18
) 0 -1 =2 |0 0 -1 -2
0 0 —6 5 0 0 0 17

= 102.
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3.5. En ajoutant 100 fois la premiere colonne et 10 fois la deuxieme a la
troisieme, on obtient 9 fois la derniere, d’ou

1 1 7 13 1 1 117 13 1 1 13 13
1 3 5 15| |1 3 135 15| _ 9 1 3 15 15| 0
2 2 5 25| |2 2 225 25| 2 2 25 25| 7
1 5 3 17 1 5 153 17 1 5 17 17
3.6. (b) D’apres (a),
A =2 (=3)-(=1)-1-2-1-(—4) -8 = —384.
3.7. (a) 4A — B est égal a

37 21 16 -—28 37 21 16 23 37 21 16 =5
-15 -3 91 16 n -15 -3 91 21 | =15 =3 91 18
—20 0 -1 -—-24 —-20 0 -1 —4 | | -20 0 -1 -—-28

-8 —6 12 36 -8 —6 12 ) -8 —6 12 41

(4A — B) — 5C est égal &

37 21 16 =5 -35 21 16 -5 2 21 16 -5
-15 -3 91 18 " 15 -3 91 18] 0 -3 91 18
-20 0 -1 -28 20 0 -1 —28 1| 0 0 -1 -28

-8 —6 12 41 -10 -6 12 41 —-18 —6 12 41

(4A — B —5C) + 6D est égal a
2 21 16 -5 2 21 16 -5 2 21 16 -5
0 -3 91 18 " 0 -3 91 8y |0 -3 91 18
0 0 -1 -28 0 0 -1 -28| |0 0 -1 -—-28
—18 —6 12 41 18 6 —12 -36 0 0 0 )

(b)4A — B—5C+6D =2-(=3)-(=1)-5 = 30.
3.8. D’apres les propriétés du déterminant et les hypotheses,
|ABC| = |A - |B|-|C| = |A]-|B| - |[B~| = |A| - |B] - |B|”! = |A| = 8.
On déduit de |A| = |B3| = |B|® que |B| =2 et de |C| = |B|™! que |C] = 1/2.
3.11. En écrivant
1222 32 42
22 32 42 52
32 42 52 62
42 52 62 T2
et en remarquant que pour tout n,

(n+2)?2-2n+1)>2+n*=2,

on voit facilement que Ly — 2L3 + Lo = L3 — 2Ly + Ly, ou chaque L; désigne
la jeme ligne de la matrice. On a donc Ly = 3L3 — 3Ly 4+ Ly et par conséquent
D =0.
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3.12. En développant les déterminants, on trouve que les solutions sont
3+7 5 3-7
T=—fy =3 et x—T——l.
3.13. (a) |k, + A7 |A| = !(k:[n + EAfl)A| = |kA+ (1,
| A+ 14

(b) Iy + A7 = =0.
A
3.14. On trouve |A| = =113 et
60 2 0
m=-—E| T2 1 T/2|=3,  @m=18, =1
79 4 4

3.15. Le systeme s’écrit Ax = b avec

1 21 1 0
01 2 1 0
A=17 91 et b=
2 1 0 1 0
On trouve |A| = —4 et la solution est
02 1 1 101 1
o 1jo 1 21| 1 _ oo 21| _,
TT="201 01 2|7 20 T7101 11 2| "
010 1 20 0 1
1 20 1 1 210
~1fo 10 1| 1 _lfo 1 z20|_,
BB=7411 01 2|7 20 T 101 1|
21 0 1 2 1 0 0

3.16. La matrice des cofacteurs de A est
d —c
-b a

JE d -\ 1 d —b
T ad—be\ b a T ad—be\ —¢ a '

La matrice des cofacteurs de B est

donc

-3 6 0
-10 17 3 |,
16 —20 -3
|B| =9 et donc
L[ -3 6 0 r L (-3 -0 16
B—1=5 -10 17 3 =3 6 17 =20

16 —-20 -3 0 3 -3

231
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3.17. Le déterminant de toute matrice A antisymétrique d’ordre n vérifie
|A| = |- AT| = | = A| = (=1)"|A|. Si n est impair, on obtient |A| = —|A|, donc
|A| = 0.

3.18. En développant le déterminant D,, par rapport a la premiere ligne a
chaque étape, on obtient

Dn _ (_1)n+1 . (_1)n . (_1)n—1 . (_1)3 . (_1)2 — (_1>n(n+3)/2 )

On en déduit que D, = 1sin=4poun=4p+1let D, = —1sin=4p+ 2
oun =4p+ 3.

3.21. On construit des matrices carrées B et C, d’ordre m, en augmentant les
matrices B et C' par des 0 comme suit :

) } C
B = ( B @mx(m,n) ) et C= @———
(m—n)xm

On a alors |B| = |C| = 0 et par suite |A| = |BC| = |BC| = |B| - |C] = 0.
(Attention : |B| et |C| ne sont pas définies car ces matrices ne sont pas carrées.)

3.22. (a) Pour calculer D,,, on ajoute a la deuxiéme colonne —by fois la
premiere colonne, a la troisiéme colonne —b3 fois la premiere, et ainsi de suite
jusqu’a la derniére colonne a laquelle on ajoute —b,, fois la premiere colonne.
On obtient ainsi

1 0 0 --- 0
as 1
D, = : 0 0 =1
: 0
a, 0 0 1

(b) D’apres I'indication, |I,, + ab”| est égal &

a1b1 a1b2 a1b3 e albn
a2b1 a2b2 +1 a2b3 s agbn
asby asba azbs +1 --- asb,,
an,by a,ba anbs < apb, +1
1 a1b2 a1b3 e albn
0 agby+1 asbs cee asby,
+ 0 a3b2 a3b3 +1 .- a3bn
0 anbo anbs s apb, +1

Dot
I, + ab”| = a1b1 Dy + [Ty + /b7,
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ol
as b2

Ay, bn

En itérant le procédé, on obtient
|In + abT| = aiby +agbs + -+ ap_1bp—1 + |11 + a(”_l)(b(”_l))T’
= aiby +agby + -+ ap_1bp_1 +anby, + 1,

ot a(® D =g, et b(»=D =p,,.






4. Transformations de 1’espace

4.1. On calcule les trois déterminants 2 x 2 formés a 'aide de = et y et on
cherche pour quelles valeurs de k ils s’annulent tous. On trouve k = =42.
(Alternativement, on remarque que la derniére composante de x doit étre nulle
pour qu’il y ait parallélisme, d’ou1 k2 = 4, et 'on voit ensuite que x et y sont
multiples I'un de 'autre quand k = £+2.)

4.2. (a) On pose x2 =k et x3 = £ avec k et £ dans R, et 'on obtient

I1:—2—|—gk, ZL‘QZIC et Igzé.

(b) 3x1 + d5xo — 4x3 = 5.

(¢) Les conditions & remplir sont zo = 1 et 3x; — 223 = —10 (il s’agit des
équations de deux plans dont d est l'intersection).
(d) On substitue les équations paramétriques de la droite dans celle du plan et

on en déduit la valeur du parametre au point d’intersection. On trouve le point
(—13,-10,-5).

4.3. (a) Chercher z dans lintersection des deux plans revient & chercher
kl, ]{12761,52 tels que

1 -3 4 1 -7
1 | +k 1 | +ke 0] =4 1 | +4 1
1 2 -8 —6 10

Ce systeme de trois équations a quatre inconnues n’a pas de solution.

(b) La réponse est oui. En effet, le premier vecteur directeur de p; est (v4u)/2
et le deuxiéme est (u —v)/2.

(c) La réponse est oui. En effet, de (b) on déduit que p; est le plan de directions
(u,v) passant par (1,1,1). Il est donc parallele au plan p2 et n’a aucun point
commun avec lui.

4.4. (a) Il s’agit du parallélogramme dont deux cotés sont les vecteurs a et b;
(b) il s’agit de la petite diagonale du parallélogramme précédent ;
(c) il s’agit du triangle dont les c6tés sont les vecteurs a, b et a — b;

(d) il s’agit de la bande comprise entre deux droites paralléles de direction a —b
dont 'une passe par une extrémité de a (ou de b) et autre passe par 'autre
extrémité de a (ou de b).
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4.5. On calcule I'image des trois points d’intersection : 7°(0,0) = (3,0),
T(1,0) = (5,1) et T(1,2) = (3,5). Ainsi, 'image du triangle de sommets (0, 0),
(1,0), (1,2) est le triangle de sommets (3,0), (5,1), (3,5). On en déduit que les
images des trois droites sont

o+ ((2)- (3 () somr)
T(ds) = {(2):(3)+ k(f) ; kdansR},
oo = {(2)- () () oomr]

Ces informations permettent de représenter géométriquement les trois droites
et leur image.

4.6. Le plan donné est ’ensemble des x de la forme

3+k+2¢
T = k+2¢
5—8k—/¢
Comme
2 1 _?
A 2 | =-34 1 1=9 ,
-1 -8 0
4
I'image du plan par T est I’ensemble des y de la forme
4 2
0 -1
y=1| o |+ k 0
2 4

Il s’agit d'une droite dans R*.

4.7. T(z) = (_g *;l >x+<$>

4.8. En supposant, comme dans U'indication, que T'(z) = A -z + d et que

T(a):(Z;>, T(a—&-b):(z;) et T(a—&—c):(Z;),

ou u1, Uz, V1, V2, wy et wy sont donnés, nous obtenons le systeme B -y = v de
six équations linéaires en les variables a1, a2, a1, ass, di, ds, ou

a1 as 0 0 1 0 uq

0 0 al a9 0 1 U9

B— a1 +by ag+ by 0 0 1 0 ot v— (3
0 0 a1 +by ax+by 0 1 ()

a1 +c1 ags+co 0 0 1 0 w1

0 0 a1 +c1 as+cy 0 1 Wo
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Il suffit maintenant de vérifier que det(B) # 0. Ceci entrainera ’existence et
I'unicité de la solution du systéme B -y = v, donc 'unicité des coefficients de
A et de d, ce qui est la conclusion demandée. Apres permutation des lignes de
B, on voit que — det(B) est égal &

al as 0 0 10 ap asg 0 0 10
a1 +b; az+ by 0 0 10 by b2 0 0 0 O
ay+cp ag +co 0 0 10 - cit co 0 0 0O

0 0 al as 01 o 0 0 a; az 01

0 0 a1 +by az+by 0 1 0 0 b b 00

0 0 a1 +c1 as+cy 01 0 0 ¢ ¢ 00

by b |
N C1 C2 70

car, par hypothese, det(bic) # 0.

4.11. Tout z dans le triangle A de sommets (0,0), (1,0) et (1/2,1) est de la
forme

xk<(1)>+€(1{2>, aveck>0,{>0et k+£¢<1.

Donc Ti(x) est de la forme

Tl(x);k(é)+;e<1{2>k(162>+4< };g)

avec k > 0,0 >0, et k+ ¢ < 1, et T1(A) est le triangle de sommets (0, 0),
(1/2,0) et (1/4,1/2). De méme,

Tg(x):(léQ >+k< 162)+e( i?;‘) avec k>0, 0>0ctk+0<1,

T2 (A) est le triangle de sommets (1/2,0), (1/2,0) + (1/2,0) = (1,0) et
(1/4,1/2) + (1/2,0) = (3/4,1/2). Enfin,

Tg(x)z(%)Jrk( 1(/)2)+z< 172*) avec k>0, 0> 0et k+0<1,

donc T3(A) est le triangle de sommets (1/4,1/2), (3/4,1/2) et (1/2,1).

4.13. Les transformations injectives sont 77 et T3 o T;. Les transformations
surjectives sont Th, To o T} et T5.

4.14. (a) Ty o Ty(xz) = A -z, ou
6 8
A_<5 6)'

(b) Comme det(A) # 0, la matrice A est inversible, donc la transformation
T5 o Ty est surjective.






5. Produit scalaire euclidien
dans R"

5.1 flu+ 2| + lu — z[* = [jul® + 2u - = + [z + ul® - 2u- 2 + [|l2]* =
2||ul* + 2||z||? = 4||u||?>. Par conséquent, ||z|| = ||ul|. Cet ensemble est donc la
sphére centrée & l'origine et de rayon ||ul|.

5.2. Si u = (uj,u2), v = (v1,v2) et & = (x1,22), alors T(x) = (urz1 +
UgZa, V121 + V2xz). On en déduit que T'(x) = A -z, ou

A= ( e > :
U1 U2
T est donc une transformation matricielle. T' est injective si et seulement si
|A| # 0, c’est-a-dire si et seulement si les vecteurs u et v ne sont pas paralléles.

5.3. (a) la+b||?> = (a+b)-(a+b) =a-a+2a-b+b-b < |al|?+2|a-b|+b]|* <
2
lal® + 2 la]l - loll + 116> = (llall + [15]])".

(b) d(a,¢) = Jla—cl| = lla =b+b—c| <la=bl +[|b - c|| = d(a,b) + d(b, c).

5.4. (a) Soit b un vecteur directeur de d. Vu que & — T4(z) est orthogonal &
b et que (z + Ta(x))/2 appartient & d, on déduit que ||z| = ||Ta(z)|| et que
Pangle entre z et b est le méme que celui entre b et Tq(z). Par conséquent, si
z = (z1,22) = (||z| cos a, ||z]| sin ), alors

Ta(z) = (Jollcos(0—a), 2] sin(® — a))

= (|lzl|(cos @ cosa + sin@sine), ||z (sinb cosa — cosfsina))

_ cosf  sind ||| cos
n sinf —cos6 ||| sinee /-

A

De plus, |A] = —1 # 0, donc T4 est injective.

(b) Dans ce cas, Tq n’est pas une transformation matricielle car T4q(0) # 0,
mais c’est une transformation affine. C’est la transformation de (a) suivie d’une
translation.
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5.5. Posons a = Au et b = Bv. D’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz,
la - b < lal?||b]|*> ou encore |Au - Bv|> < ||Aul/?|Bv|/?>. Or, le produit
scalaire Au - Bv est égal au produit matriciel (Bv)T Au = vT BT Au. De méme,
|Bv||? = Bv-Bv = (Bv)'Bv = v"BTBv et [|Aul|?> = uT AT Au. D’ou
(vT BT Au)? < (uT AT Au)(vT BT Bo).

5.6. (a) u-v=24+3+k=0,dou k= -5

(b) u-v=4—4=0, donc u et v sont orthogonaux pour tout k.
()u-v=k*-24+1=k*-1=(k—1)(k+1) =0, donc k = 1 ou bien k = —1.
(d) u-v=Fk*+4k+6 = (k+2)2 +2 # 0, donc pour tout k, u et v ne sont pas
orthogonaux.

5.7. (a) (u+v) - (u—v)=|ul*>+v-u—u-v—|v|>=0.

(b) Posons
u v
U] = — et V] = —.
[l o]
Alors |lug]| = ||v1]| = 1 et d’apres (a), ug + vy et ug — v1 sont orthogonaux.

58. la+b|>=(a+b)(a+b)=a-a+2a-b+b-b=|al®+|b]|* car a-b=0.
Application. Si a-b = 0, alors a - (=b) = —(a-b) = 0 et donc a et —b sont
orthogonaux. D’apres le théoréme de Pythagore, ||a — b||> = ||a||®> + || — b]|*> =
lla||? +]|6]|> = 9+ 16 = 25, d’ot1 |la — b|| = 5 et d(a,b) = |la — b|| = 5.

m
vicvi+ Y vievp | = Juil?
i=1

k#i

5.9.

m
> v
=1

I
i

Application. Supposons que les v; sont deux a deux orthogonaux. Alors

m m
D leill® = > v
i=1 i=1

ce qui n’est pas possible si un des v; est non nul.

2
207

5.12. Supposons a # 0. Cherchons k tel que (x — ka) - a = 0, c’est-a-dire
r-a—ka-a=0,douk=(z-a)/|al?. Ainsi,

, 1 1 1 . 1
proj,z = ——=(x-a)Ja= —= (a-(z-a)) = ——= (a-a -x):(—aa )x
el [lall? ( ) [lall? al?

A
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Application. Dans le cas on a = (1,...,1), la matrice de la projection est
, |
n :
1 1

5.13. D’apres l'exercice 5.12, xga = proj, b. Par conséquent, pour tout z,
Ib = zal| = ||(b — proj, b) + (proj, b — za)|.

Comme (b — proj, b) est orthogonal & a, donc aussi a (proj, b — za), nous
obtenons, d’apres le théoréeme de Pythagore,

b= wall? = }b— proj, bl1? + || proj, b — zal® > [Ib — proj, b|12 = [Ib — zeall?.






6. Espaces vectoriels

6.1. Les propriétés d’espace vectoriel sont toutes clairement vérifiées, le vecteur

nul étant la matrice
0 0
0 0

et 'opposé de la matrice de ’énoncé étant la matrice
—a —(a+0)
—(a+0b) —b ’
6.2. (a) Ce n’est pas un espace vectoriel, car les propriétés (5) et (6) d'un
espace vectoriel ne sont pas vérifiées. Par exemple, (1 4+ 1)(1,1) = (2,2) #
(3,3) = 1(1,1) + 1(1, 1).

(b) Ce n’est pas un espace vectoriel, car il n’y a pas de vecteur nul dans cet
ensemble.

(¢) C’est un espace vectoriel, car les propriétés d’espace vectoriel sont toutes
vérifiées avec les lois données.

6.3. (a) Puisque V est contenu dans ’espace vectoriel des fonctions de R dans
R, il suffit de vérifier que V' en est un sous-espace vectoriel. Clairement, la
fonction Og : R — R définie par Og(x) = 0 pour tout x dans R appartient
a V. D’autre part, pour tous f,g dans V et tout nombre k, (f + kg)(1) =
f(1)+ kg(1) = 0 et donc f + kg appartient & V. Ainsi, V' est un sous-espace
vectoriel et donc un espace vectoriel.

(b) Soit f et g dans V. Alors (f + ¢)(1) = f(1) + g(1) = 2. Donc f + g
n’appartient pas a V' et, par conséquent, V' n’est pas un espace vectoriel.

(c) Soient f et g telles que f(1) = ¢g(1) = b. Si (f + g)(1) = b, alors
2b = f(1)+9(1) = (f + g)(1) = b. Donc 2b = b, ce qui implique que b = 0.
D’apres (a), la condition cherchée est donc b = 0.

6.4. (c) Supposons que k-u =0.Si k=0, il n’y a rien & démontrer. Si k # 0,
montrons que v = 0 :

1 1 1
u@l.ukio (—-k)-u(:)E-(k:-u)h:p'E-O(:)O.
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(d) 11 faut vérifier que u + (—1) - u = 0. Or,

ut (=) w21t (=) w2 1+ (1) u=0-uZo.

@ k-(cu) k(D)) D (ke (D) = () u= ((<1) - R) -
L ew D ().

6.5. La transformation Tp, associée a la matrice nulle et qui a tout = dans R™
fait correspondre Tp(x) = 0, est le vecteur nul de V. Chaque vecteur T4 dans
V' admet pour opposé le vecteur T_ 4, car (T4 +T-a)(x) =Ta(z) + T_a(z) =
A-x+ (—A) -z = 0. Les autres propriétés d’espace vectoriel sont clairement
vérifiées.

6.6. Supposons que les deux conditions (a) et (b) sont vérifiées. Alors W n’est
pas vide, car il contient ’élément 0 (d’apres (a)). Si u et v sont dans W, on
applique (b) pour k =1 et on voit que u + kv = u+ v appartient & W ; d’autre
part pour un vecteur quelconque v de W, en choisissant u = 0 (par (a)), on
déduit de (b) que le vecteur 0+ kv = kv appartient aussi & W. Réciproquement,
si u est dans W, 0 = Ou est dans W ; et enfin, comme kv appartient a W pour
tous v dans W et k dans R, on en déduit que pour tout v dans W, u + kv
appartient a W.

Application. La fonction nulle est bien dans W. Soit f et g dans W. Alors
(f_i—kj-g)/:f/+k'gl:f//+k'gl/: (f—i—k-g)”

donc f + kg est dans W. L’ensemble W est donc bien un sous-espace vectoriel
de V.

6.7. L’élément 0 est bien dans W car il s’écrit 0 = A - 0. Soit y1, yo dans W et
k un nombre. Il existe alors x; et x5 dans R™ tels que y; = A-x1 et yo = A-x5.
Le vecteur x = z1 + kxo de R™ vérifie A -z = y; + kyo, ce qui implique que
y1 + kys est dans W.

6.11. (a) La fonction nulle vérifie bien p(1) + p(—1) = 0 et, pour tous pi, po
dans ’ensemble donné,

(p1+ kp2)(1) + (p1 + kp2)(—=1) = p1(1) + kp2(1) + p1(—1) + kp2(—1)
= [p1() +pr(=1)] + [p2(1) + p2(-1)]
= 04+0=0.

(b) Ce n’est pas un sous-espace vectoriel car le polynéme nul n’est pas contenu
dans 'ensemble donné (0(1) = 0 # 1).

(c) C’est un sous-espace vectoriel. En effet, d’une part, O = 3420 et Tr(0) = 0;
d’autre part, si M = 342X et N = 3A%Y sont telles que Tr(X) = Tr(Y) = 0,
alors M + kN = 3A%(X + kY) et Tr(X + kY) = 0. Donc, par I'exercice 6.6 ci-
dessus, nous concluons que ’ensemble donné est bien un sous-espace vectoriel

de M,,.
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(d) La réponse dépend de la valeur du déterminant de A. En effet, nous savons
que det(AM) = det(A) det(M), donc si det(A) = 0, toutes les matrices vérifient
la condition et I’ensemble en question est ’espace vectoriel M,,. Si par contre
det(A) # 0, cela force det(M) = 0. Notre ensemble se réduit donc & ’ensemble
des matrices de déterminant nul. Or, cet ensemble n’est pas un sous-espace
vectoriel car, par exemple,

(38)+(30)-

est de déterminant non nul.

6.12. (a) Ce n’est pas un sous-espace vectoriel, car, par exemple,

e

appartient & I’ensemble considéré, tandis que 2A4 a tous ses coefficients entiers
et ne lui appartient donc pas.

(b) On vérifie aisément que la seule matrice qui vérifie la condition est la matrice
nulle. C’est donc un sous-espace vectoriel de M.

(c) C’est un sous-espace vectoriel car la matrice nulle, la somme de deux
matrices antidiagonales et leurs multiples par un scalaire sont antidiagonales.

(d) Ce n’est pas un sous-espace vectoriel, car, par exemple, la matrice

(38 (8 9= () o (3o

ne peut s’écrire sous cette forme. En effet, si a = (a1, az2) et b = (b1, b3), alors
il faudrait que a1b; = asbs = 1 et a1by = asb; = 0, ce qui n’est pas possible.

6.13. (a) Comme V = £((2,1,0,3),(3,-1,5,2),(—1,0,2,1)) est un espace
vectoriel, il contient nécessairement 0.

(b) Le vecteur (3,—1,5,2) =0-(2,1,0,3)+0-(—1,0,2,1) +1-(3,—1,5,2) est
bien dans V.

(c) I s’agit d’établir I’éventuelle existence de nombres ki, ko et k3 tels que
k1(2,1,0,3) + k2(3,—-1,5,2) + ks(—1,0,2,1) = (2,3,-7,3),

autrement dit, d’examiner le systeme

2k1 + 3ky — ks = 2
ki — ke = 3

Sky + 2ks = —T
3k1 + 2ky + ks = 3

et de déterminer s’il admet au moins une solution. La résolution de ce dernier
par la méthode de Gauss fournit la solution k1 = 2, ks = —1 et ks = —1, ce
qui signifie que (2,3, —7,3) appartient a V.
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(d) On procede comme en (c) et on aboutit & un systeéme sans solution, donc
(1,1,1,1) n’appartient pas a V.
4. (a) La condition est —3 by + 17by + 8b3 = 0.

R3 n’est pas le sous-espace engendré par ui,us et us car, par exemple,
(1

6.1
(b)
b= (1,1,1) ne vérifie pas la condition indiquée en (a).

6.15. (a) Soit 1 = w1 + w] et o = wy + wh deux éléments quelconques de
W +W’ et k un nombre ; alors clairement, W et W' étant des espaces vectoriels,
le vecteur

x1 + kro = w1 +wy + k(ws + wh) = wy + kws + wy + kw)
appartient & W+ W’ puisque w; + kws appartient & W et w] + kw} appartient

a W’. De plus, 0 = 0 + 0 est bien un élément de W + W".

(b) 0 appartient & W N W' car 0 appartient & W et & W’ par hypothese. Soit
u,v dans W N W' et k un nombre. Alors u + kv appartient & W N W', car W
et W’ sont des sous-espaces vectoriels.

Application. Dans ce cas, W+ W' = M,,, =V et W N W’ est 'ensemble des
matrices diagonales de V. Ce sont bien des sous-espaces vectoriels de V.

6.16. (a) k(0,0,—1) = (0,0,0) entraine k = 0, cette famille est donc libre.

(b) On cherche k; et ko tels que k1(5,1,—1) + k2(1,1,5) = (0,0,0). Il s’agit
donc de résoudre le systeme

L’unique solution est k; = ko = 0. Par conséquent, la famille est libre.

(¢) On procéde comme en (b) et on aboutit & un systéme homogene ayant une
infinité de solutions. La famille est donc liée.

6.17. Soient pq, s, ps des nombres tels que pyug + pous + pgus = 0. Alors
p1(ka +b) + pa(a + kb) + ps(ka + ¢) = 0. Cette égalité peut s’écrire

(kpy + po + kps)a + (u1 + kpo)b + pse =0.

Comme a,b,c sont linéairement indépendants, ceci implique que pz = 0,
kpi + po = 0 et pg + kpa = 0, donc s = k%us. Si k # +£1, cela entraine
o = u1 = 0 et donc la famille est libre. Si k = 41, la famille est clairement
liée.

6.21. (a) (i) 1-04+0-24+0-y=0;

(i) z—2y=(-1)-(y—2)+ (1) (z+y—2)

(b) 0= kl(Ify)+k2(l’+y) == kll‘fkly+k2$+k2y = (kl +k2)$+(k2 7k1)y,
d’ou Ifl + Ifz = ]{)2 - ]{)1 = 0. Ail’lSi, kz = kl =0.
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(c) C’est une famille libre. En effet, si kq - 1+ koe + kse!” = 0 pour tout ¢ dans
R, alors, en posant ¢ = 0, t = 1 et ¢t = 2, nous formons un systéeme linéaire
homogene qui n’a que la solution triviale k1 = ky = k3 = 0.

6.22. L’expression kix1+ koxo + k3xs + kaxs = 0 s’écrit sous forme de systéme
comme suit :
kl +k2a+k3b+k4d:0
kQ +k30+k46 =0
ks +ksf =0
ki=0.

On en déduit immédiatement que k4 = 0, ce qui implique k3 = 0, puis ko = 0
et pour finir, k; = 0.

6.23. (a) C’est une base de V. En effet, cherchons a écrire un polynoéme
quelconque de V' comme combinaison linéaire des vecteurs de notre famille :

a+ bz + cx?

kiz + ko(6 — 2%) + ks (1 + z + 42?)
6ks + k3 + (k‘l + k‘3)l‘ + (4k3 — kz).’L‘Q .

Il s’agit de résoudre le systéeme linéaire

a k1 0 6 1 k1
b | =4 k | =1 01 ko |,
C k‘3 0-1 4 k‘3

qui n’admet qu’une seule solution pour tout (a, b, ¢) si et seulement si det(A) #
0. Or det(A) = —24, ce qui entraine que tout polynéme a + bx + cx? s’écrit
d’une seule maniére comme combinaison linéaire des vecteurs de notre famille.

(b) On procede comme en (a). Le fait que les vecteurs vy, vg et vg forment une
base de R3 équivaut au fait que le systéme linéaire

kK 2 2 kq &
2 k 2 k2 = T2 =T
2 2 k kg T3

admet, pour tout  dans R3, une solution unique. Autrement dit, la matrice A
du systeme est inversible. En fait, det(A) = (k — 2)%(k + 4). Ainsi, 'ensemble
des valeurs de k qui font de (v1,v9,v3) une base est R\ {2, —4}.

6.24. Appelons les vecteurs de la famille énoncée respectivement uq, ..., uq et
montrons que cette famille est libre. L’égalité kyuy + kous + kzuz + kqug = 0
n’est vérifiée que pour k1 = --- = k4 = 0. La famille donnée est ainsi une base
du sous-espace considéré.

6.25. (a) Par exemple : {(2,—1,4)}.
(b) Par exemple : {(—5,0,3);(2,3,0)}.
(c) Par exemple : {(1, 1,0); (0,1, 1)}
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6.26. Un vecteur quelconque w de W s’écrit

w = k1(61 + 66) + kg(eg — 64) + k3(€5 — 62)
= k161 + k1€6 + k263 — k264 + ]{)365 — k362 .

Les conditions sur les composantes d’un vecteur © = x1e7 + --- + xgeg de V
pour appartenir a W sont donc 1 = xg, x3 = —24 €t x5 = —x2.

6.27. Montrons que ces vecteurs sont linéairement indépendants. De 1’égalité

3 6 0 —1 0 -8 1 0
k1<3_6>+k2<_1 0)+k3(_12 _4>—|—/€4<_1 2>=@,

on déduit le systeme

3kq + ki = 0

6k1 - kQ - 8]€3 = 0

3ky — ko — 12ks — k4 = 0
—6kq — 4ks + 2ks = 0.

Ce systeme admet 'unique solution k1 = ko = k3 = k4 = 0. Ces quatre vecteurs
sont donc linéairement indépendants. Ils appartiennent a V', un espace vectoriel
de dimension 4, et forment donc une base de V.

6.28. (a) Soit a,b,c,d, e, f, k des nombres. Comme la matrice

a b ok d e\ ([ a+kd b+ke
b ¢ e f )] \b+ke c+kf
est symétrique et que ’ensemble des matrices symétriques contient la matrice

nulle, I'assertion est démontrée.

(b) Comme dans l'exercice 6.23 (a), le fait que les trois matrices constituent
une base équivaut au fait que le systeme

kl + 2k2 + 4]€3 = a
-2k + ko — ks = b
k’l + Skz - 5k3 = C

admet une solution unique pour tout a, b, ¢ dans R. C’est bien le cas, car

1 2 4
—2 1 -1 |=-524#0.
1 3 -5

Ainsi, les trois matrices, en tant que vecteurs dans l’espace des matrices
symétriques, forment une base.

(c) Les coordonnées sont la solution du systeme

ki + 2ky + 4k3 = 4
—2%k1 + ko — kg = —11
kl + 3]€2 - 5]€3 = —7,

quiest k1 =4, kg =—2et k3 =1.
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6.33. (a) Cette famille est libre. En effet,
k(6 — ) + ko(1+t4+4t%) =0, pour tout ¢t dans R,

entraine nécessairement ky = ko = 0.

(b) Cette famille est liée, car elle contient quatre vecteurs, alors que l'espace
des polynomes de degré inférieur ou égal a 2 est de dimension 3.

(c) Cette famille est liée car
1
2— 3 4sin?(t) — 2cos?(t) =0, pour tout ¢ dans R.

(d) Cette famille est libre car, par exemple, les deux équations
k; sin? (g) + kg cos? (g) =0 et k1 sin?(0) 4 ko cos?(0) = 0

entralnent k1 = ko = 0.

6.34. Il s’agit dans chaque cas d’exhiber une base et d’en compter les éléments.
Notons E% la matrice définie par

(Eij) _J1 S%k:%etﬁzj-,
k£ 0 sik#ioul#j.
(a) Une base est (E% 1 <i <n). La dimension est n.

(b) Une base pour l'espace vectoriel des matrices triangulaires inférieures est
formée par la famille {E"”, 1 < j < i < n}. La dimension est n(n + 1)/2.

(c) Une base est formée par la famille { % — F7*) 1 < i < j < n}. La dimension
est n(n —1)/2.

(d) Une base est formée par la famille
{EY  i#j}yU{E" —FE™ 1<i<n-—1}.
La dimension est n? — 1.

6.35. Les trois premieres lignes {¢7, ¢ ¢1} forment clairement une famille
libre. De plus, elles engendrent &L(¢1,...,44), car

4 =(0,0,0,0,0,0,0) =06, +0-Ly+0-0l5.

Les colonnes ¢y, ¢4 et cg de A sont clairement linéairement indépendantes et
elles engendrent les autres colonnes de A, car co = 3¢y, ¢3 = —2¢1, ¢5 = 2¢c4+4cy
et enfin ¢; = 2¢cg + ¢4 — 1.

6.36. (a) Dans l'exercice 6.33, on a vu que {sin®(t),cos?(t)} est une famille
libre et que {2,4Sin2(t),cos2(t)} est lide. Il en découle que le rang de cette
derniere est 2.

(b) rg(A) = 4 si et seulement si det(A) # 0. Or, det(A) = —k (k + 2)(k — 1).
Nous en déduisons que rg(A) = 4 si et seulement si k est dans R\ {—2,0,1}.
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6.37. (a) Soient A1, Ay dans R tels que Ake; + Aales = 0. Alors Ak = Aol =0
et comme k, £ # 0, on en déduit que \; = 0 = Ag. Ceci montre bien
que (kep,les) est une base. (Dans tout cet exercice, il suffit de montrer
I'indépendance linéaire car on est toujours en présence de 2 (= dim(FE))
vecteurs.) Les composantes de e; et ep dans la nouvelle base sont (1/k,0) et
(0,1/£), respectivement.

(b) ea et ey sont linéairement indépendants, ils forment donc une base. Dans
cette base, les composantes de ey et ez sont (0, 1) et (1,0), respectivement.

(c) Soient Aj, A2 dans R tels que Aj(e; + kes) + Aa(ea + fe;) = 0. Alors
()\1 + £)\2)61 + (/ﬂ)\l + )\2)62 = 0, donc )\1 + £>\2 =0 et ]f)\l + )\2 = 0.1
s’ensuit que Ao(—kf 4+ 1) = 0. Or, vu ’hypothese, nous déduisons que Ay = 0
et donc Ay = 0. Dans cette base, les composantes de e; et e; sont

1 1
1 1
(—1,k) et kéfl(g’ ),

respectivement.

6.38. Notons S, Sp, S, Sy les sous-ensembles des vecteurs de R* dont les
composantes vérifient respectivement les conditions (a), (b), (c) et (d).

(a) Le vecteur (0,0,0,0) vérifie la condition (a), il est donc dans S,. Si
x = (21,0,23,24) et y = (y1,0,y3,y4) sont dans S, et k est un nombre, alors
le vecteur x + ky = (x1 + ky1,0, z3 + kys, x4 + ky4) vérifie la condition (a), il
est donc aussi dans S,. S, est par conséquent un sous-espace vectoriel de R*
qui admet e; = (1,0,0,0), e = (0,0,1,0) et e, = (0,0,0,1) pour base et qui
est de dimension 3.

(b) Le vecteur (0,0,0,0) ne vérifie pas la condition (b) et n’est donc pas dans
Sp. L’ensemble S, n’est pas un sous-espace vectoriel de R%.

(c) S, est un sous-espace vectoriel de R*. En effet, le vecteur (0,0,0,0) vérifie
la condition (c). De plus, si & = (2x9 4 23, T2, 23, 24) et y = (2y2+ Y3, Y2, Y3, Y1)
sont dans S. et k est un nombre, alors le vecteur

x4 ky = (2(z2 + ky2) + (23 + kys) , o2 + kyz , x5 + kys , x4 + kys)

vérifie la condition (c), il est donc dans S.. On vérifie facilement que e} =
(2,1,0,0), €5 = (1,0,1,0) et e = (0,0,0,1) forment une base de S, qui est
donc de dimension 3.

(d) Sg n’est pas un sous-espace vectoriel de R* car, par exemple, le vecteur
(1,1,1,0) est dans Sg, mais 2(1,1,1,0) = (2,2,2,0) ne vérifie pas la condition
(d) et n’est pas dans Sy.

6.39. (a) Appelons ¢1,... 01 les lignes de A, ¢{F', ... 0!T celles de B et
montrons que L(l1,...,40y) C L{,...,0,) (pour linclusion réciproque,
il suffira d’intervertir les roles de A et de B).

Soit u dans &L({1,...,ly). Si B résulte d’'une permutation des lignes de A,
ou, si une ligne de A a été multipliée par un nombre non nul, alors il est clair
que u est dans ZL(¢},...,¢,). Considérons le cas ol B résulte de 'opération
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0T =0T + aéf (o # 0). Sans restreindre la généralité, on peut supposer que
i=1et j=2. Alors
v = kili+-+Eknly
= kl(gll —aly) + kalo + - + kplm
= k0] + (ke — aky)lo + ksls + - + kb,
= kil + (ko — aky)ly + ksl + - - + k),

qui est bien un élément de L(¢},...,4,).

(b) Soit
A_(é>

En permutant les lignes de la matrices A de type 2 x 1, nous obtenons la matrice

5= (7).

qui n’appartient manifestement pas & £(A).

(¢) Supposons que rg(A) = r et appelons A la matrice formée & partir d’une
famille de r colonnes de A linéairement indépendantes. Soit B la matrice obte-
nue en effectuant sur les lignes de la matrice A I'unique opération élémentaire
qui a donné B a partir de A. Les colonnes de B sont donc des colonnes de B.
De I’'équivalence des systemes

k1 ky
Al ¢ |=0 <= B| : |=0, ki....keR,
k. k.
nous déduisons que la seule solution du systeme
k1
Bl : |=0
k.
est ki = -+ = k. = 0, car les colonnes de A constituent une famille libre.

Donc celles de B constituent aussi une famille libre. Enfin, comme B possede
7 colonnes linéairement indépendantes, nous en déduisons que rg(B) > r, donc
rg(A) < rg(B). Remarquons que la matrice A s’obtient & partir de B a laide
d’une seule opération élémentaire. Nous pouvons donc intervertir les roles de
A et B et obtenir 'inégalité rg(B) < rg(A), d’ou I’égalité rg(B) = rg(A).
6.40. Une forme échelonnée de la matrice est

1 2 Y z

0 4 2y—=z 2z —y

0 0 z—y—2ax z—2z—y
Pour que la matrice soit de rang 2, il faut qu’elle ait exactement deux pivots.
Il faut donc que z —y —xz =0et x — 2z —y = 0, d’ou les conditions y = 0 et
T =z.
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6.45. Cette matrice n’est jamais de rang égal a 1, quelles que soient les valeurs
de k et £ dans R, car la premiere et la troisieme colonne sont linéairement
indépendantes. Son rang vaut 2 si et seulement si k = £1 et £ = ++/3.

6.46. Sirg(A) = 2, alors deux lignes de A sont linéairement indépendantes,
donc un au moins des déterminants mentionnés est non nul.

6.47. Les b; qui répondent & la question sont les composantes des vecteurs de

1 2
1 —1
L T I
1 —2
1 5

Plus explicitement, une forme échelonnée de la matrice augmentée du systeme
est

1 2 by
0 1 by — b3
0 0 be+2b; —3bs
0 0 by+3by —4bs
0 0 by —4by + 3b3
Le systeme a donc une solution si et seulement si by = k, bg = £, by = —2k+ 3/,

by = —3k + 44, b5 = 4k — 3/ avec k, ¢ des nombres.

6.48. (a) Notons ¢y, ..., cs les colonnes de la matrice A du systéme. On remar-
que que ¢y = ¢1 — €3, ¢4 = —2¢1, €5 = 2¢1 + ¢3 et que ¢y, c3 sont linéairement
indépendants. On en déduit que rg(A) = 2 et que la dimension de l’espace des
solutions vaut 5 — 2 = 3.

(b) Apres résolution de ce systéme homogene, on trouve que les matrices-
colonnes (—1,1,1,0,0), (2,0,0,1,0), (—=3,1,0,0,1) forment une base de W.
(¢) On remarque que (0,0, 2,0,0) est une solution particuliere. Ainsi, 'ensemble
des solutions est

(0,0,2,0,0) + k1(—1,1,1,0,0) + k2(2,0,0,1,0) + k3(—3,1,0,0,1),
ou ki, ko, k3 sont des nombres.

6.49. (a) Comme un élément de ’ensemble des solutions de Az = 0 s’écrit

-3 4
1 -1
r=r 1 | +s 01,
0 1
0 1

une base est clairement
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(b) D’apres le théoréme p.48, la solution générale de Ax = b est l'ensemble des
x de la forme

8

Il
| \
W = N =

-3 4
1 -1
+k| 1 [+ o[,
0 1
0 1

|
N

ol k, £ sont des nombres. Géométriquement, ceci est le plan dans R® passant
par le point (—1,2,4,—3,—2) et de directions (—3,1,1,0,0), (4,—-1,0,1,1).

6.50. (a) Une base est ((1,2,-1,0,2),(0,0,1,0,1),(0,0,0,1,4)).
(b) Une base est ((2,1,0,3),(-2,0,5,-3),(0,1,0,0)).

6.54. (a) Le rang de la matrice du systéme est 1, car toutes ses colonnes sont
proportionnelles. Or, le rang de la matrice augmentée du systeme est 2. Le
systeme n’a donc pas de solution.

(b) La matrice A du systeéme est de rang 3 car ses trois lignes sont linéairement
indépendantes, et il en est de méme pour la matrice augmentée. Le systeme
a donc au moins une solution. Le sous espace vectoriel W des solutions du
systéme homogene Az = 0 est de dimension 1 (=4 — 3). Le systéme considéré
a une infinité de solutions, puisque la somme d’une solution particuliere et d’un
vecteur de W est aussi une solution du systeme initial.

(c) Puisque le second membre du systeéme est égal & la troisieme colonne de la
matrice du systeme moins la deuxieme, c¢’est un élément de ’espace des colonnes
de cette matrice. Le rang de cette matrice est 3, car les trois dernieres lignes
sont linéairement indépendantes. Le systeme admet donc une seule solution.

6.55. Notons A la matrice de ce systéme homogene et ¢; la i®™° ligne de A.
On remarque facilement que ¢3 = —201, {4 = 301 et {5 = —2/5, et, de plus, que
£ et L5 sont linéairement indépendants. On en déduit que rg(A) = 2 et que la
dimension du sous-espace des solutions est 5 — 2 = 3.

6.56. D’apres 'exercice 6.32, il suffit de trouver des nombres t1, ..., t, tels que
det(fi(tj)) #0. Posons t; =j—1 (ie. t1 =0,...,t, =n—1). Alors, d’apres
I’exercice 3.9,

1 1 . 1
eM et e et
2 2 2An . .
det(fi(tj)) — e e e :H(e)u, _e)\J).
em=DA1 o(n—=1X2  S(n—1)A,

Par conséquent det ( fi (tj)) =% 0, car les \; sont tous distincts.
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6.57. Notons
C1 dl
c= et d=
Cp, dn
Alors
a.CT+b.dT = (aclzzacn)_f_(bdlzzbdn)
= (a'cl—i-bdliu-iacn—{—bdn).

Sia-c¢ +b-dl =0, alors acy, + bd, = 0 pour tout k, donc ¢ = dj, = 0 pour
tout k. On en déduit que ¢ = d = 0.

6.58. Supposons que f, g et h sont linéairement dépendantes, c’est-a-dire qu’il
existe (ki, ko, k3) # (0,0,0) tel que

k1 f(t) + kag(t) + ksh(t) =0, pour tout ¢ dans R.

En dérivant cette expression, une, puis deux fois, on obtient

kif'(t) + kag'(t) + ksh/(t) =

’ tout t dans R.
kof'(t) + keg"(t) + k3h”(t) = 0, potr Touh # aats

Donc
f(t) g(t) h(t)
k| f/@t) | +ko| () | +ks| R(t) | =0, pour toutt dans R,
J7(®) g9"(t) h"(t)

ce qui entraine
[ty gt)  h(t)
f(@&) g w) |=0,
fr(e) g @) n(t)

qui est contraire & ’hypotheése. Par conséquent, {f, g, h} est libre.

6.59. Notons a; et as les colonnes de A et x1, x5 les composantes de z. Le
systeme Ax = b s’écrit z1a1 + roas = b.

(a) Dans ce cas, le systeme A’z = b s'écrit x)as + xrhay = b, ou x| et xf sont
les composantes de z’. Les solutions z et 2’ vérifient donc } = x5 et xb, = ;.

(b) Dans ce cas, le systeme A’'z’ = b s’écrit 3z a; + xhas = b. Les solutions x
et o’ vérifient donc 32} = 1 et z}, = xs.

(c) Dans ce cas, le systeme A’x’ = b s’écrit
xhay + xh(as + Hay) = (2] + 5xh)a; + xhas = b.

Les solutions x et ¢’ vérifient donc o} +5z5 = 21 et x4, = xq, donc ) = x1—5x.



7. Espaces vectoriels munis
d’un produit scalaire

7.1. (a) Cette opération est un produit scalaire. En effet, les propriétés de sy-
métrie et de linéarité sont clairement vérifiées. Pour la positivité, en complétant
les carrés, nous obtenons

a3 4 5a3 + 5a3 + 4ajas — dazaz = (ay + 2a2)* + (a2 — 2a3)* +a3 >0,

ce qui entraine aussi que a = 0 si ||a]| = 0.

(b) Ce n’est pas un produit scalaire, car la propriété de positivité est en défaut :
(0,1,1) # (0,0,0) mais <(07 1,1),(0,1, 1)> =0.

(¢) C’est un produit scalaire. Les propriétés de symétrie et de linéarité sont
clairement vérifiées. Pour la positivité, en complétant les carrés, nous obtenons
8&% + 5&% + 5CL§ + 4(11(12 — 4(11(13 + 4(12&3
= (a1 + 2a2)? + (ag + 2a3)? + (2a; — a3z)® + 3a3 >0,

ce qui entraine aussi que @ = 0 si ||a]| = 0.

7.2. (a) Cette opération est un produit scalaire. En effet, les propriétés de sy-
métrie et de linéarité sont clairement vérifiées. Pour la positivité, en complétant
les carrés, nous obtenons
a? + 5a3 + 3a2 + 4ajay — 2 — 6agas + a2
1 2 3 102 ai1a3 asaz + aj
= (a1 + 2az — a3)? + a3 + 243 — 2aza3 + a3
= (a1 + 2az — ag)* + (a2 — a3)® + a3 + a}
>0,

ce qui entraine aussi que A = O si ||A|| = 0.

(b) Ce n’est pas un produit scalaire, car la propriété de positivité est en défaut :
IQ 7£ O mais <I2,IQ> =0.

(¢) Ce n’est pas un produit scalaire, car la linéarité n’est pas vérifiée :
I+, L)y=16#8=4+4= (I, 1) + (I, ),

ou encore (215, I5) = 16 # 8 = 2(Is, I1).
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7.3. (a) Sachant que e; = (1,0,0), ea = (0,1,0) et e5 = (0,0, 1), on applique la
formule du produit scalaire et on obtient (ej,e1) =1, (e1,e2) = 2, (e1,e3) =0,
(e2,e2) =5, {ea,e3) = —2 et (e3,e3) = 5.

(b) La famille (eq, ez, e3) étant une base de R3, un vecteur v de R? s’écrit v =
kie1+ koes + kses, ou ky, ka, k3 sont des nombres. Pour que la famille (e, v, e3)
soit orthogonale, il faut que (e1,v) = k1 4+ 2ky = 0, (e3,v) = —2ko +5k3 =0 et
(e1,e3) = 0, ce qui est bien le cas. On en déduit que v = k(—10e; + 5es + 2e3),
ou k est un nombre quelconque.

7.4. (a) Sachant que

W_(10Y Lo _(01) Lo (00 2 _ (00
=(o0) 2= (00) 2= (10) @ = (31),

on applique la formule du produit scalaire et on obtient (E'!, F1) = 1,
<E11,E12> — 2, <E11,E21> — _17 <E117E22> — O7 <E12,E12> — 57 <E12,E21> —
_3’ <E12,E22> — O7 <E21,E21> — 3, <E21,E22> =0 et <E22,E22> =1
(b) Une matrice M dans My s’écrit M = kyE' + ko B2 + k3 E?! + kyE?2,
ott k1, kg, k3, k4 sont des nombres. Comme la famille (E'!, E12 4+ 2E21 E?2) est
orthogonale, pour que la famille (B, E'2 + 2E21 M, E??) soit orthogonale, il
suffit que (B, M) = ky + 2ky — k3 = 0, (E'2, M) + 2(E?', M) = 2k1 + ko —
3ks — 2ky — 6ko + 6k3 = —ko +3ks =0 et <E22,M> = ks = 0. On en déduit
que M = k(—5E" + 3E12 + E?!), olt k est un nombre quelconque.

7.5. Soit p, q,r dans Pa et £, m dans R. Alors
(p,a) = p(0)q(0) +p'(0)q'(0) + p"(0)q"(0)
= q(0)p(0) +¢'(0)p'(0) + ¢"(0)p"(0) = (g, p) ,

2
(p+maq,r) = Z tp+mq) ™ (0)r*)(0)

- (S o) cn($e000)

=0 k=0

Up,r) +mlq,T),
et

) =3 (00) 20,

k=0
. 2 2 2 _—
Si [[pl[* = 0, alors (p(0))”+(p'(0)) "+ (p"(0))” = 0, d’ou p(0) = p'(0) = p"(0) =
0. Ainsi, p = 0, car si p(t) = ko + kit + kot?, alors p(0) = ko, p'(0) =
p"(0) = 2k,.
7.6. Les trois vecteurs proposés sont orthogonaux pour le produit scalaire
euclidien. Ils constituent donc une famille libre.
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7.7. Un produit scalaire possible est

(x,y) = 2x1y1 + To2y2 + T3Y3 + Tays -

7.8. Non. L’inégalité est fausse car, par exemple, avec a; = ags = 1 et
ag = ag = - = a, = 0, le membre de gauche vaut 4 et le membre de
droite vaut 2. L’inégalité correcte est (aj + -+ + a,)? < n(a? + -+ + a2),
qui n’est autre que l'inégalité de Cauchy-Schwarz (dans R™ muni du produit
scalaire euclidien) au carré, appliquée aux vecteurs (1,1,...,1) et (aq,...,ap) :

(al+"'+an)2 = ‘<(1,1,...,1),(041,...,an)>’2
11 D s an) || = nla2 + -+ a2).

IN

7.13. (a) En considérant R? muni du produit scalaire euclidien, nous avons :

acosy+bsiny = {((a,b),(cosv,sinv))

< H(a,b)” . ||(cosy,sin*y)“ =+Va?+b%.

(b) Posons f(t) = v/t et g(t) = e"/2. D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

2 2

= |<f’g>|2

/01 VEe 2 gt /O1 F()g(t) dt

1 1 e — 1
< WfIPIgl2 = [ tat | e tdt= ,
2
0 0 e

—t/2

De plus, comme v/t et e sont linéairement indépendantes, l'inégalité est

stricte.
7.14. (a) Soit f(t) =1 et g(t) = VInt. D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

2 2

= (.9 < If1219]®

/ Vintdt
1

/1 " Ft)g(t) de

Tr=e

/1dt/1 (Int)dt = (e — 1)(t Int —t)

z=1

(b) D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
/ Visintdt = (Vt,Vsint)
0
< IVAIVERE = (7 )" ()7 st = =

L’inégalité est stricte car v/f et v/sint sont linéairement indépendantes.
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7.15. (a) On considére l'opération qui, a chaque couple (x,y) d’éléments de
R3, associe le nombre

(x,y) = x1y1 + 222y2 + T3Y3 — Taysz — T3Y2 .

On vérifie facilement que cette opération définit un produit scalaire dans R3
et que l'inégalité cherchée est I'inégalité de Cauchy-Schwarz (au carré) pour ce
produit scalaire appliquée a x et y.

(b) De l’exercice 7.5, nous savons que l'opération

(p,q) = p(0)q(0) + p'(0)q’(0) + p"(0)¢" (0)

définit un produit scalaire dans Ps. L’inégalité proposée est donc 'inégalité de
Cauchy-Schwarz (au carré) pour ce produit scalaire appliquée aux polynomes
petq.

(c) On peut aussi voir 'inégalité proposée en (b) comme 'inégalité de Cauchy-
Schwarz (au carré) pour le produit scalaire usuel de R?® appliquée & = =
(p(0),p'(0),p"(0)) et y = (q(0),¢(0),¢"(0)). Cette inégalité est donc valable
pour tous polynomes p et q.

(d) Dans (a), I’égalité n’a lieu que si ¢ = (x1,22,23) et y = (y1,y2,y3) sont
linéairement dépendants, c’est-a-dire s’il existe un nombre k # 0 tel que = = ky.
Dans (b), légalité n’a lieu que si les polynémes p et ¢ sont linéairement
dépendants, c¢’est-a-dire s’il existe un nombre k # 0 tel que p = kq.

Dans (c), ’égalité n’a lieu que si

z = (p(0),p'(0),p"(0)) et y=(q(0),4'(0),4q"(0))

sont linéairement dépendants, donc si et seulement si la partie de degré 2 de p
est proportionnelle a la partie de degré 2 de gq.

7.16. (a) (v;,v;) =0si1#j.

(b) Soit u le vecteur donné. Posons B = (v1,vq,v3) et calculons d’abord ||v;||?
avec i = 1,2,3 : [[vr|?= [Jv2]|? = ||Jvs]|*= 9. Ainsi :

0t = (e Sl L)) — 0,

sl 7 flo2ll* 7 [lvsl?

@ fls=(-3.5.3):

7.17. (a) <Ui,’0j> =0sit # ]

(b) Soit A la matrice donnée. Posons B = (v1, va,v3,v4) et calculons d’abord
lvil|? avec i = 1,...,4 : ||lv1]|?> =7, ||Jve]|?> = 21, |jv3]|> = 6, ||v4]|? = 2. Ainsi,

A = () Ay (3L 1L
s\ o277 leal2 )\ 77637 1872)°
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7.18. Comme uyg = uy + us — usz, I(ul,’LLQ,’LL3,U4) = i(ul,uQ,ug). Ortho-
gonalisons (u1, us,ug) par le procédé de Gram-Schmidt :

w1 = Uy = (17072?0)7

. U2, W 2 1
W2 = Uz — PIO],,, U2 = U2 — <|2 ||;> wyp = <__7O757_1>7

w3 = Uz — Proj L(w, w,) U3 = U3 — wy — wy = (—2,1,1,1),
et finalement,

~ 1 ~ 5 - 1
= — s = — t = .
U, \/5 w1 U, \/;wg (§] Ugq \/? w3

Ainsi,

(020) (o0 2) (e o)

est la base cherchée.

EN]

7.19. Il est évident que (ul,uQ,ug) est une famille libre. On orthogonalise
(u1,us,us) par le procédé de Gram-Schmidt :

w1 = U1 = (150,0>7

Wy = Uy — Proj,, Us = Uy — 2,1,0),
P, furl? )
: (us, w1) (uz, wa)
w3 = U3 — Pro Uz = U3z — 1— 2 =(—4,2,1
oL (w, w,) e |2 [[wa]2 ( )
Puisque |Jw1]| = [Jwe]] = |Jws|| = ﬁl = wy, U, = wy et U, = ws. Ainsi
(U1, u2,u3) = ((1,0,0),(—2,1,0), (—4,2,1)) est la base cherchée.

7.20. Pour résoudre le systeme, on met la matrice augmentée

(o vs % 757 0)

sous forme échelonnée simplifiée

1 0 0 0 0

0 1 =3 —=2/vV3 0 )"
D’ou la solution

2
1’1:0, $2:\/§k1+%k2, llfgikl et 1‘4:]€2, kl,deaHSR.
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Autrement dit, toute solution du systeme est de la forme k; (0, \/5,1,0) +
ko (0, 2/4/3,0, 1), k1, ks dans R. Il s’agit donc de trouver la projection ortho-
gonale de b sur EL’((O, V3,1,0),(0,2//3,0, 1)) = L(e1,ez). Pour ce faire, il
suffit d’orthonormaliser (e, e2) par le procédé de Gram-Schmidt, qui donne

V3 1 1 V3 V3
up = (0,775,0 et up = 0717—777 )
puis d’appliquer la formule projy, b = (b, ui)us + (b, u2)us. On obtient finale-

ment
3v3 3
pI‘ijb: (077\/_7570> .

Alternative. Voir la solution de l'exercice 7.26(b).

7.21. (a) Si kyug + -+ + kpu, =0, alors
ki = <k1u1 ++knun,’U2> :0

(b) Comme (uq,...,uy) est libre et que la dimension de V est n, la famille
(u1,...,un) est une base de V. Si x est dans V', alors © = zqug + - - + xpuy, €t
on voit que (x,v;) = x;.

(c) Sila base (u1, ..., uy) est orthonormale, alors

v = (U, u)ur + - A (U, Un)Un = (Vg Us)U; = Uy

7.26. (a) Il faut résoudre le systéme linéaire ATA -z = AT - b. Or,

7, (6 0 T 27
was(80) e was (),

ce qui donne x1 = 9/2 et 3 = —3 comme solution au sens des moindres carrés
de A-x =b. En posant W = af({al, ag}), ot A = (a1 {az), nous avons
-9
1
projyyb=A-z=A4 9/2 =—-| —-24
-3 2 15

(b) En cherchant une base de l’ensemble des solutions du systeme donné, on
forme la matrice

0 0
_ | V3 2/VB s AT 4 _ [ 4 2 v ,_ (6
A= 1 0 , dou A" A= 2 7/3 et A b= R
0 1

On calcule la solution au sens des moindres carrés de A - = b, qui est

(%)

et enfin projy b= A -2 = (0, 3v/3/2, 3/2, 0).



Espaces vectoriels munis d’un produit scalaire 261

7.27. Soit A la matrice du systeme. Alors

3 -3 4 4
ATA=1| -3 6 —6 et AT b= -3 |,
4 -6 7 6

ce qui donne le systeme ATA -z = AT - b & résoudre. La solution de ce dernier
systeme est
-1
T = 3
4

7.28. Sachant que ATA=Tet BTB=1,0na:

(a) (AHA T =AHAT) T =T =1,

(b) (AB)(AB)T = ABBTAT = AAT =T,

(c) |AP = |A||A| = |A||AT| = |[AAT| = |I| = L.

7.29. (1) Si A est orthogonale et symétrique, alors AA = AAT = I, donc A
est involutive.

(2) Si A est symétrique et involutive, alors AAT = AA = I, donc A est
orthogonale.

(3) Si A est orthogonale et involutive, alors A = Al = AAAT = A2AT = AT,
donc A est symétrique.

7.30. En effectuant le produit AT A, qui doit étre égal & la matrice identité si
A est orthogonale, nous déduisons les valeurs requises de «, 3, et § suivantes :
a=4,3=v=0et d ==£5.

7.31. (a) |A| = |aU| = a™|U| = £a™.

(b) D’apres le calcul précédent, nous voyons que A est inversible si et seulement
sia # 0.

(c) Si a # 0, alors A(a=1UT) = (aU)(a"1UT) = UUT = I,,, donc atUT est
Iinverse de A.

7.32. (a) On cherche & calculer la projection de 3 sur le sous-espace vectoriel
engendré par (1,t,t?). Une possibilité est de chercher ki,ko et k3 tels que
q(t) = t3 — (k1 + kat + k3t?) soit orthogonal & 1,¢,¢2 :

-2

O = <q,1> = ?71{5372]{31
2 2 3
= t = —-—-k = ki =ks=0cet ko= —.
0 (q,t) 5 32 1 3 et kg 5
-2 2
0 = (q,82) = —Zky—Tk
<Qa > 5 3 31

La meilleure approximation de p(t) par des polynémes de degré < 2 est donc
s(t) = (3/5)t. Une autre possibilité est d’orthogonaliser la base (1,t,t%) au
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moyen du procédé de Gram-Schmidt, puis d’effectuer la projection orthogonale
de t3 sur W = £(1,t,t%). Le procédé de Gram-Schmidt donne la base

orthonormée
L V3,35, \/5>

(ell7el27e,3):<ﬁ7ﬁt72\/§ 2\/5

Ainsi, la projection orthogonale est

3 [t 3
proju (t3) = (t3,e}) e 4+ (13, eh)el 4+ (13, e}) ey = —t/ trdt=Z+¢.
——— ——— 2 J_ )
0 0

(b) Les graphes de t +— t3 et t %t sont donnés dans la figure ci-dessous.
Remarquons que l'erreur commise en approximant 3 par un polynéme 7(t) de
degré < 2 est Ht3 —7(t)]|. Cette erreur est minimale avec r(t) = (3/5)t et vérifie

|£2 — (3/5)t”2 < A, ol A est laire en gris sur la figure.

7.33. La meilleure approximation est

. f.9) 7T 3
— - =",
proig / 0.0 "B T

—~

7.38. (a) On vérifie sans peine que cette matrice est orthogonale. Son inverse
est donc sa transposée.

(b) La matrice n’est pas orthogonale car le produit scalaire de la premiere
colonne avec la derniere n’est pas nul.
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7.39. (a) Comme les lignes de A sont orthogonales deux & deux et non nulles,
elles sont linéairement indépendantes et donc A est inversible d’apres les
théoréemes p.47 et p.33.

(b) Pour i = 1,2,3,4, soit £; la i*™ ligne de A. Alors

4 [161]]? 0 0 0
v_ | b2 |y 0 |l 0 0 _
AAT = £3 (fl 62 63 &l)_ 0 0 ||£3||2 0 _Aa
4y 0 0 0 [[€4])?

d’ott A(ATA™1) = I,. La matrice A est donc inversible et son inverse est

39 4 12
11 -2-6 6 18

1 _ gTaA-1_ 1
AT =474 - 26 2 -6 -6 18
3 -9 4 -12
(c) Posons D = diag(||¢1]],...,[|¢s]]). La matrice D est inversible d’apres

(a), et vérifie D2 = A. Comme AAT = A = D? on a D"1AATD™! =
I = (D 'A)(D71A)T, car D est diagonale. La matrice U = D~1A est donc
orthogonale et A = DU.

7.40. Posons [p], = (k1, ko, k3, ka). Alors p(t) = 2 — 12 + 3t3 = k(=1 +t) +
ko(1+t) + k3t? + kgt3. Ainsi, ki, ko, k3, k4 est la solution du systéme

—k1 4+ ko = 2
ki + ko = 0
ks - 1

ky = 3.

On obtient [p|p = (—1,1,-1,3).

7.41. (a) Posons [A]p = (k1, k2, k3, kq). Alors

4 1 -1 0 1 0 0 0 0
(20)—k1( 1 0>+/€2(1 O>+k3<0 )+/€4<0 1).
Ainsi, kq, ko, ks, ks est la solution d’un systeéme linéaire. On obtient [A]p =

(—-1,3,1,0).

(b) On voit facilement que :

O =

—1 0

1 1 0
[Ell]zsz§ o | [E12]B: 1 |-

0 0

1 0

1 1 0

[Egl}B: 21 0 | [EQQ]B_ 0

0 1
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7.42. (a) Au préalable, constatons que les bases B et B’ sont orthonormées
pour le produit scalaire euclidien. Par définition,

Ppr = ([u] s i [uz]s {us]s) -
Puisque B’ est orthonormée,
U; - U1

[wilsr = | wi-v2 |,
U5 + V3

d’ou
(A5 VE NG
Pg g = 3 —17/3v/5 10/3v5 —4/3/5
4/3 4/3 -7/3
Comme les bases B et B’ sont orthonormées, la matrice de passage Pgs p est
orthogonale et Pg = (Pgr.5) ' = (Pg )T

(b) Comme en (a),

w - UL 1
[’w]B: w - u2 = 1
W - U3 1

et

1/3

D’autre part,
11/V/5
—11/3V5
1/3

w - v

1

[w]B/: w'UQ = —
w - V3

. 11/V/5
[w]g = P s [wg =5 (11/3\/5

7.43. (a) Posons u = (uy, ug, us, ug) et

+ ko + k3 + ky

SO =
O = =
— ==

ou ki, ko, k3, k4 sont les composantes de u dans la base B qu’on détermine en
résolvant le systeme

1 1 1 1 k‘l (251
0 1 1 1 ]CQ o U9
0 0 1 1 Ifg o us
0 0 0 1 k4 Uy
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On obtient ky = uyq, k3 = uz — ug, ko = us — uz et k1 = uy — ug, d’ou

1-1 0 0
0 1-1 0
A= 0o 0 1-1 |
0O 0 0 1
et on a bien
kr 1-1 0 0 u
ke | |0 1-1 0 Us
ks | =l o o 1-1 us
k4 0 0 0 1 Uy
De fagon analogue, on trouve
0 0-11
1 0-1 1 0
[—
A_Q -1 1 00
1 0 0 0
(b) On déduit de (a) que
[ulg = A'lu = A’A" )5,
d’ou
0 0-1 1 1-1 0 0\ "
1 0-1 1 0 0 1-1 0
— A'A-1 —
C=A4" =311 1 000 0 0 1-1
1 0 0 0 0 0 0 1
0 0-1 0
_ 1 0-1 0 0
21 -1 0 00
1 1 1 1
(¢) SiC = (c1]--ics) et u=c¢j, alors
0
0
lejls = (al--iea) | 1 — position j
0
0
= Cj.

Ainsi, la j*™¢ colonne de C est la matrice-colonne formée des composantes de
e; dans la base B’, donc C = Py 3.
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7.44. Posons z = (a,b) = [a]§ - [b]g = (b,a) = [b|f - [als # 0 et s = 1/z.

(a) A% = 12 — 4s[a]i- [b]§ + 452 (o] - (o5 - [als - O], = 12 — 4sla)s - [ + 4%[a]s
2§ = I,,.

b) Soit k dans R tel que k 0 et a = kb. Posons t = 2/||b||2. Alors
( q

AT = (I, — t[b]s - [b]g)T = I, — tlb]g - [B]5 = A, donc A est symétrique.
Comme A est involutive d’apres (a) (cf. exercice 7.29), A est orthogonale.

(c) A est involutive d’apres (a). Si de plus, A est orthogonale, alors A est
symétrique (cf. exercice 7.29), ce qui implique que [b]s - [a]§ = [als - [b]f, d’ou
([b]s-[al%) - [als = ([a]s-[]5) - [als, c’est-a-dire bl|al|* = az et a = s||al[*b = Ab,
olt A = sljal®.

7.45. (a) Comme les colonnes de A sont deux & deux orthogonales, elles
forment une famille libre de n vecteurs. Il en résulte que le rang de A vaut
n. Ainsi, on a n < rg(A) <rg(Aib) <n et le systéme a donc une solution.

(b) Le systéme Az = b posseéde exactement une solution, qui est x = A~1b (A
étant inversible par (a)).

7.46. (a) Soit A = (a1 | --- | ay) une matrice inversible. Alors les vecteurs
ai,...,a, sont linéairement indépendants et, d’apres le procédé de Gram-
Schmidt, il existe uq,...,u, dans R™ tels que pour tout j dans {1,...,n},
(u1,...,u;) est une base orthonormée du sous-espace vectoriel de R™ engendré
par les vecteurs ai,...,a;. Par conséquent, pour chaque j dans {1,...,n},
il existe des nombres réels ty;,...,t;; tels que a; = tyu + -+ + tju;. 1l
résulte directement de la définition du produit matriciel que A = UT, avec
U= (ur}---iuy,) orthogonale et

1 ) 1
V14 ’

w

|
[
—

Uy =

H
=

H
8l
[\

ot

Donc
1 3vV3 —V14 1
U=——| 2v3 V14 -4 |,
VR\ 5 v s
et

14v/3 143 103

1
—= 0 3V14 414
A
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7.51. (a) Ho(t) = 1, Hi(t) = 2t, Ha(t) = 4t — 2, H3(t) = 83 — 12¢,

Hy(t) = 16t* — 48t% + 12, H5(t) = 32¢5 — 160t> + 120¢.

(b) Soit m et n deux entiers non négatifs et distincts. Il faut montrer que

(Hpm, Hy) = 0, c'est-a-dire que
/ Hy () H,(He ™ dt = 0.

Or H,, vérifie
H)(t) — 2tH, (t) + 2mH,,(t) = 0.

En multipliant cette égalité par H,, (), on obtient

H (t)H,(t) — 2tH), (t)H,(t) + 2mH, (t)H,(t) = 0.

De méme, H,, vérifie
H)/(t) — 2tH, (t) + 2nH,(t) = 0.
En multipliant cette égalité par H,,(t), on obtient

H(t)H,, (t) — 2tH,, (t)Hp, (t) + 2nH,, (t)H, (t) = 0.

De (7.1) et (7.2), on déduit que

2(n —m)Hum () Hn(t) = Hy,(6)Ho(t) — Hy/(£) Hin (1)
_2t(H;n(t)Hn(t) - Hiz(t)Hm(t)) )
d’ou
2(n—m)(Hpy, Hy) = 2(n—m) /_ Hm(t)Hn(t)e_t2 dt

= [ (00 - HO )

— 00

(7.1)

—2 / h t(H, () H, (8) — HY () Hy () e dt .

— 00

En intégrant par parties dans la derniere intégrale, on voit que celle-ci est

égale a
t=+o0

(011,01, 0) — 1 0) )~

t=—o0

On obtient donc que
20— ) (s Ho) = | (L0 (0) = HL (O H ()

car pour tout polyndéme p,

lim p(t)e*t2 =0.

t—too

Ceci montre que (H,,, H,) = 0.

t=—+o0

t=—o0






8. Valeurs et vecteurs propres

8.1. (a) Le polynome caractéristique de A est (2 — \)(3 + A\)?2, celui de B est
(=2 — A)(A2 — 3X + 10).

(b) Les valeurs propres de A sont 2 et —3. Les vecteurs propres associés aux
valeurs propres 2 et —3 sont respectivement

-1 1
El 1], k£0 e ¢ 0|, ¢#0.
0 1

L’unique valeur propre de B est —2 et les vecteurs propres qui lui sont associés
sont de la forme

1
kKl O ], k#0.
0
8.2. Notons L; la i®™® ligne de la matrice A—71I5,7 = 1,...,5. On remarque que

Ly = —2Ly = (2/3)Ls5, donc det(A — 7I5) = 0 et 7 est bien une valeur propre
de A. En remarquant aussi que L3z = (5/2)L4 et que Lq et Lz sont linéairement
indépendantes, on déduit que le rang de A — 715 est 2 et que la dimension du
sous-espace propre correspondant a la valeur propre 7 est 5 — 2 = 3.

8.3. (a) det(A — M) = (1 — \)?(—4 — \). Les valeurs propres de A sont donc
1et —4.

(b) Le rang de A — I3 est 1 et la dimension du sous-espace des solutions de
(A —Is)x =0 est 2. Le rang de A 4 413 est 2 et la dimension cherchée est 1.

8.4. (a) On sait que A est inversible si et seulement si det(A) # 0. Or,
det(A) = det(A — 0I) et det(A — 0I) # 0 si et seulement si A = 0 n’est
pas une valeur propre de A.

(b) Si A est une valeur propre de A, alors il existe x # 0 tel que Az = Ax.
Comme A est inversible, + = MA~z, et puisque X\ # 0 d’apres (a), A=tz =
A1z et A7! est une valeur propre de A71.

(c) Soit A une valeur propre de A et z un vecteur propre associé a A. Alors

Afp = AF T Az = AR g = MAF2A2 = N2AF 20 = ... = Mo
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8.5. (a) Les solutions de 1’équation caractéristique
—2-X  6/5 2
det(A — ) = 0 —1-X 1 |[=Xx2-2)=0
-5 5 3—-A

sont les valeurs propres Ay = 0, Ao = V2 et A3 = —/2.

(b) Pour trouver les bases cherchées, on résout les trois systémes linéaires
(A— NIz =0aveci=1,2,3, et on obtient respectivement

8 —2+4V2 —2 42
U1 = 5 ; V2 = _5+5\/§ ) U3 = _5_5\/5
5 5 5

(¢) Oui, la matrice A n’est pas inversible, car A = 0 est une valeur propre de
A, donc det(A) = 0.

(d) Si x est un vecteur propre de A associé a la valeur propre A, il vérifie
Az = Az, donc A%z = A2z et A2 est une valeur propre de A2 associée au méme
vecteur propre . Les valeurs propres de A2 sont donc A\ = 0 et Ay = 2, cette
derniere étant de multiplicité 2.

(e) D’apres (d), (v1) est une base du sous-espace associé & A1 et (vq,v3) une
base du sous-espace associé & g, ol v, ve, vz sont les vecteurs trouvés en (b).

8.6. (a) On calcule le polynéme caractéristique

—-1-A —2 0 —2
_ 1 2—A 0 1] 9
det(B — \I) = 0 0 2-21 0 =—1-=-X*1+N(2-XN),
-1 -1 0 -
ce qui donne les valeurs propres A\ = 1, Ay = —1 et A3 = 2.

(b) Les bases cherchées sont obtenues en résolvant les trois systémes linéaires
(B—XI)x =0,i=1,2,3. Les bases des sous-espaces propres correspondant
respectivement a A1, As et A3 sont

-1 -1 2 0

1 0 -1 0

€1 = 0 , €2 = 0 ) €3 = 0 ) €4 = 1
0 1 1 0

(c) Comme A = 0 n’est pas une valeur propre de B, det(B) # 0. La matrice B
est donc inversible.

(d) D’apres I'exercice 8.4 (b), si A est une valeur propre de B alors A~! est une
valeur propre de B~!. Les valeurs propres de B~! sont donc A\ = 1, Ay = —1
et A3t =1/2.

(e) D’apres lexercice 8.4 (b), si « est un vecteur propre de B associé & la valeur
propre A, alors il est un vecteur propre de B~! associé a la valeur propre A7 1.
On déduit donc de (b) que (e, ez) est une base du sous-espace associé & Ap,
(e3) & Az et (es) & A3', ol e, eg, €3, eq sont les vecteurs trouvés en (b).
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8.7. Par hypothese, B = P~'AP, donc le polynéme caractéristique de B est

det(B—AL,) = det(P~1AP —\I,)
= det(P~'AP — AP~1I,P)
= det(P~AP — P~I\I,P)

I
o

= det(P~ )det(A Al,) det(P)

(P

(

(P

et(P (A— /\In))
(

det(A — \1,),

qui est le polynome caractéristique de A.

8.8. La matrice A étant triangulaire, ses valeurs propres sont les coefficients
de sa diagonale, qui sont 1, 7, 0 et 1/3. D’apres 'exercice 8.4(c), les valeurs
propres de A° sont 1, 72, 0 et 37°.

8.9. (a) D’apres lexercice 8.3, les racines du polyndme caractéristique de A
sont réelles et la dimension de chaque sous-espace S(\) est égale & la multiplicité
de la valeur propre A, donc A est diagonalisable.

(b) D’apres Uexercice 8.3, les valeurs propres de A sont 1 et —4. Des bases des
sous-espaces S(1) et S(—4) sont respectivement

0 1 -3
11,1 0 et -3
0 1 2
Ainsi, en posant
0 1-3
P=|1 0-3 1,
01 2
on a
10 0
D=P1'AP=10 1 0
0 0 -4

8.10. (a) L’équation
det(A— X)) = X6 —-A)+ ANk +£—11) -3k —£+6=0

indique que A = 0 est une racine double si et seulement si k + ¢ — 11
=3k + ¢ — 6 =0, autrement dit, si k = —5/2 et £ = 27/2.

(b) Pour les valeurs de k et ¢ trouvées, le rang de

1 -5/2 0
A=[1 2 1
0 27/2 3

est 2. Ainsi, d’apres le théoréme du rang, la dimension de S(0) vaut 3 —2 = 1.
A n’est donc pas diagonalisable.
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8.11. (a) De ’égalité P~1AP = D, on déduit que A = PDP~!. De plus,
A*=PDP'PDP ' =PD(P'P)DP' = PD?*P!
et si A"~ = PD" 1P~1 alors
A" = AA™! = pppP~tpPD P~ = pD P!,

(b) Les valeurs propres de A sont 1 (double) et 1/2; des bases des sous-espaces
propres S(1) et S(1/2) sont respectivement

1 0 1
0,1 0 et -2 ,
0 1 1
d’ou
1 0 1 1 0
P=|0 0-2], D=0 1 0
01 1 0 2-1

et A= PDP~!. Ainsi,

1 27'(1-27") 0
A =pPD"Pt=1[ 0 2—n 0
0 27'(1-2"") 1

Finalement,
271 0

0 0
271 1

lim A" =
n—oo

SO =

8.12. (a) On calcule le polynéme caractéristique

det(P — \I) = 1_7;_A 1—3—A =A-1DA-(1-p-9q),

ce qui donne les valeurs propres Ay =l et Ao =1—p—gq.

(b) Si p+ g # 0, alors A\ # As et P est diagonalisable, sinon, P est déja
diagonale.

(¢c) Si p+q # 0, les vecteurs propres associés respectivement aux valeurs propres
let1l—p—qsont

k(q> et z(‘l), k et £ non nuls.
p 1

Donc Q~'PQ = D, ou

(q -1 (10 a1 (1
Q_(p 1 )’D_<0 1pq) o @ _p+q(p Q)'
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(d) De I’égalité P* = QD*Q~", on déduit que limy_.o, P* existe si et seulement
si limg_, oo DF existe. Il suffit done d’examiner Uexistence de limy_, oo (1 —p—q)k,
car DF = diag(l, (1 —p—q)k). L’hypothese 0 < p+ ¢ < 2 entraine les inégalités
-1 < 1—-p—gq <1, qui permettent de conclure que la limite existe si et
seulement si —1 # 1 — p — ¢, c’est-a-dire p + q # 2.

(e) Si0 < p+q<2, alors limy_oo(1—p—q)* =0cet
1
lim P* = Q- diag(1,0) - 1<q q>'
hoee @ dis(h,0)-@ p+q\p P
Sip+4g=0, limy_,o P* = Is.

8.13. Pour calculer A™, on va diagonaliser A (cf. la solution de l'exercice
8.11(a)). Le polynome caractéristique de A étant A\? — 25, ses valeurs propres
sont —5 et 5, les vecteurs propres associés respectifs sont

k(_zl))> et E(?), k et £ non nuls,

d’ou
A 1/-3 2 -5 0 -1 2
5 1 1 0 5 1 3
et
An 1/-3 2 (=5)™ 0 -1 2
5 1 1 0 5n 1 3
Ainsi,

_ 1/ 3e7® 425 —6(e®—€%)
T B\ —e P +ed 2e5 4360 ‘

8.18. (a) A est triangulaire supérieure, ses valeurs propres sont donc —1/2 et
—1, chacune étant de multiplicité algébrique égale a 2 : il suffit donc d’exa-
miner les dimensions des sous-espaces propres associés S(—1/2) et S(—1).
Apres résolution des systemes homogenes respectifs (A + (1/2)1 )x =0 et
(A 4+ Iz = 0, nous obtenons, pour chacun des sous-espaces propres S(—1/2)
et S(—1), une base formée de deux vecteurs, ce qui prouve que A est diagona-
lisable. Une matrice qui diagonalise A est

1 0 -6 —10

0 1 -4 4
P= 0 0 1 0|’

0 0 O 1

dont les deux premieres colonnes sont une base des solutions du premier systeme
mentionné et les deux dernieres une base des solutions du deuxieéme systeme.

De plus, P"'AP = diag(—1/2,-1/2,—1,-1).
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(b) Nous remarquons & nouveau que A est triangulaire, ses valeurs propres
sont donc —1/2 et —1. Cette fois, les dimensions respectives de S(—1/2) et
S(—1) sont 2 et 1. Puisque A n’a pas quatre vecteurs propres linéairement
indépendants, A n’est pas diagonalisable.

8.19. Les valeurs propres de A sont 2 (de multiplicité 3) et —1. Des vecteurs
propres linéairement indépendants associés & la valeur propre 2 sont (0, 0,0, 1),
(1,0,1,0), (—1/2,1,0,0) et un vecteur propre associé a la valeur propre —1 est
(—=1,—-1/2,1,0). Puisque A est symétrique, elle est orthogonalement diagonali-
sable a ’aide de la matrice P dont les colonnes s’obtiennent en orthogonalisant
les vecteurs propres trouvés par le procédé de Gram-Schmidt. D’ou

—-2/3 1/vV2 —1/3v2

0
P ~1/3 0 0 2v/2/3
Sl 2/3 0 1/vV2 1/3V2

1

0 0 0

(Remarquer l’étape supplémentaire, par rapport & la diagonalisation, pour
rendre P orthogonale).

8.20. (a) La matrice I,, — vv” est orthogonalement diagonalisable car elle est
symétrique. En effet, (I, — vo™)T = I,, — (voT)T = I,, — voT.
")

(b) Le vecteur v vérifie (I, —vvT)v = v —vvlv =v(1 —vTv) =v(1 - [|v|?) =

(1 = |lv]?)v. Cest donc un vecteur propre associé a la valeur propre 1 — [|v]|?.

(c) SivTw =w-v =0, alors (I, — vvT)w = w — vvlw = w. Donc w est un
vecteur propre associé a la valeur propre 1.

(d) D’aprés (b), v = (1,0,1) est un vecteur propre de I3 —vvT associé a la valeur

propre —1. Tout vecteur orthogonal & v est de la forme k(1,0,—1) + £(0,1,0),
donc une base orthogonale du sous-espace propre S(1) associé a la valeur propre
1 est ((1,07 —-1), (0, 1,0))7 car la dimension de S(1) ne peut excéder 2. Pour
obtenir la matrice P, il suffit donc de normaliser ces trois derniers vecteurs et
on obtient

0 1 1

P=—1[+Vv2 00

V2 0 -1 1

8.21. (a) Le polynome caractéristique de A est (—A)(A\%2 — 1). Les valeurs
propres de A sont donc \; =0, Ay =1 et A3 = —1.

(b) La matrice A est symétrique et ses valeurs propres sont distinctes, donc ses
vecteurs propres sont orthogonaux.

(c) Les vecteurs propres associés & A\ = 0 sont solution de Az = 0, donc ils
sont de la forme £(0,0,1), avec k # 0. Ceux associés & Ay = 1 sont solution de
(A— Iz =0, donc de la forme k(1,1,0), avec k # 0, tandis que ceux associés
a A3 = —1 sont solution de (A + I)z = 0, donc de la forme k(1,—1,0), k # 0.
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On en déduit que PTAP = D, ou

1 0 1 1 0 0 O
P=— 0 1-1 et D= 01 0
V2L 2 0 o0 0 0-1
8.22. (a) Le polynoéme caractéristique de A s’écrit
—-1-X =2t 0 0 tA—1) 1-—\2
det(A—-\I) = 0 1-X =3t |=|0 1—-2X —3t
1 t 1-A 1 t 1-A
| tr=1) 1-a2
o 1—A -3t

= 1-3N(\-(1-32).

Ainsi, la matrice A admet trois valeurs propres réelles si et seulement si
1 —3t2 > 0, c’est-a-dire si et seulement si ¢ < 1/3. Donc I'ensemble des ¢
qui donnent trois valeurs propres réelles est I'intervalle [—1/v/3, 1/v/3] et ces
valeurs propres sont A\; = 1, Ag = /1 — 3t2, A3 = —/1 — 3t2.

(b) Quelle que soit la valeur de ¢ dans Iintervalle [~1/v/3, 1/v/3], on voit
facilement que |A2| = [A3] <1 = |\]. D’autre part, sit =0, on a |Ag| = |A3| =
1. La réponse est donc A\; = 1 (dans le cas ol ¢t = 0, les deux valeurs propres 1
et —1 ont la méme valeur absolue).

(c) Les vecteurs propres associés & A\; = 1 sont solution de (A — I)x = 0. Une
forme échelonnée de

—2 -2t 0 1t 0
A-I=[0 o0 -3t Stant 0 0 -3t |,
1t 0 00 0

deux cas se présentent :
—sit # 0, les vecteurs x = k(—t,1,0) avec k # 0 sont les vecteurs propres
associés a la valeur propre 1;
—sit =0, les vecteurs

0 0
z=k| 1 |+£4] O avec k? + 02 #£0
0 1

sont les vecteurs propres associés a la valeur propre 1.
Les vecteurs propres associés & A3 = —1 sont solution de (A + Iz = 0, avec
t = 0. Ils sont donc de la forme x =k (1,0,—1), k& # 0.

(d) En examinant le polynéme caractéristique, on distingue deux cas :
~lecas 1 —3t2 =0 (t = +1/v3), o \; = 1 et Ay = A3 = 0. Dans ce cas,
la matrice A a pour forme échelonnée simplifiée

1 0 2
0 1 -3t
0 0 O
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et les vecteurs propres associés a la valeur propre 0, qui sont solution de
Az = 0, sont de la forme

-2

1
r=k| 3t , k#0, out=+—;
1 V3

—lecast=0,0u A\ = X2 =1et A\3 =—1 et dans ce cas nous avons déja
trouvé les vecteurs propres en (c).

8.23. Désignons par p(A) = det(A — AI) le polynoéme caractéristique de A.
Son terme constant ¢y se trouve alors en posant A = 0. Ainsi ¢y = p(0) =
det(A — 0I) = det(A).

8.24. Soit P la matrice ayant pour colonnes les n vecteurs propres linéairement
indépendants de A. Alors P"'AP = D, o D est une matrice diagonale.
Puisque B a les mémes vecteurs propres que A, on a aussi P"'BP = D', ot D’
est une matrice diagonale. Ainsi, puisque deux matrices diagonales commutent,
on a

AB

(PDP~Y)(PD'P~Y) = PD(P~'P)D'P~! = PDD'P~!
= PD'DP~'=PD'P-1PDP~' = (PD'P~1)(PDP~!) = BA.

8.25. (a) La matrice A est orthogonalement diagonalisable car elle est symé-
trique.

—4-X 0 3
(b) det(A — \3) = 0 2—-X 0 [=(2-)N(\—-25)
3 0 4-\

= 2=-MNA+5AN=-5).
Les vecteurs (0,1,0), (1,0,3) et (—3,0,1) sont des vecteurs propres associés

respectivement aux valeurs propres 2, 5, et —5. On normalise ces vecteurs pour
former les colonnes de la matrice orthogonale

. 0 1 -3
P=——| v10 0 0 |,
V10 0 3 1

dont I'inverse est

1 0 V10 0
pl=pr—__—_ 1 0 31,
VIO\ Z3 ¢
de sorte que
2 0 0
PTAP=D=|0 5 0
0 0 -5
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(c) D’apres la solution de Iexercice 8.11 (a),

2" 0 0
A" = P 0o 5 0 PT
0 0 (=5)"
) 5" 4+ 9(—5)" 0 3(5)"—3(—5)"
= = 0 102" 0
10

35" —3(=5)" 0 9(5)" + (=5)"

(d) Oui. En effet, D est inversible et A = PDP~! est un produit de matrices
inversibles, donc A est aussi inversible et son inverse est A~ = PD"1P~! =
PD~'PT. Puisque

|
L
I
jan}
i
L
(an]

on déduit que

L (8 06
A*lzprlpT:% 0 25 0
6 0 8

8.30. Le polynome caractéristique de A est
det(A — M) = —(3+ M) (\? — 2\ +10) .

Les valeurs propres de A sont donc Ay = —3, \s =1 —3i et \3 = 1+ 3i. Les
vecteurs propres correspondants sont, respectivement, les matrices colonnes
k(1,0,0), k(—1 + 3i,5 + 154,10) et k(—1 — 3i,5 — 154,10), k # 0, k dans C.
Ainsi, la matrice cherchée est

1 -1+4+3 —-1-3:
P=10 5415 5-15

0 10 10
et son inverse est
1 -1/5 1/5
Pl= 0 —i/30 1/20+14/60

o

i/30  1/20 —i/60

8.31. Le polynome caractéristique de A est

-2 -1 1 0
1 =X 0 1
0 0 -x -1
0 0 1 =X

det(A — \I) = =\ +1)%.
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On en déduit que les valeurs propres de A sont A\; =i et Ao = —i, chacune
étant double. Les vecteurs propres associés a A; sont solutions du systeme
(A —il)x =0, qui a pour matrice des coefficients

- —1 1 0

. 1 —2 0 1
AZi=1"09 o - 2
0 0 1 —

La forme échelonnée simplifiée de A — il est

—1

O = O O

0
1
0
0

oo o
o O O

Les vecteurs propres sont donc (ik,k,0,0), k # 0, k dans C. De méme, les
vecteurs propres associés & Ao sont solutions du systeme (A + i)z = 0 et
sont donc (—ik, k,0,0), k # 0, k dans C. On ne peut pas trouver une matrice
inversible qui répond a la question car A; est de multiplicité 2 et le sous-espace
propre S(A1) qui lui est associé est de dimension 1 (c’est d’ailleurs aussi le cas
pour Ag).



9. Transformations linéaires

9.1. (a) La linéarité de Ty découle de celle du produit scalaire.

(b) Ty n’est pas linéaire. En effet, pour = # 0,
Tr(—z) = ||—zl| = V{~2,—x) = V(z,2) = ||| # —To(x).

(c) T5 est linéaire, d’apres les propriétés du produit matriciel.

9.2. (a) Ty est linéaire. En effet,

n n n

Tr(A+B)=> (A+B)ii=» (A)i+ Y _(B)ii=Tr(A)+ Tr(B)

i=1 =1 i=1

et

n

Tr(kA) = (kA)ii =k (A)i = kTr(A).
i=1 i=1

(b) T, est linéaire. En effet, (A + B)T = AT + BT et (kA)T = kAT,
(c) T5 n’est pas linéaire, car T3(—A) = T5(A) # —T3(A) si la premiére ligne de
A n’est pas nulle.
9.3. (a) La transformation T est linéaire, car T'(kf + fg) = (kf + Lg) =
kf' + L9 = kT(f)+ €T (g) si k, £ sont dans R et f, g sont dans V.
(b) La transformation T est linéaire, car T'(kf + £g) = (kf + £g)(xo) =
kf(xo) +Lg(zo) = KT(f) + LT (g)-
9.4. (a) Soit k, ¢, x,y dans R. Alors T, (kx + ly) = (kx + ly)w = kxw + lyw =
kT, (x) + €T, (y). Lapplication T,, est donc linéaire pour tout w.

(b) Soit P, 'application de V' dans R définie par P, (v) = (u,v). Cette derniere
application est clairement linéaire d’apres les propriétés du produit scalaire.
Or,

T'(v) = proj, v = <|LZ|7|)2> u= (T, /juj2 © Pu)(v).

T est donc bien linéaire, car elle est la composée de deux applications linéaires.

9.5. (a) La transformation T n’est pas linéaire, car si det(X) # 0, T(kX) =
det(kX) = k?det(X) # kdet(X) = kT(X).

(b) La transformation 7" est linéaire, car

det(kxiv) = kdet(ziv) et det(z+yiv)=det(ziv)+det(yiv).
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9.6. Soit  dans R®. Si [z]; = (k1, ko, k3), alors
Xr = kl’Ul + ]{321)2 + ]{531}3
et
T(l‘) = le(Ul) + kQT(Ug) + k3T(1)3)

= k1(47 1) + k?(oa 1) + k3(71a0)

= (4ky — ks, k1 + ka).
Notons € la base canonique de R3. Pour exprimer T'(z) en fonction de [z], =
(w1, 22, 23), il suffit d’exprimer [z], en fonction de [z]; a l'aide de I'égalité
[z]5 = Pg,¢ [#]c. La matrice de passage Pg ¢ est l'inverse de Pep qui est la
matrice de ’exercice 2.23. On a donc

1 1 1
kl = T (21'1 +‘T2+5L’3)7 kQ = — (7371721‘272%3), kg = f(8£1+433277$€3) .
11 11 11
D’ou )
T(x) =T (x1,22,23) = 11 (1123,921 — 2 —x3) .
Finalement, T'(1,2,7) = (7,0).

9.7. Posons p1(t) = 1+ ¢, pa(t) = 1 —t et p3(t) = 1. On remarque que
(1/2)p1 + (1/2)p2 = p3, donc toute application linéaire T' de Py dans Py doit
vérifier

T(ps) = 5 T(p) + 3 Tlp)

L’application T ne peut donc étre linéaire, puisque
1 1

T(PB):tQ#%+§t=§T(P1)+%T(P2)~

9.8. (a) Soit k,¢ dans R et p, ¢ dans Py. Alors

T(kp(x) + tg(z)) = w(kp(z) + Llg(x))
= kap(z) + leq(x) = KT (p(x)) + (T (q(x))

donc T est linéaire.
(b) Soit p(x) = ap+a1z+azz? dans Ps. Si p(z) est dans ker(T'), alors T (p(z)) =
xp(z) = apx + a12? + az? est le polynéme nul, d’olt ag = a; = az = 0. Donc
p(z) est le polynéme nul et ker(7T') = {0}.
(c) Soit q(x) dans Im(T). 1l existe p(x) = ag + a1x + azx? tel que ¢(x) =
T(p(z)) = zp(x) = apr+arz*+azx®, donc {z, 22, 23} engendre Im(T'). Comme
cette famille est libre, elle est une base de Im(T).
9.9. (a) Une fonction f est dans ker(T) si et seulement si T(f) = 0 = f'.
Le noyau de T est donc le sous-espace des fonctions constantes. Pour toute
fonction g dans W, sa primitive

f(x) = / "ty dr

vérifie T'(f) = g. L’application T est donc surjective et son image est W.
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(b) Une fonction f est dans ker(T) si et seulement si T'(f) = 0 = f(=zo). Le
noyau de T est donc le sous-espace des fonctions qui s’annulent en xg. Pour
tout nombre k, la fonction constante f(x) = k vérifie T(f) = f(xo) = k.
L’application T est donc surjective et son image est R.

9.14. (a) Le noyau de T est le sous-espace des solutions du systeme A -z = 0.
La forme échelonnée simplifiée de A est

1 01 01
01 1 0 2
00010
0 0 0 00O
et donc une base de ker(T") est

-1 -1
-2 -1

01, 1

0 0

1 0

(b) L’image de T est I’espace des colonnes de A. Notons a; la i®™® colonne de
A. En examinant la forme échelonnée simplifiée de A, on voit que (a1, as, as)

est une base de 'image de T
(¢) rg(T) = dimIm(T") = 3.

9.15. (a) La linéarité découle des propriétés des opérations sur les compo-
santes. Si A = a1 My + aaMs + asMs + a4 My et A appartient & ker(7T'), alors

o
S
i

T(A) = =[Als = ;

o O O
S
w

d’olt a1 = az = az = a4 = 0, c’est-a-dire A = Oy. Autrement dit, ker(T") =
{0y} Soit & présent y = (y1,%2,¥3,y4) dans R%. On voit facilement que y =
[z]s = T(z), ot 'on a posé & = yy My +ya Mao+ys Mz+ys M,. Ainsi, Im(T) = R*,
autrement dit 7" est surjective et rg(7) = dimIm(7) = dim(R*) = 4.

(b) La linéarité est évidente. Déterminons le noyau de S. Soit donc z =
(71,2, 23,74) dans R* tel que Sz = Oy = 21 My + xoMy + w3M3 + 14 M)y.
Alors 1 = -+ = 24 = 0 car {Mq,..., My} est une famille libre. Ceci montre
que ker(S) = {0} et la transformation S est donc injective. Soit y dans V. Il
existe y1,...,ys dans R tels que y = y1 My + - -+ + y4My. On a alors

Y1
y=5| :
Ya
D’ot Im(S) =V et rg(S) = 4.
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(c) L’espace vectoriel M,,x,, est de dimension n%. On peut donc généraliser les
résultats de (a) et (b) & des applications de M,,y,, dans R™".

9.16. Soit x dans ker(T") et z dans Im(7T'). Par définition de Im(7T'), il existe y
dans R"™ tel que z = Ay. Par conséquent,

(2,2) = (2, Ay) = (Ay)" -w = y" ATa = y" Az = (Az,y) = (0,y) = 0.
Ainsi, tous les vecteurs de ker(T') sont orthogonaux aux vecteurs de Im(T).

9.17. D’apres le théoreme p.90, nous avons
dim V' = dimker(T") + dimIm(T") .

Comme la transformation T' est bijective, elle est injective et par conséquent
dimker(7) = 0. De plus, T est surjective, donc Im(7T") = W. Nous en déduisons
que dimV = dim W.

9.18. (a) Soit T : P3 — R* la transformation définie par
T(ao + a1t + a2t2 + a3t3) = (ao, ai, as, a3) .

On vérifie sans peine que cette transformation est linéaire. Si p(t) = ag +
ait + ast? + azt? est dans ker(T'), cela signifie que T'(p) = (0,0, 0,0). Par suite,
ag = a3 = az = az3 = 0 et donc p est le polynéome nul. On voit alors que
ker(T) = {0} et donc que T est injective. Les espaces vectoriels P3 et R* étant
tous deux de dimension 4, I'injectivité de T implique la surjectivité. Ainsi, T" est
bijective. Son inverse est définie par T~ (bg, by, ba, b3) = by + byt + bat? + bst3.
Remarquons que T : P3 — R* définie par T"(p) = (p(0),p'(0),p"(0),p"(0))
répond aussi a la question.

(b) Comme la dimension de P5 est différente de celle de R?, nous déduisons

de V’exercice 9.17 qu’il ne peut pas y avoir de transformation linéaire bijective
entre ces deux espaces.

9.19. Soit p(t) = ko+kit+kat?+k3t® un polynome de degré < 3. Un bref calcul
donne T'(p)(t) = (k1 + 6ka) + (2ka + 18k3)t + 3k3t%. On voit alors facilement
que T'(p) = 0 si et seulement si k1 = ko = k3 = 0.

(a) Nous déduisons du calcul précédent que {1} est une base de ker T

(b) Puisque dim(P3) = 4 et dimker(7T) = 1, le théoréme p.90 nous affirme que
dim Im(T") = 3. Or, Im(T') est contenu dans ’espace vectoriel Py des polynémes

de degré inférieur ou égal a 2, dont la dimension est 3. Par conséquent,
Im(T) = Py. Ainsi, (1,t,t2) est une base de Im(T).

9.20. On écrit Ti(e1) = M7 + My dans la base B et on obtient [Tl(el)]g =
(1,1,0,0). On procede de méme pour Tj(es) et Ti(e3), ce qui permet d’écrire
la matrice

[Tl}s,s = ([Tl(el)}gi [Tl(€2)]si [T1(€3)]B) =

OO ==
= =0 O
O = O =
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Soit C = {1} la base canonique de R. On a [Tg(Mi)]c = T5(M;) pour
1= 1,. .. ,4. Or TQ(Ml) = 17 TQ(MQ) = O, TQ(M3) = 0, TQ(M4) = 1, d’ou
[Ta]es=(1 00 1).

On en déduit que

[TQOTﬂc,g = [TZ]C,B'[Tl]B,s =(1.00 1)

OO ==
_ =0 O
O = O =

9.21. (a) On peut écrire A1 = 3E; + 2F,, As = 3E; + 2E5 + E5 et Az =
FE1+ Ey + E3, d’ou [Al]g = (372,0), [Ag]g = (3,2, 1) et [Ag]g = (1, 1, 1)
(b) La famille {A;, As, A3} est libre, car

33 1
det| 2 2 1 | =-1+#£0.
01 1

Cette famille de trois vecteurs est donc une base de Say 2, puisque cet espace est
de dimension 3. On en déduit que pour tout A dans Soy2, il existe k1, ks, k3 tels
que A= klAl + kgAQ + k3A3 et donc T(A) = le(Al) + kQT(AQ) + kgT(Ag,)
La réponse est donc oui.

(c) Notons &’ la base (A1, A2, As). D’aprés ’hypothese, la matrice de T' dans
les bases £’ et B est

6 5 1
: : -2 -1 0
2 6 5
Or, [T|p,e = [T, - Per g et
33 1\ /-1 2-1
Porg=Peeg) =2 2 1 = 2 -3 1
0 1 1 -2 3 0
En effectuant le produit matriciel, on obtient
6 5 1 2 0 -1
-1 2 -1
-2 -1 0 0 -1 1
Tse=| 9 10 4 | _g *g (1) =3 0 1
2 6 5 0 1 4

9.22. 1l est facile de voir que {T(emﬂ), - 7T(en)} engendre Im (7). En effet,
pour y dans Im(7T), il existe  dans V tel que T(x) = y. Dans la base
(e1,...,en), un vecteur & de V' s’écrit sous la forme = = kie; + -+ + kpep,
donc

y=T(x)=kT(e1)+ -+ knT(en) = kmi1T(€ms1) + -+ knT(en).
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Montrons que {T(em+1),.-.,T(en)} est une famille libre. Si
km+1T(6m+1) + -+ knT(en) =0= T(km—l-lem—i-l +-+ knen) )

alors kpt1€ma1 + -+ + knep est dans ker(T) et donc il existe des nombres
ki,...,kn tels que

km+18m+1 i knen = klel + .- kmem ’

car (e1,...,¢ey) est une base de ker(7T"). On en déduit que k; = -+ = k,,, =
kmi1 = -+ = ko = 0, ce qui montre que {T(em+1),...,T(e,)} est libre et
par suite que c¢’est une base de Im(7'). Cette base contient n — m vecteurs et
donc rg(T") = n—m. Comme dimker(T") = m, puisque ker(7") possede une base
formée de m vecteurs, on constate que dimker(7T) + rg(T) = n = dim(V).
9.27. On utilise la formule dimker(T) 4+ rg(T) = dim(V) si T : V — W est
linéaire.

(a) dimker(7T)
(b) dimker(T")
(c) dimker(T")
(d) dim ker(T")

9.28. (a) Vu que dimker(7') = 0, on en déduit que T est injective. Elle est
donc bijective.

2
4.
3
1

(b) La réponse est non, car 1" n’est pas surjective.
(¢) De Im(T') = V, on déduit que T est surjective. Elle est donc bijective.

(d) La réponse est non car Im(7"), qui est de dimension finie, ne peut égaler P,
qui est de dimension infinie, et T n’est donc pas surjective.

(e) De I’hypotheése, on déduit que dimker(T) # 0 et donc que T n’est pas
injective.
9.29. (a) T(IQ) = (7)1,'1)2,’[01,102).
(b) Soit k1, k2 dans R et X, Y € Ms. Alors
Tk X +kY) = ((k1X 4+ k2Y)v, (k1 X + k2Y)w)
(]ﬁXU + koYu, ki Xw + ngw)
= ki (Xv, Xw)+ kay(Yv,Yw)
= BT(X) + kT(Y).

Montrons que T est bijective. Comme dim(Maz) = dim(R*) = 4, il suffit de
voir par exemple que T est injective. Soit X dans M tel que

Xv

T(X)=0=
Xw

En notant A = (viw) la matrice ayant pour colonnes v et w et en remarquant
que A est inversible, on déduit que XA = (XviXw) =0, donc X =0Q-A~! =
O et ker(T) = {O}.
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(c) De la définition de T, on déduit que
T(X) = (33111)1 + T1202, T21U1 + X222, T11W1 + T12W2, To1wWi + 33221112) .

(d) La matrice [T]p g est égale a ([T'(My)]g/ | -+ {[T(My)]g'), ott My, ..., My
sont définies dans I’exercice 9.15. Par conséquent,

V1 (%) 0 0
0 0 (%4 (%]
w1 W2 0 0
0 0 w1, W2

T)s 5 =

Remarque. On peut déduire cette matrice de (c), car

(X = (11, T12, T21, T22) -

9.30. (a) Par définition, [Tx]re = ([Tk(e1)] | -+ | [Tk(en)]#). Dans la base
(fl""7fm), On a
0
1 .
0 : k
1
[Tilen)] =] O |, ..., [Tilew)] ;= 0
0 :
0
Pour i > k,
ai,q
A i
[Tk(ei)]f = 0
0

En conclusion,

I, P
I:Tk,:l]__g: [T k,n

)

©m,—k,k @m—k,n—k

(b) On prend par exemple k = 2 et To(x1, 2, 23, 24) = (X143, xo+225+24,0).
Dans les bases canoniques F et £ respectives de R* et R3,

[To]Fe =

OO =
o = O
[enll RN
o = O



286 Solutions des exercices

9.31. (a) Soit € la base canonique de R3. Alors

11/2 5
MTes=| 2 6 |,
15/2 6

puisque T(u1) = (11/2,2,15/2) et T(uz) = (5,6,6). Pour répondre a la
question, on détermine la matrice de changement de base Pg: ¢, qui est I'inverse
de
1 1 2
Pep=|12 0],
1 1 3

et on applique P'égalité [T'p s = Ppr.¢ - [T]e,8, ce qui donne

6 —1 —4 11/2 5 10
Mgs={-3 1 2 2 6 |=[12 3
-1 0 1 15/2 6 2 1

(b) Comme tout élément x = (z1,72) dans R? a pour composantes dans la

base B
_ ([ —(1/5)z1+(3/5)z
s = (home (sone )
nous en déduisons que
—(1/5)x1 + (3/5)x2

Tlp g [2]p = | (11/10)21 — (3/10)22 | = Py e - [T(2)], = [T(2)], -

9.32. (a) Soit k, ¢ dans R et p,q dans Ps. Alors

T((kp + Lq)(z)) = kp(z2) + £q(x2)
kp(xs3) + Lq(x3)

p(z1) q(x1)

= k| plz2) | +€| alz2)

p(xs3) q(z3)

Ainsi, T est linéaire.

(b) Soit p dans ker(T)). Alors T'(p(z)) = Ogs, d’olt p(z1) = p(x2) = p(zs) = 0.
Comme le seul polynéme de degré 2 qui a au moins 3 racines distinctes est
le polynéme nul, nous concluons que ker(T)) = {0p,} et donc que la transfor-
mation linéaire T est injective. De plus, comme les espaces considérés sont de
méme dimension, on en déduit que T est bijective.
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(©) Mep = ([TO]i[TE@-2)]i[T(2-2)")],)
2 2-— X1 (2 — 1’1)2
= 2 2—1x9 (2—19)?
2 2—ux3 (2 - 1‘3)2

(d) Sachant que T est linéaire et bijective, son inverse 7! est aussi linéaire.
On en déduit que

T‘i1 ]{72 = lefl(el) —+ szﬁl(eg) + kgTil(eg) .

Posons Py (x) =T~ (e1). Alors T(Py(z)) = e1, d'ott Pi(x1) =1, Py(22) =0 et
Py (x3) = 0. Des deux dernieres égalités, on déduit que Py (x) = c(z—x2)(x—23),
ol ¢ est une constante déterminée par P;(z1) = 1. Finalement, on trouve que

(x — x2)(x — x3)

Pile) = (21— z2)(v1 — 23)

On détermine de méme Py(z) = T 1(e3) et Ps(z) = T~ (e3).

9.33. Pour tout x dans V,

P(z) = Z<xafi>fi7
puisque la base (fi,..., fm) est orthonormée, et donc
[P@)]5 = D _lfilslw, fi) = 3 _fils il [2]s = (Z[ms [fi]£> 2] -

D’ou le résultat.

9.34. (a) On peut écrire T'(x) = Az avec

O~ O
N O =N
wWw o wo
O =~ OO0 =~

Im(T') est alors l'espace des colonnes de A. Une forme échelonnée simplifiée de
A est

o= OO

4
4

—8/3
0

OO O
o O = O
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Cette matrice a trois pivots dans les trois premieéres colonnes, donc les trois
premieres colonnes de A forment une base de I’espace des colonnes de A. Par
conséquent, une base de Im(7T') est

— O N =
O = O

1
0
1 i
0

Un vecteur z est dans ker(7T) si et seulement si Az = 0. A V'aide de la forme
échelonnée simplifiée de A, on voit que

—12
—12
8
3

ker(T) = &£

(b) Soit B la base canonique de R*. Alors [Tz = A, d’ou [T]g = PK;};, -[Tg -
PB,B’~ Or,

1 10 0 1 -1 1-1
o110 a4 [0 11 1
Pse =10 01 1 et Pgy=1| 9 o 11
00 0 1 0 0 0 1
Par conséquent,

0 -4 —10 —6

-1 5 12 10

[Tls = 1 -1 -5 1

0 2 5 3

9.39. (a) La linéarité se vérifie immédiatement.

(b) Tout d’abord,

1 0 0 1 1 2
TQOTl(el)T20T1<O O>T2<1 0><2 O>€/1+26/2

De méme,
0 0 1 4
)T2<O 1)<4 4)6'1+4e'2+4e§.

— O

0
T20T1(62) = TQOTl ( 0

Nous en déduisons que

[T 0 Tl]B’,B =

SN =

1
4 ) [TQ}B’ =
4

OO =
O N =
N N
@
+
e
=
o
Il
O = O
_= o O
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(c) La formule reliant les matrices de (b) est [T5 0 T1ly 5 = [T2]g - [T1]g 5 et
on a bien

1 1
2 4 | =
0 4

O O =

1 1
2 4
0 4

O = O

0
0
1
9.40. (a) Tout d’abord,

T2 OT1(€1) = T2 OT1 (

O =
o O
N~
|
o
—~
)
—
Il
7N
o O
o O
~~_

et

0
T20T1(€2):T20T1(0 1

o
N———
I
o3
|
w
3]

v}
I
N
o o
\
© o
N———

Par conséquent,

[Ty oTi|p =

o o oo
© o o o

D’autre part,

8) ot Th(z?)

Il
7N
o o
w o
~

[T2}B/7B// =

o O wo
o w o o
w o oo

De la méme maniere, nous obtenons

1 0 0 0
Tl(e]_>:T1(0 0):27 T1<€2):T1<0 1>:_3x2

et nous en déduisons que

Th]pr B =

O O N
w o o

(b) La formule reliant ces matrices est
[Ty o Th|p B = [Tolp .5 - [ThlB" B -

(c) On a bien

oS O OO
© O OO
oS O w o
o w o o
w o oo
o O N
w o o



290 Solutions des exercices

9.41. Posons py(z) = 3x 46, p2(z) = 20+ 10, ¢1(z) = 2, g2(x) = 22+ 3. Alors
B = (p1,p2) et B’ = (q1,¢2). Les calculs donnent

2 1 2 4
T(p) =3x+9= §P1+§P2 et T(p2) =2x+12= *§p1+§2727

R A

D’autre part, T(q1) =2 =q; et T(g2) = 2x + 5 = q1 + g2, ce qui donne

(o 1)

Finalement, soit B” la base canonique (1,z). On utilise la méthode de calcul
de la matrice de passage donnée p.66. On réduit la matrice

. 6 10 i 2 3
(PB”,BEPB”,B’)_<3 9 0 2)

a la forme échelonnée simplifiée (I} Pg /), ce qui donne

Pg = ( _1%9 _71/?6 ) et  Pgp = ( g;; 7{2 )

d’ou

[T

Ainsi,
1 11
[T]B’ = PB,B’ ) [T]B “Psp = 0o 1 /-

9.42. D’apres 'hypothese,

1
Pgp = 0
0

o = =
—

,  dott Pgp=Pgy =

OO =
O~ =
|
— - O

et en effectuant le produit, on obtient

Tg = Ps - [T]s - Pos =

O = o
_ o O

9
-2
1

9.43. (a) Soit B la base canonique de R". Alors M; = [T]g. Comme P! .
M - P = My, en posant B’ = (by,...,by,), ol b; est la i colonne de P, on a
P = Py et My est la matrice de T dans la base 5'.

(b) Soit £ = (e1, ea,e3) une base de R3 et T : R — R3 tels que T'(e1) = ey,
T(e2) = 2eq et T(e3) = —es. La matrice A est la matrice de T' dans la base &
et B est celle de T' dans la base £ = (eq, €3, e1). Posons

0 0 1
P=Peg=|1 0 0
0 1 0
Alors B=P~'. A. P, donc A et B sont semblables.
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9.44. Soit B la base canonique de R?. La base cherchée est la base B’ = (¢}, €}),
oll €] et ej sont des vecteurs propres de [T7].

= (5 74 )-

les valeurs propres A de [T]g vérifient |[T]g — Alz| = (A = 2)(A—3) = 0, et
des vecteurs propres correspondants respectivement aux valeurs propres 2 et 3
sont ] = (1,—1) et e, = (—1,2).

(b) Puisque
ms=(_5 1 ).

les valeurs propres A de [T]p vérifient

[T = AL| =X —Bx+1= ()\_M> (/\_5—7\/5> _o.

(a) Puisque

2 2

Un vecteur propre correspondant & la valeur propre (54 1/21)/2 est e] =
(1, (3—+v21)/2) et un correspondant & la valeur propre (5—v/21)/2 est

eh = (1, (3+v21)/2).

9.45. (a) T est linéaire, car

T(k(z1, w2, 23) + L(y1,y2,y3)) = T(kxy + lyr, kwg + by, ks + Lys)
= kxy+ 0y — 2(/6‘332 + éyg) + 3(kj$3 + éyg)
= kT(z1,22,23) + (T (y1,y2,y3) -
Soit Bs et By les bases canoniques respectives de R? et R. Alors [T, 5, =
(1 -2 3).

(b) Si B = (v1,v2,v3) est une nouvelle base de R? telle que [T)g, 5 =
(1 0 0),alorsT(v1) =1, T(v2) =0 et T(vs) = 0. Ceci permet de détermi-
ner les coordonnées des v; dans la base Bs. Posons [v;]g, = ( ki1 k2 kiz ).
Alors kll — 2]{112 + 3k13 =1let kil — 2]’(}12 + 3[1'13 =0 pour 1= 2, 3. Une solution
de ces équations est donnée par

vy =(0,1,1), vy =1(2,1,0) et w3=(-3,0,1),
qui forment bien une base de R? (cette solution n’est pas unique).
(c) Sil’on pose P = Pg, g/, on sait que P est inversible et que
(1 -2 3)-P=[pp, - P=[Tlg,z=(1 0 0).
Donc

P = PBS,B' = ([Ul]Bg [UQ]BB. i [U3]B3) =

=)
O =N
_ O W
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9.46. (a) Déterminons d’abord la matrice de changement de base Pp . Par
hypothese, e] = 2e; + es et e = e1 + 2eq, d’out

2 1
PB,B/:<1 2)

_ 1 2 -1
PB,lB/:§<_1 2).

On applique I'égalité [T]g = PE}S' TP = PBT’E, - A- Py p et on obtient

[T]B,:(Q g)

(b) Des égalités [Tz = Pgp - [T)p - PB_,lB’ et [T oT|g = [T}, on déduit que

et, par conséquent,

_ 2" 0 -
[1"]5 = Ps.s [TV - Py = Pos - ( 0 3" ) o

On effectue les calculs et on obtient

W L[ 2rtP—3r 2(3" —2m)
)5 =3 ( 2(27 —31)  4(3n — 2n2) ) ‘



10. Résolution de
systemes différentiels

10.1. Montrons d’abord que la famille {z1,..., z,} est libre. Si ky, ..., k, sont
des nombres vérifiant k121 (t) + - - - + kn 2, (t) = 0 pour tout ¢, alors, pour ¢t = 0,
on a k121(0) + -+ + k,2,(0) = 0. Les k; sont donc une solution du systeéme

linéaire I, -x =0, d'ou ky =--- =k, =0.
Montrons que la famille {z1, ..., 2,} engendre W. Soit z une solution de (H).
Soit f1,...,4, les composantes du vecteur colonne z(0) et posons y(t) =

liz1(t) + -+ 4 Lpzn(t). La fonction y(t) est une solution de (H) qui vérifie
y(0) = z(0), donc y(t) = z(t) = l1z1(t) + -+ + €r2z,(t) pour tout ¢, vu la
propriété d’unicité de la solution de (H) satisfaisant & la condition initiale
donnée.

10.2. Les valeurs propres de A sont —3 et 3. Les vecteurs propres associés sont

respectivement
1 ¢ )
-1 )% 1)

Ainsi, une solution générale s’écrit

_ 1 )
kle 3t (_1 ) k‘2€3t< 1 )

En tenant compte de la condition initiale, on trouve que

x(t):e_?’t(_} >+2e3t( ?)

10.3. Les valeurs propres de A sont —2, 2 et 4. Les vecteurs propres associés
sont respectivement

—1 1 -1
p=1-21, p2=1 0 et p3 = 1
1 1 1

Ainsi, une solution générale s’écrit kie 2'p; + koe?py + ksetps et la solution
cherchée est
—1 -1
r(t) = -2 | =2 | —e 1
1 1
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10.4. Posons, comme le suggere l'indication, y;(t) =
a alors §1(t) = ya(t) et ga(t) = §(t) = 29(t) + 8y(t)
s’écrit aussi & (t) = Ax(t), avec

(31) e o-(3)

Les valeurs propres de A sont —2 et 4 et les vecteurs propres associés respectifs

y(t ) et y2(t) = y(t). On
= 2y2(t) + 8y1(t) ce qui

sont
(Y (1
=1\ _9 etp2=1\{ 4 |-
Ainsi, z(t) = cre™2'p; + coetlps et y1(t), la premiere composante de z(t), nous
donne y(t) = y1(t) = c1e™ 2 + coe*!, avec c1, co des nombres arbitraires.
10.5. (a)

k=0 k=0
— i i kAktk71 _ i 1 Ak:tk 1
| — 1)
k=1 k k=1 (k-1
— 1 0,0 tA
= AY i At = Ae
=0

(b) Si D = diag(ay,-..,a,), alors

A _ _pPDP™Y _1\k
et =e = ZE(PDP )
k=0
= iiPD’fP—l—P ika p!
B k! B k!
k=0 k=0
S 1 1
= P(Zdlag(ya’f,...,k' ﬁ))Pl
k=0
e 1 i) o
= P diag Zyal,...,zyan P
k=0 """ k=0

= P diag(e™,...,e%) P71,

10.6. (a) Le polyndme caractéristique de A est |[A — M\3| = (A — 1)2(\ — 4),
donc les valeurs propres de A sont 1 (double) et 4. Les vecteurs propres
qui leur sont associés forment les colonnes de P. Les matrices cherchées sont
diag(ah az, a3) = dlag(17 17 4)7

11 1 112
P= 0 1 -1 et P—lz§ 1 2 1
-1 0 1 1 -1 1
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(b) De la diagonalisation de A en (a), on déduit A = P-diag(1,1,4)- P~! d’ou
tA=P- (tdiag(1,1,4)) - P~' = P - diag(t,t,4t) - P~
et, d’apres exercice 10.5 (b),

1 et L ett ot it oty ol
exp(tA) = P-diag(el,ef, et?)- P71 =2 | el —et 2t fett et —ett
3 I B R S
2et 4+ 4ett el —dett el 4 4et
(c) (exp(tA)), = % el —4dett  2el 4 4dett el — 4ett = Aexp(tA).

—et +4e*t et —4ett et + 4t

10.7. (a) De la solution de 'exercice 10.2, on déduit que tA = P-diag(—3t, 3t)-
P71 ou
15
(1)

3t L 5edt 53t 4 53t )

et d’apres lexercice 10.5 (b),
1

¢! = P diag (e, ¢) . Pl = - (

6 _e—3t + e3t 56—3t +e3t

(b) Puisque A est inversible, une solution particuliere est donnée par xo(t) =
A1 (etA _.[2) b. En remplacant ¢4 par la matrice trouvée en (a) et en
effectuant les produits matriciels, on obtient

—e 3t 41
xo(t):3< e_?’t—]_ >

Enfin, si on pose 2(0) = (¢1, ¢2), alors la solution générale s’écrit

1 673t +563t 75673t + 563t 7€,3t + 1
2(t) = 6 ( —e 3t 4 3t Fe3t 4 3t 2(0)+3 ( e 3t -1 ) :

10.8. (a) On déduit de la solution de l'exercice 10.3 que
tA = P diag(—2t,2t 4t) - P71

ol
-1 1 -1
P=(-20 1],
1 1 1
et d’apres Pexercice 10.5 (b),
et = P-diag (e *, ¥, e") - P!
1 e—2t + 362t + 264t 26—2t _ 2€4t _e—2t + 362t _ 264t
= 5 2e~2t _ 94t de=2t 4 2t —2e7 2t 4 2t

7672t + 36215 _ 26415 7267215 + 26415 672t + 3e2t + 26415
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(b) Une solution particuliére est donnée par zo(t) = A~' (e'4 — I5) b, d’'ou

et —1

Enfin, si on pose z(0) = (c1, ¢2), alors la solution générale s’écrit

. e—2t + 362t + 264t 26_2t _ 2€4t _e—2t + 3€2t _ 2e4t
z(t) = = 2e~2t — 24t de™ 2 4 2¢tt —2e72t 4 2¢t z(0)
6 Ce=2 4 32 _9pdt 9,2t L 9ot =2t | 3.2 4 9.dt
. et — 1
+ = 0
2 et — 1

10.9. Posons, comme le propose lindication, z1(t) = y1(t), z2(t) = ya(t),
x3(t) = y1(t) et x4(t) = y2(t). On a alors &, = §; = x3, T2 = Y2 = X4,
T3 =1 = 221 — 622 + T3+ 314 €t T4 = o = —2x1 + 622 + x3 — 4. Ce systeme
s’écrit aussi &(t) = Ax(t), avec

001 0 21(1)
[ 0o 00 1 | )
A=1 26 1 3 ot =M =1 )
2 6 1-1 a(t)

Le polynéme caractéristique de A étant det(A — AI) = A(A —2)%(\ +4), on en
déduit que les valeurs propres de A sont 0, 2 et —4. Quatre vecteurs propres
linéairement indépendants sont

3 0 1 1
1 1 0 -1
pl - 0 ) p2 = O I p3 = 2 et p4 = _4
0 2 0 4

Ainsi, la solution générale du systéme est x(t) = kip1 + koe?py + kse?'ps +
kye~*py. Les deux premieres composantes de z(¢) sont donc respectivement

y1(t) = 3k1 + kse® + kyge™ et yo(t) = ky + koe® — kye™
avec ki, ko, k3, k4 des nombres arbitraires.

10.10. (a) On peut écrire la matrice A = 31, + B en remarquant que B? = 0.
D’ou, pour tout entier n,

n n—1
A" = @BL+B)" =3"L +n3""'B = ( 30 ”33n ) :

car B et Iy commutent et B™ =0 si m > 2.
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(b) On déduit de (a) que

A i 1 (tA)k = i %((31&)% + k(3)F " B)

k=0 k=0
_ (kz_() % (3t)k> I + <kz_1 T _1 o (3t)k1> ‘B

ol c1, ¢y sont des nombres.

10.14. On commence par diagonaliser la matrice A. Vu que
det(A— M) = (3—A)*+4=(N—3—2i)(\—3+2i)

les valeurs propres de A sont \; = 3 + 2i et Ao = 3 — 2i. Les vecteurs propres
associés respectifs sont donc

(2 + [ -2
b1 = 1 € b2 = 1 ;
d’ott la solution générale du systeme :

iy @3t 12it 27, 3t—2it
z(t) = ke T2 py + koe® " 2py = < 2iky €2 — 2ikge” T )

k163t+2it + k263t72it

Pour avoir z(0) = d, les nombres ki, ks doivent vérifier 2ik; — 2iks = 2 et
k1 + ko =0, d’ott k; = —i/2 et ky = i/2. La solution cherchée est donc

BtH2it | o3t—2it 5 [ 2cos(2t)
z(t) = ) 2 24t =¢ ; '
(—i/2)(e3t+2i _ e3t=2it) sin(2t)






11. Utilisation des
transformations affines en
infographie

11.1. Soit E le segment de droite de ’énoncé. Posons
1 1 1 1

Alors E =T (E)UT3(E). Puisque T1(E) et T5(E) ont en commun le seul point
(3/2,1/2), E est un ensemble autosemblable.

Ty(E)

N[=

T\ (E)

11.2. La réponse est non. Notons E ’ensemble considéré : E est un angle droit.
Soit T une similitude différente de I'identité et telle que T; (E) est contenu dans
E. Comme les similitudes conservent les angles, T} (F) est aussi un angle droit,
par conséquent le sommet de cet angle droit doit se trouver a l'origine. Le
complémentaire de T1 (F) dans E ne contient pas d’angle droit et ne peut donc
contenir I'image de F par une similitude. Il n’est donc pas possible de trouver m
similitudes 17, . .., T}, de rapport s dans |0, 1[ telles que E = Ty (E)U- - -UT,,(E)
et les T;(E) ne se chevauchent pas.

11.3. On voit sur la figure qui suit qu’on peut écrire £ comme réunion des
images de E par les quatre transformations suivantes :

Tl(a:):%a:, Tz(x)zéﬂ( 1;3 )
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n(n) = (s ) () (3)
=)+ (6)
et
() - sEes @G ) (2)-(8)
= o %)+ (3)
2
1
1 2
11.4. (a)
1 étape 2 étapes

(b) La dimension de Hausdorft de I’ensemble de Cantor est

In2 1
dp (ensemble de Cantor) = 13—4 =3

(m=2et s=1/4).
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11.6. (a)

(b) La dimension cherchée est dy(F) =In3/In2 (m =3 et s =1/2).

(c) A une rotation pres, E est le tamis de Sierpinski qui est déterminé par les
similitudes T7, T et T3, ’ensemble initial étant quelconque.

11.7. Les similitudes sont

. 1/2
Tl(x):§3:, To(x) = -x+ 0 ,
0
0 1 0
Ts(x)=zx+ | 1/2 et T4(x):§x—|— 0
0 1/2

La dimension cherchée dy(F) =1n4/In2 =2 (m =4 et s =1/2).

11.8. Apres une étape, I'algorithme dessine la figure suivante :
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L’algorithme utilise donc les m = 20 similitudes simples suivantes :

- - N IN
—~ oY TS/~ =im
o - - o 07
ﬂuv 1,a3 2_Wo —len 2_7n0
— | N o~ =)
N —
+ + + + 7
8 8 8 8
B T
I I I TR
—~ —~ —~ —~ x
5 S 8 5 2
S— S~— S~— S~— (o)
[a\} <f © o0 —
£ £ £ & g
—~ T/~ —
<. - S =™
S AN G =
N[n N =3 =3
N N N T
.+
8 S 8 8 8

™M N AN [N M

| Il | I [
— — —_ — —
8 8 8 8 8
= = = = =
— [22] 10 o~ (=2}
&~ &~ &~ &~ &~

7 N 7 N
T e I e
o 07 1_700 2_.WO
S —Hlm Nm
N N N~
+ 4+ + o+
& 8 8 &
— M —=HMm =N =M
I I I Il
E & & &
N N
~ &~ ~ ~
A/~ - o/
—ln — L > Nm
- [a\ B~ Z_wo -
e = = N
[ \lKar = N[N N
N N N~
+ +  + 4+
8 S 8 8
—lMm —=HlMm —=HIMn =M
Il Il Il Il
— ~— — ~—~
E & & &
o 3 A =
K & & &

In20/1n 3.

Dans ce cas m = 20 et s = 1/3, donc dy(F)



12. Cryptographie
conventionnelle

12.1. Dans ce cryptogramme, la lettre J est la plus fréquente : elle représente
la lettre E, la plus fréquente en frangais comme en anglais. Si on déchiffre en
remplacant chaque lettre par la lettre qui la précede de cinq positions dans
I’alphabet, on obtient

BIENVENUE.

12.2. Dans ce cryptogramme, la lettre R est la plus fréquente : elle représente
la lettre E, la plus fréquente en frangais comme en anglais. Si on déchiffre
en remplagant chaque lettre par la lettre qui la précede de 13 positions dans
I’alphabet, on obtient

IL N’EST PIRE AVEUGLE QUE
CELUI QUI NE VEUT PAS VOIR.

12.3. (a) Calculons les déterminants modulo 26 :

(b) Le déterminant de A; étant pair, A; n’est pas inversible modulo 26. Le
déterminant de A, étant divisible par 13, Ay n’est pas inversible modulo 26.
La matrice A3z est inversible modulo 26. Pour calculer son inverse, on réduit a
la forme échelonnée simplifiée la matrice augmentée

73 110

41 10 1)
On multiplie la ligne 1 par (7)~! = 15, puis on ajoute 22 fois la ligne 1 A la
ligne 2, ensuite on multiplie la ligne 2 par (3)~! = 9 et, enfin, on ajoute 7 fois
la ligne 2 a la ligne 1 et on obtient
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- 5 11
st=(e'):

La matrice A4 est inversible modulo 26. Pour calculer son inverse, on réduit la
matrice A4 augmentée avec I3 a la forme échelonnée simplifiée et on obtient

On en déduit I'inverse

14
At = 14
3

_= O ©
o = O

12.4. Calculons les déterminants modulo 26.
3 5 3 5
|A1|‘ 8 18 ‘2‘ 49 '
Le déterminant étant pair, A; n’est pas inversible modulo 26.

19 10

42| :‘ 17 25

‘:19.

Cette matrice est inversible modulo 26. Pour calculer son inverse, on réduit a
la forme échelonnée simplifiée la matrice augmentée

19 10 {1 0
17 25 L0 1)

On multiplie la ligne 1 par (19)~! = 11, puis on ajoute 9 fois la ligne 1 & la
ligne 2 et, ensuite, on ajoute 20 fois la ligne 2 a la ligne 1 et on obtient

10 | 1520
01 {210 1)

(15 20
45 (21 1)'

On en déduit que

Finalement,
13 8 1 1 13 8
[Asl=] 1 520 |=]20 1 5
20 13 9 9 20 13

En ajoutant 6 fois la ligne 1 a la ligne 2 et 17 fois la ligne 1 a la ligne 3, on
obtient |A3] = 19 —7 = 12. La matrice A3 n’est donc pas inversible modulo 26.

12.5. On calcule d’abord l'inverse de K en réduisant & la forme échelonnée
simplifiée la matrice augmentée

117 110
09 {01
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a l'aide des opérations suivantes : multiplier la ligne 2 par (9)~! = 3, puis
ajouter 9 fois la ligne 2 a la ligne 1. On obtient

4 (11
=5 h)

On écrit la représentation numérique du cryptogramme apres avoir formé un
bloc avec chaque groupe de deux lettres successives et on obtient

c_(2 9 3712
“\ 322 19 719 )"

On calcule la représentation numérique du message clair, donnée par
K‘l-C—11-2593712—2522145
~\0 3 32219 719 ) 9 14 521 5 )°
dont la représentation alphabétique est BIENVENUEE, donc le message clair

est
BIENVENUE.

Remarque. Le message clair est le méme qu’a l'exercice 12.1. A noter que la
cryptoanalyse par comparaison des fréquences des lettres est inopérante ici.

12.6. On calcule d’abord l'inverse de K en réduisant la matrice K, augmentée
de la matrice identité, a la forme échelonnée simplifiée a ’aide des opérations
suivantes : ajouter la ligne 1 a la ligne 3, puis multiplier la ligne 2 par
(15)~ = 7, puis ajouter 20 fois la ligne 2 & la ligne 3, ensuite multiplier la
ligne 3 par (9)~! = 3, puis ajouter 18 fois la ligne 3 & la ligne 2 et enfin ajouter
2 fois la ligne 2 a la ligne 1. On en déduit

5 2 4
K'=|21 2
3 4 3
On forme un bloc avec chaque groupe de 3 lettres successives pour obtenir la

représentation numérique du cryptogramme :

11 24 13 17 17 25 19 21
C=1 23 23 2 13 25 10 23 25
17 19 22 12 23 16 22 8

On effectue le produit

13 8 1 3 19 1 21 5
K'.C= 1 5 20 19 1 14 1 5 |,
20 13 9 9 12 7 7 5

qui est la représentation numérique du message clair

MATHEMATICS IS A LANGUAGE.
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12.7. La matrice

3 0 1
K=10 3 0
01 1

est inversible modulo 26, car |K| = 9 est inversible modulo 26. La représentation
numérique du message clair est

23 3 16 20 20 3 14 3 1
A= 1 118 5 9 1 15 18 20
18 14 15 3 20 14 20 5 5

La représentation numérique du cryptogramme est donnée par le produit

9 23 11 11 2 23 10 14 8
K- -A= 3 3 2 151 3 19 2 8],
19 15 7 8 3 15 9 23 25

qui s’écrit sous forme alphabétique

ICSWCOKBGKOHBACWCOJSINBWHHY .

12.8. La représentation numérique des deux premiers blocs de deux lettres du

cryptogramme est
~ 23 1
(%)

et celle du message clair correspondant est
~ 22 21
A= ( 15 12 ) '

Remarquons que |5 | =9, donc CT est inversible. La matrice augmentée

~rogry _ (2305 122 15
(© iA)_( 14 § 21 12)

a la forme échelonnée simplifiée

(o

= O
Ut =

3 ) = @iy,

. (15
(3 2)

La représentation numérique du cryptogramme étant

0_231013826235
~\ 5 43 1 15 14 7 5 6)°

Ainsi,
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la représentation numérique du message clair est

K-'.C— 22 21 15 18 5 20 15 22 9
15 12 9 3 19 16 21 15 18 )’

dont la forme alphabétique donne le message clair
VOULOIR C’EST POUVOIR.

Autre méthode. Puisque la matrice _ A doit vérifier A= K~ L.C et que C est
inversible, on déduit que K~ = A - C~L. Pour calculer C~1, on réduit a la
forme échelonnée simplifiée la matrice augmentée

(@ 5)

~_1 [ 12 23
o= ( 117 )
La matrice K1 est donc obtenue en effectuant le produit matriciel
T A1 _ g1 (22 20 (12 23\ _ (15
A=K _<1512 1 17 )\ 0 3 /)"

Enfin, on termine en effectuant le produit K ! - C. Remarquons que cette
derniere méthode demande plus d’opérations que la premiere.

et on trouve que






13. Les codes correcteurs
d’erreurs

13.1. (a) Si k’l(l,0,0,0) + k2(1,0,1,0) + kg(O, 1, 1,0) = (0,0,0,0), alors (]ﬁ +
ko, k3, ko + k‘3) = (0,0,0,0) et donc k1 = ko = k3 = 0.

(b) 11 suffit de constater que
(1,0,0,0) + (1,0,1,0) + (0,0, 1,0) = (0,0,0,0),

car dans IC, 1+ 1 =0.

13.2. (a) Il suffit d’observer que W est I'ensemble des solutions dans K3 du
systeme linéaire C' - x = 0, avec C' = ( 1 11 ) une matrice a coefficients
dans K. Ainsi, W est un K-sous-espace vectoriel de KC3.

(b) Soit w dans W, donc tel que C'-u = 0. On pose us = k et ug = ¢, ou k et ¢
sont des éléments de K. Alors u; = k + £ et donc u est de la forme

k+¢ 1 1
u = k = key + Leo ou e} = 1 ], e = 0
/ 0 1

La famille {e;,e2} engendre W et est libre, c’est donc une base de W et
dim W = 2.

(¢) On déduit de (b) que

1 1

W = kKl 1 |+4] 0 |; k,¢£dans K
0 1

0 1 1 0

= 01, 11, 0 1, 1

0 0 1 1

13.3. (a) Les mots codés sont
T(1,0,1,1) = (0,1,1,0,0,1,1),  T(1,1,0,0) = (0,1,1,1,1,0,0)

T(0,1,1,1) = (0,0,0,1,1,1,1) et  T(1,0,1,0) = (1,0,1,1,0,1,0).
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(b) Soit y1,y2 et ys les trois mots regus de ’énoncé. Pour détecter une erreur
dans le mot codé y;, i = 1,2, 3, on calcule le syndrome s; = C7 - y;. On trouve
s1 = (0,0,1), s3 = (0,0,0) et s3 = (1,0,1). Comme s; et s3 sont non nuls,
les mots regus correspondant sont erronés. Puisque s; = 001 représente 1 en
binaire, l'erreur est e;. Le message corrigé est 0010110 et le message transmis
est x1 = 1110. Puisque s = 000, le message est zo = 0110. Puisque s3 = 101
représente 5 en binaire, 'erreur est es;. Le message corrigé est 0100101 et le
message transmis est 3 = 0101.

13.4. (a) Les mots codés sont

T(17 ]" 17 O) = (07 0’ 17 O’ 17 170) ) T(O7 17 17 0) = (17 1707 0’ 17 1’ 0) )
T(0,1,0,1) = (0,1,0,0,1,0,1) et  7T(1,1,1,1)=(1,1,1,1,1,1,1).

(b) Soit y1, y2 et y3 les trois mots codés de ’énoncé. Pour détecter une erreur
dans le mot codé y;, i = 1,2, 3, on calcule le syndrome s; = C7 - y;. On trouve
s1=(1,1,0), s = (0,1,1) et s3 = (0,1, 1). Ils sont tous non nuls, donc les mots
regus correspondants sont erronés. Puisque s; = 110 représente 6 en binaire,
lerreur est eg. Le message corrigé est 1100110 et les composantes 3, 5, 6 et 7
donnent le message transmis qui est x1 = 0110. Puisque sy = 011 représente 3
en binaire, 'erreur est e3, le message corrigé est 1110000 et le message transmis
est o = 1000. Puisque s3 = 011, le message corrigé est 1101001 et le message
transmis est xz = 0001.

13.5. (a) On réduit la matrice augmentée (Gil;) & la forme échelonnée
simplifiée et on obtient

I, i D

et

(b) Soit y1, y2 et y3 les mots regus de I’énoncé. On calcule d’abord les syndromes
s; = C - y; et on trouve s; = (0,0,0), so = (0,1,0) et s3 = (1,1,0). Puisque
s1 = 0, 0111101 est un mot codé et, d’apres la forme de la matrice D, les
quatres dernieres composantes donnent le mot décodé 1101. Puisque s, est la
deuxieme colonne de C, 'erreur est e, le mot corrigé est 0000110 et le mot
décodé est 0110. Puisque s3 est la quatrieme et la septieme colonne de C, on
ne peut, dans ce cas, savoir si 'erreur est e4 ou e7.

(c) Ce code détecte une erreur simple mais ne permet pas toujours de la corriger
d’une fagon unique.
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13.6. (a) On réduit la matrice augmentée (Gil;) & la forme échelonnée
simplifiée et on obtient

I, D
——— — ——— |, ouD=(L]04us3)
®3><4 c
et
1 1. 0 01 0 0
C= 0 01 1.0 10
1 11 1 0 01

(b) Soit yi1, y2 et y3 les trois mots regus de I’énoncé. On calcule d’abord les
syndromes s; = C - y; et on trouve s; = (0,0,0), so = (0,0,1) et s3 = (1,0,1).
Puisque s; = 0, 1101011 est un mot codé et, d’apres la forme de la matrice D,
les quatre premieres composantes donnent le mot décodé 1101. Puisque s5 est
la septieme colonne de C, l'erreur est ez, le mot corrigé est 0110110 et le mot
décodé est 0110. Puisque s3 est la premiere ou la deuxieme colonne de C, on
ne peut, dans ce cas, savoir si 'erreur est e; ou es.

(c) Ce code détecte une erreur simple mais ne permet pas toujours de la corriger
d’une fagon unique.

13.7. La matrice C est une matrice de contréle si elle a la propriété
C-y=0 <= y=G- -z pour un z dans K.

Montrons que rg(C) = n — £. Soit W le sous-espace vectoriel de K™ formé par
les solutions du systeme C' -y = 0. Puisque

rg(G) =0 =dimW =n —rg(C),

on a bien rg(C) = n—¢. Montrons que C-G = 0. Pour tout = dans K, y = G-z
vérifie C -y = 0 = C - G - z. En particulier, C -G -e; = 0 pour i = 1,...,n,
otl les e; sont les vecteurs de la base canonique de K. Les vecteurs colonnes
C - G - e; forment les ¢ colonnes de la matrice C' - G, donc C - G = 0 car c’est
une matrice dont toutes les colonnes sont nulles.

Réciproquement, supposons que C' - G = 0 et que rg(C) = n — £ et montrons
que C' est une matrice de controle. Soit W le sous-espace vectoriel de K" formé
par les solutions du systeme C' -y = 0. Alors W est un K-sous-espace vectoriel
de dimension n — rg(C) = £. Soit Wy 'espace des colonnes de G. Alors Wy est
un K-sous-espace vectoriel de dimension ¢. Si y appartient a Wy, alors il existe
ztelquey=G-zet C-y=C-G-x=0,donc y appartient a W et Wy est
contenu dans W. On conclut que W = Wy, car dim W = dim Wy. Autrement
ditC-y=0 < y=G -z

13.8. (a) Il y a 2* = 16 éléments dans K*, dont 1’élément 0000 qui n’est pas
admis parmi les colonnes de C. La matrice C admet donc 2* — 1 colonnes et 4
lignes. Elle est donc de type 4 x 15.
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(b) Parmi les colonnes de C, il y a les quatre vecteurs de la base canonique de
K%, donc 1g(C) = 4.

(c) Soit W le sous-espace vectoriel de K!® formé par les solutions du systéme
C-y = 0. Alors Im(T') est le sous-espace vectoriel de K1° formé de I’ensemble des
y dans K15 tels que C-y = 0. La dimension de Im(7") est donc 15 —rg(C) = 11.

(d) Le rendement est r = 11/15.



14. Chaines de Markov

14.1. (a) On obtient

7/10 0,23
W = pgO = 1/5 et 2@ = Pz (= P2y = [ 0,52
1/10 0,25

(b) On résout le systeme (Is—P) x = 0 et I'on retient la solution x = (x1, 2, x3)
telle que x1 + 22 + 3 = 1. On trouve

11/36
x=| 29/72
7/24
14.2. (a) On obtient
N 1/5 N B 0,36
e =Pz = 1/5 et 2 =Pz (= P2@) = 0,24
3/5 0,4

(b) On résout le systeme (I3 — P)z = 0 et 'on retient la solution z telle que
r1 + 29 + 23 = 1. On trouve
7/24
x=| 11/36
29/72

14.3. (a) Il suffit de dessiner les deux diagrammes de transition et d’identifier
respectivement les états Fq, Eo, E3 de P aux états Fo, F3, Ey de P.

(b) Soit & = (1, x2,x3) le vecteur d’état stationnaire relativement & la matrice
P. D’apreés (a), la permutation & = Sz = (z3,z1,22) de (z1,22,23) est le
vecteur stationnaire de P. Ceci est effectivement vérifié par le résultat de
I’exercice 14.2.

(¢) En remarquant qu'une permutation des lignes puis des colonnes de P nous
donne P et en écrivant le produit des matrices élémentaires associées a ces
permutations, on obtient P =S5 - P - R avec

0 01 010
S=11 00 et R=| 0 0 1
0 10 100

On voit facilement que S = R™! = RT et donc que la matrice R est orthogonale.
Ainsi P=R™!-P-R.
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14.4. (a) On procede comme dans l'exercice 14.1(b). Le vecteur d’état station-
naire obtenu est
3/7
z=| 8/35
12/35

(b) Afin de calculer P*, on diagonalise P. Les valeurs propres de P sont 1,
—1/4 et —1/6 et des vecteurs propres associés respectifs sont

5/4 0 1
2/3 |, 1 et 1
1 -1 -2
Soit
5/4 0 1
Q=1 2/3 1 1
1 -1 -2

et D = diag(1,—-1/4,-1/6) = Q~'-P-Q. Alors P* = Q- D¥ - Q!. Enfin,

3/7  3)1 3T
Q= 8/35 8/35 8/35
12/35 12/35 12/35

o O O
o O O

1
lim PF=qQ [ 0
k—oo 0

(¢) Pour tout vecteur d’état initial (%),

3/7
lim Pk2©® = [ 8/35
heo 12/35

14.5. (a) On procede comme dans l'exercice 14.2(b). Le vecteur d’état station-

naire est
12/35
x = 3/7
8/35

(b) Afin de calculer ng, on diagonalise P. Les valeurs propres de P sont 1,
—1/4 et —1/6 et des vecteurs propres associés respectifs sont

1 —1 -2
5/4 |, 0| et 1
2/3 1 1
Soit
1 -1 -2
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et D = diag(1,—1/4,-1/6) = Q! .P. Q. Alors Pk = Q- DF.-Q~'. Enfin,

12/35 12/35 12/35
Q'=1| 3/7 3/1 37

1
lim P* = Q| 0
hreo 0 8/35 8/35 8/35

o O O
o O O

(c) Pour tout vecteur d’état initial (),

B 12/35
lim PFz©@ = 3/7

14.6. (a) Il suffit de dessiner les deux diagrammes de transition et d’ identifier
les ¢tats E1, Eo, E3 de P aux états E27Eg7 E1 de P. De plus, on constate
que P=S.-P. R, ou S et R sont les matrices données dans la solution de
I’exercice 14.3.

(b) Comme dans l'exercice 14.3, le vecteur stationnaire relativement & P est
Sz = (x3,%1,x2), oU x = (1, T2, z3) est celui relatif & P. On déduit de 1’égalité
P=R'.P-Rque PFP=R™'.-P*.Ret que

lim P* = R1 <lim P’“)-R:S-(hm Pk)

k—oo k—o0 k—o0

puisque les trois coefficients sur une ligne donnée de limy_.o, P* sont égaux.
On voit aussi qu'une permutation des lignes de la matrice limy_, PF_ 4 laide
de la matrice S, donne limy_, o, P*. Finalement,

limy,_oo PPz = lim (R7'- P*. R)2®
k—oo
= R1.<hn1f*-(R.x®U)
k—oo
= (y3,¥1,92),

ou
(y17y27y3) = khm Pk : (R : .’17(0)) = khm Pk . .’17(0) .

14.7. Chaque coefficient p;; de la matrice P représente la probabilité de passer
de I'état F; & I'état E; en une étape, et donc p;; > 0et Y. p;; = 1. Soit
z = (x1,...,2,) un vecteur d’état. Le vecteur y = (y1,...,yn) = Pz vérifie
donc y; = E;-lzl pijxj > 0, car c’est une somme de termes positifs. En outre,

Zyi = Zzpiﬂj = Z <Zpij> T; = ij =1.
i=1 =

i=1 j=1 j=1 \i=1

Par conséquent, y est bien un vecteur d’état.
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14.8. Le vecteur d’état = (c, ..., c) étant stationnaire, il vérifie P -z = x, ce
qui s’écrit Y7, pjjc = ¢, pour tout i = 1,...,n, ou encore }i_, p;; = 1. La
somme des coefficients d’un vecteur d’état étant 1, onac+---+c=nc=1,
donc ¢ = 1/n.

14.9. (a) Sion se donne un vecteur z = (z1,...,x,) telque x1 > 0,...,z, >0
et 1 + -+ + x, = 1, comme par exemple x; = 1/n, alors la matrice
P=(z}--ixz), de type n x n, vérifie

Prx=zi-z+ - Fa-z=@1+  +a) z=u,

donc
P?=(Pzxi---iPx)=(z}---iz)=P.

(b) On peut prendre par exemple

17 1)1 1)7
1/3 1/3 2 2
P:<2/3 2/3>:P et P = ;l?; ;L;; 421?; =P-.

(c) Non, car si P était inversible, alors de P2 = P on déduirait que P = I,,, ce
que ’hypothese exclut.

14.10. (a) Si z = (21, x2,x3), alors P-x = (x3,22,21). Donc un vecteur d’état
stationnaire est x = (1/3,1/3,1/3), car on doit aussi avoir x1 + x3 + 23 = 1.
Cette solution n’est pas unique, puisque z = (1/2,0,1/2) et x = (0,1,0) sont
aussi des vecteurs d’état stationnaires.

(b) Les valeurs propres de P sont 1 (double) et —1. Des vecteurs propres associés
respectifs sont

1 0 1
0 1, 1 et 0
1 0 -1
Soit
1 0 1
Q=101 0
1 0 -1

et D = diag(1,1,—1) = Q7' PQ. Alors

1+ (=D"/2 0 (1-(-1)%)/2
Pt=Q-DF.Q7'= 0 1 0

1= (=DF)/2 0 (1+(-1)")/2
On constate que P* n’admet pas de limite quand k tend vers l'infini.

(¢) La matrice P ne vérifie pas les hypotheses du théoréme p.156 qui entrainent
I'unicité du vecteur d’état stationnaire et la convergence de PF. En effet,
puisque P? = I3, pour tout n, la matrice P™, qui est soit P soit I5, n’a pas la
propriété que tous ses coeflicients sont non nuls.
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14.11. (a) Désignons par pgk), respectivement pék), la probabilité qu’il fasse
beau temps, respectivement qu’il pleuve, dans k jours et posons

z®) = (p(lk),pék)) , k=0,1,2,...

Le vecteur d’état initial étant 2(®) = (1,0), nous avons z(1?) = P10 . 40,
Pour calculer P19 on peut utiliser les résultats de (c) de I’exercice 8.12 avec
p = 0,250 et ¢ = 0,338 et on obtient

1 q q (1—P—q)10 P —q
P102Q~D10-Q_1 — ( )+ < )
ptq\ P P p+q -p q

_ 0,57489 0,57475
- 0,42511 0,42525 ) °
. ..o (10)
On obtient ainsi p; ~ = 0,42511.

(b) Oui, d’apres 'exercice 8.12, car p 4+ ¢ # 2. Comme p + g # 0, on déduit de
I'exercice 8.12 que

1
li k) — —— (¢q,p) = (0,57483, 0,42517) ,

par conséquent, pgk) — 0,57483 lorsque k — oo. Cette probabilité ne dépend

pas de (9, comme le montre la relation

1
lim z®) = —— ,p).
Jim P (¢:p)






15. Stéréogrammes

15.1. La transformation T est donnée par

x/z
Tc(aay,Z):(g ?c 8) y/z =( f,fg)

1/z 0z

pour tout z # 0. En remarquant que les points (z,y,2) et (kz,ky, kz),
k # 0, ont la méme image par Tg, on déduit que T n’est pas injective. La
transformation T est surjective. En effet, pour tout (z,y) dans R?, I'élément
(z,y, f) de R? vérifie bien Tg(z,vy, f) = (z,y).

La transformation T est donnée par

x/z
o= (13 ) (3 )+ (3) (e Lo )

pour tout z # 0. En remarquant que les points (z,y, z) et (k;(x —e)+e, ky, kz),
k # 0, ont la méme image par Tp, on déduit que Tp n’est pas injective. La
transformation Tp est surjective. En effet, pour tout (z,y) dans R?, I'’élément
(z,y, f) de R? vérifie bien Tp(x,y, f) = (x,7).

15.2. Les transformations T et Tp sont bijectives si tout point du plan z = f
est 'image par chacune de ces transformations d’un point de S et d’un seul,
c’est-a-dire toute droite joignant un ceil & un point du plan z = f coupe S
et le coupe en un seul point. La surface S s’étend donc a l'infini dans toutes
les directions et toute la surface S est visible, ou encore S n’a pas de parties
cachées.

15.3. Les images des sommets de la pyramide par T et Tp sont

1 5 100 40 100 40
T(r) = (3. -5)+ Tetr) = (G5 5) Tetr= (55 59)-

rea - (L3). o - (2.0)

15 5 233 40 233 40
Tp(P) = (4, > , Tp(P) = <397 39> . Tp(Ps) = (397 39> )

Tp(Py) = (1745 Z) TP = (? 0).
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D’ou le dessin

15.4. Les images des sommets par Tg et Tp sont

Te(Py) = (0,62; —0,62), Te(P) = (1,16; —1,29),
Te(P3) = (2,58; —0,93), T (Py) = (0,62; 1,23),
Te(Ps) = (1,165 0,65) , Te(Ps) = (2,58; 0,93)

et
Tp(Py) = (3,32; —0,62), Tp(P) = (3,64; —1,29),
Tp(Ps) = (5,28; —0,93), Tp(Ps) = (3,32; 1,23),
Tp(Ps) = (3,64; 0,65), Tp(Ps) = (5,28; 0,93) .

D’ou le dessin

15.5. Choisir « dans [—1, 6] et y dans [—3, 3] au hasard. Si |x —2,75] > 2,25 et
ly| > 2,5, poser P = (x,y,80); sinon, poser

P = (z,y, (82 — 4x))

si (z,y) est dans le triangle de sommets (0,5; —2,5), (0,5; 2,5) et (3;0) ; sinon,
poser

P = (z,y, (70 — 4y))
si (x,y) est dans le triangle de sommets (0,5; —2,5), (5;—2) et (3;0); sinon,
poser

P = (z,y, (58 + 4x))

si (z,y) est dans le triangle de sommets (5; —2), (5;2) et (3;0); sinon, poser

si (z,y) est dans le triangle de sommets (5;2), (0,5; 2,5) et (3;0). Dessiner sur
la feuille T(P) et Tp(P) et recommencer.
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15.7. Soit I; le point de composantes (X,Y, f) dans le repére Ozyz. Calculer
T 1(X,Y) équivaut & chercher Iintersection de la droite OI; avec la surface
z = f(x) du pont parabolique. On obtient les équations

2
3
~- 262,

e=kX, y=kY, z:kf:% :

que lon résout par rapport a k. On obtient une équation du second degré en k :

X2 X

La valeur de k qui donne le point visible du pont parabolique, a savoir celui
qui est le plus proche de O, est

_ 2 _ 2
k:f+3X/2 \/(f+3X/2) 62X'

Avec cette valeur de k,
(kX, kY, Ef) silkY|<8et —6<EkX <12,
TN (X,Y) = (%)
(2X,2Y,80) sinon .

15.9. (a) On calcule les coordonnées de I et J; a l'aide de la formule (15.4)
et on obtient

Il = (72,5) et Jl = (72,3,5) .

Pour calculer 7' (1) et T5'(J1), on utilise les formules (x) et (x*) de la
solution de l'exercice 15.7. Pour X = —2, on trouve k = 1,759 (c’est le méme
pour I; et Jy), ot kX = —3,518 et kY = 8,796 pour Y = 5. Par conséquent,
P = Tgl(ll) = (—4;10;80). De méme, kX = —3,518 et kY = 6,157 pour
Y = 3.,5. Par conséquent, Q1 = Tgl(,]l) = (—3,518; 6,157; 70,373). On reprend
le procédé et on obtient

IL=(15:5) et Jy=(1,02;35),

puis k = 1,497 pour I et k = 1,507 pour Jy, d’out P, = (2,25; 7,486; 59,89) et
Q2 = (1,54; 5,27; 60,28), ce qui permet de conclure que

I; = (3,825:5) et J3=(3,377; 3,5).
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16. Robustesse des réseaux

informatiques
16.1.
|| Graphe || Simple | Connexe | k-régulier | k ||
G, non oui non -
Go oui oul oui 4
Gs oui non non -
Gy oui non oui 2
16.2.
|| Graphe || Simple | Connexe | k-régulier | k ||
H, oui oui oui 3
H, oui non oui 1
H; oui oui oui 3
Hy non oui non

16.3. D’apres la solution de ’exercice 16.1, seul le graphe G'1 n’est pas simple.
On numérote les sommets des autres graphes comme suit :

AN AV

Gs Gy G,

et on déduit les matrices d’adjacences.

A(Gy) =

O = ==
=0 = O
—_ O = O
== OO
— O R O
O~ R~ =
oo oo
0 O O
_— o O O
O~ O
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et
011000
101000
110000
A(Ga) = 000011
000101
000110

16.4. D’apres la solution de I’exercice 16.2, seul le graphe H4 n’est pas simple.
On numérote les sommets des autres graphes comme suit :

1 ol °!
6 1
5 2
4
°® ® 4 3
3 2 3 2
Hy Hy Hj
et on déduit les matrices d’adjacences.
0 1 1 1 01 0 0
1 0 1 1 1 0 0 O
A =111 ¢ 1 | AlR) = o ¢ 1
11 10 0 010
et
01 01 01
1 01 0 1 0
01 0 1 0 1
AH) =11 51 01 0
01 01 01
1 01 010

16.5. Ce graphe a cinq sommets reliés par des arétes comme suit :
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16.6. Ce graphe a six sommets reliés par des arétes comme suit :

16.7. Les matrices d’adjacence des graphes GG; est G2 sont respectivement

0010 000 1
0010 000 1
AG)=1 11 01 ot AG)=| ¢ o o 1
0010 111 0

On remarque que le graphe Gy est obtenu & partir de G; en permutant les
sommets 3 et 4. Si on permute donc les lignes 3 et 4 de la matrice A(Gy) puis
les colonnes 3 et 4 de la matrice obtenue, on retrouve la matrice A(Gz). Ceci
revient & multiplier la matrice A(G1), & gauche, par la matrice élémentaire
FE obtenue en permutant les lignes 3 et 4 de I, puis a multiplier a droite le
résultat par E. En effet,

1 000 0010 0010
0100 0010 0010
E'A(Gl)_0001 1101 0010
0010 0010 1 10 1
et
0010 1000 0001
0010 0100 0001
E-AG)-E=| 4 (1 0 0001 |=looo1 |=A4G2)
1101 0010 1110

16.8. Les matrices d’adjacence des graphes H; est Hy sont respectivement

0110 00 1 1
101 1 001 1
AH) =1 | ¢ ot Al)=( 4 |
01 10 1110

Le graphe Hsy est obtenu a partir de H; en permutant les sommets 2 et 4.
Pour la méme raison que dans la solution de ’exercice 16.7, si F' est la matrice
élémentaire obtenue en permutant les lignes 2 et 4 de I, alors

0 0110 0
F-A(Hy) =

= o oo

0
0
1
0

SO O
= O~
O = =
= O~
== o o

1
1
0

S O =
== O
O = =
== O
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et
0110 1000 0011
0110 0001 0011
F-AHh)-F=1 19 ¢ 0010 ]|=|1101 =AU
1011 0100 1110
16.9. Observons que
0 1 1 1
1 0 1 1
A(K,) =
1 1 0 1
1 1 1 0

Posons p, (A) = det(A(K,,) — A\I). En ajoutant & la derniére ligne la somme des
autres lignes, on constate que

- 1 1 1 -2 1 1 1

1 X 1 1 1 X 1 1
Pa()) = D=1y

1 1 =X 1 1 1 =X 1

1 1 1 =X 1 1 1 1

En soustraillant la derniere ligne a chacune des autres lignes, on obtient

“1-X 0 0 - 0
0 -1-X 0 0

PN =(=1=N)| 1 1 = (el (1-a
0 0 —-1—-X0
1 1 1 1

On en déduit que les valeurs propres du graphe K, sont
A=n—-1, A==\ =-1
16.10. (a) La matrice A est diagonalisable, puisque symétrique. Il existe donc

une matrice P inversible telle que A = P-D- P~ ot D = diag(\1, A2, ..., \n)
et les \; sont les valeurs propres de A. Il en découle d’apres ’exercice 2.43 que

Tr(A) = Te(P-D-P~') =Te(P™' - P- D) =Te(D) = Y _ \i.

(b) Il suffit de remarquer que aj; = 0, pour tout j, puisque le graphe est sans
boucle. La diagonale de A est donc nulle et Tr(A) =0=>"" | ;.
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16.11. (a) La matrice d’adjacence de ce graphe est

01 00
1 011
A_Ol()l
01 10
1 01 1
0 3 11
: 2 _
(b) On obtient A = 11 2 1
1 1 1 2

(c) On remarque que le coefficient a;; de la matrice d’adjacence A, étant égal
au nombre d’arétes entre les sommets j et i, est égal au nombre de chemins
différents de longueurs 1 entre les sommets ¢ et j. Soit m;; le nombre de chemins
différents de longueur 2 entre les sommets ¢ et j. Alors m;; est la somme des
nombres de chemins différents de longueurs 2 entre 7 et j constitués d’un chemin
de longueur 1 entre 7 et k et d’un chemin de longueur 1 entre k et j, en variant
k du sommet 1 au sommet 4. D’oll

4
mi; = Zaikakj = (AQ)ij'
k=1

On peut controler aisément ce résultat en inspectant le graphe.

16.14. (a) Oui, ce graphe est simple car, sur la diagonale de M, il n’y a que
des 0, donc il n’y a pas de boucles, et les coefficients de M sont des 1 ou des 0,
donc il n’y a pas d’arétes multiples.

(b) Oui, ce graphe simple est 3-régulier car la somme des coefficients de chaque
ligne de M est 3.

(¢c) Pour calculer les valeurs propres de M, on calcule k(\) = det(M — A\I), en
remplagant la derniere ligne de la matrice M — Al par la somme de toutes ses
lignes. On a donc

-2 0 0 1 1 1
0O -Ax 0 1 1 1
0 0 =X 1 1 1
KA = B=-N 1 | 1 _x 0 o0
1 1 1 0 =20
1 1 1 1 1 1
S R . | -1 0 0 0
-1 —-1-X -1 0 0 0
-1 -1 —1-2) 0 0 0
= (=% 0 0 0 —1-2X -1 -1
0 0 0 -1 —1-X -1
1 1 1 1 1 1
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D’apres la solution de I'exercice 17.7, on a

S -1 —1-x -1 -1
KA = B-XN] -1 —1-Xx -1 || -1 —1-x -1
~1 -1 —1-2X 1 1 1

= B-M)\(=3-)).
Les valeurs propres de M sont donc :
)\1:3, )\2:)\3:)\4:)\5:0 et )\6:—3.

Dans ce cas, la plus grande valeur propre de la matrice d’adjacence est simple.
Ce graphe simple et 3-régulier est donc connexe.

(d) Oui, ce graphe est bipartite car il est simple, connexe, 3-régulier et sa plus
petite valeur propre est —3.

(e)

4 ) 6

On constate bien que G n’a pas de boucle, que chaque sommet de G a 3
voisins, que G est connexe et que, si on colorie les sommets 1, 2, 3 en blanc
et les sommets 4, 5, et 6 en noir, alors aucune aréte ne joint deux sommets de
meéme couleur.

16.15. (a) Dans le cycle C,, & n sommets, chaque sommet est voisin de deux
autres. C,, est donc un graphe 2-régulier avec n arétes. Si W et W’ sont deux
sous-ensembles non-vides de C,, ayant chacun k sommets, 0 # k # n, tels que
W est connexe et W’ ne l'est pas, alors OW a deux arétes mais |[OW'| > 2.
Donc le sous-ensemble W pour lequel ¢(W) est minimal sera formé de [n/2]
sommets consécutifs du cycle, et

2 4
i(Cn) = /3l ~
0 1 0 0 1
1 0 1 0 0
(b) La matrice d’adjacence du graphe est A,, = 0
0
0 1 0 1
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Puisque 1 = cos(2knz/n) et 0 = sin(2knw/n),

cos(2km/n) + cos(2k(n — 1)7/n)
cos(0m/n) + cos(4km/n)

An g = cos(2k(j — 2)7r/n) + cos(2kjm/n)
cos(2k(n — Z)Tr/n) + cos(2knw/n)
“ sin(2km/n) + sin(2k(n — 1)7/n)
sin(0m/n) + sin(4km/n)
An sV =

ﬁn(Qk(j——2)w/ﬁ)—%shﬂ2kjw/n)

sin(2k(n — Z)Tr/n) + sin(2knm/n)

En utilisant les égalités

cosa + cosb = 2 cos (a§b> COSs (a;—b>

et
. . a—b\ . fa+b
sina + sinb = 2 cos sin
2 2
on obtient
1
2k cos(2km/n) 2%k
An-u;.c:2cos—7T . :(2cos—7r>-uk
n : n
cos((n — 1)2km/n)
et
0
2k sin(2km/n) 2k
An~v;€:2cos—7T . :(2cos—7r>-vk.
n : n
sin((n — 1)2km/n)
(¢) On remarque que, pour kK = 0,1,...,[n/2], les valeurs propres aj =

2 cos(2km /n) sont distinctes. Puisque des vecteurs propres associés a des valeurs
propres distinctes sont linéairement indépendants, il suffit de montrer que, pour
kE=1,...,[(n—=1)/2], ur et vi sont linéairement indépendants. C’est bien le
cas puisque pour ces valeurs de k,

1 0 o 2k_w7é0
cos(2km/n) sin(2kw/n) B ’
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(d) On déduit de (b) et (c) que, dans le cas ot n = 2p, les n vecteurs propres

(wo, U1, ..., Up, V1, V2, ...,Up—1) de A, forment une famille libre, donc A,, admet
deux valeurs propres simples ap = 2 et a, = 2cos(2pr/n) = -2 et p—1
valeurs propres doubles ay = 2cos(2knw/n), k =1,...,p— 1, et dans le cas ol
n = 2¢ + 1, les n vecteurs propres de A,, (ug,u1,...,us,v1,02,...,v,) forment
une famille libre, donc A,, admet une valeur propre simple ag = 2 et £ valeurs
propres doubles oy = 2cos(2km/n), k = 1,...,£. Dans les deux cas, on a

ap = 2 > aq = 2cos(2m/n) > a = 2cos(2kw/n), k = 2,...,[n/2]. Par
conséquent, avec les notations du chapitre 16, Ay = ag, Ao = aq,

2 2 2\ 2
/\1—)\2—2—2cos—7r_2(1—cos—7T> ~ (—W>
n n n

et I'inégalité de Cheeger-Buser donne

272 2 2
—7; Nl—cos—ﬁgi(C’n)g 8<1—cos—ﬁ>
n n n

47
~ —,
n

16.16. (a) Puisque chaque sommet du graphe K, est voisin des n — 1 autres
sommets, c’est un graphe (n — 1)-régulier. Si W C V est tel que |W| = £, alors
[VAW|=n—"{et |[OW]| = €(n — £), car chaque sommet de W est voisin de
chaque sommet de V' \ W. Remarquons que ¢(W) ne change pas si on remplace
¢ par n — £. Pour calculer ¢(K},), on peut donc supposer que £ < n — ¢, c’est-
a-dire £ < n/2. Dans ce cas ¢(W) = n — £ et ¢(IW) est minimal lorsque £ est
maximal, c’est-a-dire £ = [n/2]. Par conséquent,

n n
(Ky=n- ]~ 1
(b) D’apres l'exercice 16.9, Ay = n—1et \a = =1 = A3 = --- = \,, donc

A1 — A2 = (n— 1) — A2 = n et I'inégalité de Cheeger-Buser donne

5 S i(K.) < /2n(n = 1),
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17.1. (a) Vrai, car pour tout k dans R, kxg est aussi une solution.
(b) Faux, car I’égalité ne vaut que si A et B commutent.

(c) Faux, car la matrice diag(1l,0) est diagonale mais n’est pas inversible.
Néanmoins, I'inverse d’une matrice diagonale inversible est diagonale.

(d) Vrai, car dans ce cas, la transposée de I'égalité A-A~1 = Test (A"1)T-A =1,
ce qui implique que A~1 = (A~1)T.

(e) Faux car, par exemple, si les colonnes de la matrice de la transformation sont
égales, alors les images des deux vecteurs directeurs du plan sont deux vecteurs
proportionnels et, s’ils ne sont pas nuls, I'image du plan est une droite.

(f) Faux car, par exemple, si

10 0 0
A‘(o o) et B_(o 1)’

alors det(A 4+ B) = det(I) = 1 mais det(A) = det(B) = 0.

(g) Faux car, par exemple, si

1 0 0 1
A<O 0) et B(O 0),
alors rg(A) = rg(B) = 1 mais les deux lignes (1 0 ) et (0 1) sont
linéairement indépendantes.

17.2. (a) Faux, car 0 n’est pas une solution du systeme A -z = b.
(b) Vrai, car si ku+¢v = 0, alors 0 = (u, ku+ fv) = kHqu, d’olt k =0 et donc
£=0.

(c) Faux car, par exemple, e; = (1,0) et e3 = (1,1) forment une base de R?
muni du produit scalaire usuel; de plus {(e1,e1) = 1, (ea, e3) = 2 mais

w=(0,1) # (u,ex)er + » {u, ex)es = -

: 5 (L1).

(d) Vrai, car x est solution au sens des moindres carrés de Az = b équivaut
a Ax = projy, b, o W est l'espace des colonnes de A. Or ce dernier systeme
admet au moins une solution car rg(A) = rg(AE Projuy, b).

(e) Faux car, par exemple, A = diag(1,0) est diagonalisable.
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(f) Faux car, par exemple, si T : R — R? est définie par T'(z) = (z,0), alors
ker(T) = {0} donc T est injective mais aucun y dans R ne vérifie T'(y) = (0, 2),
donc T n’est pas surjective. A noter que ’assertion est vraie sous ’hypothese

supplémentaire dim(V') = dim(W).

(g) Vrai, car si T o T~ = I, alors
ToT ', =[Tg- [T V3= [ldz=1.

17.3. Les équations kj cos(t) + ka cos(2t) + ks cos(3t) = 0 pour tout ¢ dans
| —1/7,1/7[ impliquent (par dérivation & l'ordre 2 et 4) que pour tout ¢ dans

| =1/7,1/7,

—kycos(t) — 22kgcos(2t) — 3%kzcos(3t) =
kicos(t) + 2%kgcos(2t) + 3%kscos(3t) =

En posant ¢t = 0, on obtient donc le systeme

kl + ]fz —+ k3 == 0
ki + 2%ky + 3%3; = 0
ki + 2%k + 3%k = 0,

qui n’a clairement que la solution triviale puisque le déterminant de la matrice
des coefficients n’est pas nul. Ainsi, ky = ke = k3 = 0.

17.4. (a) On calcule d’abord le polynéme caractéristique de A. En ajoutant &
la premiere ligne de A — AI ses deux autres lignes, on obtient

1 1 1
det(A—X)=(10—-X)| 1 7—2X 3 =(10=XN)(6-=XN)(B-A).
1 1 6— A\
Les valeurs propres de A sont donc A\; = 10, Ao = 6 et A3 = 5. Les vecteurs

propres de A associés respectivement a Ai, Ao et A3 sont les solutions des
systeme respectifs

(A-100z =0, (A—6I)x=0 et (A—5I)x=

et s’écrivent respectivement sous la forme kpy, fps et tps avec k, £,t # 0, ou

9 -1 1
pi=1| 71, P2 = 117, p3=[ —2
4 0 1

En posant P = (p1{p2ips) et D = diag(10,6,5) on obtient P~'AP = D.
(b) La solution étant k1e'%p; + koe®'py + k3edips, elle s’écrit
9k1610t _ k‘geﬁt + k‘365t

l’(t) = 7k1610t + k2€6t — 2k365t
4k1610t + k365t
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(c) Si A est une valeur propre de B, alors 10 A est une valeur propre de A. En
effet

1 1\*
det(B — A\I) = det (1—0A—)\I> — (E) det(A —10\I) = 0.

Les valeurs propres de B sont donc A\ = 1, Ao = 6/10 et A3 = 5/10.

(d) Sachant que, pour tout nombre k, kp; vérifie A(kp;) = 10 kp; on en déduit
que B(kp1) = kp1. Le vecteur d’état stationnaire x vérifie donc = = kp; avec
E9+7+4)=1,dou

1 1 (2
T=5aP1= 55
20 20 4
(e) On sait que limy_, o, B*¥ = (m e ac), ou z est le vecteur d’état stationnaire.
Donc
1 9 9 9
lim B* = ol T T
hmeo 4 4 4

17.6. (a) On vérifie la symétrie :
(e.9) = y" (A2) = (4" (A2))" = (A2) "y = 2" (4Ty) = " (Ay) = (y.2)
puis la linéarité :
(kyzy + koxa,y) = y7 (A(klxl + kgzg)) = kiyT (A1) + koy” (Axo)
= ki(z1,y) + ko (z2,y)

et enfin la positivité : la matrice A étant symétrique, elle est orthogonalement
diagonalisable. Tl existe donc une matrice orthogonale P et une matrice diago-
nale D = diag(\1,...,\,) telles que A = PDPT. Ainsi,

(x,2) = 2T (PDPTz) = (PTx)TD(PTx) .
Notons z = PTz. Si z = (21,...,2,), alors
2Dz = Alzf 4+ )\nz?l >0 car A\; > 0 pour tout 7.
Si (x,z) = 0, alors
2’Dz=0 < 21=---=2,=0 < Plz=0,

car A\; > 0 pour tout + = 1,...,n. Donc x = 0. Ces trois propriétés étant
vérifiées, il s’ensuit que 'opération donnée est bien un produit scalaire.

(b) On vérifie que

(e1,e0) = el (Ae))=(-3 2 0 0)A =(-3 2 0 0)

O O = =
— =N

De méme, on trouve (e1, es) = (ea,e3) = 0.
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(c) Le vecteur ey cherché doit vérifier (e1,z) =0, (e2,x) = 0 et (ez,z) = 0. Or,
(er,z) =( 21 x2 w3 w4 )(Aey) =2x1 +3x2+a3+24=0,
(eg, ) =( 1 x2 x5 x4 )(Aes) = —x1+ 29— 323+ 224 =0,
(es,z) =( 21 w2 w3 w4 )(Aez) =x4=0.

Ceci conduit au systeme homogene

201 4+ 3x2 + 3 =
—x1 + x93 — 373
Trg =

Il
coco

On le résout et on trouve par exemple e4 = (—2,1,1,0).

(d) La meilleure approximation de = par des éléments de W est la projection
orthogonale de x sur W. Pour la déterminer, on calcule

<.T,61>:0, <£L’,62>:30, <CC,€3>:12,

(e1,e1) =5, (ea,e0) =5 et (es,ez)=1.
D’ou
42
. —24
projy (x) = 6eg + 12e3 = oy
12

17.7. (a) On développe le déterminant selon la derniere colonne et on recom-
mence cette opération jusqu’a obtenir

A i 0
—— S o= | =det(A).
B i I

(b) On décompose la matrice cherchée M en blocs My, My, Mz, M, pour
pouvoir effectuer le produit

A 1 O My 1 M, I i O
5 1 c¢) \m:m/lo ¢
My | M
S\ e

En identifiant les deux matrices, on obtient My = A, M3 = B, MsC = O et
M4C = C. Une solution possible est My = A, M3 = B, My = Q et My = 1.
D’ou i
A O
M= —— — __
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(c) D’apres (b),

= ((=1)"*2)" det(C) det(C~1 A) det(C)

= —det(A4)det(C).
17.8. (a) Montrons que la famille (e1,...,en, f1,---5 fm,91,---,9¢) engendre
I’espace vectoriel W + W’. Soit v un élément de W + W'. 1l s’écrit v = w + w’,

ol w est dans W et w’ est dans W’. Puisque (eq,...,en, f1,..., fm) est une
base de W, elle engendre W. On peut donc écrire

w=MAey+ -+ Apen + pifi+ -+ fn fn s (*)

ol A;, p; sont des nombres. De méme, on peut exprimer w’ dans la base
(ela"'aenagla"'age) :

w' = Nyer + -+ Myen + phgr + -+ Hyge ()

ou A}, s sont des nombres. Compte tenu de (x) et (+x), on peut écrire

n m n )4
(Z Aiei + Y /Mfi) + <Z Ajei + ZML%‘)
=1 i=1 =1 i=1

<
Il

n

m L
Z(/\i + Aei + Z,Uifi + Z/J;gi .
i=1

=1 i=1

Ainsi, v est élément de oL(e1,...,€n, f1,-- -, fm, G1y- -+, Ge)-

Montrons a présent que (e1,...,€n, f1,---, fm, g1, -.,ge) est une famille libre.
Soient (a1,...,n,B1,--y BmsY1,---,7ve) des nombres tels que

n m )4
daiei+ Y Bifi+ > vigi=0.
i=1 i=1 i=1

Cette égalité donne Y 7" | aze; + > i) Bifi = — Zle vig;. Puisque le membre
de gauche de cette derniere égalité appartient & W et celui de droite & W,
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on déduit que — Zle vigi € W N W' Par conséquent, il existe des nombres

01,...,0, tels que
4 n
- Z%gi = Z5i€¢ .
i=1 i=1

Ainsi Z?:l d;e; + Zle vig; = 0. Comme (e1,...,€n,91,.-.,9g¢) est une famille
libre, il s’ensuit que 6; = 0 et 7; = 0. Dés lors, Y0 | ae; + Y ey Bifi = 0 et

comme (e1,...,€en, f1,..., fm) est une famille libre, o; = 0 et B; = 0. Ainsi
(e1y.«-yeny f1y-evy fmyr91s---,9¢) est libre. Cette famille est donc une base de
W+ W'

(b) Selon la partie (a), dim(W NW') = n, dim(W) = n+m, dim(W’') =n + ¢
et dim(W 4+ W') =n + m + £. Ainsi,

dim(W + W') = dim(W) + dim(W') — dim(W N W'),
ce qui nous donne la formule cherchée.

17.9. (a) La forme matricielle de ce systéme est Az = b, ol

2 k-1 )
A= k-5 3 7 et b=\ 7
1 3 2 4

Pour pouvoir le résoudre par la méthode de Cramer, il faut que det(A) # 0.
Or, une forme échelonnée de A étant

1 3 2
0 k
0

on déduit que C' =R\ {1,6}.

(b) La solution demandée est x = (z1,x2,x3) avec

1 5 k -1 1 2 5 -1
1 = 77 7 3 7 y Ty = 7 k=5 T 7 s
Al 4 3 2 Al 1 4 2
1 2 k5
T3 = k-5 3 7
|4 1 3 4

(c) Dans ce cas, la forme échelonnée simplifiée de la matrice augmentée est

1 3 0 | 14/5
001 { 3/
000 i 0

D’ot la solution générale x = (x1, x2,x3) avec

14 3
$1=€—3t> To =1, 3= 2, t un nombre.
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17.12. (a) L’espace des colonnes de A est ’ensemble des y dans R™ de la forme
y=x1a1 + -+ Tpan,, ot A= (a1} ia,) et z1,...,z, dans R.
Or, Im(T}) est 'ensemble des y dans R™ tels qu’il existe z = (1, ..., x,) dans

R"™ vérifiant

y=Ar= (a1} iap) : =101 + -+ Tply -

Tn

Ces deux ensembles sont donc identiques.

(b) Soit y dans Im(7Ty). 1l existe  dans R™ tel que y = Az = B(Cx). Donc y
est dans Im(7%) et Im(7}) C Im(7%). D’apres (a) et hypothese,

dimIm(77) = rg(A) = rg(B) = dimIm(73) .
On en déduit que Im(T7) = Im(73).
17.13. (a) Puisque [T]g = ([T'(e1)]s} - {[T(e4)]B), on obtient

0 3 2-3
111 0
715 = 0 3 2 -3
1 2 1 -1

(b) Un vecteur v dans V est dans ker(T) si T'(v) = 0, ce qui revient a
[T)5 - [v]s = [0]g. Donc [v]g doit étre une solution du systéme [T]s -z = 0. La
forme échelonnée simplifiée de [Tz est

d’ott [v]g =k

o= OO
—_ O~ =

-1

-1
0 )
0

oo o
o o= O

ou k est un nombre. Une base de ker(T') est donc formée du seul vecteur
Vg =¢€1+ex+ey.

(¢) Un vecteur w est dans Im(7T') sil existe v dans V tel que T'(v) = w, ce qui
équivaut & [T - [v]s = [w]p. Donc [w]p doit étre dans I’espace des colonnes de
[T]5. Nous avons vu ci-dessus que la forme échelonnée simplifiée de [T']z admet
trois pivots dans les trois premieres colonnes. Les trois premieres colonnes de
[T]g5, & savoir

el
N W~ W
— N =N
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forment donc une base de I’espace des colonnes de cette matrice. Posons

w1 = T(Gl) = €2 + €4,
Wy = T(eg) = 361 + e + 363 + 264 ;
wg = T(e3) =2e; +e2+2e3+eq.

Alors (w1, we,ws) est une base de Im(T).

(d) D’apres ’hypothese,

()]s = [Tl - [e4] = diag(A, . ., Aa) -

oo o=
|
>
2
oo o
I
>
2
=N
S
@

d’ott T'(e}) = A1€}. Donc
Mlet]s = [T(e1)]s = [T]5 - [e1]s,

ce qui implique que [€}]s est un vecteur propre de la matrice [T]p associé a la
valeur propre A;. On proceéde de méme avec [e}]5, pour i = 2,3, 4.

(e) D’abord, déterminons les vecteurs propres de la matrice [T]3. Le polynéme
caractéristique de cette matrice est —A(A—1)(2—X)(1+\) et les valeurs propres
sont donc A\y = —1, Ay = 1, A3 = 2 et Ay = 0. Les vecteurs propres respectifs
sont

v =

— = O
—_— O = O
S
w
\

O = O =
S
Ny
\
=

et d’apres (d), la base B’ = (e1 + e3 + e4,e2 + e4,e1 + e3,e1 + e3 + e4) répond
a la question.

Ainsi,

Pgp =

—_ = O
— O = O
o= O
—_— O = =

On réduit la matrice augmentée (Pgp ily) & la forme échelonnée simplifiée,
qui est (I} Pg’}g,), et on obtient

0-1 0 1
1 -1 1 1
Pop=Pes=| ¢ 1 1
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17.14. (a) En ajoutant & la premiere colonne de A ses cing autres colonnes,
on obtient

11 1 1 1 1
1 1—a 1 1 1 1
1 1 1-a 1 1 1
det(A)=(6-a)| | 1 1-a 1 1
11 1 1 1-a 1
11 1 1 1 1-a

Dans le déterminant ci-dessus, on retranche la premiere colonne a chacune des
cing autres, puis on développe le déterminant suivant la premiere ligne et on
obtient

det(A) = (6 — a)(—a)® = a’(a — 6).

(b) Tous les coefficients de (A + alg) sont égaux a 1. En particulier, ses lignes
sont proportionnelles, donc son déterminant est nul. De det(A + alg) = 0, on
déduit que —a est une valeur propre de A.

(¢) On cherche une base de I'espace des solutions du systéme (A + als) -z = 0.
Une forme échelonnée simplifiée de (A + alg) est

ke — kg — kg — kg — ks

111111 A
000000 s
o , donc z = 2
. . . . . . k3
000000 ka4

ks

ou k1, ko, ks, k4, k5 sont des nombres. Une base du sous-espace propre S(—a)
est donc (eq, ea, €3, €4, €5), ol

€1 =

SO OO =
S OO = O
D
w
|
SO OO
D
W
|
o= OO O
)
ot
|
_0 OO0 O

(d) La matrice A étant symétrique, ses valeurs propres sont réelles et les
vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes sont orthogonaux. Si
x = (z1,22,...,2q) est un vecteur propre associé a une valeur propre A\ # —a,
alors (z,e;) = 0 pour le produit scalaire usuel et (eq,...,e5) la base trouvée
dans (c). D’ou

—$1+ZL'2:—1’1+1’3:—1'1+1'4:—1'1+1'5:—1'1+£E6:0

et x = xvouw=(1,1,1,1,1,1). L’autre sous-espace propre est donc &£(v).

(e) 11 suffit de calculer Av et de remarquer qu’il est formé par la somme des
colonnes de A, on obtient donc Av = (6 — a)v. On en déduit que L(v) est le
sous-espace propre associé a la valeur propre Ay = 6 — a.
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(f) On dispose de six vecteurs propres de A linéairement indépendants. Si on
pose P = (e; } -+ {es5iv) et D = diag(—a,—a,—a,—a,—a,6 — a), alors
P~ 1AP =D.

(g) Dapres (f),
det(A) = det(P) det(D) det(P~') = det(D) = a®(a — 6).

17.16. (a) De I'’hypothese A = BC, on déduit que si

a1j bis
a; = et b; = , j=1....om,i=1,...,n,
Amj bmz
alors pour tout k =1,...,m, ag; = >, bricij, dolt
n
> i1 brici; bii

n
a; = : =
Dim1 bmicij =
(b) De (a), on déduit que a; est dans oL(b1,...,b,) pour tout j =1,...,m et

par conséquent que L(ay,...,any) C L(b1,...,b,) et dim L(ay,...,am) < n.
Donc rg A < n.

n
= E Cijbi.
=1

bmi

17.17. (a) La matrice du systeéme est

11 0 0 0

01 1 0 0
A, = 0 0

R oo o0

o0 -+~ 0 1 1

10 --- 0 0 1

(b) On développe le déterminant de A,, selon la premiére colonne et on obtient
det(A,) = det(T,,_1)+(—1)"* 1 det(T_,), ott T),_1 est une matrice triangulaire
supérieure ayant des 1 sur la diagonale et T),_; est une matrice triangulaire
inférieure ayant des 1 sur la diagonale. Par conséquent,

det(A,) =1+ (—=1)"*1.

(c) Sin est impair, alors det(A4,,) = 2 # 0, donc A,, est inversible et sa forme
échelonnée simplifiée est I,, qui a n pivots. Par conséquent, rg(A,) = n. Si n
est pair, alors det(4,,) = 0 et donc rg(A4,) < n — 1. Mais les n — 1 premieres
lignes de A,, sont linéairement indépendantes, d’ou rg(4,) =n — 1.

(d) Dans ce cas,

Az =

=
O = =
== O
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et det(As) = 2. On peut donc appliquer la formule de Cramer et obtenir la
solution = = (z1, z2,x3), ol

kit 1 0 (|1 k0 1111k
r1 = =< k‘g 11 s ,TQZE 0 k‘g 1 5 1'3—5 0 1 kg 5
ks 0 1 1 ks 1 1 0 ks

et finalement
1
xr = 5(]6‘1 — ko + k3, ki+ ko — ks, —k1+k2+k3).

(e) Dans ce cas, si on note L une forme échelonnée de la matrice augmentée du
systeme, alors

1100 110 0 ey
o110 (o110 o

A=log o 11| *L=]00 11 ks
100 1 0 0 0 0 ky—ki+ks— ks

Il en découle que si ky — k1 + ko — k3 # 0, alors ce systéme n’a pas de solution.
La condition cherchée est donc k4 — k1 + ko — k3 = 0, et dans ces conditions la
solution générale est

ky -1

| k2 —ks 1
T = ks +t 1
0 1

ou t est un nombre.

17.20. (a)=(b) : Montrons que ker(T) C ker(T'oT). Soit x dans ker(T). Alors
T(z) = 0 et donc T(T(z)) = 0, car T est lindaire. Ainsi T o T'(z) = 0 et =
appartient a ker(T o T).

Montrons que ker(T o T') C ker(T'). Soit y dans ker(T o T'). Alors T'(T'(y)) =0
et donc T'(y) est dans ker(T"). Or, T(y) est dans Im(7T'), par conséquent T'(y)
est dans ker(7') N Im(7T) = {0} d’apres ’hypothese. Ainsi, T'(y) = 0 et donc y
est dans ker(T).

Des inclusions ker(T) C ker(T o T') et ker(T o T') C ker(T') on déduit 1'égalité
ker(T oT) = ker(T).

(b)=(a) : Soit = dans ker(T) NIm(7T"). Il existe y tel que x = T(y) et T'(x) = 0.
D’ou T(z) = T(T(y)) = ToT(y) = 0. Donc y appartient & ker(ToT) = ker(T),
d’apres 'hypothese. Ainsi, z = T'(y) = 0, donc ker(T') N Im(T") = {0}.

17.21. (a) Le polynome caractéristique de A est
det(A — A) = (25— \)(25 — V2 = \)(25 + V2 — \).
Les valeurs propres de A sont donc

M =25, A=25-V2, A3=25++2.
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(b) Oui, A est diagonalisable car ses valeurs propres sont distinctes.
(c) Oui, A est orthogonalement diagonalisable car elle est symétrique.

(d) Pour résoudre ce systéme, on diagonalise A. Les vecteurs propres de A
associés respectivement a A1, A et A3 sont les solutions des systemes respectifs
(A-25Dx=0, (A—(25-V2))a=0 et (A—(25+V2))z=0
et s’écrivent respectivement sous la forme kpy, k # 0, kpa, k # 0 et kps, k # 0,

-1 1 1
p1 = 11, P2 = 1 , p3 = 1

0 -2 V2

La solution générale du systeme différentiel est donc

-1 1 1
z(t) = kpe®™ 1| + kpe@—V2r 1 + kge(25HV2) 1
0 —V2 V2

(e) On réduit la matrice augmentée (AiI) a la forme échelonnée simplifiée &
l'aide des opérations de F et on obtient (I{A™'), avec

0 1 1
Al=11 0 1
11 1

(f) Sachant que le cryptogramme est obtenu par un 3-chiffrement de Hill a
I’aide de la matrice A, on regroupe chaque groupe de trois lettres successives
en un bloc, puis on écrit sa représentation numérique et on obtient

8 22
c=10 0
7T 4
On déchiffre en effectuant le produit
7 4
A7tc=1| 15 0
15 0

La représentation alphabétique de ce message est GOODZZ donc le message
clair est GOOD.

17.22. (a) Par hypothese, la transformation T' est non nulle, donc il existe vg
dans V tel que T(vg) # 0 et donc dimIm(7) > 1. Mais Im(7T') est un sous-
espace vectoriel de R, d’ott dimIm(7T") < 1. Par conséquent, dimIm(7T) = 1,
Im(T) =R et T est surjective.

(b) Puisque T est linéaire, dimker(7) = dim(V) — dimIm(7T) =n — 1.
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(c) Si (e1,...,e;) est une base de ker(T'), alors dimker(T") = j. Donc j =n—1
d’apres (b)

(d) Le vecteur e, de la base B n’est pas dans ker(T) = ker(S), donc T'(e,,) # 0
et S(e,) # 0. Posons ¢ = S(e,)/T(ey,). Alors S(e;) = ¢T'(e;) = 0, pour tout
j=1,...,n—1,et S(e,) = T (en). Donc S(v) = ¢T(v) pour tout v dans V,
car 1’égalité a lieu pour tous les vecteurs d’une base.

17.23. (a) En remarquant que A = (a1a}azai -+ | aya), on déduit que les
colonnes de A sont toutes proportionnelles a a, qui est non nul, et donc que
rg(A) = 1.

(

b)
(c) A2:a~aT~a~aT=a-(aT-a)-aT:HaHQA.
d)

(

||a||2 est une valeur propre de A.

Comme les colonnes de A sont proportionnelles, det(A) = 0.

T T

En remarquant que A-a=a-a' -a=a-(a" -a)= HaHQa, on déduit que

(e) Puisque det(A) = 0, A = 0 est une valeur propre de A.

(f) La dimension du sous-espace propre associé & A = 0 est la dimension du
sous-espace des solutions du systéeme A-z = 0, qui est égale an—rg(4) =n—1.

(g) La matrice A est orthogonalement diagonalisable car elle est symétrique;
en effet, AT = (a . aT)T =q-aT = A.

17.24. (a) Puisque det([T]p/) = —5 # 0, ker(T') = {0} et la transformation T
est injective.

(b) Comme €] est le ™ vecteur de la base B', b; = [T (e})]
de la matrice [T]p/, d’ott

5 est la 1% colonne

1 1 0 0
2 0 1 1
bl = 0 ) b2 = 1 ) b3 = 1 et b4 = 0
1 0 0 2
(c) De (b), on déduit que

T(e)) = ej+2eh+e, = 2+2t2 -2t

T(eh) = e} +eh = 1+t+t2+8

T(eh) = eh+ef = 2

T(ey) eh + e} = 1-—2t+2t2—13.

(d) Pour déterminer I'image d’un vecteur par T, il faut d’abord calculer ses
composantes dans la base B'. Si ko + kit +kot? +k3t® = c1e) +caeh+czel +cael,
alors

_ itk oy o=k

_ko+ks C_szlﬁ
) ’ 2 - ) 4 — .

“ 2 2

€3
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Par conséquent,
T(]{/‘O + kit + thQ + k‘3t3)

= c1T(e}) + 2T (eh) + 3T (e) + caT(e))

1 1
= B (3ko + k1 + 3ko + k3) + 5 (ko + 2k1 — 2ko — k3)t

(ko + 2ky — k‘3)t + = (ko — k1 — 3ky — /4}3)

(e) On sait que P = ([e}]s} - |[e4)B). On obtient donc facilement
0 1 1 0
1 0 0-1
Posr=11 0 0 1
0-1 1 0

De méme, a laide du calcul effectué en (d), on obtient

1
Pes=5

[ =)
_ o o
_ o O
O~ = O

(f) On peut déduire [T]p de (d) ou effectuer le produit [Tz = Psg [T Ps B
Dans les deux cas, on obtient

—_
— == o

1 3 1
2 -2 1
0 2 -1
-1 -3 -1

17.25. Sachant que le cryptogramme est obtenu par un 2-chiffrement de Hill,
on regroupe chaque groupe de deux lettres successives en un bloc puis on écrit
sa représentation numérique et on obtient

C = 9 21 20 25 16
S\ 19 24 3 20 15 )

La représentation numérique des deux premiers blocs de deux lettres du

cryptogramme est donc
9 21
D= ( 19 24 ) '

Cette matrice est inversible dans F car |D| = 25 et 25 est inversible. De méme,
la représentation numérique des deux premiers blocs de deux lettres du message

clair est donnée par
2 19
A= < 5 20 > ’
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Pour déterminer K ', ou K est la clé du chiffrement, on réduit la matrice
(DT AT) & la forme échelonnée simplifiée et on obtient

10 i1 0\ _ ynyr o 1
(0 1 i1 3>—(I:(K )Ty, dou K _<0 3)

et la représentation numérique du message clair est

(219 23 19 5
K C_(5 20 9 8 19)'

Ceci permet de retrouver le message clair

BEST WISHES.
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