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Avant-propos

Cet ouvrage forme le cinquiéme maillon de la série d’ouvrages consacrée a I’analyse des structures
et milieux continus. Le lecteur peut se reporter a I’'avant-propos du premier d’entre eux (TGC vol. 1,
Statique appliquée), qui reste d’actualité.

Conformément a I’esprit du Traité de Génie Civil, ce livre est le reflet du cours — intitulé Structures
3D a parois minces — que les étudiants de la section de Génie civil de I’Ecole polytechnique fédérale
de Lausanne (EPFL) recoivent durant le septiéme semestre. Dans un domaine aussi large que celui
des coques, on se limite volontairement aux bases classiques, en les présentant de manicre simple et
avec 'optique de I'ingénieur.

Spécialiste de I’analyse des coques, notre collégue et ami G. Fonder, professeur a 'Université de
Liege, a mis a notre disposition ses notes de cours — ce dont le présent ouvrage a fortement béné-
ficié — et a, de surcroit, relu et discuté ’entier du manuscrit avec un esprit tres constructif. Les auteurs
le remercient chaleureusement.

Notre collegue J. Jirousek, professeur honoraire, qui a partagé ’enseignement du cours avec les
auteurs de nombreuses années, a également laissé des traces importantes dans cet ouvrage, en parti-
culier dans les chapitres 3, 5, 9 et 10. Nous I’en remercions vivement.

Ont également contribué a la valeur du présent texte, de maniére directe ou indirecte, les collabo-
rateurs et chercheurs du LSC qui ont consacré leur temps aux exercices, travaux pratiques, travaux de
diplome, travaux de recherche ou théses de doctorat dans le domaine des coques. Ce sont M. Amieur,
Y. Dubois-P¢lerin, C. Falla Luque, A. Ibrahimbegovic, Ph. Jetteur, S. Jaamei, H. Rabemanantsoa,
B. Rebora et C. Scholtés.

Enfin, nous remercions également les Presses polytechniques et universitaires romandes (PPUR),
qui ont apporté un soutien décisif a la réalisation de ce volume et mis a notre disposition les talents de
Mme M.-H. Gellis pour la composition et la mise en page, et ceux de M. M. Fiaux pour I’exécution
et le traitement informatisés des dessins, graphiques et photographies.

Frangois Frey
Marc-André Studer






Introduction

Coques : conception, analyse et esthétique

Les structures en coques ne sont pas 1’exclusivité de I'ingénieur civil ; elles sont employées égale-
ment en construction aéronautique, navale, automobile et mécanique, ainsi qu’en génie chimique et
nucléaire. Elles ont néanmoins la particularité commune d’€tre parmi les structures les plus délicates
a étudier.

Qu’il s’agisse d’une couverture en voile mince ou d’un réservoir sous pression, d’une coque de
navire ou d’un chateau d’eau, 'ingénieur reste confronté aux deux impératifs usuels suivants : savoir
analyser la structure pour la dimensionner avec précision et sécurité, et savoir concevoir, planifier et
construire la structure de manieére rationnelle et économique.

Mais, pour I'ingénieur civil, dans le domaine des coques et structures plissées, survient fréquem-
ment une troisiéme exigence essentielle : savoir choisir des formes esthétiques pour donner a la construc-
tion un aspect attrayant. Ce troisiéme impératif est trop souvent négligé — voire abandonné a d’au-
tres — alors que, dans ce type de structures, analyse, construction et esthétique sont intimement liés.
Négliger 'une de ces composantes revient a aller au-devant de déboires certains (I’opéra de Sydney
restera célebre a ce point de vue).

Alors que I'analyse surtout (objet de ce texte) et la construction s’enseignent aisément, s’appuyant
sur des notions mathématiques et pratiques éprouvées, I’esthétique par contre reste par nature beau-
coup plus floue, intuitive, subjective et difficile a cerner avec précision. Dans les structures tridimen-
sionnelles de 'ingénieur civil, elle est un pivot essentiel du projet. Les grands constructeurs de coques
I’ont bien compris : ils sont de bons scientifiques, mais ils sont aussi artistes, et ils savent s’appuyer
sur des architectes compétents.

La construction des coques s’est fort développée ces soixante derniéres années et le recul que I'in-
génieur peut prendre aujourd’hui vis-a-vis de ces ouvrages, en ce qui concerne la conception, I’esthé-
tique, la construction et la durabilité, est un excellent guide pour I’avenir. Nombre de ces structures
ont été érigées avec peu de théorie mathématique, mais avec une connaissance saine du jeu des forces,
du comportement structural et de I’art de construire.

Aujourd’hui, la finesse, 'audace et la complexité des structures tridimensionnelles deviennent
monnaie courante, car I'ingénieur bénéficie, grace au calcul numérique par ordinateur, de moyens
d’étude trés complets pour comprendre dans le détail la maniére dont ces structures transmettent
les efforts. Les méthodes analytiques lourdes et souvent imprécises du calcul manuel sont totalement
abandonnées. Les méthodes simples et slires sont par contre conservées tant pour comprendre I’es-
sentiel du fonctionnement structural que pour prédimensionner. L’analyse fine est alors effectuée par
un bon programme de calcul par ordinateur (méthode des éléments finis).

L’informatique toutefois ne reste jamais qu’un auxiliaire pour le constructeur : une bonne concep-
tion découle d’abord d’un mariage harmonieux des connaissances théoriques et pratiques.
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Cadre de ’ouvrage

Ce livre prétend offrir une introduction conséquente a 'analyse théorique et numérique des
coques et structures plissées. Dans cette optique, et face a I'étendue des développements dans ce
domaine, on s’est restreint aux notions les plus classiques et les plus solides.

Le livre est dédié, pour la plus grande part, aux coques minces. La théorie générale la plus simple
des coques minces, due a Love, est exposée dans les coordonnées curvilignes des lignes de cour-
bure principale, ce qui évite 'emploi de ’analyse tensorielle. Quelques notions de théorie des coques
d’épaisseur modérée sont néanmoins mentionnées en liaison avec la méthode des ¢léments finis. Au
reste, on se limite au cas statique, élastique linéaire, isotrope et, a ’exception des problémes d’insta-
bilité, géométriquement linéaire (petits déplacements).

L’analyse de certains types courants de coques est développée plus en détail. Dans la mesure du
possible, les théories particularisées a ces types sont €tablies a nouveau. On pourrait craindre un
double emploi avec la théorie générale. A vrai dire, cette derniére peut paraitre abstraite ou éloignée
du sens physique de I'ingénieur. C’est donc pour bien faire saisir le fonctionnement de ces divers
types de coques, donner une signification concréte aux termes des équations générales, voire éviter
de retenir tous les détails de ces €quations, que les théories particularisées sont présentées de fagon
indépendante. De plus, le lecteur dispose également, de la sorte, d’une certaine autonomie dans les
divers chapitres.

On n’a d’ailleurs retenu, des développements précédents, que ce qui peut étre utile au construc-
teur. En fait, ces notions doivent permettre de saisir le mode de travail de la coque et d’en calculer
certains éléments, afin d’aborder un calcul aux ¢léments finis avec confiance et, étape essentielle, d’en
controler la validité des résultats. Aujourd’hui en effet, seule la méthode des éléments finis est capable
d’analyser une coque avec précision. L'ingénieur se doit donc de recourir a cet outil, afin de s’assurer
du dimensionnement correct de son ouvrage, mais en connaissance de cause.

Notation

La notation est classique. Les variables sont en italique maigre, les vecteurs et matrices sont en
romain gras, et la notation indicielle n’est pas compactée.
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1 Description

1.1 Elément structural a paroi mince

On considére une portion d’une surface ¥, ainsi que sa normale n au point A (fig. 1.1a). On
porte, sur n, le segment BC de longueur ¢, symétriquement par rapport a A (AB = AC). En fai-
sant parcourir au point A toute la surface X, la grandeur ¢ pouvant varier trés progressivement, on
matérialise un élément structural, dit a paroi mince si t est petit vis-a-vis de certaines dimensions ca-
ractéristiques de X (t < L, t < a, t < r; fig. 1.1b). On appelle X la surface moyenne et t I’épaisseur.
Les surfaces engendrées par les extrémités B et C du segment normal, qui limitent I’élément structu-
ral selon I’épaisseur, sont appelées faces (ou surfaces) extrémes, supérieure et inférieure, extérieure et
intérieure, voire avant et arriére, selon les cas.

t (variable)

3 (surface moyenne)

normale n

surface X

(a) (b)

Fig. 1.1 Elément structural mince (¢ est I’épaisseur) : (a) surface moyenne X et sa normale ;
(b) dimensions caractéristiques (L, a, 7).

Ingénieurs et architectes congoivent une infinie variété¢ de structures formées d’un ou plusieurs
¢léments de ce genre, de sorte qu’une classification est presque impossible. On distingue, d’apres la
forme de la surface moyenne,



2 COQUES

o les coques ou voiles, a surface moyenne courbe,
e les parois et plaques, a surface moyenne plane (TGC vol. 4),
o les structures plissées, a surface moyenne polyédrique.

La rigidité de ces structures peut étre accrue par ’adjonction de raidisseurs. On parle alors de
coques et plaques nervurées ou raidies.

Les domaines d’utilisation couvrent tous les secteurs : réservoirs, conduites et tuyauteries, cou-
vertures, carrosseries, fuselages d’avion, coques de navire, ponts biais ou courbes, chateaux d’eau,
voutes, barrages, silos, enceintes de réacteur, tours de refroidissement, bouteilles, murs et culées, pla-
telages, tunnels, etc.

Les matériaux utilisés sont le béton, I’acier et, moins fréquemment, les matériaux composites (a
fibres de verre, aramide et carbone), les matiéres plastiques, le bois, la brique et les alliages d’alumi-
nium.

Dans I’étude théorique des coques, la surface moyenne ¥, la normale n et le segment BC jouent
un role essentiel. Dans la suite, on désigne par normale tant le segment que la droite qui le porte.
Le segment correspond, dans la théorie des coques, a la section droite dans la théorie des poutres de
Bernoulli.

Pour éviter de recourir a une analyse de solide tridimensionnel, I’objectif de toute théorie de
coque est de tirer parti de la minceur de 1’élément structural défini ci-dessus : sa réponse peut en
effet étre ramenée a I’étude bidimensionnelle de sa surface moyenne, complétée de regles dictant le
comportement des normales. L’analyse de la surface moyenne est donc importante et ce chapitre est
avant tout consacré a I’étude des surfaces : rappel de propriétés géométriques (sect. 1.2), description
de formes utilisées en construction (sect. 1.3 a 1.6) et relations analytiques (sect. 1.7).

1.2 Géométrie de la surface moyenne

1.2.1 Définition
Dans un systéme d’axes cartésiens droit (X, Y, Z), les équations paramétriques
X=X@p)  Y=Y(p)  Z=Zap) (L.1)

définissent une surface ¥. A toute valeur constante Cg du parametre 8 correspond une ligne sur la
surface, dite ligne de coordonnée o ; de méme, o = C\, définit une ligne de coordonnée 3. L’ensemble
forme les lignes de coordonnées et («, 3) sont les coordonnées curvilignes de la surface (fig. 1.2).

Si les parameétres « et 3 peuvent étre éliminés des équations (1.1), on obtient la_forme explicite
7z =Z(X,Y) (1.2)
La surface peut, semblablement, étre définie (de fagon vectorielle et paramétrique) par le vecteur
—
OA:X(O(,B) = Xe; +Yes + Zeg (1.3)

ol ey, e et es sont les vecteurs unités dans (X,Y, 7).
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«

ligne 5= Cg

Fig. 1.2 Surface et ses lignes de coordonnées.

1.2.2 Courbure normale

Soit n la normale ¢€levée au point A d’une surface ¥ (fig. 1.3). On dit qu’un plan P contenant n
réalise une section normale de la surface ; cette section se traduit par une courbe plane v tracée sur 3.
Au point A de cette courbe, on désigne par r, le rayon de courbure ; son inverse 1/r,, est la courbure
normale.

Lorsque le plan P tourne autour de n, 7, et 1/r,, varient entre deux valeurs extrémes appelées
rayons de courbure principaux rmax €t rmin et courbures principales 1/rmin et 1/rmayx ; les plans P
correspondants sont perpendiculaires.

Fig. 1.3 Courbe v, de courbure normale 1/7, au point A,
section normale de la surface ¥ par le plan P.

La trace de ces deux plans dessine, au voisinage immédiat du point A, une petite croix sur la sur-
face 3. Les bras de cette croix sont les directions principales ; les courbes enveloppes de ces directions,
en tous les points de 3, constituent un réseau orthogonal de deux familles de lignes, les lignes de
courbure principale ou, simplement, les lignes de courbure.

1.2.3 Lignes de courbure

Le réseau des lignes de courbure d’une surface peut €tre utilisé avantageusement comme systéme
de lignes de coordonnées curvilignes («, 3) pour exprimer les équations des coques (chap. 2). Outre
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l’orthogonalité, ce réseau posséde la propriété essentielle suivante : le long d’un trongon ds,, (ou dsg)
d’une ligne de courbure, la normale reste dans le plan contenant la section normale et passe par le
centre de courbure de ce trongon (fig. 1.4). Grace a cette propriété, on peut isoler un fragment de
coque d’épaisseur t par des sections droites, ¢’est-a-dire des coupes planes et normales a la surface
moyenne.

Seules les lignes de courbure présentent cette particularité ; sur une autre ligne, la normale tourne
autour de la ligne, traduisant la forsion de cette ligne.

:

dSﬂ

Fig. 1.4 Elément de surface limité par des lignes de courbure ; le long d’un c6té, la normale reste
dans le plan de la section normale ; pour toute autre ligne, la normale tourne autour de la ligne.

1.2.4 Propriétés géométriques

En un point d’une surface, la courbure de Gauss K, ou courbure totale, est le produit des courbures
principales

K=—1 (1.4)

TmaxTmin

et la courbure moyenne H est simplement

H:1<1 + 1) (1.5)
2 Tmax Tmin
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Dans une surface a simple courbure, 'une des courbures principales est nulle et X = 0 (cOne
par exemple ; fig. 1.5). Dans une surface a double courbure, les deux courbures principales sont non
nulles ; si elles sont de méme signe, ou de signe contraire, la surface est dite a courbure de Gauss po-
sitive (paraboloide de révolution par exemple), ou négative (paraboloide hyperbolique par exemple).

direction
asymptotique

(b

(©) (d

Fig. 1.5 Surfaces diverses selon la valeur de la courbure de Gauss K : (a) paraboloide de révolution
(cas elliptique, K > 0); (b) paraboloide hyperbolique (cas hyperbolique, K < 0);
(c) cone (cas parabolique, K = 0); (d) tore (K > 0et K < 0).

Certaines surfaces ont des zones a courbure totale positive, nulle ou négative (tore par exemple).
Il convient donc d’examiner cette notion de maniére plus locale. Soit T le plan tangent au point A
d’une surface . Localement, trois cas sont possibles (fig. 1.5) :

o la surface X reste située d’un seul coté de T, ne coupe pas T : le point A est dit elliptique (si ’'on
coupe Y par un plan paralléle a T, trés voisin de T, la section est, en premiére approximation,
une ellipse) ; la courbure totale K est positive ; pour toute section normale par A, la courbure
normale 1/7,, ne change pas de signe;

o la surface X coupe T et se situe des deux cotés de T : le point A est dit hyperbolique et la cour-
bure totale est négative; 'intersection de > avec T se fait selon deux directions dites asympto-
tigues ; les directions principales en sont les bissectrices ; la courbure normale 1/7,, change de
signe, s’annulant le long des directions asymptotiques;
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o la surface ¥ et le plan T ont une ligne en commun, définissant une direction asymptotique; le
point A est dit parabolique et la courbure de Gauss est nulle ; la courbure normale ne change
pas de signe, s’annulant, une seule fois, sur la direction asymptotique.

Une surface est dite minimale si sa courbure moyenne H est nulle ; si H = 0, les rayons principaux
de courbure sont opposés et la courbure totale K est négative. D’intérét particulier sont les surfaces
d’aire minimale pour un contour donné ; ce sont des surfaces minimales et on peut les matérialiser par
une bulle de savon tendue sur un fil de fer épousant le contour (hélicoide et caténoide par exemple ;
fig. 1.6).

(@ (b)

Fig. 1.6 Surfaces minimales d’aire minimale : (a) hélicoide (surface réglée);
(b) caténoide (ou alysséide), surface de révolution engendrée par la rotation de la chainette.

Une surface est réglée si elle est engendrée par une droite, la génératrice, dont le déplacement n’est
fonction que d’un seul parameétre, par exemple une droite s’appuyant sur trois courbes quelconques,
ou encore sur deux courbes et paralléle a un plan. La courbure de Gauss K d’une surface réglée est
négative ou nulle (hyperboloide de révolution par exemple ; fig. 1.13).

Une surface est développable si elle peut étre appliquée sur un plan sans déchirure ni superposi-
tion. Sa courbure totale est en tout point nulle. Toute surface issue de la déformation d’un plan (sans
I’étirer ni le contracter) est développable.

Pour qu’une surface réglée soit développable, le plan tangent doit étre le méme en tous les points
d’une génératrice. Les surfaces développables sont réglées : ce sont les cones, cylindres et lieux des
tangentes a une courbe gauche.

Si, en un point d’une surface, les deux courbures principales sont égales (1/rmax = 1/7min), €
point est dit sphérique ou ombilical.

Enfin, sur une surface, on peut trouver trois types de lignes remarquables. Les lignes de courbure,
enveloppes des directions principales (§ 1.2.3), les lignes asymptotiques, lignes de courbure normale
1/r,, nulle (certaines surfaces en sont dépourvues, la sphére par exemple) et les lignes géodésiques,
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lignes de plus courte distance entre deux points (I’hélice, sur un cylindre, par exemple). Si une surface
est pourvue de lignes droites, ces derniéres sont a la fois des asymptotiques et des géodésiques.

1.2.5 Théoréme de Meusnier et formule d’Euler

Soit une ligne quelconque X tracée sur une surface 3. Au point A (fig. 1.7), on trace la tangente t
et la normale principale N a X ; sur N se trouve le rayon de courbure p de X\ en A (Frenet, § 1.7.6). En
A toujours, on éléve la normale n a X ; le plan P formé de n et t coupe ¥ selon la ligne v de courbure
normale 1/r,, (section normale). Si p est 'angle entre n et N, le théoréme de Meusnier (1776)

p =Ty, COS L (1.6)

exprime les propriétés suivantes :

e le rayon de courbure d’une courbe quelconque tracée sur une surface est la projection, sur la
normale principale, de celui de la section normale correspondante;

« a toutes les courbes tracées sur une surface, ayant une tangente commune en un point, corres-
pond la méme courbure normale 1/, en ce point.

Ce théoréme, démontré plus loin (§ 1.7.7), rappelle, en particulier, que les courbures principales
1/Tmin €t 1/rmax ne sont pas nécessairement les courbures des lignes de courbure, mais bien les
courbures des sections normales. Ainsi, sur une sphére de rayon a, un paralléle de rayon b est une ligne
de courbure principale (fig. 1.8). Sa courbure vaut 1/b et sa courbure normale 1/a, avec (Meusnier)

b=acospu (1.7)

ou, en utilisant la colatitude ¢,
b=asiny (1.8)

parallele

Fig. 1.7 Courbure et courbure normale Fig. 1.8 Théoréme de Meusnier
(Meusnier). dans la sphere.
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Dans le plan tangent T au point A d’une surface ¥, orientons le plan P d’une section normale
quelconque par I'angle v compté a partir de la direction principale associée a . (fig. 1.9). La
Jormule d’Euler (1760) donne, en fonction de +, la courbure 1/r,, de la section normale v par

1 .
—(v) = cos? v + sin? 5 (1.9)
Tn T'max T'min
ou les trois rayons de courbure sont mesurés au point A.
Tmax "min Tn (7) , / direction

min

direction

de rmax

Fig. 1.9 Courbure d’une section normale quelconque de 3 en A.

1.3 Etat membranaire et état flexionnel

L’état de contrainte, par lequel ’élément structural résiste aux actions extérieures, est caractérisé
par des efforts intérieurs définis au niveau de la surface moyenne. La trace de cette surface dans une
section droite s’appelle la ligne moyenne. Les efforts intérieurs sont décrits par unité de longueur de
ligne moyenne dans les sections droites.

L’état membranaire s’associe aux efforts intérieurs de type force agissant dans la surface moyenne,
a savoir les efforts normaux et les efforts tangentiels. L état flexionnel regroupe les efforts intérieurs de
caractere flexionnel, soit les moments de flexion, les moments de torsion et les efforts tranchants.

Selon le mode de travail, on peut distinguer quatre types d’éléments structuraux :

o I’¢lément de paroi est défini par la géométrie plane de sa surface moyenne (plan moyen) et par
son épaisseur ; sollicité par des charges agissant dans son plan moyen, il y résiste par un ézat
membranaire (fig. 1.10a) ; les efforts normaux et tangentiels résultent d’ailleurs de I’état plan de
contrainte (TGC vol. 3,§5.6.1);

o I’¢lément de plaque est défini par la géométrie plane de sa surface moyenne (plan ou feuillet
moyen); il résiste aux charges agissant normalement a son plan moyen par un état flexionnel
(fig. 1.10b; TGC vol. 4);
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o I’¢lément de plaque-membrane est la superposition des deux cas précédents et réunit donc 1’état
membranaire de paroi et ’état flexionnel de plaque (fig. 1.10c) ; bien que plan, il se comporte de
maniére spatiale, pouvant étre soumis a des charges quelconques, tant paralléles que perpendi-
culaires a son plan moyen ; il constitue la base des structures plissées ;

« enfin, I’élément structural de coque est, par nature, courbe et spatial; il utilise les deux états
d’efforts intérieurs, membranaire et flexionnel, pour s’opposer aux actions arbitraires pouvant
le solliciter (fig. 1.10d) ; exceptionnellement, grace a sa courbure, une coque peut ne résister aux
charges que par I’état membranaire (§ 3.2.4 ; structure gonflable, textile, peau, etc.).

Y efforts normaux N, et N, #4  moments de flexion M, et M,
! Ny (N,=to,; Ny =t Uy) |  moments de torsion sz = Muz

efforts tangentiels N oy = Nyz ‘ efforts tranchants V_ et Vy

(Nzy = thy)

(a) Etat membranaire de paroi. (b) Etat flexionnel de plaque.

(c) Plaque-membrane : superposition des (d) Coque : cinq efforts intérieurs
états membranaire et flexionnel. par section droite.

Fig. 1.10 Efforts intérieurs.

Remarques

L’état de contrainte d’une coque est étudié rigoureusement au chapitre 2 ; il s’agit ici d’une pré-
sentation intuitive.

L’¢lément structural plaque-membrane est aussi appelé élément plan de coque.
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La présence de raidisseurs peut modifier considérablement le mode de travail d’un élément struc-
tural ; par exemple, les sommiers ajoutés sous une plaque (dalle nervurée) transforment le comporte-
ment de plaque en celui d’une structure plissée (fig. 1.11).

—> _—
\
Bty T

(@ (b)

Fig. 1.11 Effet des raidisseurs :
(a) plaque et plaque nervurée (avec raidisseurs centrés) : état flexionnel seul ;
(b) structure plissée (plaque avec raidisseurs excentrés) : états membranaire et flexionnel.

1.4 Coques

Une coque est définie par la géométrie courbe de sa surface moyenne et par son épaisseur en tout
point de cette surface. En outre, pour 'ingénieur, il convient de caractériser les matériaux constituant
la coque, les conditions d’appui et les actions.

On s’intéresse ici a la surface moyenne. En particulier, on discute les nombreuses formes géomé-
triques possibles de cette surface. Le choix, important, de la bonne forme est en premier lieu gouverné
par la fonction que la coque doit remplir.

(a) () ©

Fig. 1.12 Surfaces de révolution : (a) réservoir sphérique (double courbure K > 0);
(b) réservoir cylindrique (simple courbure K = 0);
(c) tour de refroidissement (hyperboloide, double courbure K < 0).
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1.4.1 Surfaces géométriques

La géométrie des surfaces offre un grand éventail de formes simples. Parmi les surfaces a simple
courbure, le cone et surtout le cylindre sont trés utilisés (réservoirs, silos, chateaux d’eau, récipients
sous pression, conduites forcées, fusées, etc.). Les surfaces de révolution, obtenues par rotation d’une
courbe plane, le méridien, autour d’un axe situé dans le plan de la courbe, sont également d’un emploi
tres fréquent (fig. 1.12).

Les surfaces réglées résultent du déplacement d’une droite, la génératrice, selon une certaine loi
(§ 1.2.4); on peut ainsi engendrer des surfaces diverses a simple ou double courbure, dont la plus
connue est le paraboloide hyperbolique (fig. 1.13).

(a) (b) (©

Fig. 1.13 Surfaces réglées : (a) conoide (K = 0); (b) hyperboloide a une nappe (K < 0);
(c) paraboloide hyperbolique (K < 0).

L’intérét de I"utilisation des surfaces réglées est essentiellement technique. Sila coque est en béton,
le coffrage est réalisé au moyen de planches rectilignes étroites disposées selon les génératrices ; en
bois, elle peut étre formée d’un réseau de planches croisées clouées.

Les surfaces cylindriques, ouvertes ou fermées, sont obtenues en déplagant une droite, la géné-
ratrice, parallelement a elle-méme sur une courbe plane, la directrice. La voiite autoportante, par
exemple, est d’usage courant comme couverture; elle est supportée par des diaphragmes (tympans,
entretoises, raidisseurs) situés au niveau des appuis (fig. 1.14).

Les surfaces de translation résultent du déplacement d’une courbe plane, la génératrice, sur une
autre, la directrice (fig. 1.15).

Les surfaces géométriques, présentées briévement ici, ont ’avantage de pouvoir étre décrites ana-
lytiquement. Elles ne sont toutefois pas I'unique ni nécessairement le meilleur choix pour la surface
moyenne d’une coque. Ces formes simples risquent de ne pas s’adapter a des exigences particulicres,
par exemple a certaines charges, aux conditions géométriques ou statiques au contour (conditions
aux limites), a la résistance au voilement, etc.



12 COQUES

directrice génératrice

génératrice diaphragme

directrice

(b

Fig. 1.14 Surfaces cylindriques ouvertes (K = 0) dites volites autoportantes :
(a) sheds (vofites a simple portée L); (b) abri (voute continue).

directrice

Fig. 1.15 Surface de translation (KX > 0) utilisée comme couverture.

1.4.2 Surfaces expérimentales

D’autres surfaces intéressantes et souvent trés fonctionnelles peuvent s’obtenir par des techniques
expérimentales. La plupart d’entre elles recourent a des maticres souples (sans résistance flexionnelle)
adaptant leur forme a la charge appliquée, en sorte que la résistance résulte essentiellement d’un état
membranaire.

Un film d’eau savonneuse tendu sur les bords matérialisés (fil de fer, élastique, etc.) du modéle
réduit de la coque (fig. 1.16a), par exemple, permet, selon les conditions aux bords, une liberté de
formes sans limite ; la surface correspondante est d’aire minimale (§ 1.2.4). Une technique voisine
consiste a mettre en tension, entre leurs supports, des membranes, filets ou tissus souples (fig. 1.16b).
La surface en goutte, remarquable, est obtenue par remplissage d une enveloppe souple dont la forme
s’adapte a la quantité de matiere contenue (silos de stockage ; fig. 1.17). On parle, dans ces divers cas,
de structures tendues.
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(a) (b)

Fig. 1.16 Maquettes pour I’étude des formes (pavillon de 1’Allemagne, Expo 1967, Montréal) :
(a) bulle de savon ; (b) tissu.
(Source : IL8 — Netze in Natur und Technik, K. Bach Red., Mit. des IL, Univ. Stuttgart, 1975.)

Fig. 1.17 Projet de silos en enveloppe souple. (Source : F. Otto, Zugbeanspruchte Konstruktionen,
Band 1, Ullstein Verlag, Frankfurt/M - Berlin, 1962.)

(a) (b)

Fig. 1.18 Coques de forme pneumatique :
(a) maquette d’une membrane en caoutchouc sous pression d’air;
(b) réalisation de coques a base rectangulaire 18 m x 24 m.
(Source : H. Isler, ingénieur ETHZ, Berthoud.)
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Une membrane élastique tendue sur un cadre rigide et soumise a une pression uniforme conduit
également a des formes trés variées selon la géométrie de la base (fig. 1.18a). Gonflée et en vraie gran-
deur, elle peut servir de coffrage a une coque en béton (domes; fig. 1.18b). Soumise a une pression
hydrostatique, la membrane peut donner la forme idéale pour un barrage votte.

Les membranes, filets ou tissus souples, suspendus entre les appuis, enduits d’une matiére liquide
(platre, polyester, etc.) durcissant une fois la position d’équilibre réalisée, puis retournés (fig. 1.19),
fournissent les meilleures formes possibles pour résister au poids propre par compression membra-
naire (couvertures en béton sous charge de gravité, déterminante pour le dimensionnement).

Fig. 1.19 Modeles de coque appuyée sur quatre points, obtenus d’un tissu trempé dans du polyester,
solidifié et retourné. (Source : H. Isler, ingénieur ETHZ, Berthoud.)

Convaincu de lefficacité¢ de la méthode des toiles pesantes rigidifiées inversées, dont il est I'ini-
tiateur (1955), I'ingénieur suisse H. Isler I'utilise intensivement et avoisine la perfection technique et
esthétique dans la réalisation des couvertures les plus diverses. Sa démarche expérimentale propre,
prise comme un jeu créatif et propice a de nouvelles idées de conception, lui permet de trouver des
formes de coques inédites et de proportions idéales. La richesse des formes, la 1égereté et la beauté de
ses coques, témoignent de la valeur de sa démarche (fig. 1.20).

Dans tous ces procédés expérimentaux de recherche de formes, cependant, le relevé topogra-
phique du modeéle, qui doit étre trés précis, est une opération délicate a mener. Il est possible de s’y
soustraire en simulant les expériences par un calcul sur ordinateur.

De plus, la surface moyenne obtenue échappe a toute représentation analytique et, par suite,
a toute méthode classique de résolution analytique qui pourrait en dépendre. Seules les méthodes
numériques (éléments finis ; chap. 11) ou expérimentales (essais sur modeéle) permettent d’étudier les
coques de forme quelconque.
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Fig. 1.20 Coques en béton réalisées par Heinz Isler : (a) coque sur quatre appuis, 35 m x 35 m,
épaisseur 9 a 10 cm (piscine de Brugg, 1981) ; (b) coque sur sept appuis, a base irréguli¢re
57,5 m x 34,5 m, épaisseur 10 cm (Sicli S.A., Geneéve, 1969) ; (c) coque sur cing appuis a

différents niveaux, 28 m x 42 m (théatre en plein air, Grotzingen bei Stuttgart, 1977) ; (d) coques a
base rectangulaire 18,4 m x 48 m accolées (halle de tennis, Marin-La Théne vers Neuchatel,1983) ;
(e) coque sur cinq appuis, exemple de forme non suspendue mais dite coulée (centre horticole,
Florélites Clause, Paris, 1975). (Source : H. Isler, ingénieur ETHZ, Berthoud.)

15
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1.5 Structures plissées

Les structures plissées sont constituées d’un assemblage d’éléments structuraux plans, de type
plaque-membrane, réalisant une structure portante stable. La jonction de deux éléments plans forme
une aréte selon laquelle la liaison est presque toujours rigide, pour des raisons techniques évidentes.

La surface moyenne dune structure plissée est une sorte de surface polyédrique a facettes mul-
tiples. La plus simple est une surface prismatique a facettes rectangulaires, la coque prismatique, trés
courante en pratique ; elle est formée d’une série de panneaux rectangulaires, généralement allonggés,
supportés transversalement par des diaphragmes au droit des appuis (fig. 1.21).

diaphragme
d’extrémité

Fig. 1.21 Coque prismatique ouverte.

La coupe transversale d’'une coque prismatique est une section droite a parois minces, ouverte
ou fermée (fig. 1.22); toute structure engendrée par le déplacement d’une telle section le long d une
droite est ainsi une coque prismatique (toiture, platelage, plancher, pont, poutre, etc.). La présence
d’entretoises intermédiaires, pour garantir la conservation de la forme de la section droite, permet
souvent de calculer les plus allongées de ces coques comme de simples poutres.

b \ 3 353,5 mm N
B |
=l L L

(@ (b)

Fig. 1.22 Coupes transversales de coques prismatiques : (a) pont-caisson en béton armé;
(b) platelage en aluminium du pont suspendu de Montmerle, France (source : R. Paubel,
Le pont suspendu de Montmerle, Revue de I’Aluminium, juillet-aott 1974).
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De facon plus générale, I'utilisation de panneaux plans a bords non paralléles permet de réali-
ser des structures portantes les plus diverses (couvertures, batiments, murs de souténement, ponts-
caissons biais, culées de ponts, silos, etc. ; fig. 1.23).

(b) ©

Fig. 1.23 Structures plissées : (a) toiture circulaire (esquisse) ; (b) culée de pont (esquisse);
(c) église St-Pierre et St-Paul, Droixhe, Liége (vues extérieure et intérieure ; photos F. Frey).

1.6 Autres structures

Il est évidemment possible d’envisager d’autres constructions formées d’é¢léments structuraux a
parois minces, qui sortent du cadre traité jusqu’ici.

D’autres types de structures plissées, par exemple, sont composés d’éléments a surface moyenne
courbe et reliés par des arétes curvilignes, ou d’'un mélange de panneaux courbes et plans. Ce genre
de structures est trés fréquent en pratique (coupoles diverses, ponts courbes, trémies des silos, vannes,
barrages a votutes multiples, etc. ; fig. 1.24).

Des structures composées, formées d’un assemblage de coques et de plagues-membranes, sont
également trés répandues ; les structures les plus diverses et les plus complexes résultent des exigences
modernes de la technique (fondation des tours de télévision, batiment des réacteurs nucléaires, plate-
forme pétrolicre, carcasse des véhicules sur rail, fuselage des avions, coque des navires ; fig. 1.24).
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(stockage) 120 m
~
sable
(ballast)
.

©

Fig. 1.24 Structures a parois minces diverses : (a) projet de marché couvert a Moscou (esquisse) ;
(b) pont-caisson courbe, Barboleusaz, Suisse (discrétisation) ; (c) coupole polygonale réguliére,
Markthalle, Bale, 1929 (source : J. Joedicke, Les Structures en Voiles et Coques, Editions Vincent,
Fréal et Cie, Paris, 1962) ; (d) fondation de la tour de télévision de Stuttgart (source : F. Leonhardt,
Der Stuttgarter Fernsehturm, Beton- und Stahlbetonbau, 51 (1956) 4/5) ;

(e) plate-forme offshore norvégienne condeep (esquisse).
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1.7 Analyse des surfaces

1.7.1 Introduction

Cette section rappelle, brievement, quelques relations importantes de la théorie des surfaces,
exprimées selon les lignes de courbure principale. On consultera les ouvrages spécialisés (voir par
exemple la bibliographie) pour une vue détaillée, des démonstrations complétes et une présentation
rigoureuse.

On choisit la représentation paramétrique vectorielle (§ 1.2.1)

x = x(a, §) (1.10)

pour décrire une surface > dans I’espace. Les paramétres « et 3 sont les coordonnées curvilignes sur
33; les lignes o« = cste et 3 = cste sont les lignes de coordonnées sur X.

On adopte les lignes de courbure (principale) comme lignes de coordonnées : elles forment un
réseau orthogonal sur la surface (§ 1.2.2 et 1.2.3).

1.7.2 Vecteurs unités attachés a la surface

Les vecteurs
ox ox
X = — X = —
O a a B a ﬂ
sont tangents aux lignes de coordonnées et a la surface. (Par commodité, on utilise occasionnellement
la notation (e) ,, pour désigner la dérivée.) Les vecteurs unités tangents a et b sont (fig. 1.25)

(1.11)

o X o _X

= = Lo b= 0 _ X8 1.12
= kol A sl ~ B (112

ou A et B sont les longueurs des vecteurs x ,, et x 5 (par exemple A% = x X ,).

A

Fig. 1.25 Surface X et sa base orthonormée (a, b, n).
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Le vecteur unité n normal a la surface est issu du produit vectoriel

1

n:axb:E(

X q X X (1.13)
) 8

Les vecteurs unités a, b et n forment un repére attaché a la surface; ils sont fonctions des para-
metres « et 3 leurs dérivées par rapport a ces derniers sont données par les relations matricielles
(sans démonstration)

_LtoA A o LO9B
B g r, A o
22 A U Y R A (W AT
Do ~ |Bag a8 A da T8
n A n n B n
= 0 0 0 - 0
T T8
(1.14)

Les matrices liant les vecteurs unités a leurs dérivées sont antisymétriques (propriété générale
pour toute base orthonormée). Dans ces matrices, r, et rg sont les rayons de courbure principaux
(§ 1.2.2); ces rayons sont positifs si la normale unité n pointe vers le centre de courbure.

La derniére ligne de chacune des relations (1.14) montre que I’accroissement du vecteur n n’a de
composante que dans la section normale associ€e, c’est-a-dire que ce vecteur reste dans le plan des
sections normales le long des arcs élémentaires tracés sur les lignes de courbure. Cette propriété n’a
lieu que sur ces lignes (§ 1.2.3) et traduit le théoréme de Rodrigues.

1.7.3 Premiére forme fondamentale

La différentielle
dx =x o da+x gdf (1.15)

permet de calculer le carré de la longueur de 1’élément de ligne sur la surface

ds? = dx-dx = (X o-X.) do® + (X 5-x 5) d3?

Cette relation, écrite sous la forme
I =ds? = A% do? + B% dB? (1.16)

représente la premicére forme fondamentale de la surface. Cette forme illustre la mesure de la distance
sur 3. Les coefficients A et B sont les parameétres de Lamé (longueur de x , et x g). Il n’y a pas de
terme en x ,-X g vu 'orthogonalité des lignes de coordonnées.

Si I’élément de ligne se situe sur une ligne de coordonnée (o ou 3), on a
ds, = Ada dsg = Bdp (1.17)

et les paramétres de Lamé donnent I’accroissement de la longueur d’arc associé a I’accroissement de
la coordonnée. L’¢lément d’aire sur ¥ est

dA = ds, dsg = AB da df (1.18)
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1.7.4 Deuxiéme forme fondamentale

L’intersection du plan P d’une section normale avec la surface 3 est une courbe plane v (fig. 1.26).
Au point A de cette courbe d’abscisse curviligne s, on construit le vecteur tangent T et le vecteur
normal N au sens de Frenet (§ 1.7.6). On a N = n ou n est la normale unité a ¥ et, par Frenet,

dx dT N
T-% 22 _ 2 1.19
ds ds P (1.19)
avec1/p=1/r,, ou1l/pestla courbure de ven A et 1/r, la courbure normale.
P
S
-
Fig. 1.26 Plan P de la section normale, avec le rayon de courbure r,, de la courbe v.
La dérivée, par rapport a I’abscisse curviligne s de v, du produit scalaire T-N = 0 s’écrit
dN dT
T—+N—=0
ds d
d’ou, avec ’ensemble des relations précédentes,
1 —dx-dn 1T
- 1.20
T ds? I (1.20)
L’expression
II = —dx-dn = Ldo? + N dp? (1.21)

est la seconde forme fondamentale de la surface. En I’écrivant I = (1/r,)ds?, on observe qu’elle
traduit la forme de la surface via la courbure. Ses parameétres valent

ox On ox On
=% 72 N——%-% (1.22)

et, avec (1.12) et (1.14), ils deviennent

A2 B2
L=" N=—"

(1.23)
Ta rg
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1.7.5 Equations de Codazzi et Gauss

Les parametres A, B, L et N ou, mieux, A, B, r, et rg, intervenant dans les deux formes fon-
damentales d’une surface, ne sont pas indépendants, mais liés par trois équations. Ces équations
peuvent étre considérées comme des conditions de compatibilité géométrique entre ces parametres,
garantissant I’existence et I'unicité de la surface.

Pour les trouver, on examine les identités existant entre les secondes dérivées mixtes des vecteurs

de base. On a d’abord
’n 9%n
0adpB B0

0 (AN, _Aoa__ 0 (B\,  Bob
9B \ra re 0 O« T3 rg 0o
puis, encore avec (1.14),

1LoA 0 (A],_[L0B_ 0 (B)],
G o ()l a - (5)]

et, comme a et b sont perpendiculaires, on aboutit aux deux équations de Codazzi

d’ou, avec (1.14),

5O-2% 2E-2E e
Ensuite, considérant les identités
d’a  O’a o’ 9%b
0adf  0B0« 0adf  0B0«
et les traitant comme ci-dessus, on trouve une seule égalité nouvelle, I’équation de Gauss
Ao 20056

dans laquelle apparait la courbure de Gauss K (1.4).

1.7.6 Formules de Frenet

On peut décrire une courbe dans ’espace semblablement a une surface, par la représentation
vectorielle a un parameétre
x = x(s) (1.26)
ou s est I’abscisse curviligne le long de la courbe.
En tout point A de cette courbe, on construit le repére de Frenet (T, N, B) par les vecteurs unités
dx dT
= — N = ]
ds Pas
portés par la tangente t, la normale principale N et la binormale b (fig. 1.27). Le rayon de courbure p

est positif car N est toujours dirigé vers le centre de courbure. Les plans construits sur les vecteurs
unités sont le plan osculateur (t,N), le plan normal (N, b) et le plan rectifiant (t,b).

T B=TxN (1.27)
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X(s)

Fig. 1.27 Repere de Frenet.

Les formules de Frenet lient les vecteurs unités a leurs dérivées

1
o
T T
AINV o g N (1.28)
dS B P 1 T B
L
.

Le rapport 1 /7 est la forsion de 1a courbe et 7 est le rayon de torsion. Entre les normales principales
et les binormales élevées aux extrémités d’un arc ds de la courbe apparaissent les angles dy et df
(fig. 1.27); 1a courbure et la torsion sont dés lors données par

1 dy 1 df
—— = 1.2
p ds T ds (1.29)

1.7.7 Courbure et torsion géodésiques

Repére de Darboux

Au point A d’une courbe X quelconque tracée sur une surface 3 (fig. 1.28), on construit le repére

de Darboux (t,g,n) ou t est porté par la tangente a la courbe, g est normal a t dans le plan tangent T
aXen A, etnestnormal a ¥. Ce repere différe de celui de Frenet d’un angle w autour de la tangente
commune (t = T). On a donc, w désignant I’angle entre le vecteur g et la normale principale a la
courbe X,

T 1 0 0 t

N3?=10 cosw sinw g (1.30)

B 0

—sinw cosw n
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plan normal

s\

Fig. 1.28 Repére de Darboux (t, g, n).
(Les quatre vecteurs g, n, N et B sont situés dans le plan normal.)

Si s désigne la coordonnée curviligne le long de la courbe X, la dérivée des vecteurs unités du
repére de Darboux est donnée par

1 1
O n
g n
=80 | T 0 118 (1.31)
*n 1“19 1 g n
—— = 0
Tn ty

Dans la matrice antisymétrique de (1.31), 1/r, est la courbure normale (§ 1.2.2), tandis que 1/r,
est la courbure géodésique et 1/t la torsion géodésique.

Sachant que
diT _ N _dt

ds  p ds
on obtient, avec (1.30) pour N et (1.31) pour dt/ds,

COSw sinw 1 1
n=—g+—n
p p Tg Tn
d’ou, par identification,
i: sinw i:cosw (1.32)
Tn p Tg P

ou la premiére égalité est le théoréme de Meusnier (§ 1.2.5, équation (1.6) avec cos i = sinw). Ces
formules montrent que, dans le plan normal (contenant g, n, N et B; fig. 1.29), les trois centres de
courbure (C,, C,, et Cg) sont alignés.

La courbure géodésique s’interpréte comme la courbure de la projection de la ligne X\ dans le plan
tangent T.
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n direction
de r

min

A direction

_/ de Tax

Fig. 1.29 Les trois rayons de Fig. 1.30 Vue dans le plan tangent.
courbure.

Semblablement on peut calculer

1 dw 1

e A R 1.33

ty ds * T (133
et, si v désigne (comme a la figure 1.9) ’angle entre la direction principale de r,.x €t la tangente a la
courbe X (fig. 1.30), on a

iz( LI >sin7c057 (1.34)

Tmax Tmin

et toutes les courbes de ¥ admettant t comme tangente en A ont, en ce point, la méme torsion
géodésique 1/t, (méme propriété que la courbure normale 1/r,, § 1.2.5).

Cas particulier

Si la courbe quelconque X est une ligne de courbure « ou 3, le repére (a, b, n) est (t, g, n) sur «
(§1.7.2) et (—g, t,n) sur (. Sachant que

9 _19 9 _19
dsq A da 855_385

on obtient, par identification des formules (1.14) et (1.31),

1 1 0A 1 1 0B
- bl - == 1.
Tga AB 0p rgs AB Oa (1.35)
D’autre part, avec (1.34), puisque v = 0,
1 1
— =0 — =0 (1.36)
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1.7.8 Lignes remarquables sur une surface

Les lignes de courbure, enveloppes des directions principales de courbure, formant deux familles
orthogonales, ont déja été définies (§ 1.2.3). Sur ces lignes, la torsion géodésique 1/t, est nulle.

Les lignes asymptotiques sont les lignes de courbure normale 1/r,, nulle (§ 1.2.4). En tout point
d’une telle ligne, le plan osculateur (T, N) est tangent a la surface. Les éventuelles droites d’une
surface sont des lignes asymptotiques. Certaines surfaces n’ont pas de telles lignes.

Les lignes géodésiques sont les lignes de courbure géodésique 1/r, nulle. En tout point d’une telle
ligne, le plan osculateur est normal a la surface et la normale principale coincide avec la normale a la
surface (N = n). Entre deux points d’une surface, I’arc le plus court est celui de géodésique (§ 1.2.4).
Les éventuelles droites d une surface sont des géodésiques particuliéres.

1.7.9 Application — Surface de révolution

Une surface de révolution est engendrée par la rotation d’une courbe plane, le méridien, autour
d’une droite située dans son plan, 'axe de révolution (axe Z, fig. 1.31; § 1.4.1). Chaque point du
méridien décrit un cercle, le paralléle.

méridien

parallele

Fig. 1.31 Géométrie d’une surface de révolution.

On repére un point A par deux coordonnées, I’angle # situant le plan méridien par rapport a
laxe X (ou au plan de X et Z) et 'angle ¢ donnant I'inclinaison de la tangente au méridien sur
I’horizontale.
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Meéridiens et paralléles sont les lignes de courbure. On prend la coordonnée o = ¢ sur les mé-
ridiens et la coordonnée 5 = 6§ sur les paralleles. Les rayons de courbure principaux sont r, et rg
(centres de courbure C, et, sur 'axe de révolution, Cy). Le rayon r du parall¢le est aussi son rayon
de courbure (centre C).

On a (abscisse curviligne)

ds, =1, dp dsg = rdf (1.37)
et les parameétres de Lamé valent, avec (1.17),

A=r, B=r (1.38)

Le théoréme de Meusnier donne (évident sur la figure)

r=rgsing (1.39)

Les équations de Codazzi (1.24)

o (A\ 1 0A 0 (B\ 1 0B

00 \ry T rg 06 dp \rg _7'90 O
fournissent, pour la premiére, une identité (9A/96 = 0) et, pour la seconde (y seule variable indé-
pendante),

dr

@ =74, COS (1.40)

ce qui se controle aisément géométriquement (fig. 1.32).

Enfin, avec (1.40), on vérifie que I’équation de Gauss (1.25) est satisfaite.

C, TZ
|
|

“ r

Fig. 1.32 Géométrie de la relation (1.40) : dr = ds, cos ¢ = 7, de cos .
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Les courbures de Frenet, normales et géodésiques, valent
e pour le méridien

1 1 1 1 1 1
L_1_de — = — =0 (1.41)
Pe T o dsg Tng  Pp Ty Tgp
o pour le parallele (cf. fig. 1.29)
1 1 1 1 Si 1 5
-2 N S = ¥ (1.42)
Lo r no To r g0 r

Les torsions sont nulles (lignes de courbure planes). Avec 1/r4, = 0, le méridien est une géodé-
sique.



2 Théorie des coques minces

2.1 Introduction

Ce chapitre a pour but d’expliquer de quelle maniére on peut établir les équations nécessaires a
la résolution du probléme de coque. On se limite a la théorie la plus simple, due a Love. Les équa-
tions sont exprimées en utilisant les lignes de courbure comme lignes de coordonnées. Certaines ne
sont pas démontrées en détail, bien que les informations données permettent de le faire sans diffi-
culté majeure ; de plus, on trouvera, dans les ouvrages cités en bibliographie, tous les renseignements
souhaitables.

Il semble en effet préférable, lors de I’établissement de ces équations, de souligner les aspects
structuraux, profitables a I'ingénieur, plutdt que de s’attarder sur des démonstrations mathématiques
certainement utiles, mais quelque peu fastidieuses. En conséquence, dans les chapitres qui traitent de
sujets particuliers (grandes classes de coques ; chap. 4 a 8), les équations sont, en général, a nouveau
établies de fagon compléte et détaillée, ce qui permet de mettre en évidence les propriétés du cas
étudié. Elles ne sont donc pas simplement déduites des équations générales de ce chapitre. Une telle
déduction, en effet, tend a masquer les caractéristiques physiques du probléme ; elle est proposée a
titre d’exercice, un exercice trivial par ailleurs.

2.2 Théorie de Love

Dans le domaine des coques, la premiére théorie recevable a été formulée par Love en 1888. Elle
est construite sur le méme modele que la théorie des plaques de Kirchhoff, a savoir exprimer les
équations en se référant a la surface moyenne tout en tirant parti, a 'aide d’hypothéses raisonnables,
de la minceur de la structure.

La courbure de la coque pose toutefois des problémes nouveaux et délicats, par rapport au cas de
la plaque. Suite a de nombreuses recherches et controverses, la validité de la théorie simple de Love
n’a finalement été confirmée que beaucoup plus tard par Koiter (1960).
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On verra ci-apres que la théorie de Love n’est, en réalité, qu’approximative. Elle néglige des termes
dont l'ordre de grandeur peut étre considéré comme petit. Il s’ensuit que certaines équations ne
sont qu’imparfaitement satisfaites. Tant qu’il y a cohérence dans 'ordre de grandeur des termes
négligés, la théorie est acceptable. C’est le cas de la théorie de Love, souvent appelée, pour cette
raison, premiére approximation cohérente de la théorie des coques.

Le degré de précision de la théorie de Love est de quelques pour cent pour quasiment tous les cas
de coque. (Font exception quelques formes particuliéres, a caractére plus académique que pratique,
ou la précision peut étre moindre, de I'ordre de 5 a 10 %.) Pour I'ingénieur, la théorie de Love est
donc entierement satisfaisante.

2.3 Elément de coque

Sur la surface moyenne de la coque, on choisit les lignes de courbure comme lignes de coordon-
nées « et 3, vu leurs propriétés remarquables (§ 1.2.3). On appelle z la coordonnée mesurée selon la
normale n a la surface moyenne (—¢/2 < z < t/2).

Dans la coque d’épaisseur ¢, on découpe un élément par deux paires de sections droites infiniment
voisines, contenues dans les sections normales associées aux lignes de courbure (fig. 2.1).

Au niveau z = 0 de la surface moyenne, les longueurs des cotés curvilignes de I’élément sont ds,,
et dsg ; les courbures principales 1/7max €t 1/7min sont désignées par 1/r, et 1/rg. Au niveau z, une
surface paralléle a la surface moyenne coupe les faces de 1’élément selon des arcs de longueur ds’, et
ds. Par similitude des secteurs circulaires situés dans les plans (r,, dsa) et (rg, dsg), on a

z z
dsl, = (1 - E) dsq dspy = (1 - %> dsg (2.1)

-

surface moyenne

Fig. 2.1 Elément de coque dans les lignes de courbure (vue arricre).
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2.4 Hypotheses

2.4.1 Hypothéses de linéarisation

On se place dans le cadre usuel de ’analyse linéaire des structures, acceptant
o Uhypotheése de linéarisation géométrique, et
o Uhypothese de linéarisation matérielle.

La premicre admet que déplacements et déformations restent petits, en sorte que les équations
cinématiques soient linéaires (TGC vol. 1, § 4.2.2 et vol. 3, § 3.4.1). Pratiquement, les dilatations et,
surtout, les rotations doivent rester petites. On sait que cette hypotheése ne peut étre maintenue si I’on
étudie les phénomeénes d’instabilité.

La seconde admet que le matériau obéit a la loi de Hooke (TGC vol. 2, § 2.7.2 et vol. 3, § 4.1.2).
Ici, par simplicité, on fait ’hypothése complémentaire suivante :

« la coque est constituée d’un seul matériau isotrope homogéne.

2.4.2 Hypothéses des structures minces
Love a généralisé aux coques les hypothéses classiques propres aux poutres de Bernoulli et aux
plaques de Kirchhoff. Elles peuvent s’exprimer de la maniére suivante :

o les normales a la surface moyenne de la coque non déformée restent des normales a la surface
moyenne de la coque déformée et elles ne changent pas de longueur ;

e la contrainte normale transversale est négligeable.

La premiére hypotheése est purement cinématique et s’appelle parfois loi de conservation des nor-
males. 11 en résulte d’abord que les glissements sont nuls dans tous les plans normaux a la surface
moyenne

Yaz =0 Y52 =0 2.2)

et ensuite que la dilatation perpendiculaire a la surface moyenne est nulle

£.=0 (2.3)

La seconde hypothése, statique, permet d’ignorer les effets qui se manifestent a travers I’épaisseur
et s’écrit

12

0 (2.4)

Oz

Remarques

La premiére hypothése est utilisée pour construire les équations cinématiques, non les équations
statiques. En statique, les efforts tranchants associés aux glissements (2.2) sont nécessaires pour
exprimer I’équilibre. Par conséquent, on doit comprendre que, pour formuler la cinématique, /es
déformations ., Y. et €, peuvent étre négligées.

Les hypothéses ci-dessus sont d’autant mieux satisfaites que la minceur de la coque est effective ;
elles réduisent 1’état de contrainte dans la coque a un état de contrainte plan, parallelement au plan
tangent a la surface moyenne.
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Dans le cadre des hypothéses avancées dans ce chapitre, on peut montrer que la composante o,
a un ordre de grandeur négligeable. De méme, admettre ¢, = 0 crée une erreur comparable, donc
négligeable, tout en simplifiant ’expression de la cinématique.

2.4.3 Hypothése de faible épaisseur

On fait encore ’hypothése suivante :

o lépaisseur t de la coque est petite vis-a-vis du rayon de courbure minimal ., de la surface

moyenne, Soit
t

<1 (2.5)
Tmin

Cette hypothése est essentielle en théorie de Love, car elle conduit a une simplification formidable

des équations et fixe I'ordre de grandeur des termes négligeables, soit O(t/rmin). Il en résulte, dans

2.1,

2«1 Z o« (2.6)
o rg
d’ou
ds!, = ds, dsjy = dsp 2.7

ce qui signifie que les faces de ’élément de coque peuvent étre admises rectangulaires (fig. 2.1).

En liaison avec (2.3), on déduit aussi qu’on peut faire agir toutes les charges au niveau de la surface
moyenne.

En pratique, pour que la théorie qui suit soit valable, il est nécessaire de respecter, en tout point

d’une coque, I'ordre de grandeur

t 1
< — 2.8
Tmin 10 ( )

Remarque

La théorie de Love, construite sur les hypothéses précédentes, implique donc des erreurs d’ordre
O(t/7min ). Toute simplification portant sur des termes dont I’ordre de grandeur est inférieur ou égal
a O(t/rmin) est donc justifiée, alors qu’il serait vain de penser améliorer la théorie en tenant compte
de tels termes, leur influence étant d’emblée masquée par les erreurs inhérentes aux hypothéses de
base.

2.5 Autres théories

Diverses théories ont été proposées, afin d’éviter les incorrections de la théorie simplifiée de Love.
Certaines sont des améliorations, restant au niveau d’ une premiére approximation cohérente. D’autres
sont des théories plus précises, dites d’ordre supérieur, abandonnant tout ou partie des hypothéses
précédentes. Ces théories ne présentent que peu d’intérét pratique.

Plus utiles sont les théories abandonnant I’hypothése de conservation des normales. Elles s’adres-
sent aux coques dites d’épaisseur modérée, dans lesquelles on souhaite tenir compte de la déformation
par effort tranchant. Ces théories peuvent étre développées en suivant les mémes lignes que celles
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utilisées dans ce chapitre pour établir la théorie de Love. Sortant du cadre de cet ouvrage, on en
trouvera ’exposé dans les textes cités dans la bibliographie.

2.6 Cinématique

2.6.1 Déplacements

Sur une normale n a la surface moyenne ¥~ d’une coque, on considére le point A, pied de n sur
¥, et le point B, point de la coque situé a la distance z de A (—t/2 < z < t/2). On construit en A
le repére (a, b, n) attaché a ¥. En configuration déformée, n’, 3, A’, B’ et (a’, b’, n’) sont les images
correspondantes, avec A’B’ = z par (2.3) (fig. 2.2).

On appelle u, v, w les composantes du vecteur déplacement u du point A de la surface moyenne
33 ; la composante w est souvent qualifice de déplacement transversal ou normal. 1’équation parameé-
trique de la surface moyenne déformée X/ est

X' =x+4+u=x+ua+vb+wn (2.9

et permet de déterminer I'image (a’,b’,n’) du repére (a, b, n). On calcule d’abord, comme au para-
graphe 1.7.2, les dérivées de x’ par rapport a « et 3, ce qui, avec (1.12) et (1.14), fournit

X', = A[(1+¢eq)a+easb + 0on] X'y = Blegaa+ (1 +¢3)b + 0gn| (2.10)
avec, A et B étant les paramétres de Lamé de ¥,

_lou v 04 w _ w98 106 w @2.11)

T A9a TAB B T BT ABda "B s '

u 0A 1 ov 1 Ou v OB

92 1ov P L ed 2.12

8= "AB 95 T A da 0« = B35 AB da 212)
U 1 ow v 1 ow

=4 Llow v, o 2.1

o ra+A8a O r5+B(’95 (2.13)

(O)e;

Fig. 2.2 Déplacement.
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Dans les calculs qui suivent, il faut appliquer ’hypothése de linéarisation géométrique pour que
les expressions restent linéaires en les composantes des déplacements ou leurs gradients. Les para-
metres de Lamé de ¥, longueurs de X/, et x/5 (2.10), valent

A = A(1 +4) B' = B(1 +¢5) (2.14)

et permettent de calculer les vecteurs unités a’ = x/,, /A’ et b’ = x/;/B’, puis n’ = a’ x b’. On obtient,
en négligeant ¢, et 5 devant 1,

a’ 1 eap ba| (a
b'b=lecsa 1 63/<¢b (2.15)
n' 0, —6g 1| m

Les vecteurs a’ et b’ sont dirigés selon les images dans Y/ des lignes de courbure de Y. Ces images
ne sont pas les lignes de courbure de la surface déformée X’ et, par suite, a’ et b’ ne sont pas perpen-
diculaires.

En effectuant les produits scalaires de n’ avec a et b, on obtient
n-b=—06s n-a= -0, (2.16)

ce qui permet d’interpréter 63 et 6, comme les composantes de la rotation de la normale n’ autour de
a et b (fig. 2.3). On remarque, dans (2.13), que ces rotations ne sont pas liées qu’aux seules dérivées
du déplacement transversal w.

(@) (b)

Fig. 2.3 Rotations : (a) composante g (n'-b = cos p = sin(n/2 — p) X /2 — p = —Og =
03 = p — ©/2); (b) composante 0.

Le déplacement up du point B (fig. 2.2) est donné par
ug =u+z(n"—n) (2.17)

Avec n’ tiré de (2.15), on met (2.17) sous la forme

up = upa + vgb + wpn = wa + vb + wn — z(6,a + 63b)
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qui fait apparaitre les composantes du champ des déplacements

ug = u — 20,
v = v — 263 (2.18)

wp =W

Ces relations donnent le déplacement d’un point quelconque B de la coque en fonction des gran-
deurs propres au point correspondant A de la surface moyenne : déplacement de A, rotation de
la normale en A et cote constante z. Elles montrent que, parallelement a la surface moyenne, les
déplacements varient linéairement a travers 1’épaisseur de la coque, ce qui exprime, en fait, la loi de
conservation des normales.

2.6.2 Déformations et équations cinématiques

L’image (a’,b’,n’) du repére (a, b, n) contient la mesure de la déformation; cette derniére doit
donc figurer dans les coefficients des relations (2.10) a (2.15). Parmi eux, 6, et 6 ont déja été inter-
prétés.

On calcule les dilatations et le glissement usuels, associés a I’état plan de contrainte (§ 2.4.2), au
point A, c’est-a-dire au niveau de la surface moyenne d’une part, puis au point B, dans une surface
paralléle a la surface moyenne, a la cote z, d’autre part. Le premier cas fournit les déformations
membranaires, tandis que le second fait apparaitre, en plus, les variations de courbure.

Déformations membranaires

Sur la premiére ligne de coordonnée de la surface moyenne, les longueurs d’arc en configuration
initiale, puis déformée, valent, avec (1.17) et (2.14),

dse, = Ada ds,, = A'da = A(1 +¢,) da

Avec ces relations, la dilatation a pour valeur

ds!, — dsq

= Ca 2.1
e Ea (2.19)

donnée par la premiere des €équations (2.11). Le long de l'autre ligne de coordonnée, on trouve,
semblablement, la dilatation 3 selon la deuxiéme équation (2.11).

Pour le glissement, on évalue la variation de I’angle droit qui se manifeste entre les vecteurs a’ et
b’ (fig. 2.4); avec (2.15) et en linéarisant

T T
a’~b’265a+sa5:cos¢:sin(§—zb) =3 —=x
et le glissement est donné par la somme des deux relations de (2.12), qui peut s’écrire

et =BG (2L ()
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€8a

L/2 a
Fig. 2.4 Glissement (a’-b = €43 = cosyp = sin(w/2 — ) = /2 — Pp).

Variations de courbure

En tenant compte de ’hypothése de faible épaisseur (2.5) ou (2.6), on trouve que les expres-
sions des dilatations et du glissement, au point B d’une surface paralléle distante de z de la surface
moyenne, sont de structure identique aux précédentes. On a par exemple

. 1 8uB UB 0A wB

fo2 = A 90 T AB 98 1

En introduisant (2.18), on trouve aisément les équations suivantes, qui montrent que les défor-
mations varient /inéairement a travers I’épaisseur de la coque,

Cap = Ea — 2Ca

€8s = €8 — 2C8 (2.21)

T8 =77 — 2C

Dans ces relations, ¢, , cg et ¢ sont les variations de courbure cinématique ; elles valent

1060, | 605 0A 0, OB | 1 064
““= 192 " AB 35 %= 4B 9a " B 95 (2.22)
A D (6, B O (0
C = Cop + Cha = E % (I) + Z a—a (§> (223)
o __9_“%4_1% _ 100, 63 0B (2.24)
“bTTUAB 93 " A da =B 98 ~ AB da '

Les variations de courbure flexionnelles c, et cg et la variation de courbure torsionnelle c¢
permettent d’exprimer les déformations en un point quelconque de la coque en se référant aux
déplacements de la surface moyenne. On peut montrer qu'une variation de courbure correspond
effectivement au changement que subit cette courbure, de la configuration initiale a celle déformée ;
par exemple, on a

Co = — — — (2.25)

et la variation de courbure est positive si la courbure augmente (!, < r,).
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La figure 2.5 montre schématiquement comment une variation de courbure selon « intervient
dans le calcul de la dilatation ¢, (2.21). En admettant une fibre de longueur unité sur la surface
moyenne, on a, a la cote z, comme pour (2.1),

z z
s=1—-— f=1-—=

Te Tl

La dilatation (2.19) ¢ = (s’ — s)/s donne
(L—z2/ry) —(A—z/ra) 2[5 —2/Ta

£ 1—2z/rq - 1—2z/rq

et, avec ’hypothese de faible épaisseur (2.6),

position initiale

Fig. 2.5 Dilatation suite a la variation de courbure cinématique c,.

Equations cinématiques

En conclusion, au niveau de la surface moyenne, la cinématique fait apparaitre neuf inconnues,
trois composantes u, v, w du déplacement et six composantes €, g, 7, Ca, ¢, ¢ de la déformation
(déformations de structure), qui sont liées aux trois composantes du déplacement par les six équations
cinématiques ou relations déformations-déplacements

_1lou v 04 w _uwoB 1w w
““TA9a "AB OB ra BT AB da "BOF s
A0 su B o /v
7= B@g( )+Z(‘9_a(_) 26
190, 0, 04 0 9B 100 (220
“T A 9a " AB 95 T AB 9a " B 98

A D (6,
C_E_ﬂ(_>

CbIU:J

5 (%)
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Dans ces équations interviennent les composantes 6, et 5 (2.13) de la rotation de la normale

U 1 ow v 1 ow
0, = +

T T Ada "~ BB

Autre forme des équations cinématiques

Dans les équations (2.26) apparaissent les courbures géodésiques (1.35) des lignes de courbure

1 1 04 1 1 9B
e AB OB res  AB da
Utilisant ces courbures, ainsi que I’abscisse curviligne (§ 1.7.7), on peut écrire la cinématique sous
la forme
Lo Ou v _w fo M Ov W
“ 0% Tga Ta g rgs 0sg T3
fo_ o Ov N
oh Tga  OSq po 0sg  Typ (2.27)
0 1 0 1
Y =¢€aB tEBa = (6—&3—’_’[@_(1)”—"_(@_@)”
06, 03 0o  06g
Co= 77— — — cg=—+
0sq  Tga res 083
Cap = fg“; + g%z CBa = g%; — %‘; (2.28)
0 1 0 1
o=ean b= (g4 )0ut (5o )0

2.7 Statique

2.7.1 Contraintes et efforts intérieurs

Afin d’aboutir a une théorie bidimensionnelle, il faut intégrer les distributions des contraintes a
travers I’épaisseur pour les remplacer par leurs résultantes équivalentes que sont les efforts intérieurs.

AZ

Fig. 2.6 Contraintes (0a, 03, Tag = Tga : composantes de 1’état plan de contrainte)
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N A)\‘ N3 N Ht/g Ny

(a) (b)

Fig. 2.7 Efforts intérieurs : (a) membranaires ; (b) flexionnels.

La figure 2.6 montre la convention de signe pour les contraintes : sur la face positive d’une section
droite, du coté des z positifs, les contraintes sont positives lorsqu’elles agissent dans le sens des axes.

Le sens positif des efforts intérieurs est déduit de celui des contraintes (un effort intérieur positif
produit des contraintes positives sur les faces positives dans la zone z positive). Les efforts intérieurs
sont subdivisés en efforts membranaires et efforts flexionnels. 1ls sont définis par unité de longueur
d’arc sur la surface moyenne (fig. 2.7 ; sect. 1.3).

Le domaine d’intégration est rectangulaire, de largeur constante unité (en vertu de ’hypothése de
faible épaisseur ; § 2.4.3) et de hauteur ¢ (épaisseur de la coque). On définit :

o les efforts normaux ([N /m] par exemple)

t/2 t/2
N, = / O dz Ng = / ogdz (2.29)
—t/2 —t/2

o les efforts tangentiels ([N /m] par exemple)

t/2 t/2
Nag = / Tag dz Nga = / TR« dz (2.30)
—t/2 —t/2

o les moments de flexion ((Nm/m] = [N] par exemple)

t/2 t/2
M, = / 0a2dz Mg = / opzdz (2.31)
—t/2 —t/2
o les moments de torsion (Nm/m] = [N] par exemple)
t/2 t/2
Mg :/ Tap? dz Mg :/ T8z dz (2.32)
—t/2 —t/2

o les efforts tranchants ([N /m] par exemple)

t/2 t/2
Vo = / oz d2 Vs = / 5, dz (2.33)

—t/2 —t/2
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En vertu du principe de réciprocité des contraintes tangentielles, on a

Naﬂ = Nﬂ(x (234)
Maﬂ = Mﬂ(x (235)

de sorte qu’il y a huit efforts intérieurs inconnus.

A partir des efforts intérieurs, on peut calculer la distribution des contraintes par les formules
classiques (section rectangulaire de largeur 1 et hauteur t)

N. 12M, Ny 12 M;,
go= e Bl N 22 (236)
N, 12 M,
Tap = Ta = 0+~ (2.37)
3Va 4 5 3V 4 5
Taz:—2t (1—t—22’ ) 7'5227 1—t—22 (238)

Vu I'hypothese de linéarisation matérielle, les contraintes o, g et T,g varient linéairement,
comme les déformations (2.21), et sont les plus grandes en z = +¢/2. On admet que les contraintes
tangentielles d’effort tranchant 7. et 73, varient paraboliquement, sont maximales sur la surface
moyenne (z = 0) et nulles en z = +¢/2 (fig. 2.8).

4 bty =The = (12My/t%) 2

(@ (b)

Fig. 2.8 Diagrammes des contraintes : (a) membranaires ; (b) flexionnelles.

Il n’y a pas contradiction entre la présence des efforts tranchants V,, et V3 et I'hypothese de
conservation des normales, comme déja dit (§ 2.4.2). A I'instar des poutres de Bernoulli et des plaques
de Kirchhoff, ces efforts tranchants sont nécessaires pour satisfaire aux conditions d’équilibre et
peuvent se déduire aprés coup des autres efforts intérieurs par les équations d’équilibre (c’est-a-dire
sans qU’il faille a priori définir le diagramme des contraintes tangentielles qu’ils produisent).
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Remarques

A Topposé des autres contraintes, qui découlent des déformations via la loi constitutive, les
contraintes 7, et 73., associées a des déformations supposées nulles, sont calculées directement a
partir des efforts intérieurs V,, et Vj; leur diagramme est admis identique a celui obtenu pour les
poutres prismatiques a section droite rectangulaire (TGC vol. 2, § 9.8.2).

Lorsqu’on ne fait pas I’hypothése de faible épaisseur, le domaine d’intégration des équations
(2.29) a (2.33) est légerement trapézoidal, sa largeur variant selon (2.1) (avec ds, = dsg = 1). On
trouve alors, a la place de (2.30) et (2.32),

t/2 5 t/2 5
Na,@’ — / TaB (]_ — —) dz Nﬁa = / TBa (1 e —) dz (239)
—t/2 T —t/2 Ta

t/2 P t/2 P
Moy = / T (1 - _> d: Mg, = / Thaz (1 - —> dz (2.40)
—t/2 rg —t/2 To

On n’a plus, sauf cas particulier (sphere par exemple), les égalités (2.34) et (2.35), et il y a alors
dix efforts intérieurs inconnus. Tenir compte de (2.1) complique énormément la formulation, sans
apporter un gain de précision appréciable.

2.7.2 Equations d’équilibre

Pour exprimer 1’équilibre, le plus efficace est de procéder vectoriellement. Dans ce but, on repré-
sente les divers vecteurs forces et moments qui s’exercent sur un ¢lément isolé de la surface moyenne,
de cotés ds, et dsg (fig. 2.9). On désigne par p,, pg et p. les composantes de la force de surface p
provenant des diverses charges ou actions sollicitant la coque. On se limite a ’équilibre statique. On a

F.= (Naa+Na5b+Van) dslg C. = (—Maga-l-Mab) ng
Fs = (Ngaa + Ngb + Vjsn) ds, Cs = (—Mpa + Mg,b) ds, (2.41)
p =p.a+pgb-+p.n

F()é

F,+ —=
Qﬁr%da B g
- da

Fig. 2.9 Forces et moments sur I’élément de coque.
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Equilibre de translation

L’équilibre en translation ) . F = 0 s’écrit

OF,,
_Fa Fa
o+ (Fot G

da)—Fg-‘r(Fg-‘raa%dﬁ)—deA:O

En utilisant (1.17), (1.18) et, pour les dérivées, (1.14), on transforme I’équation ci-dessus en une
équation de la forme H,a + Hgb + H.n = 0 qui fournit trois équations d’équilibre en composantes
H,=0,Hg=0et H, =0, a savoir

0 0 oB 0A AB

0 0 0B 0A AB
ﬁ(BNaﬁ)‘F%(ANﬁ)‘F%Nﬁa—%Na—ﬁVﬁ—‘y‘ABpﬁ—O (243)
0 0 AB AB
9a (BVa) + 55 (AVs) + = Na + -, N+ ABp, =0 (2.44)

Equilibre de rotation

On exprime avantageusement I’équilibre en rotation Y - M = 0 en se plagant au centre de 1’élément
de coque. A la contribution des moments eux-mémes

0C, 0Cs
—C, + (Ca + o da) —Cs+ (C5+ 8—5dﬁ>

s’ajoute celle des forces (couples de bras de levier ds,, et dsg)
(ax Fy)dsq + (b x Fg)dsg

ou 'on néglige les termes d’ordre supérieur (ordre 3 et plus). La charge p ne produit pas de moment.

En procédant comme précédemment, on aboutit & une équation de la forme G,a+Ggb+G,n =0
qui conduit aux trois équations

0 0 0B 0A
0 (BMyg) + % (AMpg) + e Mpgo — % M, —ABV3 =0 (2.45)
0 0 0B 0A
— (BM,, — (AM3g,) — — M, — M,3 — ABV, = 2.4
0 ¢ ,)+-8ﬁ( sa) = 5o o+ g5 Mas Va=0 (2.46)
Nag—Ng(,— i ag—FLMga =0 (2.47)
o rg

Remarque

Lorsque, dans I’élément de surface moyenne (fig. 2.9), on se déplace de do, la longueur du c6té dsg
change. Il en est de méme pour ds,. Ces changements apparaissent, dans les équations d’équilibre, au
niveau des coefficients de Lamé : ces derniers restent prisonniers des dérivées, car (1.17) ds, = Ada
et dsg = Bdf, avec A = A(a, ) et B = B(w, ).
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Sixieme équation d’équilibre et bilan

L’équation d’équilibre de rotation autour de la normale a la coque (2.47) a causé bien des tracas
a la théorie de Love. En effet, en tenant compte de (2.34) et (2.35), force est de constater que cette
équation n’est, sauf exception, pas satisfaite... L’équilibre ne pouvant &tre remis en question, le
probléme se situe au niveau de ’hypothése de faible épaisseur (§ 2.4.3), qui est a 'origine des égalités
(2.34) et (2.35).

Si on ne fait pas cette hypotheése et si 'on adopte (2.39) pour les efforts tangentiels Nog et Ngq,
et (2.40) pour les moments de torsion Mg et Mg,, I'"équation (2.47) est identiquement satisfaite.

En conclusion, on doit admettre que (2.47) correspond a une identité et il n’y a que cing équations
d’équilibre (2.42) a (2.46), trois de translation et deux de rotation, liant les huit efforts intérieurs (2.29)
a (2.35) et les charges.

L’équation (2.47) est connue sous le nom de sixiéme équation d’équilibre.

Autre forme des équations d’équilibre

En dérivant dans les parenthéses de chacune des cinq équations d’équilibre, puis en divisant par
AB, on fait apparaitre la courbure géodésique (1.35) des lignes de courbure

1 1 0A 1 1 OB

roa  AB 93 res  AB Oa

Utilisant ces courbures, ainsi que I’abscisse curviligne (§ 1.7.7), on peut écrire les équations d’équilibre
sous la forme

ON, ONgo No—N Nq N, V.
o OWa  Haz 9 Hapt e Yo, g
084 0sa 798 Tga To
ON, ON, N, — N, N, Ngo Vi
of L 98 Na= Mg | Napt Npe Y5, 0
054 0sg Tga 798 T3
oV, 0Vsz N, N |7 V
el e Py =0 (2.48)
0sq  Osg Ta T3 Tg8  Tga
oM, oM, M, — M, M, M,
ap , OMp 5 Mapt B0y
0sq 0s3 Tga T98
OM, OMp, My—Msg Mys+ Mp,
L Msa 8 _ Mgt Msa
054 0sg 98 Tga

avec, toujours, Nog = Ngqo €t Mog = Mp,, .
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2.8 Loi constitutive

Pour un matériau élastique linéaire isotrope en état plan de contrainte (sect. 2.4), la loi de Hooke
s’écrit (TGC vol. 3, §5.6.1)

Taa = T3 (Eaa +vegp)
E
o5 = T2 (eps + Veaa) (2.49)
E
Tap = m Yag = GYap

ou F est le module d’¢lasticité, v le coefficient de Poisson et G le module de glissement. Avec (2.21),
ona
Eaa (Z €ap) = €a — 2Cq

epp (S eps) = €5 — 2¢p (2.50)
Yap (E 'YB) =7 —zC

Pour exprimer la loi de Hooke au niveau de la surface moyenne, on introduit (2.49) et (2.50) dans
les expressions (2.29) a (2.32) des efforts intérieurs et on intégre. On obtient la loi constitutive liant les
efforts intérieurs aux déformations de coque

N, = C(eq + vep) My = D(Ypo + vipg)
Ng = Cle + vea) Mg = D(¢5 + vipa) (2.51)
1—v 1- t3
Nog=C—2 = My =
p=C0—F—7=Gty g B 12
avec
o la raideur extensionnelle C et la raideur flexionnelle D
Et Et3
= D= ——"" 2.52
¢ 1—v2 12 (1 —v?) (2.52)
o les variations de courbure statique 1o, g et x
Yo = —Cq Y3 = —cg X =—c (2.53)

La loi (2.51) donne six équations liant six efforts intérieurs a six déformations. On observe, au
niveau constitutif, que les effets membranaires et flexionnels sont découplés.

Les variations de courbure statique v, ¢g et x sont de signe opposé aux variations de courbure
cinématique c¢,, cg et ¢, pour quun moment positif s’associe a des contraintes positives dans la
loi constitutive. Par exemple, pour que M, soit positif, il faut que son action diminue la courbure
(rl, > r4), afin de tendre les fibres 2™ (fig. 2.10a). La variation positive de courbure cinématique est
dictée par les déplacements et est opposée a la précédente (fig. 2.10b).
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€Y (b)

Fig. 2.10 Variation positive : (a) de la courbure statique ; (b) de la courbure cinématique.

2.9 Bilan des inconnues et équations

Grace aux hypotheéses choisies, I’étude d’une coque a été ramenée au niveau de sa surface moyen-
ne. Les développements précédents font apparaitre dix-sept inconnues

o trois déplacements (u, v, w),

o six déformations (g4, €3, ¥, Ca OU Yq, g OU Y3, C OU X),

o huit efforts intérieurs (N, Ng, Nog, Mo, Mg, Mag, Va, V3),
reliées entre elles par dix-sept équations

e six équations cinématiques (2.26),

« cing équations statiques (2.42) a (2.46),

« six équations constitutives (2.51),

dont I’ensemble forme un systéme différentiel d’ordre 8. Il est ais¢ d’éliminer les déformations et
les efforts intérieurs pour constater qu’il subsiste un systéme de trois équations différentielles aux
dérivées partielles couplées, d’ordre 2 pour u et v, et d’ordre 4 pour w (formulation en déplacements).
Les conditions aux limites, quatre en chaque point du bord, sont examinées a la section 2.10.

Les équations ont été établies dans des axes particuliers, les lignes de courbure de la surface
moyenne. Plus généralement, on peut les formuler en coordonnées curvilignes quelconques, grace
au calcul tensoriel. L’appareil mathématique est alors fort complexe, mais doit étre utilisé si ’on
désire discuter la théorie rigoureusement. Cette démarche, qui présente peu d’intérét pratique pour
I'ingénieur, sort du cadre du présent ouvrage.

Il existe heureusement beaucoup de cas ou la théorie générale peut étre simplifiée tout en conser-
vant un degré de précision tout a fait satisfaisant. L’'un des buts de cet ouvrage est de présenter
quelques cas de ce genre, utiles et fréquents en pratique. Ils permettent d’acquérir une connaissance
tant physique que théorique du comportement des coques, indispensable au concepteur et occultée
par la théorie générale précédente. C’est pourquoi, pour la plupart de ces cas, les équations sont
¢tablies a nouveau, complétement et indépendamment des équations générales.
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2.10 Conditions aux limites

2.10.1 Efforts de bord équivalents

Dans les coques de Love existe la méme particularité que dans les plaques de Kirchhoff : le mo-
ment de torsion au bord doit étre remplacé par un effet statique équivalent. Cet effet touche deux
efforts intérieurs qu’on appelle efforts de bord équivalents.

Admettons que le bord se situe le long d’une ligne de courbure 3 (o = cste). La figure 2.11
montre ce bord, vu depuis a, ou les moments de torsion sont remplacés par des couples équivalents.
Au point A, les deux forces équivalentes ont une action selon b sur IV, et selon n sur V,,. Les efforts
équivalents de bord sont donc

Map

N N 1 OMaup

(2.54)

Enfin, dans un angle, il peut aussi exister une réaction concentrée, comme dans les plaques. A
’angle des lignes de coordonnées « et 3, elle vaut £(Mayg + Mga).

2dp = dsﬂ/rﬂ

Sﬂ

Fig. 2.11 Contributions du moment de torsion M,z a 'effort tangentiel N,z et a I'effort tranchant V,,
sur un bord o = cste; les couples équivalents ont BA et AC comme bras de levier (BA 2 dsg = B df).

2.10.2 Conditions sur les bords

En chaque point d’un bord, par exemple a = cste, on peut exprimer quatre conditions aux limites.
Elles portent sur

o les efforts intérieurs
N, , ;5, Ve, M, (2.55)

o les déplacements
u, v, w, 0 (2.56)
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Efforts et déplacements sont associés et, dans un tandem, seule I'une des grandeurs peut étre
imposée. Classiquement, la grandeur est imposée nulle (par exemple v = 0), mais on peut aussi
imposer des déplacements d’appui ou des efforts de bord non nuls (par exemple N, = N, w = w,

etc.).

Les conditions aux limites usuelles portent sur les grandeurs suivantes :

bord libre
Na 9 ;;[3 )

rouleau (sur un plan normal a a)
*
u, v, VI, M, ou

[}

selon la condition imposée dans la direction 3 ;

articulation

encastrement

Les conditions aux limites jouent, en théorie des coques, un role primordial. Elles sont associées
aux équations générales des coques, et cet ensemble forme un probléme aux limites difficile a résoudre.
Certaines solutions peuvent toutefois étre obtenues pour des conditions aux limites particuliéres. Il
y a alors souvent contradiction entre les conditions aux limites propres aux solutions analytiques et
celles pratiquement réalisables sur 'ouvrage construit. On sera souvent confronté a ce probléme par
la suite.






3 Théories particulieres

3.1 Introduction

Les équations générales de la théorie flexionnelle des coques de forme quelconque ont été établies
au chapitre 2 dans les coordonnées curvilignes orthogonales des lignes de courbure. Il peut étre in-
téressant d’exprimer ces équations difféeremment, afin de s’adapter a certaines formes géométriques
particuliéres de coques. D’un autre coté, les ingénieurs ont aussi cherché a simplifier les équations
pour pouvoir les résoudre et obtenir d’utiles renseignements sur la réponse des coques, méme si par-
fois ces simplifications ne constituent plus qu’une approximation de la réalité.

Dans le cadre de cet ouvrage, on se limite aux seules notions qui présentent quelque intérét. Parmi
les théories qui suivent, certaines ne sont pas exprimées dans les lignes de courbure et les équations
ne peuvent pas étre simplement déduites de celles du chapitre 2 ; toutefois, la démonstration de ces
équations n’apportant rien de nouveau, elle n’est, le plus souvent, pas donnée.

3.2 Théorie membranaire

3.2.1 Hypothéses et équations

Dans certains cas de coques, les efforts intérieurs flexionnels sont nuls, ou si petits, qu’ils peuvent
étre négligés. On est donc amené a poser, éventuellement sous forme d’hypothése,

My =Mg=Mypg=Mgy=Vo=Vz=0 (3.1)

ce qui conduit a ce qu’'on appelle la théorie membranaire, car la coque ne résiste plus aux charges
extérieures que par le seul jeu des trois efforts intérieurs membranaires No, N et Nog = Nga.
Lorsque (3.1) ne peut étre accepté, on parle, par opposition, de théorie flexionnelle.

La théorie membranaire peut étre tenue pour une simplification extréme de la théorie flexionnelle.
Elle s’en déduit directement et s’exprime dans les lignes de courbure.
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En introduisant (3.1) dans les équations d’équilibre en translation (2.42) a (2.44), on obtient (avec

NaBZNﬂ(!)
0 0 0B 0A
— (BN, — (AN,3) — — N — N, ABp, =
8a( )+85( 3) 90 Vot g Nes + ABp 0
0 0 OB 0A
L BN+ 2 (ANg) + 2 Ny — 22N, + ABpy =
N, N
S By =0
To rg

alors que les équations d’équilibre en rotation (2.45) a (2.47) sont identiquement satisfaites.

La cinématique, purement membranaire, est donnée par les équations (2.11) et (2.20)

1 ou v 0A w u OB 1 0v w

= 4d9a"ABF . U= ABoa " BOF s

_éﬂ(ﬁ)+§ﬁ(£)
TTBog\A) T Aba\B
Quant a la loi constitutive, elle se limite, dans (2.51) et avec C = Et/(1 — v?), a

Ny = C(eq + veg) Ng =Cl(eg +veq)

1 —
NQE:CTysztW

I1'y a neuf équations pour les neuf inconnues N, N3, Nag, €a, €8, 7> U, U €L W.

Si nécessaire, la rotation des normales peut toujours étre calculée apres coup par (2.13)

g =% 10w g, = L 4 Low
S ° " rs "B OB
et on utilise aussi, fréquemment, I'inverse de la loi constitutive (3.7)
1 1
= 57 Na = vNg) ep = 77 (Ng = vNa)
1
7T Gt

€a

Naog

3.2.2 Discussion des équations

(3.2)

(3.3)

3.4)

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)

Dans les équations d’équilibre (3.2) a (3.4), le nombre des inconnues est égal au nombre des
équations : les €quations d’équilibre permettent de trouver a elles seules — sauf cas particulier
(§ 3.2.3) — les efforts intérieurs membranaires. On aboutit donc a une simplification remarquable :

la théorie membranaire peut avoir un caractére isostatique.
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Une fois la statique connue, les déplacements s’obtiennent en introduisant (3.9) dans (3.5) et (3.6)

1 du v 0A w 1
o0 P AB g e NN

9B 19 1
L Y (Ny— N, (3.10)

L) e

Les deux systémes différentiels (3.2)-(3.4) et (3.10) sont du second ordre, de sorte que, globale-
ment, la théorie membranaire est du quatrieme ordre.

3.2.3 Conditions aux limites

Si 'on applique (3.1) au cas général (§ 2.10.2), les conditions aux limites membranaires, le long
d’un bord o = cste par exemple, peuvent porter sur

o les efforts intérieurs
No, Nag (3.11)

o les déplacements
u, v (3.12)

Les déplacements w et 0, ne peuvent étre utilisés puisqu’ils s’associent a des efforts intérieurs
flexionnels inexistants en théorie membranaire.

Il y a donc deux conditions aux limites en tout point d’un bord en théorie membranaire, ce qui
est en accord avec I’ordre 4 du probléeme différentiel. Cependant, les conditions aux limites ne peuvent
étre toutes statiques : la moitié d’entre elles au moins doit étre cinématique. S’1l y a autant de condi-
tions statiques que cinématiques, ’état membranaire est isostatique. Dés qu’il y a plus de conditions
cinématiques que statiques, I’état membranaire devient hyperstatique. Ces propriétés sont dues a la
structure particuliére des équations différentielles de la théorie membranaire.

Remarque

La nécessité des conditions cinématiques ressort clairement de I'illustration suivante. Formons
un cylindre avec une feuille de papier, en la roulant sur elle-méme, puis en collant les deux bords.
Sans appui aucun, la feuille de papier n’ayant aucune rigidité flexionnelle (théorie membranaire),
cette coque est totalement déformable (mécanisme). Pour pouvoir la faire travailler en membrane,
il faut 'appuyer convenablement. Ainsi, les conditions aux limites cinématiques sont indispensables
pour créer la forme de la coque, rigidifier cette derniere, puis assurer le maintien de cette forme sous
Paction des charges.
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3.2.4 Applicabilité de la théorie membranaire

Une coque a, en général, une épaisseur de paroi faible; elle n’est donc pas réellement adaptée
pour résister par flexion et il serait préférable de la faire travailler en état membranaire. C’est par un
choix judicieux de sa forme, grdce a la courbure, qu'une coque peut résister aux actions par les seuls
efforts membranaires.

La théorie membranaire donne une solution approximative intéressante pour les coques de géo-
métrie trés réguliere, de chargement réparti et de conditions d’appui de type membranaire. Les coques
de révolution font souvent partie de cette catégorie. Les coques a comportement exclusivement mem-
branaire sont rares (ballon sphérique sous pression uniforme par exemple).

Pour juger de la valeur de la théorie membranaire, il suffit d’étudier les conditions aux limites :
le plus souvent, les conditions réelles, cinématiques ou statiques, ne sont pas respectées. Il faut donc
revenir a la théorie flexionnelle pour avoir une solution valable.

L’examen de cette derniére montre que, parfois, il ne nait des efforts flexionnels qu’au voisinage
immédiat des discontinuités ; dés qu’on s’en écarte, ces efforts s’amortissent trés rapidement et dispa-
raissent au point qu’il ne reste que les efforts membranaires, quasiment identiques a ceux fournis par
la théorie membranaire. C’est le cas par exemple pour les coques a symétrie de révolution (géométrie
et chargement), pour lesquelles une technique de calcul simplifiée consiste & superposer a la solu-
tion membranaire les effets flexionnels locaux nécessaires a assurer la compatibilité cinématique. Ces
effets s’appellent effets (flexionnels) de bord (parce qu’ils s’associent, en fait, aux conditions aux limi-
tes). Il existe des méthodes approchées simples pour déterminer la solution flexionnelle corrective. La
solution obtenue moyennant cette superposition est d’'un degré de précision tout a fait satisfaisant
en pratique (chap. 5).

Prenons par exemple le cas d’une coque hémisphérique articulée sur son grand cercle et soumise
a une pression uniforme (fig. 3.1a). L’état membranaire est une compression uniforme qui déforme
la coque en une spheére légérement plus petite (fig. 3.1b). Cependant, les appuis empéchent ce dépla-
cement et la coque est fléchie a sa base (réaction horizontale répartie H). On vérifie que cette flexion
reste trés localisée (elle ne s’étend guére au-dela de I'arc s = 2+/at) et ne perturbe presque pas le reste
de la sollicitation membranaire (fig. 3.1c¢).

N, = Ny =—pa/2 = cste

(a) (b (©

Fig. 3.1 Effet de bord dans une coque de révolution : (a) vue en coupe (donnée) ;
(b) déformée membranaire ; (¢) déformée réelle (s : zone des effets flexionnels de bord).

De tels effets de bord apparaissent au niveau des appuis (fig. 3.1, 3.2 et 3.4), des jonctions de
coques (fig. 3.2 et 3.4), des raidisseurs (fig. 3.3), des changements d’épaisseur (fig. 3.4), des charges
concentrées (fig. 1.12), etc.
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Q . effet de bord

Fig. 3.2 Jonction d’une Fig. 3.3 Conduite forcée Fig. 3.4 Réservoir cylindrique
sphére sur un cylindre. raidie par des anneaux. a épaisseur de paroi variable.

3.3 Théorie en coordonnées cartésiennes

Il est tentant d’exprimer les équations des coques en coordonnées cartésiennes, mais les relations
obtenues restent compliquées. On ne donne ici que les équations d’équilibre attachées a la théorie
membranaire.

3.3.1 Géométrie

Dans les axes cartésiens (X, Y, Z), la surface moyenne ¥ de la coque est décrite sous forme expli-
cite (§ 1.2.1) par
7z =Z(X,Y) (3.13)

On utilise, comme coordonnées curvilignes sur 3, les lignes x et y résultant de I'intersection de
parles plans Y = Cy et X = C, ou Cx et Cy sont des constantes (fig. 3.5a). En général, ces lignes
ne se coupent pas a angle droit sur X, contrairement a leurs projections dans le plan (X,Y") ; elles ne
sont donc pas des lignes de courbure de la surface.

Un élément, découpé dans la surface par deux paires de plans verticaux distants de dX et dY, a
la forme d’un parallélogramme (fig. 3.5b). Les angles des lignes de coordonnées avec les axes X et Y
étant donnés par

o 2L 02
BT X 87T oy

les longueurs ds,, et ds, des cotés de I'élément valent
ax dy

(3.14)
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(@ (b)

Fig. 3.5 Surface dans les axes cartésiens : (a) coordonnées ; (b) élément de surface.

Les produits scalaire et vectoriel des vecteurs

ds, =dXe +dX tgaes ds, =dY ey +dY tgfes
permettent de trouver ’angle w et I'aire dA de I’élément de surface
cosw = sina sin 3 (3.15)
dA = \/1+te?a +tg? BdX dY = ndX dY (3.16)

3.3.2 Efforts intérieurs membranaires et équilibre

Sur les bords de I'élément, les efforts intérieurs membranaires N,, Ny, et NV, IV, agissent selon
les coordonnées curvilignes ; il n’y a pas perpendicularité et les efforts intérieurs forment un systéme
de forces obliques (fig. 3.6a), pour lequel la réciprocité est toujours vraie : Nyy = Nyg.

On désigne par px, py et pz les composantes, selon les axes X, Y et Z, de la charge répartie
par unité d’aire de la surface moyenne. Exprimant les composantes des forces parallélement aux axes
(fig. 3.6b), on obtient les trois équations d’équilibre

0 Ccos & 0
ox (N—g> gy Ve Tpx =0 G171
0 0 cos 3
ax Vvt gy (N—a) tapy =0 3.18)
cosa\ 0%7 0%7Z cosf\ 0°Z
(N—g> ax2 T2 Nevpxay t (N—() gy? Tz —pxtga-prigh) =0 (.19

ou 7 est donné par (3.16). La structure de la troisiéme équation a été simplifiée grace aux deux
premiéres équations (raison pour laquelle apparaissent les composantes px et py de la charge).
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"L }

dSI — l_”/// } oF
N, ds = Fy + —= dx
x "% { s t Fx = N, ds, cosa = M 0X
Y +— Px
N ds b «
vl w ds, T
—
Nyz ds dX
;N ds,

Y

¥i<

(a) (b)

Fig. 3.6 Efforts intérieurs : (a) forces obliques sur I’élément (vue dans le plan de 1’élément) ;
(b) coupe dans le plan Y = C'y par le centre de I'élément et composantes horizontales des forces.

Les équations (3.17) a (3.19) représentent un systéme de trois équations différentielles pour les
trois efforts inconnus N, IV, et Ng,. La derniére équation, qui contient les dérivées secondes de
Z(X,Y), montre que les efforts intérieurs dépendent bien de la forme de la surface moyenne. Ces
équations sont attribuées a Pucher (1934).

Il y a deux conditions aux limites par bord (§ 3.2.3).

La similitude des relations (3.17) et (3.18) avec les équations d’équilibre de 1’élasticité plane (TGC
vol. 3, chap. 5) a permis de trouver diverses solutions aux équations de Pucher. Mais il s’agit de
solutions membranaires qui, le plus souvent, ne satisfont pas aux conditions d’appui réelles. De plus,
les grandeurs s’expriment dans des axes obliques et les sections de la coque ne se font pas le long des
lignes de courbure, ce qui peut poser de difficiles problémes (on n’est plus dans des sections droites
au sens du paragraphe 1.2.3). Enfin, "avénement des méthodes numériques (éléments finis, chap. 11)
a fait perdre beaucoup d’intérét a ces solutions analytiques.

Remarque

Les termes N, cos a/ cos 3, Ngy et Ny, cos 3/ cos o des équations d’équilibre (3.17) a (3.19) sont
susceptibles d’une interprétation physique simple et pratique. Considérons par exemple la compo-
sante horizontale N, ds, cos a (fig. 3.6b) ; avec (3.14) pour ds,, il vient

Ny dsycosa = N_%M dY = Nx dY
cos 3
et N, cos/ cos [ est lintensité de la projection horizontale de N, par unité de ligne moyenne rapportée
a lhorizontale (dY'). On écrit cette quantité Nx (indice majuscule) et on interpréte semblablement
Ny et Ny cos 3/ cosa, d’ou
CoSs o cos 3

== Nxy = N, Ny = N, 3.20
cos XY Y Y Yecosa ( )

Nx =N,

et les deux équations (3.17) et (3.18) représentent 1’équilibre horizontal d’un élément de coque pro-
jeté.
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3.4 Coques surbaissées

3.4.1 Géométrie

Lorsqu’une coque a, en tout point, une surface moyenne de tres faible courbure, elle est qualifiée
de coque surbaissée ; la surface moyenne est aussi dite surbaissée. On peut tracer un plan, a peu pres
paralléle a la surface moyenne X de la coque, dans lequel on dessine les axes X et Y d’un systéme
d’axes cartésiens (X, Y, Z) (fig. 3.7), et définir ¥ par rapport a ce plan, explicitement, par (3.13)

Z=27(X,Y)

Fig. 3.7 Surface moyenne d’une coque surbaissée.

La surface moyenne de la coque est surbaissée si, par rapport au plan de référence (X,Y), les
pentes

oz 0z
0X oY
sont petites, c’est-a-dire si les carrés et produits des dérivées premieres de Z(X,Y') sont négligeables
devant 'unité ) )
0Z o0z 0Z 0Z

En pratique, ces pentes ne devraient pas dépasser 0,1 radian, mais les résultats peuvent encore
étre intéressants jusqu’a 0,5 radian (~ 30°).

Comme précédemment, on prend, pour lignes de coordonnées (x,y) sur X, I'intersection de la
surface avec les plans verticaux Y = Cy et X = Cx. De (3.14), (3.15) et (3.16), avec cosa = 1 et
cos 8 = 1, on déduit

ds, = dX dsy =dY cosw =0 dA =2 dXdY (3.22)
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Les accroissements de coordonnées curvilignes sont égaux a ceux de coordonnées cartésiennes, les
lignes de coordonnées sont quasi orthogonales (w = 1/2) — cependant, ces lignes ne sont pas celles de
courbure principale — et les éléments de surface peuvent étre admis rectangulaires et identiques a leur
projection sur (X,Y"). Quant aux sections de la coque le long des lignes x et y bordant ces éléments,
elles ne sont plus exactement des sections droites (au sens du paragraphe 1.2.3) ; néanmoins, I’erreur
commise en les considérant comme telles est négligeable.

Remarque

La langue scientifique anglaise posséde deux qualificatifs permettant de distinguer les coques
surbaissées des autres : shallow et deep. La langue frangaise n’a pas de terme pour deep. On emploie
parfois les expressions a faible courbure et a forte courbure. Ici, si 'on ne précise pas que la coque est
surbaissée, on sous-entend qu’elle peut étre a forte courbure.

3.4.2 Théories

Deux théories de coques surbaissées sont couramment utilisées : I’'une, dite de Donnell, s’exprime
en coordonnées curvilignes (x, y), ’autre, de Marguerre, en coordonnées cartésiennes (X, Y). La dif-
férence est insignifiante pour les résultats pratiques, mais essentielle pour les techniques numériques
(méthode des éléments finis, chap. 11).

Dans I’'un et I'autre cas, la théorie s’appuie sur I’hypotheése, de type géométrique, postulant que la
surface moyenne est surbaissée (les relations (3.21) et (3.22) s’appliquent). Puis, selon la théorie, une
hypothése complémentaire, de type cinématique, est nécessaire ou non ; c’est a ce stade que s’exprime
la différence entre les deux théories.

Au reste, la structure de la loi constitutive ne change pas, que la coque soit surbaissée ou non,
que I’on soit en coordonnées curvilignes ou cartésiennes. Cette structure est donnée par les équations
(2.51), qui ne sont pas rappelées ci-apres.

Enfin, les conditions aux limites restent au nombre de quatre par bord (sect. 2.10). Mais, en coque
surbaissée, la notion d’effort tangentiel équivalent tombe (IV} 5 = Nag); par contre, celle d’effort
tranchant équivalent (V)') subsiste.

3.4.3 Coques surbaissées en coordonnées curvilignes (Théorie de Donnell)

Toutes les grandeurs et équations s’expriment dans les coordonnées curvilignes (z, y) de la surface
moyenne. La normale est désignée par z.

Dans cette théorie, une hypothése complémentaire, de caractére cinématique, est nécessaire ; elle
postule que les composantes membranaires u et v du déplacement sont négligeables devant la compo-
sante transversale w : elles peuvent étre ignorées dans I’expression des rotations, et disparaissent donc
aussi de celles des courbures. Enfin, on peut montrer que les efforts tranchants n’interviennent plus
dans les deux premiéres équations d’équilibre en translation.
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Les rotations sont simplement

0, = g—q;} 0, = g—Z (3.23)
Les six équations cinématiques sont
€z = % - w?;TZ Ey = Z—; — w% (3.24)
=2 2wl (3.25)
Cp = 62271; cy = 66272} c= 288;;;/ (3.26)

Rotations et variations de courbure ne dépendent plus que du déplacement transversal w(zx,y) :
c’est la simplification essentielle apportée (mais aussi recherchée. . .) par cette théorie des coques sur-
baissées. La présence, dans v (3.25), du dernier terme, contenant la dérivée mixte de Z, prouve que
(z,y) ne sont pas les lignes de courbure. On note aussi la similitude des variations de courbure ciné-
matique avec les expressions propres a la flexion des plaques de Kirchhoff.

L’équilibre produit cinq équations

%Jraaif’wzzo aévf a;vy+py_0
SR N A AL (3.27)
%ﬁgﬁ—%ﬁo aé\iuaai;,_%:
Les conditions aux limites portent sur (bord x = C,)
u, v, w, 0, Ny, Ngy, V;:Vgg—i-ag;y, M, (3.28)

Donnell a, le premier (1933), proposé les équations précédentes dans son étude sur I'instabilité
des coques cylindriques circulaires. Ces équations ont été reprises par moult scientifiques, ainsi que
par les ingénieurs désireux de résoudre les équations flexionnelles des volites autoportantes (chap. 8).

En comparant les équations (2.13) et (3.23) par exemple, on observe 'effet simplificateur de I’hy-
pothése cinématique : les termes en u et v s’effacent devant le terme en w. Or les termes négligés
contiennent les rayons de courbure. Ce fait joue un role primordial dans la méthode des éléments
finis, en défaveur de la théorie de Donnell (chap. 11).
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3.4.4 Coques surbaissées en coordonnées cartésiennes (Théorie de Marguerre)

On travaille dans les axes cartésiens (X, Y, Z) et toutes les grandeurs s’y référent. La correspon-
dance entre la coque surbaissée et son plan (X, Y") de référence a lieu par projection orthogonale sur
(X,Y). Aucune hypothése complémentaire n’est nécessaire.

Les rotations sont

ow ow
Ox = X Oy = W (3.29)
La cinématique s’exprime par les six équations
w07 ow L 0z 530
T ox Tox ox YTy Tay oy '
_6_u+@+8_za_w+6_za_w (331)
Ty Tox "oy ax T ax oy '
_00x  Dw 90y Dw _90x | 00y  _ Dw
N=ex Taxr YT oy —avr Ty Tox laxey O
L’équilibre fournit cinq équations
ONx  ONxy B ONxy  ONy B
o+ 5 px =0 Y 2ty =0 (3.33)
0%z 0%z 0*Z  ovx  OVy 0Z 0Z
Moxe P2 gxay T W oy P ax Ty e gy ey =0 O3
8MXY (9MY o aMX a]\4XY o
axX +8—Y_VY_O X Y —Vx =0 (3.35)
ou les dérivées (notation de Monge)
0*zZ 0*zZ 0?Z
0X? Y2 0XoY

peuvent s’interpréter comme les courbures et la torsion géométriques de la surface moyenne surbais-
sée.

Les conditions aux limites portent sur (bord X = Cx)
OMxy
oy ’
Ces équations sont attribuées a Marguerre (1938). Ce sont les plus simples et, pourtant, les der-
niéres a avoir été utilisées intensivement par les ingénieurs.

U, v, w, HX NXa NXYa VA;:VX“F

My (3.36)

Comme pour la théorie de Donnell, les déplacements u et v ont disparu des équations de la
cinématique (3.29) et (3.32). Mais, contrairement a la théorie de Donnell, celle de Marguerre aboutit
a cette simplification par la seule hypothése géométrique. Ce fait présente un intérét considérable
pour les méthodes numériques, privilégiant ’'emploi de la théorie de Marguerre (chap. 11).

Remarque

Les contributions membranaires aux équations d’équilibre (3.33) et (3.34) peuvent se déduire des
équations (3.17), (3.18) et (3.19).






4 Coques de révolution
Théorie membranaire

4.1 Introduction

Les coques de révolution, représentées par leurs surfaces moyennes (sphére, calotte sphérique,
cone, tronc de cone, cylindre, paraboloide, hyperboloide, etc.; § 1.4.1) sont trés utilisées dans la
construction du génie civil (réservoirs, chateaux d’eau, silos, cheminées, tours de télévision, enceintes
de réacteur, tunnels, galeries, conduites forcées, tours de refroidissement, couvertures, fondations,
etc.). Elles trouvent également de nombreuses applications (citernes, récipients sous pression, chau-
diéres, conduites, tuyauteries, bouteilles, fuselages d’avion, fusées, coques de sous-marins, etc.) dans
d’autres domaines treés variés de I'ingénierie (mécanique, aéronautique, hydraulique, construction
navale, offshore, chimie, épuration, etc.).

La théorie membranaire donne, pour les coques de révolution, des résultats aisés a obtenir et de
bonnes valeurs pour les cas de chargement de révolution, ce qui est fréquent en pratique.

4.2 Géométrie

Pour que la surface moyenne de la coque soit une surface de révolution (§ 1.7.9), on fait pivoter
une courbe plane, dite méridien et contenue dans le plan méridien, autour d’un axe situé lui aussi
dans le plan méridien, 'axe de révolution. Chaque point du méridien décrit un cercle, le paralléle.

Meéridiens et paralleles sont les lignes de courbure. En un point, le rayon de courbure du méridien
est un rayon de courbure principal de la surface ; 'autre est centré sur ’axe de révolution.

La figure 4.1 définit les notations et les coordonnées. L’axe Z du systéme d’axes cartésiens
(X,Y, Z) est placé sur I'axe de révolution. Un point A de la surface ¥ est ordinairement repéré
par les deux coordonnées ¢ et 6 avec

o ¢ : angle d’inclinaison de la tangente au méridien (se retrouve entre I’axe de révolution et la
normale au point A);

« 0 :angle positionnant le plan méridien.
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Les rayons de courbure principaux sont r, et r¢. Si  désigne le rayon du paralléle passant par A,

on a (théoréme de Meusnier, § 1.2.5; relation (1.8) ou (1.39))

T =7rgsiny

@.1)

. X, Y, Z) : axes cartésiens
e
P
‘ o 7 : axe de révolution
(¢, 0) : coordonnées d'un point A
z (a, b, n) : repérede Xen A

z : axe normal en A, selon n, portant
les rayons de courbure principaux
T, (= CA)etry (= BA)

r : (= DA) rayon du paralléle en A

méridien

parallele

s : (= arc OA) coordonnée curviligne
sur le méridien

Fig. 4.1 Géométrie d’une surface de révolution.

A la place de ¢, on emploie parfois avantageusement 1’abscisse curviligne s sur le méridien ; on a
(fig. 4.2)

ds =r,dp 4.2)
et, avec dr = ds cos ¢, on obtient (deuxiéme équation de Codazzi, § 1.7.9 ; relation (1.40))
d
é =74, COS 4.3)

Le repere (a, b, n), attaché a la surface moyenne X au point A, avec
« aselon la tangente au méridien (sens s),
« b selon la tangente au paralléle (sens 6),
o nselon la normale a la surface (sens z),

peut se déduire du systéme (X, Y, Z) par deux rotations successives (6 et ©).
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Fig. 4.2 Géométrie dans le plan méridien.

Remarque

Pour les coques de révolution, les coordonnées « et G de la théorie générale sont désignées par et
0, comme c’est souvent le cas dans la littérature. Il convient alors de ne pas confondre la coordonnée
6 avec les composantes 6, et 3 de 'angle dont tourne la normale : l'indice marque la différence.

4.3 Equations d’équilibre

On isole, par quatre sections droites entourant le point A (fig. 4.3), un élément de coque compris
entre deux méridiens voisins (df) et deux paralleles voisins (dy) ; les cotés de ’élément, de rayon r
et r,, sont de longueur r df et r, dp. La figure 4.3 montre les forces sur I’élément, dues aux efforts
intérieurs membranaires N, Ng, N9 = Ny, et aux composantes des charges de surface py,, pg, p-.

On emploie les qualificatifs méridien, circonférentiel et normal (ou transversal) pour désigner les
grandeurs dirigées selon ¢, 0 et z :

e N, et p, : effort normal méridien et charge méridienne ;
o Ny et py : effort normal circonférentiel et charge circonférentielle ;

e p, :charge normale (ou transversale).
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J )
C FW:NWrdHJr%(N\prdﬁ)dgo F¢0:N¢9rd9+£(NW9rdﬂ)dgo
Fy = Nyrdg+ 2 (Ny 7, dp) do Fy, = Ny, 1, do + -0 (N, 1., dp) df
dp 0= Mol T oy oty 09 bp = Nop Tp @0 T 5y o Tp @9

méridien

d¢ = df sing

d¢ = df cosp

Fig. 4.3 Elément de coque de révolution en théorie membranaire : (a) efforts intérieurs et géométrie
(rdf =rgdC = (r/cos ) dé, d’ou d¢ = df sin p, avec (4.1), et d§ = df cos @) ;
(b) charges (dA = rordp df, (p. dA) L dA).
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L’équilibre de translation selon les directions (¢, 6, z) associées au repere (a, b, n) fournit trois
équations reliant les trois efforts membranaires inconnus.

L’équation d’équilibre ) | F,, = 0 s’écrit

> F,=—Ngrdf+ Nyrdo+ % (N, df) dp

0
— No,ryp do + Nopry dp + 20 (Nopryp dp) do

— Nor, dp df cosp + pory, dprdd

0 0
= % (N,r) df de + 2 (Ngy)ry dep do

— N7y dp df cos p + porerdedd =0
L’avant-dernier terme est la contribution de I’effort normal circonférentiel Ny due a la courbure dans

le plan du paralléle (fig. 4.4a) ou, ce qui est équivalent, au non-parallélisme des cotés méridiens dans
le plan tangent en A (fig. 4.4b).

L’équation d’équilibre > Fp = 0 donne

0
Z Fy = —Nor, dp + Nory, dp + 20 (Nory de) dO

— Nyor df + Nygr df + g (Nyor df) dy
®

+ No,ry dop df cos ¢ + pery, dp T do

Nyg)ry, de df + i (Nyor) db de

_ 9
~ o0 9o

+ Nyyryp dp df cos o + per,r dedf =0
L’avant-dernier terme est la contribution de I'effort tangentiel Ny, due au non-parallélisme des cotés
méridiens (fig. 4.4b).

A cause de la double courbure de I’élément, les efforts normaux méridien N, (dans le plan méri-
dien contenant la courbure 1/r,, fig. 4.4c) et circonférentiel Ny (dans le plan contenant la courbure
1/re, fig. 4.4d, ou dans le plan du paralléle, fig. 4.4a) ont des composantes sur ’axe z qui permettent
d’équilibrer la charge p.. L’équation d’équilibre ) F, = 0 prend la forme

Z F, = N,rdfdp + Ner, dpdfsing + p.r,rdedd =0
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Ny, 1, dip db cosp
N&p sz d@ 4+ ...

‘\\i\’e 7, d dfl sinp

T~ df cosp
4 NOLp Tp di
Nyr,dp df ‘ Ny, do df cosp
v Ny 7, dp df cosp
Nyrydp + ...
(@ (b)
d6 singp Nyrydp + ...
Ny T, dp

df sing Ny 1, dip df sing

Nyrydp Nyr,dp+ ...

(© (d

Fig. 4.4 Equilibre d’un ¢élément de coque de révolution en théorie membranaire :
(a) No dans le plan du paralléle et du méridien ; (b) N et Ny, dans le plan tangent ;
(c) N, dans le plan méridien contenant la courbure 1/r ;

(d) Ny dans le plan contenant la courbure 1/7g.
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Apres simplification des équations précédentes, avec (2.34) N9 = N, et (4.1) r = r9sin¢p, on
obtient les équations d’équilibre

0 ON,
% (rNy) + rwwew —roNgcosp +perr, =0
0 ON,
% (rNay) + r@8—90 +7,Ng, cos + perry, =0 (4.4)
N, N,
Ty To

Remarques

Quand, dans I’élément de coque, on passe du bord ¢ au bord ¢ + dp, on a changement non
seulement des efforts intérieurs (N,, N,p), mais aussi de la longueur du bord (r df), raison pour
laquelle r reste prisonnier de la dérivation par rapport a ¢ (§ 2.7.2, remarque).

Il est aisé, a 'aide des relations géométriques du paragraphe 1.7.9, en particulier (1.38) et (1.40),
de déduire les équations (4.4) des équations (3.2), (3.3) et (3.4). Cependant, la dérivation ci-dessus a
I’avantage de donner une signification physique a chacun des termes de (4.4).

4.4 Chargement de révolution

4.4.1 Equations d’équilibre

Lorsque la charge a également la symétrie de révolution, les efforts intérieurs sont constants le
long d’un paralléle, et toutes les dérivées circonférentielles 9/06 s’annulent. Dans (4.4), il reste (¢
seule variable)

d
% (rNy,) — roNgcosp + purre =0
d
% (rNgy) + ryNoy cos g + pgrry =0 4.5)
N, N,
Ttp To

On observe que la seconde équation est découplée des deux autres. On peut donc traiter séparé-
ment les deux cas suivants :

o leffort tangentiel Ny, dii & la composante py ;

o les efforts normaux N, et Ny dus aux composantes p,, et p..
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4.4.2 Effort tangentiel
Avec (4.3) dr/dp = r, cos ¢, la seconde équation (4.5) peut s’écrire

d
_SD (T2N9¢) = —por? Ty

et, aprés intégration, on obtient

1
Ny, = 3 {/ p9r2r¢ dy + C} (4.6)
©

Cette équation décrit une sollicitation de torsion de la coque autour de son axe. En effet, le crochet
représente le moment résultant, agissant sur 1’axe de révolution Z, des charges py et d’un éventuel
moment concentré C, et ce pour § = 1 radian (fig. 4.5a). Appelons T'z/(2w) cette résultante; (4.6)
devient

Tz

D 4.7)

Neip: S00:—

et s’interprete comme suit : N9 = Ny, est le flux de cisaillement équilibrant, dans une section tronco-
nique opérée au niveau d’un paralléle quelconque ¢ = cste, le moment de torsion total Ty (fig. 4.5b).
On retrouve un résultat connu de la théorie de la torsion de Saint-Venant des structures tubulaires a
parois minces (f = T/22 avec 2 = wr?, TGC vol. 2, § 8.7.2).

Le cas de charges py est rare en pratique. Dans la suite, il est ignor¢.

\z
T ‘L N
¥ |
{ »
Wﬁl \ ||/'/
N
\
(a) (b)

Fig. 4.5 Détermination de I'effort tangentiel N : (a) interprétation de I’équation (4.6) :
dA = (ry dp)(rdf) et dTz = fo rpo(ror dp df) = per?r, dyp (moment de torsion élémentaire sur
1 radian de paralléle) ; (b) solution de I’équation (4.6) par équilibre global et torsion
d’une structure en caisson a paroi mince (N, est le flux de cisaillement).
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4.4.3 Efforts normaux

Tirant Ny de la troisiéme équation (4.5) et 'introduisant dans la premiére, on peut mettre 1’équa-
tion différentielle obtenue sous la forme

d
1o (rNgsing) = —(p, sinp + p. cos p)rr,

dont la solution est (@) est la constante d’intégration)

1

Ne =~ o Uw(p“" sin g + pz cos p)rry dp + @ (4.8)

Comme précédemment, on interpréte le crochet de (4.8) comme la force résultante, sur I'axe Z,
des composantes p,, et p, des charges appliquées d’une part, et d’une éventuelle force concentrée ()
d’autre part, pour 6 = 1 radian (fig. 4.6a). Appelons Fz/(27) cette résultante ; (4.8) s’écrit

Fy

Ny=——"—
v 27r sin

4.9)

et représente 1’équilibre axial de la coque coupée au niveau du paralléle ¢ quelconque (fig. 4.6b).

1
z
(@) (b) (©

Fig. 4.6 Détermination de I'effort normal N, : (a) interprétation de ’équation (4.8) :
dFz = fol (py sin + p. cos ) (ror de df) = (pe sin @ + p; cos )r r,, de (force élémentaire sur
1 radian de paralléle) ; (b) solution de ’équation (4.8) par équilibre global selon Z ; (c) vue en coupe.

Lorsque N, est connu, 'effort normal Ny se calcule a I'aide de la troisiéme équation (4.5)

Ny = —rg (& +pz) (4.10)

Ty
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Remarque

Les équations (4.7), (4.9) et (4.10) donnent la répartition des efforts membranaires dans toute la
coque. Leur emploi direct n’est possible que si la coque a un caractére isostatique (§ 3.2.3 et sect. 4.6) ;
pratiquement, la coupe le long d’un paralléle doit isoler un fragment de coque. Cette coupe a une
forme tronconique et est une généralisation de la notion de section droite (§ 1.2.3), propre aux coques
de révolution. Enfin, dans (4.7) et (4.9), on travaille avec la face positive de la section (la normale
extérieure pointe dans le sens croissant de ).

4.5 Cinématique

La cinématique membranaire a été définie au paragraphe 3.2.1. Ici, on se place a nouveau dans le
cas plus simple ou le chargement posséde la symétrie de révolution, avec en plus pg = 0. (Pour le cas
po # 0, voir Ex. 4.8.10.)

4.5.1 Déformations

On appelle u la composante méridienne (u selon ¢) et w la composante normale (w selon z) du
déplacement d’un point quelconque A de la surface moyenne de la coque (fig. 4.7a). Avec pyg = 0,
I'effort tangentiel N, o est nul et, par suite, le glissement 7,4 et le déplacement circonférentiel v sont
nuls aussi. On examine la dilatation méridienne ¢, et la dilatation circonférentielle ¢y au travers de
I’élément d’arc de méridien (4.2) ds = r, dy et du rayon r du parall¢le.

Sous l'effet de la composante méridienne u seule (fig. 4.7b)

o I’élément d’arc s’allonge de du,

o le rayon du paralléle s’accroit de u cos ¢ ;
sous l’effet de la composante normale w seule (fig. 4.7c)

o I’¢lément d’arc se raccourcit de w de,

o le rayon r diminue de w sin (.

Par cumul, en tenant compte des signes, les dilatations valent

du —wdy 1 [du
YT T de 1, (@_w>
4.11)

ucosp —wsing 1

. t —
" - (uctgp —w)

gy =

Remarque

A nouveau, avec (1.38) et (1.40), on déduit aisément ces relations des formules générales (3.5).
Toutefois, la dérivation proposée ci-dessus donne une signification physique a chacun des termes
de (4.11).
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u+ du

w+ dw = w

X

méridien

(a)
(©

Fig. 4.7 Cinématique : (a) composantes du déplacement ; (b) cinématique sous le déplacement
méridien seul ; (c) cinématique sous le déplacement normal seul.

4.5.2 Déplacements

Les déplacements u et w s’obtiennent en résolvant les équations (4.11). Tirant w de la seconde
pour l'introduire dans la premiére, on obtient

d
i —uctgyp =€,ry, —Egry (4.12)

Le second membre est une fonction de ¢ que ’on peut déterminer si les efforts normaux sont
connus. En effet, la loi de Hooke (3.9)

1 1
Ep = E (th - VNQ) Ep = E (Ng — Z/NSO) (413)

permet de calculer

f(p) = epre —coro = E%(Mo(w +vrg) — No(rg + vry)) (4.14)
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La solution de I’équation différentielle linéaire (4.12) fournit la composante u

u = ( ﬁ d<p+C’> sin @ (4.15)
o SN

ou la constante C s’obtient par une condition de bord sur w. Connaissant u, on trouve w par la
seconde équation (4.11)
w = uctgp —epry (4.16)

ou ¢y est donné par la deuxiéme équation (4.13).

4.5.3 Déplacements en axes cartésiens, rotation et pente

Dans les calculs pratiques, on n’utilise guére les composantes curvilignes u et w du déplacement,
mais plutot les composantes cartésiennes ux et wy :

o selon X, ux est le déplacement radial,
e selon Z, wyz est le déplacement axial.

Par une rotation d’angle ¢ (fig. 4.8), on a d’abord

Ux = UCOSY — wsSin @

4.17)
Wz = using + w cos
Puis, introduisant (4.15) et (4.16) dans ces relations, on trouve
ux = Egro siny = gyr (4.18)
Wy = M dyp — egrg cosp + C (4.19)
o SN

Ces formules montrent que la constante C' peut aussi se déterminer par une condition sur le
déplacement axial wy (qui s’associe au seul mode rigide possible de la coque).

TZ, wy, Y. Y
|

méridien

|

Fig. 4.8 Composantes du déplacement en coordonnées curvilignes (u, w) et cartésiennes (ux,wz).
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Outre les translations, la rotation 6., au point A, de la normale, ou de la tangente, au méridien
(fig. 4.7a) est aussi un déplacement important a connaitre. Suite aux deux déplacements u et w, cette
rotation vaut (fig. 4.9)

1 dw U dw

0. — — 2y 2 27 4.20
i Tw(u+d<p> T¢+d5 ( )

Cette relation montre que la rotation n'est pas la simple variation de pente dw/ds, mais comporte
un terme supplémentaire u/r, provenant de la courbure du méridien.

Fig. 4.9 Variation de I'angle d’inclinaison ¢ de la normale ou de la tangente au méridien
(Op = Opu + Opw): (a) sous w: Opu = u/7y; (b) sOus w: Op = dw/ds.

En introduisant d’abord I'inverse de (4.17) dans (4.20), puis (4.18) et (4.19) dans la formule obte-
nue, on trouve

1 [dwz dux . 1 d
. \ N - — 4.21
0, = ( o CoS Y o sin <p) " (f(go) ctg d (597"9)) ( )

et cette double relation donnant 6, permet de controler le calcul numérique.

Remarque

Une fois encore, on peut déduire (4.20) directement de la premiére équation (2.13) ou (3.8), et
interpréter physiquement les deux termes de cette dernicre par la figure 4.9.

4.6 Conditions aux limites

En se limitant au cas py = 0, les conditions aux limites ne peuvent porter que sur (§ 3.2.3)
N, ou U (4.22)

en accord avec les équations différentielles correspondantes (une constante d’intégration Q ou C
dans (4.8) ou (4.15) par exemple). Sur un bord, on ne peut donc imposer qu’une seule condition.
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Si la coque a deux bords, deux cas sont possibles :
« l'une des conditions est cinématique et I’autre est statique : la coque est isostatique (fig. 4.10a);
« les deux conditions sont cinématiques et la coque est hyperstatique (fig. 4.10b).

Si la coque n’a qu’un bord (dome), la condition doit étre cinématique et la coque est isostatique
(fig. 4.10c).

(a) (b (©

Fig. 4.10 Conditions aux limites pour les coques de révolution a chargement de révolution (ps = 0) :
(a) deux bords, isostatique ; (b) deux bords, hyperstatique ; (c) un bord, isostatique.

Remarque

Quand il n’y a qu’un bord, une condition statique est implicitement contenue dans le sommet S
du doéme (on peut toujours isoler un fragment élémentaire contenant S et en exprimer I’équilibre ;
voir Ex. 4.8.8).

4.7 Application — Coque cylindrique (chargement de révolution)

4.7.1 Particularités de la coque cylindrique circulaire

La figure 4.11 définit la géométrie de la coque. Les méridiens sont rectilignes et paralléles a I’axe
de révolution, ce qui permet de simplifier les équations.

La courbure méridienne étant nulle (r, = co), on abandonne la variable ¢ au profit de 'abscisse
x le long du méridien, avec (4.2)

dx =rydy (4.23)

Tout paralléle est un cercle de courbure principale, de sorte que 79 = r = a, ou a est le rayon du
cylindre.
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T’W:OO

rodp — dr (¢ — 2)

parallele Ty =1 = a=cste
méridien T
p= > = ctgp =0
cosp =0
sinp = 1

Fig. 4.11 Coque cylindrique circulaire.

Tenant compte de ces diverses propriétés, les équations (4.9), (4.10), (4.11), (4.20) et (4.13) de-
viennent :
e équilibre
_Fz

N, = Ny = —ap, (4.24)
2ma
o cinématique
d
—— =2 (4.25)
dx a
dw
0, = — 4.26
In (4.26)
« loi constitutive
1 1
Ex = E (]\fqc — Z/Ng) Ep = E (Ng — VNm) (427)

Ces équations représentent la solution membranaire de la coque cylindrique ; elles sont utiles dans
I’étude de la coque cylindrique par la théorie flexionnelle (sect. 5.7 et 5.10).

4.7.2 Réservoir cylindrique

Un réservoir cylindrique (axe vertical, hauteur h, rayon a, €paisseur ¢ constante; fig. 4.12) est
rempli d’un liquide de masse volumique p. La paroi est libre au sommet (réservoir ouvert ; condition
statique N, = 0) et sur appui mobile continu en base (condition cinématique membranaire u = 0).
On suppose que le fond n’interagit pas avec la coque cylindrique. On désire analyser ce réservoir sous
I’action du seul liquide contenu.
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8

4
|

Z
.Ff,fgim
Q0.

Fig. 4.12 Réservoir cylindrique sur appui membranaire.

A la cote z, la pression normale vaut (g est ’accélération de la pesanteur)
p: = —pp = —pg(h — )

Les conditions aux limites du cylindre permettent le développement du seul état membranaire.
On a, par (4.24),

N,=0 No = —ap, = apg(h — x) (4.28)

N, est nul et Ny décroit linéairement de Ny max = apghen z = 0a Ny = 0 en x = h. Puis, par (4.25)
et (4.27),

du v v
c dx Et "’ Bt apg( z)
w 1 1
gpg = —— Ng = — apg(h — x)

a:E FEt

La premicre relation fournit, en intégrant,

v v (v — h)?
U—Eapg/(x—h)dx—Etapg< 5 +C’>

La constante d’intégration C' se détermine par la condition cinématique v = 0 sur le bord appuyé
x =0, qui donne C' = —h?/2; d’ou

_ Y are _
=% 2 z(2h — ) (4.29)

u varie paraboliquement de u = 0 en x = 0 & Upmax = —(v/Et)(apg/2)h? en x = h.



COQUES DE REVOLUTION — THEORIE MEMBRANAIRE 77

La deuxiéme relation fournit directement

a’pg
- _ h— 4.30
2 (h ) (430)
w varie linéairement de wyayx = —(a?pg/Et)henz =0aw = 0en z = h.
Enfin, par (4.26),
2
= _aEptg = cste (4.31)

La figure (4.13) montre la solution membranaire du réservoir circulaire.

U max U max
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, — —T
[y
1 [\
, \ ©)
I \
1 \
N i | 0,
I \
0 1 ‘ \ u
I \
I \
@ / | |
I \
I ‘ \
,,,,,,,, L
Nf/max ‘ wmaxL—>

() (b (©

Fig. 4.13 Réservoir circulaire en théorie membranaire : (a) effort normal circonférentiel Ng ;
(b) déformée ; (c) variation du déplacement méridien wu.

Exemple 4.1
On considére un réservoir circulaire en béton pour lequel @ = 400cm, h = 800cm, ¢ = 20cm, F =

2100 kN/cm?, v = 0,2 et pg = 107° kN/cm? (eau).
Ces données permettent de calculer les valeurs numériques de 'effort et des déplacements

Nomax = 3,20 kN /cm

Umax = —0,0061 cm Wmax = —0,0305 cm 0, = 0,381-10"* rad

de la théorie membranaire a 1’aide des relations (4.28) a (4.31).
La contrainte de traction dans le béton est de 160 N /cm?.

4.8 Exercices

4.8.1 On considére un réservoir de révolution, de méridien arbitraire, soumis a une pression interne p. En théo-
rie membranaire, montrer que les contraintes méridienne et circonférentielle, ainsi que le déplacement radial,

sont donnés par les relations

o —Pre Jezw 2—T—6 ux:prgr 2—u—r—9
® 2t 2t Ty 2Ft Ty
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4.8.2 On plonge une sphere en acier, de rayon a = 200 cm, sous 2000 m d’eau. Si la contrainte normale dans
I’acier est limitée 4 10 kN/cm?, calculer I’épaisseur ¢ nécessaire. Qu’en est-il de I’hypothése : les charges agissent
sur la surface moyenne (§ 2.4.3)?

Note : utiliser les formules de I’exercice 4.8.1.

4.8.3 Un récipient cylindrique de révolution en tole d’acier est fermé par une calotte sphérique et une calotte
ellipsoidale (fig. Ex. 4.8.3). Le cylindre et les calottes ont la méme épaisseur ¢. Ce récipient est soumis a une
pression interne p. Calculer les déplacements utiles qui permettent d’esquisser la déformée membranaire du
récipient. Observer les discontinuités cinématiques.

Note : utiliser les formules de I’exercice 4.8.1.

sphere cylindre ellipsoide

(@) ()

Fig. Ex. 4.8.3 Récipient sous pression :
(a) coupe longitudinale ; (b) rayons de courbure de I’ellipsoide au niveau de ’équateur.

4.8.4 Un réservoir sphérique, de rayon a et d’épaisseur ¢, est appuyé tout le long de I’équateur (fig. Ex. 4.8.4).
Il est soumis a son seul poids propre (réservoir vide). Faire ’étude membranaire de cette coque sphérique.

1) Modéliser le réservoir.

2) Calculer en tout point, en fonction de ¢, a, t et du poids volumique « du matériau,
o les efforts normaux N, et No ;
« la réaction d’appui.

3) Dessiner les diagrammes de N, et Ny dans une coupe méridienne du réservoir (N, a droite et Ny a
@ ¥
gauche) ; chercher les points particuliers et commenter les discontinuités.

lat

|

(@ (b)

Fig. Ex. 4.8.4 Réservoir sphérique : (a) vue ; (b) aire d’une calotte sphérique.

v
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4.8.5 Un réservoir de révolution en tole d’acier d’épaisseur ¢ est constitué d’un cylindre et d’un fond en forme
de cone (fig. Ex. 4.8.5). Faire I’étude membranaire de la partie conique de ce réservoir.
1) Modéliser le cone.
2) Pour un cone, il faut abandonner la variable angulaire ¢ au profit de I’abscisse s sur le méridien; en
utilisant la relation (4.2), réécrire les formules nécessaires.
3) Pour le seul cas de charge du poids de I’acier (poids volumique +,), calculer les efforts intérieurs Nj
(= N,) et Ny ; les représenter graphiquement.
4) Calculer les déplacements correspondants ux et 65 (= 6,).

T ; t
<—<% — ol
liquide : ‘

h poids volumique ~y
|

V==mnr2h

anneau raidisseur (E£A)

A

lat =Tnrs

colonne d'appui

(@ (b)

Fig. Ex. 4.8.5 Réservoir : (a) vue en coupe ; (b) volume et aire latérale d’un cone.

4.8.6 On reprend le réservoir de 'exercice 4.8.5, mais soumis maintenant au seul cas de charge du liquide
contenu (poids volumique 7).

1) Calculer les efforts membranaires Vs et Ny dans le cone.

2) Calculer les déplacements membranaires ux et 65 du cone.

3) Calculer I'effort normal et le déplacement radial de ’'anneau raidisseur AB.
On continue avec les données numériques suivantes :

o réservoir:r=4m;h=12m;w = 20°;

« anneau raidisseur : 7ar = 4,10 m; A = 200 cm?;

e acier : oadm = 10 kN/em?; E = 21000 kN/em? ; v = 0,3;

o liquide : v = 10 kN/m>.

4) Trouver I’épaisseur nécessaire ¢ de la tole d’acier (en mm ; arrondir a la cote paire supérieure pour la

question suivante).

5) Le long du paralléle d’appui AB, calculer les déplacements membranaires du cone, du cylindre (§ 4.7.2)
et du raidisseur ; comparer et commenter les résultats.
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4.8.7 Une coque conique, de hauteur H et d’angle au sommet 2w (fig. Ex. 4.8.7), est remplie d’un liquide de
poids volumique ~ sur une hauteur h (h < H). Cette coque est soutenue par un anneau appuyé sur tout le
pourtour.

1) Trouver I'expression des efforts N, et Ny en tout point du méridien, sous I'action du liquide, en fonction

de la cote Z mesurée a partir du sommet S.

2) Trouver les extremums de ces efforts.

3) Dessiner le diagramme de ces efforts.

4) Trouver l'effort de compression dans ’anneau d’appui.

dw
|
|
|

Fig. Ex. 4.8.7 Fig. Ex. 4.8.8

4.8.8 On considere une coque en forme de dome sous charge de surface répartie p (cf. fig. 4.10c). Trouver, sur
I’axe de révolution, c’est-a-dire au sommet S, la valeur des efforts intérieurs N, et Ny en faisant I’équilibre d’une
calotte élémentaire voisine de S (fig. Ex. 4.8.8).

4.8.9 Pour entreprendre I’¢tude membranaire d'un dome en paraboloide de révolution (fig. Ex. 4.8.9), d’épais-
seur constante ¢, on le place dans les axes (X, Z), on prend, comme équation du méridien (parabole), la relation

X2
T 2
ou a est le rayon de courbure au sommet S (parameétre de la parabole), et on exprime les grandeurs cherchées en
fonction de a et .
1) Donner I'expression des rayons de courbure principaux en tout point de la coque.
2) Trouver la réaction d’appui A (force par unité de longueur sur le paralléle d’appui AA) due au poids
propre (poids volumique ~ selon Z™).
3) Sous I’action d’une force concentrée (Q au sommet, calculer les efforts intérieurs et le déplacement hori-
zontal (radial) en tout point ; que se passe-t-il au voisinage du sommet ?

Fig. Ex. 4.8.9
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4.8.10 Calculer le champ du déplacement v d’une coque de révolution soumise au seul cas de charge py
(py =p= =0).

position initiale

position déformée

Fig. Ex. 4.8.10

Solution. 1l s’agit de la sollicitation de torsion (§ 4.4.2) pour laquelle seuls Ny, et, par suite, s, €t v sont
présents. Il faut trouver I’expression du glissement. Pour I'obtenir, on doit soustraire v’ (et non v!) de v + dv
(fig. Ex. 4.8.10).

Onav/r =v"/(r +dr);d’ouv =v(l+dr/r). Alors

WS T g T ds rds

On peut controler cette valeur par (3.6). Avec la troisieme équation (3.9) vs, = N, /Gt et Ny, connu par (4.7),
I’équation différentielle donnant le déplacement v est

dv _v_ _Nep
dr  r  Gtcosy

d’ou, apres intégration,

v:r( _Now dr—i—C’)
o Gtreosyp






S Coques de révolution
Théorie flexionnelle sous chargement
de révolution

5.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, on n’a pas tenu compte de 1’état flexionnel ; les solutions obtenues
sont certes simples, mais peuvent conduire a des incompatibilités cinématiques (§ 3.2.4 ; sect. 4.8). De
plus, les discontinuités liées a certaines charges ne peuvent étre traduites correctement par une théorie
purement membranaire (charge répartie le long d’un paralléle par exemple). Il est donc nécessaire de
compléter ’analyse par I’étude de la théorie flexionnelle.

On examine ici les coques de révolution dont le chargement obéit aussi a la symétrie de révolution,
supposant & nouveau que pg = 0 (cette composante de charge ne provoque aucune flexion, mais
seulement une torsion membranaire de la coque). Ce cas se produit fréquemment en pratique : poids
propre, force centrifuge, pression interne ou externe, poids d’un fluide, poussée et friction des matieres
contenues ou retenues, précontrainte circonférentielle, variation uniforme de température, etc.

5.2 Géométrie, charges et efforts intérieurs

La figure 5.1(a) montre la géométrie de la coque, un élément isol¢ et ses composantes de charge
(p, dA et p,dA). Des huit efforts intérieurs de coque, il ne subsiste que N, Ng, M., My et V,,; la
figure 5.1(b) donne les forces agissant sur I’élément, dues a ces cinq efforts.

La symétrie de révolution conduit en effet aux propriétés suivantes (indépendance vis-a-vis de la
coordonnée 0) :

« en tout point de la coque
Vo=0 My, =M,9=0 (5.1

et, puisque pp = 0, on a encore
Ny = Nop =0 (5.2)

« le long d’un paralléle, de plus,

Ny = cste My = cste (5.3)
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axe de révolution

méridien

parallele

Fig. 5.1 Coque de révolution en théorie flexionnelle :
(a) géométrie et charges ; (b) efforts intérieurs sur un élément de coque.
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De la symétrie, on conclut encore qu’il n’y a que trois équations d’équilibre (3 F, = 0,
> F, =0, My = 0); elles sont insuffisantes pour déterminer les cinq efforts intérieurs en pré-
sence.

5.3 Equations d’équilibre

La théorie membranaire fournit la contribution membranaire des équations d’équilibre de trans-
lation (sect. 4.3), représentée ici par ...... ; 1l faut toutefois tenir compte de la condition de sy-
métrie de révolution, en particulier (5.2), qui fait tomber le second terme de ’équation d’équilibre
S F, =0.

Aux termes restants de cette premiére équation s’ajoute la contribution produite par 'effort tran-
chant V,,, comme le montre la figure 5.2(a); d’ou

Y Fp=...... —Vrdfde =0

De méme, cet effort tranchant contribue aussi a la troisiéme équation Y F, = 0 par

d
S F=...... —V¢rd9+v¢rde+%(v¢me)d¢:o

L’équation d’équilibre > My = 0 (rotation autour de b) s’écrit
d
> My = Myrdf + @ (M1 df) dp — M,rdf

—Vorddry,de — Mory, dedf cosp =0

ou le dernier terme est la contribution du moment My due au non-parallélisme des cotés méridiens
de I’¢élément de coque (fig. 5.2b).

My r, dp

My 1, dp df cosp
My r,de
df cosyp

Mgy, do

€Y (b)
Fig. 5.2 Equilibre d’un élément de coque de révolution en théorie flexionnelle :
(a) plan méridien ; (b) plan tangent.
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Apres simplification des trois équations précédentes et division par dp df, on obtient les équations
d’équilibre
d

% (rNy) —roNgcoso — 1V, +purr, =0
. d
Ny + r,Ngsin g + % (rVy) + parry =0 (5.4)
d
% (rM,) —roMgcosp —rr,V, =0

avec, encore, (4.1) r = rgsin .

5.4 Cinématique

5.4.1 Dilatations et rotation

Les dilatations ¢, et €y d’une part, et la rotation de la normale (ou de la tangente) 6, d’autre
part, se calculent comme en théorie membranaire (sect. 4.5). On a donc

1 [du 1
€p = E (% — w) €g = - (uctgp —w) (5.5)

6, — ~ (u + j—i) (5.6)

5.4.2 Variations de courbure cinématique

On peut établir 'expression des variations c,, et cg de la courbure cinématique par un raisonne-
ment géométrique. Sur la figure 5.3, le nouveau rayon de courbure r{, du méridien, en configuration
déformeée, est tel que

i (dp +dby) = (1 +ep)ry dp

et pour le nouveau rayon de courbure rj, on a

resin(p + 6,) =7+ dr

d’ou
e L 1 __dotddp 1
ks T, T a (I4ep)rode 1y
L1 1 _sinlpte) 1

Ty T r+dr ro
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Fig. 5.3 Variation des rayons de courbure associée aux déplacements (dessin dans le plan méridien).

Dans ces expressions, on peut admettre, puisque €, €4 et 6, sont petits,

(I+ep)ry =y r4+dr=14¢eg)r=r
sin(y + 0,) = sinpcos 6, + cos psin b, = sin  + O, cos ¢

oucost, = 1letsind, =0, ;alors, avec (4.1) r = rgsinp,

dp+do, 1 1 df,

Co = o dp _E_E% 57)

i 0 10 '
Ce:smgo—&-.wcoscp__:_wctg(p
Te SN @ To To

Remarque

On peut controler que les relations (5.7) sont correctes a partir des formules (2.22) de la théo-

rie générale : ce controle est quasi indispensable pour s’assurer de la pertinence des simplifications
introduites.
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5.5 Loi constitutive

En I’absence des efforts tangentiels et des moments de torsion, la loi constitutive (2.51) se réduit a

N, = Cl(ey + veg) M, = D(y, + vipg) (5.8)
Ny = Cl(eg + vey) Mo = D (g + vty) .

ol 1, et 1)y sont les variations de la courbure statique.

Rappelons que les variations de courbure associées aux moments et a la loi constitutive (¢, et
) sont de signe opposé a celles exprimées en fonction des déplacements (c,, et ¢g) (sect. 2.8)

Yy = —Cy Yy = —cp (5.9)

5.6 Bilan et conditions aux limites

On dispose de douze équations (5.4) & (5.8) pour les douze inconnues N, Ng, M, Mg, V,,, €,
€6, Cp OU Py, Co OU Pg, u, w et O,

Ces équations forment un systéme différentiel d’ordre 6. En conséquence, on doit exprimer trois
conditions aux limites sur un paralléle formant bord. Ces conditions peuvent porter sur

o les efforts intérieurs
Ny, Vo, M, (5.10)

o les déplacements
u, w,, b0, (5.11)

5.7 Coque cylindrique

5.7.1 Equations générales

La coque cylindrique circulaire est d’'un emploi tres fréquent (réservoirs, récipients sous pres-
sion, conduites, etc.) et facile a construire grace aux génératrices rectilignes (mise en forme des toles,
coffrage du béton, etc.). A cause du méridien rectiligne et paralléle a I’'axe de révolution, I’étude
se simplifie et conduit a deux propriétés valables pour toutes les coques de révolution : effet de bord
(sect. 5.8) et superposition (sect. 5.9).

La figure 5.4 définit la géométrie et rappelle les diverses propriétés de la coque cylindrique cir-
culaire (§ 4.7.1). Ce qui s’appelait méridien devient axia/ (ou longitudinal, selon x), et normal se
confond avec radial (selon z).
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T, =00
2

T,dp — dr (¢ — 1)

9 = r = a = cste

p= % = ctgp =0
cosp =0
sinp =1

méridien — axial
normal — radial

Fig. 5.4 Coque cylindrique circulaire en théorie flexionnelle.

En tenant compte de ces diverses particularités, on peut réécrire toutes les équations relatives a
I’équilibre, la cinématique et la loi constitutive, utiles a ’analyse flexionnelle des coques cylindriques
circulaires.

Equilibre

A partir de (5.4), on obtient

dN,,
=0
dx tPs
dV,
Np+a—=4ap, =0 (5.12)
dx
dM,
— =V, =0
dx

On constate que My n’apparait pas et que la premicre équation est découplée des deux autres;
elle donne, en intégrant,

NI:—/pmdx—i—C (5.13)

ce qui est ’équation d’équilibre axial (4.8) déja rencontrée au paragraphe 4.4.3. On peut donc calculer
N, par équilibre global indépendamment des autres efforts intérieurs (on admet que les conditions
aux limites le permettent ; sect. 4.6).
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Cinématique

On trouve aisément, via (5.5), (5.6) et (5.7),

du w dw
= I w=- k=g
W 2 (5.14)
z _ —w = — =
Ce —%: = E = da2 Co 1/10 0
Loi constitutive
Puisque 1y est nul, il reste, dans (5.8),
N, = 0(51 + V€9) M, = D’(/JT
(5.15)
Ny = Cleg + vey) My = Dvip, = vM,
avec, pour rappel (2.52),
Et Et3
C=—— D= —————
1—v2 12 (1 —v?)

On voit que My se déduit directement de M, parce que ¢y = 0.

5.7.2 Formulation en déplacement (équation différentielle de la coque cylindrique)

Le découplage de la premiere équation d’équilibre (5.12) des deux autres permet de traiter sépa-
rément les charges axiales p, des charges radiales p,. Cette simplification n’est toutefois pas décisive
et on n’en tient pas compte ici. Néanmoins, on suppose que N, est connu, ¢’est-a-dire que la coque a
un caracteére isostatique vis-a-vis de N,

Le probléme de la coque cylindrique comporte alors neuf inconnues : Ny, M, V,, €4, €¢, 0z, s
ou v, u et w. Il est aisé d’éliminer les huit premieres au profit de w.

On se défait des déformations e, €¢, ¢, et de la rotation 6, (5.14) en les introduisant dans la loi
constitutive (5.15)

2
N, = c(d—“ - ﬂ) Ny = C(ud—“ - ﬂ) M, = —p¥ (5.16)
dr a a:

et il reste cinq inconnues : Ny, M, V,, u et w.

On élimine du/dz des relations (5.16) en multipliant la premiere par v et en la soustrayant de la
seconde ; avec C = Et/(1 — v?), il vient

Et
Ng:—zw—&—y]\fac (5.17)

Dans (5.12), on tire V,, de la troisieme équation et on le remplace dans la deuxiéme

M, 1
5 +—-Nog+p,=0
dx a
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Enfin, on introduit M, (troisiéme relation (5.16)) et Ny (5.17) dans cette derniére €quation ; on

obtient 2 2 5
w t
— | D— —w =p* 5.18
dx2< da:2>+a2w b (5.18)
avec y
P’ =pz+ENm (5.19)

Dans (5.18), w(z) est la seule inconnue. La résolution de cette équation donne la solution du
probléme : w(x) connu, tout peut s’en déduire.

5.7.3 Cast = cste, ' = cste et v = cste

Pour un cylindre d’épaisseur de paroi constante et fait d’un seul matériau (D = cste), I'équation
(5.18) devient
d*w  FEt .

En introduisant le parameétre non dimensionnel

4 o (@ 2 Eta?
A = 3(1 u)(t) = — (5.21)
I’équation (5.20) peut s’écrire

d*w A p*
=5 22
dx* + YT D (5.22)

La solution de (5.22) est

w(z) = wo(x) + wi () (5.23)

ou
o wy est la solution générale de 1’équation sans second membre, appelée par concision solution
homogene, contenant quatre constantes C7 a Cy ;
« wj est une solution particuli¢re attachée au second membre p*/ D ;

« les constantes d’intégration C a C4 se déterminent par les conditions aux limites portant sur
w = wo + wi.

Pour simplifier I’écriture ultérieure, posons encore (coordonnée non dimensionnelle)

g=22 (5.24)
a

L’équation homogene s’écrit
d4w0 14 0
20 4 fwn =
de? 0

et sa solution est

wo(€) = e5(Cp cosé 4+ Cysiné) + e (O3 cos € 4+ Cysiné) (5.25)



92 COQUES

Remarques
Si N, = 0 (charge radiale p, seule; p, = 0), on a, par (5.17),

Ny = _% w (5.26)

et Ny est proportionnel a w.

L’équation différentielle (5.18) ou (5.22) étant d’ordre 4, on doit exprimer deux conditions aux
limites sur chaque paralléle de bord pour déterminer les quatre constantes C; a Cy4. Ces conditions
portent sur w et ses dérivées jusqu’a l'ordre 3. La premiere dérivée est attachée a la rotation 6,
par (5.14), la seconde au moment M, par (5.16) et la troisiéme a I’effort tranchant V,, (obtenu en
introduisant M, de (5.16) dans la troisiéme équation (5.12)) par

dPw

o= —D——
Vi da3

(5.27)

L’équation (5.22) est de méme structure que celle qui gouverne la déformée w des poutres prisma-
tiques sur appui élastique continu. En considérant la coque comme formée d’un faisceau de poutres
longitudinales (de raideur flexionnelle D) s’appuyant continliment sur des anneaux, on peut vérifier,
dans (5.20), que le coefficient Et/a? — correspondant au module de fondation — s’associe bien a la
raideur extensionnelle d’un anneau (troisiéme relation (6.2), sect. 6.2).

5.7.4 Particularités de la solution homogene wy

On considere un cylindre de hauteur A (fig. 5.5), et on pose

¥ =h—x (5.28)
puis
Y
€=\ (5.29)
a
‘ Iy
y t
é‘/
h
§
T
4
B .

Fig. 5.5 Axes x et 2’ liés aux bords inférieur et supérieur pour la solution wo
de la coque cylindrique circulaire.
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Alors

r h
f=2Z=2a-¢

et on vérifie aisément que la solution de I’équation homogene wq peut aussi s’écrire
wo = e € (C) cos€’ + Csin€’) + e €(Cs cos € + Cysin ) (5.30)

ol le premier terme représente I'effet du bord supérieur (z' = 0) et le second celui du bord inférieur
(z = 0). Cette division de wg en deux parties fait bien ressortir qu’a chaque bord s’attachent deux
conditions aux limites.

On introduit les fonctions
7€) = e *(cosé + siné)

72(§) = e~ (cos & — sing)
5.31
1(6) = Ccos = 5 (n +72) e

v4(€) = e Csing = % (m —72)

Ces fonctions sont représentées graphiquement a la figure 5.6 et tabulées a ’annexe 5.13.1; elles
permettent d’écrire

wo = C173(§") + C57a(€') + C373(€) + Caral§)
dwo A

< = 2 (Cm(€) = Cama(€) = Csm (&) + Cuna(9))

&2 A2 (5.32)
CE0 =225 (Cln(€) - Chnu(€) + Comal€) — Cina €))

d? A3

Wugo = 2; (—C112(€) — Com(€) + C572(€) + Cam(€))

Ces relations facilitent le calcul de la partie de Ny (5.17) ou (5.26), 6. (5.14), M, (5.16) (d’ou My
(5.15)) et V, (5.27) due a la solution homogéne wq de (5.23) w = wq + wy.

5.8 Coque cylindrique — Effet flexionnel de bord

5.8.1 Effet de bord, longueur limite et cylindre long

Dans (5.23) w(x) = wo(z) + wi(x), la solution homogene wy(x) traduit I'effet des bords (action
statique ou condition cinématique), tandis que la solution particulieére w; () donne I’effet des charges
de surface (p,. et p.). La solution compléte est la superposition de ces deux effets.
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1,0
I\ | | |
N \ 71(§) = ¢ ¢ (cost + sing)
1\ - .
TN \ 72(6) = ¢ (cos§ — sinf)
) _ 1
0.5 RN 71 73(6) = e ¢ cost = 0 (v1+ 72)
AN 1
, ‘\ \\ 74() = e S siné = — (1~ 72)
\\ \ 2
| \\ \\
0 \ ~o
TN <=
V4 N ;\’
f 7
4 V2
05 |
0 1,0 2,0 3,0 40 5,0 6,0 70 ¢

Fig. 5.6 Fonctions 71 (&), v2(£), v3(&) et ya(§).

La figure 5.6 montre que les fonctions 71 (£) a v4(§) (5.31) décroissent rapidement lorsque x
(ou &) augmente. Or ces fonctions permettent d’exprimer la solution homogéne wq et les grandeurs
qui en dépendent par dérivation ; ces derniéres s’amortissent donc tout aussi rapidement et sont quasi
nulles au-dela d’une certaine abscisse.

Ce caractere localisé est connu sous le nom d’effet flexionnel de bord ou, simplement, effet de bord,
et est commun a la plupart des coques de révolution.

En pratique, la solution homogeéne peut étre considérée comme négligeable au-dela d’une certaine
longueur limite Ly;,,,. On vérifie sans peine que les fonctions 7, (£) a v4(£) sont amorties & moins de
3 % de leur valeur maximale pour £ & 4. Alors, avec (5.24), puis (5.21) et v = 0,

Liim = 4% ~ 3v/at (5.33)

Si, par exemple, t/a = 1/10, 1/25 et 1/50, on obtient Ly, = a, 0,6a et 0,4a, de sorte que
I'influence de la solution homogéne est pratiquement négligeable au-dela d’une longueur égale au
rayon.

En conclusion :
o l’effet flexionnel de bord a un caractere trés localisé ;

« on qualifie de long un cylindre dont la longueur est égale ou supérieure a Ly, ; toutefois, si
leffet flexionnel des deux bords du cylindre est non nul, il faut évidemment porter la limite a
2 Ly;m pour ne pas avoir interaction (fig. 5.7).
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Fig. 5.7 Cylindre : (a) long; (b) moyen ; (c) court.

Les actions statiques de bord usuelles, dites forces de bord, sont le moment M (moment axial) et
la force H (force radiale), tous deux uniformément répartis (fig. 5.8a). Par convention, le sens positif
de ces forces est exprimé dans les axes (X, Y, Z) (fig. 4.8) : ces forces s’associent aux déplacements
0, et ux, avec, pour le cylindre, §, = 0, et ux = —w. Pratiquement, le moment M agit dans le sens
trigonométrique et la force H vers I’extérieur.

5.8.2 Application — Cylindre semi-infini chargé au bord

__ On considére un cylindre semi-infini soumis, le long du parallele z = 0, aux seules forces de bord
M et H (fig. 5.8a). Il est évident que N, = 0, p. = 0, wi(z) = 0 et que seule subsiste la solution
homogéne wy(x) (5.30).

o o

\ § \ ;

\ \ :

| |

| @ |

| | )

| | o
e N . B g
wmax
(@) (b)

Fig. 5.8 Cylindre semi-infini : (a) forces de bord ; (b) déformée.
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Les conditions aux limites sur le bord supérieur sont
M,=0 e V,=0 ené =0 (oué = o0)
On en déduit

et il reste

wo(§) = Csy3(§) + Caya(§)
Les conditions aux limites (statiques) sur le bord chargé sont
M,=M e V,=H ené =0 (ou¢ = o0)

Avec M, de (5.16), V,, de (5.27) et w = wy, on trouve, tout calcul fait,

a’ = A= a®> —
O = ~3px (H+EM> Ci=gpueM

On connait donc I’'expression de wy et, par conséquent, de ses dérivées, ce qui résout le probleme.
Avec les fonctions 77 a 4, on a

dx 2D)2 \ " a
p ) (5.34)
wo a —
-2 (2Myw+H
dz> ~ DA <a nt 74)
dng 1

On en déduit M, par (5.16), My = v M, par (5.15), V. par (5.27) et, avec N, = 0, Ny par (5.26);
la distribution des efforts intérieurs est donc connue dans toute la coque.

On termine par le calcul des déplacements maximaux, qui se produisent a la base de la coque
(z =0; fig. 5.8b),

a® A — = 20\ [N — =
“’max:%’s—o:‘m(aM”):‘E(EM”I)

a? A — 2)\2 A — =
meax:%k—o:m(zaM”) :_(Q‘M”{)

(5.35)
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Exemple 5.1

Une coque cylindrique en acier, pour laquelle E = 21000 kN/cm?, v = 0,3, @ = 16 cm, h = 55 cm et
t = 1 cm, est soumise a une charge de bord radiale ¢ = 1 kN/cm (fig. 5.9).

Avec (5.33) Liim = 12 cm, on a une coque longue. Via les relations (5.34) pour w et ses dérivées, (5.26) pour
Ny et (5.16) pour M,, on trouve, avec (5.21) A = 5,141628 et H = q,

Ny = 10,283256 3 KN /cm]
M, = 3,111855 4 kN cm/cm]

Les diagrammes des efforts intérieurs Ny et M, de la figure 5.9 montrent bien le caractére localisé de 1’effet
flexionnel dii a la charge de bord q.

Ny ox = 10,283 kN/cm

0 ma

(b)

®

M = 1,003 kN cm/cm

T max

Fig. 5.9 Effet de bord d’une coque cylindrique :
(a) données ; (b) diagramme de Ny ; (c) diagramme de M.

5.9 Meéthode approchée par superposition

5.9.1 Liaison avec la solution membranaire

Si le second membre p* de I'équation différentielle (5.20) de la coque cylindrique est un polynome
de degré 3 au plus, alors la solution particuliére w1 est de la forme

0,2

wi(w) = 97" (2) (5.36)

D’autre part, la solution membranaire w,,, de la coque cylindrique, obtenue au paragraphe 4.7.1,
fournit (indice m pour membranaire)
Wyn, 1

€0 :—T = E(NQ—VNQC)
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d’ou
2

a v

Pour la méme charge p,, et puisque les N, des comportements membranaire et flexionnel sont
identiques (§ 5.7.1), on a, avec (5.19),
Wi () = w1 (x) (5.37)

Enfin, si le degré du polynome p* dans (5.36) est de degré 1 au plus, alors

d2w1 - d3w1
de?2  da3

et par suite M, (w;) = V;(w1) = 0. En conclusion :

Dans une coque cylindrique pour laquelle le second membre p* de I'équation différentielle (5.20) est un
polynéme linéaire au plus, la solution flexionnelle particuliére wy est identique a la solution membranaire
Wi

5.9.2 Superposition de I’effet flexionnel de bord a la solution membranaire
Si la propriété du paragraphe précédent est satisfaite, la somme
w(z) = wo(z) + wi(z) = wo(x) + wp(x) (5.38)
est la solution exacte du probléme de la coque cylindrique. On peut alors interpréter I’équation (5.38)

de la fagon suivante :

La solution homogene ( effet flexionnel de bord) peut étre considérée comme une correction de la solution
membranaire destinée a restituer la compatibilité cinématique.

Cette interprétation, déja mentionnée et décrite au paragraphe 3.2.4 (fig. 3.1), a été étendue par
les ingénieurs

« atous les types de chargement (p*(z) quelconque) ;

« atoutes les formes de coques de révolution (grace a 'approximation de Geckeler ; sect. 5.11).

L’idée de cette interprétation et de cette généralisation est d’effectuer I’analyse de toute coque de
révolution en deux étapes :

« rendre la coque isostatique au niveau de ses conditions aux limites cinématiques, pour en per-
mettre une solution par la théorie membranaire (calcul de w;,);

« restituer les conditions cinématiques réelles par les effets flexionnels de bord (calcul de wy).

Cette superposition « solution membranaire + effet flexionnel de bord » fournit, le plus souvent, une
excellente approximation. Dans le cas des coques cylindriques en effet, vu que la zone d’effet de bord
reste tres localisée (Lyim), la solution membranaire w,, (x) ne s’écarte guére d’une variation linéaire,
quel que soit le cas de charge. Pour les coques de méridien arbitraire, il en est de méme a condition
que certaines proportions géométriques soient respectées (sect. 5.11; en particulier, la coque ne doit
pas étre surbaissée).

Enfin, aucune étude générale n’a été faite, a la connaissance des auteurs, sur la précision de cette
méthode, de sorte qu’un controdle reste souhaitable.
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Remarque

On observe que la démarche par superposition proposée correspond a la méthode des forces,
typique du calcul des structures en barres et poutres. Il en résulte que ’on peut aussi analyser les
coques, dans le méme esprit, par la méthode des déplacements (sect. 6.4).

5.10 Application — Réservoir cylindrique

On désire étudier un réservoir cylindrique sous la seule action du liquide contenu (masse volu-
mique p). La paroi, d’épaisseur ¢ constante, est encastrée en base (fig. 5.10).

h—zx

P, h

Fig. 5.10 Réservoir cylindrique encastré en base.

La composante radiale de la charge, a la profondeur h — x, vaut (§4.7.2)
p: = —pp = —pg(h — )

On commence par la solution flexionnelle exacte, a partir de I’équation différentielle de la coque
cylindrique, puis on applique la méthode approchée par superposition.

5.10.1 Solution par I’équation différentielle
Puisqu’il n’y a pas de charge axiale, N, = 0 et p* = p,. L’équation différentielle (5.22) s’écrit

diw A\ g
w"—ﬁlgw: _E(h_x)

Pour la solution homogene wq (5.30), on admet un cylindre long (h > Ly ). La solution particu-
liére, aisée a trouver, vaut, avec (5.21),

a* pg pga?
(h—z)=—

YT D Bt

oD (h— ) (5.39)
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Les conditions aux limites sont
e au sommet
M,=0 e V,=0 ené =0
douCi =C) =0et
wo(§) = C3v3(§) + Caya(§)
o ala base
w=wy+w; =0 et 6,=0 ené =0
dont on déduit facilement

1
pga’h Cy

1 9 a
pi e (3
et wo est connu.

Avec (5.23) w = wp+w1, on peut maintenant calculer toute grandeur dans la coque ; par exemple,
les efforts intérieurs M, et V. a I’encastrement valent

A2 2D h
My =2D 2 Cy = apg i ( . )
(5.40)
h

A3 2D
T:_ZD—f = — —>\2 20— —1
Va e (C5 4+ Cy) P8y ( o )
Remarque

La solution particuliére wy (5.39) est identique a la solution membranaire w,,, — déja obtenue en
(4.30) — puisque p* = p, est linéaire.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, P
E=22

a

A h = 800 cm
57
47 e N _
37 M
N, membranaire T
§7 \/ Llim o
0o N v . ®
3,2 kN/cm 17,24 kN

Fig. 5.11 Diagrammes de Ny et M, dans la paroi du réservoir cylindrique.
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Exemple 5.2

Pour un réservoir en béton de mémes données numériques qu’a I'exemple 4.1 du paragraphe 4.7.2, a savoir
a =400cm, h = 800cm, t = 20cm, E = 2100 kN/cm?, v = 0,2 et pg = 107° kN/cm® (eau), la figure
5.11 montre les diagrammes de Ny et M,. Puisque N, = 0, le diagramme Nj est aussi, par (5.26), celui du
déplacement radial w a un facteur prés.

5.10.2 Solution par superposition
Pour entreprendre la résolution du réservoir cylindrique, en théorie flexionnelle, par superposition
(§5.9.2), 1l faut rendre la coque isostatique au niveau des appuis et tout calculer sur cette référence.

L’étude membranaire montre qu’il apparait des discontinuités a la base, ou le déplacement radial
w et la rotation 6,, devraient étre nuls (déformée membranaire du réservoir, fig. 4.13b); la solution
membranaire seule ne peut effectivement pas conduire a des résultats corrects.

Par contre, vu que p* = p, est linéaire,

« la solution membranaire (4.30) est bien identique a la solution particuliére (5.39);

« on doit trouver la solution exacte en ajoutant, a la solution membranaire, la solution effet
[fexionnel de bord choisie de maniére a annuler les discontinuités propres a la solution membra-
naire (fig. 5.12).

Py Y ¢
" w_/

() (b) (©

Fig. 5.12 Réservoir cylindrique pour I’analyse flexionnelle par superposition :
(a) coque réelle ; (b) coque isostatique pour la solution membranaire ;
(c) coque isostatique pour la solution effet de bord.

Pour restaurer la compatibilité cinématique a la base (w = 0 et 8, = 0), on introduit les forces de
bord X; et X5 (fig. 5.13) et on applique la méthode des forces.

Fig. 5.13 Hyperstatiques de bord pour la méthode des forces.
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Il faut établir les deux équations
fuXi+ fieXo+ fio=0 (translation)
fo1 X1 + faoXo+ foo =0 (rotation)

A partir de (5.35) pour les coefficients de flexibilité fi1, fi2, fo1 et fao, et (4.30) et (4.31) pour les
termes indépendants fig et fog, on a

a? a® a’pgh
f11—m f12—m fio=— Tt
a a’pg
fo1 = fi2 fzz—m fo0=— fn

ou les signes sont maintenant dictés par la méthode des forces, c’est-a-dire par le choix du sens
d’action de X7 et X5. La résolution donne

2D h 2D h
X1 = pg== N2 2)= — 1 Xy = —apg=— N[ A= —1 41
S TR ( A ) 2 angt/\</\a ) (54D
ce qui est la solution exacte (comparer avec les valeurs de V,, et M, (5.40) de la solution flexionnelle).

Exemple 5.3
En reprenant les valeurs numériques précédentes, la solution membranaire (§ 4.7.2) fournit
No,m max = 3,20 kN /cm Wm max = —0,0305 cm Opm = 0,381~1074 rad

et, avec
D = 1,4583-10° kNem At =1152
les réactions de bord (5.41) valent

X1 = 0,5257 kN/cm X2 = —17,238 kNem/cm
A Taide de (5.34), en prenant garde aux signes et en posant wo = wy (indice f pour effet flexionnel de bord),

ona
3 2
a A d wy a (X
=—— | =X X =— (=X X
w DN (a 27Y2 + 1’73) P DX (a 271 + 174)

et on peut calculer I'effet de bord, par exemple

Et A
Ng ;= ——wy = —11,6518(5 Xay2 +X1’Y3)

d*wy A
My =—-D P —68,6589(5 Xom + X1’V4)

dont la table ci-aprés donne quelques valeurs.

A T A N, A M,
a” [em] ‘ o XX | e ‘ 2 X2+ X | eNem /em] ‘
0 0 0,2746 —-3,20 —0,2511 17,24
1 68,66 0,1323 —1,54 0,0351 —2,41
2 137,32 0,0155 —0,18 0,0479 —-3,29
3 205,98 —0,0118 0,14 0,0144 —0,99

La figure 5.11 montre les diagrammes de Ny (superposition solution membranaire + effet flexionnel de bord :
Ng = Ng,m + No,y) et de M.
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5.11 Coque sphérique — Effet flexionnel de bord

On peut établir, pour une calotte sphérique (coque sphérique limitée a un paralléle) soumise a des
forces de bord, des expressions semblables a celles obtenues pour le cylindre. On développe d’abord
deux équations différentielles résolvant exactement le probléme, puis on en tire une solution appro-
chée utilisable en pratique.

5.11.1 Solution homogéne de la coque sphérique

Soit a le rayon de la sphére, t = cste 1’épaisseur et, pour une coque sans charges de surface,
Py = p. = 0. On introduit ces quelques simplifications dans les douze équations (5.4) a (5.8), dont
on va tirer deux équations ne contenant plus que V,, et §,, comme inconnues.

On résout facilement (5.4) par rapport a N, et Ny ; on trouve

dv,
N, = —V,ctgo Ny =——2 (5.42)
de
La premicre équation exprime 1’équilibre axial de toute calotte sphérique coupée au niveau du paral-
lele ¢ = cste (fig. 5.14).

Fig. 5.14 Calotte sphérique en équilibre de translation selon Z (M, non représenté).

On vérifie ensuite que
d€9
O, = (ep —eg)ctgp — %
a l’aide de (5.5) et (5.6), ce qui élimine w et w ; introduisant (5.42) dans N, et Ng de (5.8) résolus par
rapport a €, et ¢, on en déduit

d*vV, dv, 9
2 + e ctg — (ctg” p — )V, = Etb, (5.43)

Enfin, substituant (5.7) dans M, et My de (5.8), puis ces derniéres valeurs dans la troisiéme
équation (5.4), on trouve
d*0, do a?

42 + d—; ctgp — (ctg® p +v)0, = ) Ve (5.44)
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Ces deux équations sont le point de départ des études tant rigoureuses qu’approchées des effets
de bord sur les calottes sphériques.

5.11.2 Approximation de Geckeler

Geckeler (1926) a constaté que, pour une calotte sphérique mince (a/t grand) et d’angle d’ouver-
ture grand (2 grand), soumise a des forces de bord M et H (fig. 5.15), 1a solution exacte des effets
flexionnels de bord s’amortissait trés rapidement, a 'image des résultats (5.34) obtenus pour la coque
cylindrique.

Dans (5.34) en effet, chaque nouvelle dérivée est « A fois » plus grande que la précédente; or le
parametre (5.21) A

A= V/3(1—12) \/g

a une valeur élevée puisque a/t est grand (§ 2.4.3, (2.8) a/t > 10). Par suite, approximativement, une
fonction est négligeable devant sa dérivée, une dérivée devant sa dérivée seconde, etc. Cette constata-
tion est la méme pour les coques sphériques ; 'appliquant a (5.43) et (5.44), on obtient

d*v, _

dgo; =~ Etf, (5.45)
d20 a?

dgo;) =-5 Ve (5.46)

ce qui nécessite de supposer, en plus, que ¢ est grand, et donc ctg ¢ petit, pour que les produits
(dV,/dp) ctg o, B, ctg? @, ete., soient négligeables. (Leffet de bord a lieu pour des valeurs de ¢
voisines de «.)

L'approximation de Geckeler est donc valable sous la double condition que a/t et « soient suffisam-
ment grands ; 'ordre de grandeur, et la précision correspondante, de ces deux quantités sont donnés
plus loin (§ 5.11.5).

Fig. 5.15 Forces de bord sur une calotte sphérique.



COQUES DE REVOLUTION - THEORIE FLEXIONNELLE SOUS CHARGEMENT DE REVOLUTION 105
Insérant (5.45), dérivé deux fois, dans (5.46), on obtient ’équation

'V,
dp*

+4X'V, =0 (5.47)

qui est identique a (5.22) sans second membre (p* = 0). La solution est donc

V, = e (Cy cos A\p + Casin A\p) + e~ (C3 cos Ap + Cy sin \y) (5.48)

5.11.3 Forces et effet de bord (approximation de Geckeler)

Une calotte sphérique d’ouverture 2« est soumise aux forces de bord M et H uniformément
réparties sur le parallele de bord (fig. 5.15; M positif comme 6, et H positif comme ux). Puisque

tout s’amortit lorsque ¢ diminue (2 partir de ¢ = «), comme dans les cylindres, il faut poser, dans
(5.48), C3 = Cy = O et il reste

V,, = e (C} cos Ap + Oy sin \yp) (5.49)

Les conditions statiques aux limites
sz—ﬂ_f et sz—ﬁsina enp =«
permettent de trouver les constantes C; et Cs, puis, tout calcul fait,

A

V,=-22Me M9 sin\(a — ¢) — Hsinae %) (cos A(a — @) —sin Mo — ¢))
a

Cette expression est tres semblable a son homologue (5.27) obtenue pour le cylindre, quand on
injecte dans celle-ci la derniére équation (5.34); aussi introduit-on la nouvelle variable

£ = )\2 = Mo —¢) = (5.50)

ou s et w sont I’abscisse curviligne le long du méridien et 'angle interceptant s, comptés a partir du
bord chargé dans le sens opposé a ¢ (fig. 5.15). On peut ainsi utiliser les fonctions v; a 4 (5.31) et
écrire \
Vo = —25 ]\_4’}/4 — f_I’yg sin o
Connaissant V,, on trouve N, et Ng par (5.42), puis 0, par (5.45) ; négligeant 6, devant sa dérivée
(approximation de Geckeler) dans I’expression (5.7) des courbures (d’ou ¢y =2 0), les moments (5.8)
s’écrivent
M, = Dip,, My = vM,,
ou 1, se calcule par (5.7) ¥, = —c, = —(1/a)(d0,/dy) & partir de 6,,.
Enfin, il faut connaitre le déplacement radial ux ; on a, par (4.18), (4.13) et (5.42) successivement,

asin g
Et

d
ux = €pasinp = (Ng —vN,) = Tt (VV@ ctgp — —>
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et finalement, avec ’approximation de Geckeler,

. asing dV, asing
ux 2 ——— —"F=—"7Ny
Et  dp Et

Tenant compte de tous ces développements et introduisant la variable £ (5.50), on résume les
résultats utiles comme suit (la deuxiéme colonne donnant N, ux et My s’obtenant directement de
la premiere colonne, une fois V,,, Ng et My connus)

A — _
V@:—2EM74—vasina N, = -V, ctgp
A — — . asiny
Ng =2A| —— M~ + Hyssina ux = Ny
a Et
a (5.51)
sz—M’yl—&—XH’msinoz My =vM,
2)2 A — —
0, = I (25M73 — Hy sina)

avec = a —w = o — s/a et 1, Y2, ¥3, 4 selon 'annexe 5.13.1.

Les déplacements le long du paralléle ou s’exercent les forces de bord, en ¢ = a (ouw = 0 ou
s = 0), sont

2 A — -
ux = Eci)\sina(—EM—FHsina)

) (5.52)
090—&( éJ\?—Hsina)

T Et a

L’une des relations précédentes, a savoir My = vM,,, présente toutefois un défaut essentiel. Sous
H,en ¢ = o, on a certes M, = 0, mais My n’est pas nul, contrairement a ce qui ressort de la relation
simplifi¢e My = vM,. Pour pallier ce défaut, il suffit de calculer My par la relation constitutive
compléte

My = D(tpg + vipy) = Dipg + vDtpy,

sans négliger la courbure 1. On tire D1, de la relation constitutive (5.8) M, = D(v, + v1Pp) d’une
part, et la courbure 1y de (5.7) d’autre part, soit

1
Dipy = My, — vDhg Py = - O, ctg o

Avec 0, (5.51), on obtient

D(1 -2
Mg:—%@soctg(p—&—yMgo
\ (5.53)
= % (1 —yz)ctggo(—QE M~z + Hy sina) +vM,
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5.11.4 [Utilisation et interprétation (approximation de Geckeler)

Lorsque a/t et « sont grands, effet de bord ne s’étend guére au-dela des limites approximatives
(fig. 5.16)
Stim = 2Vat 20,4 a Wiim 2 20° = 0,4 rad (5.54)

Slim

zone active |

Fig. 5.16 Etendue de Ieffet de bord.

Par conséquent, seule la zone correspondante travaille (fig. 5.16) et le reste de la calotte ne joue pas
de role : hors de la zone d’effet de bord, la forme ou méme la présence de la coque est sans conséquence.
Il en résulte que :

« on peut obtenir la solution complete approchée d’une coque sphérique en superposant les solu-
tions membranaire et effet flexionnel de bord (comme pour les cylindres) ;

o on peut déterminer I’effet de bord de toute coque en y inscrivant une sphére tangente et, par
suite, aussi procéder par superposition pour une coque de révolution arbitraire (fig. 5.17).

Cette derniére propriété donne toute sa valeur a 'approximation de Geckeler, car on est mainte-
nant en mesure de calculer approximativement une coque de révolution de méridien quelconque.

demi-ellipsoide hyperboloide
-k

Fig. 5.17 Spheres tangentes de remplacement pour calculer 'effet de bord.

Remarque

Dans le cas d’un hémisphére (o« = w/2), on constate que les formules (5.51) et (5.52) coincident
avec celles du cylindre (§ 5.8.2) : dans ce cas particulier, 'approximation de Geckeler remplace la
demi-sphére par le cylindre circonscrit (interprétation physique).
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5.11.5 Précision (approximation de Geckeler)

La précision de la méthode de Geckeler a été testée sur une calotte sphérique pour laquelle on a
fait varier le rapport a/t et 'angle o dans les limites 10 < a/t < 70 et 20° < a < 50°. Le rayon a,
ainsi que les propriétés mécaniques F et v du matériau, constants, valent a = 9,7453125, £ = 2,1-107
et v = 0,2 (unités cohérentes).

Les résultats obtenus sous les forces de bord M et H sont comparés a ceux provenant d’un calcul
par éléments finis (élément tronconique de Love a deux nceuds). Le nombre des éléments varie de
160 (o = 20°) a 400 (o« = 50°). Les résultats du calcul numérique sont considérés comme précis et
pris comme référence.

L’erreur e sur lintensité X d’une grandeur quelconque est calculée par la relation

Xag — Xgr
=100 ———— [¢
e XEF [ o]

ou X est obtenue par Geckeler et Xgp résulte du calcul aux éléments finis. Sie > 0, Xg > XgF et
la méthode de Geckeler surestime I'intensité de la grandeur calculée.

Les quinze grandeurs étudiées sont les suivantes (fig. 5.18) :
o sous M : uX(a), ego(a)a Ngo maxs Né)(a); No max, Mé)(a); Vgp min »
o sous H : ux(a), 0,(a), Ny mins No(@), My max, Mo(), My max Vi max-

© N

@ min

! My(a)
‘ M{') max

\

|

Fig. 5.18 Déplacements et efforts intérieurs étudiés quant a leur précision.
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Les relations issues de 'approximation de Geckeler montrent que les grandeurs suivantes sont
proportionnelles 'une a I'autre :

V, et N, W (@) et NM() 08 (a) et MJ ()

Elles ont donc la méme erreur. De plus, on a I’égalité uJ‘X7 () = 95 () (théoréme de réciprocité de
Betti). On en conclut qu’on peut restreindre ’analyse de l'erreur a dix grandeurs.

D’erreur est présentée sous forme de courbes de niveau, cotées en pour cent, dans des axes
(o, a/t). Langle « est exprimé en degrés. La figure 5.19 donne I’erreur sur les déplacements — ainsi
que sur NM (a) et M («) — et les figures 5.20 et 5.21 celle sur les efforts intérieurs dus, respective-
ment, a M et H.

70
a ]
! ’ ] e<s%
50
] % <e<10%
30 1 T 10% < e < 20%
0
_5 5
1) Bl %
-75
10‘& \‘.\ T T T T
20 30 40 «[?] 50
(a) ug, 9;7, Ngﬁ(a) , Mgﬁ(a)
70 70
2
o | o | 5
t t
50 50
] 5%

20 30 40 o] 50 50

) ul

Fig. 5.19 Erreur sur les déplacements.
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e < 5%

5% < e < 10%

10% < e < 20%

1000

e>20%
20 30 40 o] 50
@ Véwmin ’Ngmax
70
a -1
t
50
-3
304
-5%
.
0 .
10 T T T T T
20 30 40 o] 50 20 30 40 ] 50
) My'(a) © N

Fig. 5.20 Erreur sur les efforts intérieurs dus a M.
On peut tirer, des figures 5.19 a 5.21, les conclusions générales suivantes, quant a la précision de
Papproximation de Geckeler :

« seuls le déplacement uf et I'effort normal N/ («) sont surestimés ; les autres grandeurs sont
— essentiellement — sous-estimées ;

« leffort tranchant V,, et I'effort normal NV, sont nettement moins précis (pres de quatre fois) que
les autres grandeurs;

« la précision s’améliore quand « ou a/t augmentent, comme il se doit ;
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« pour une estimation rapide (« en degrés; a/t > 10; a > 20°)

%4—2042100 — e<5%

sauf pour V,, et Ny, ot e < 20 %.

\\

20 30 40 « [O] 50 20 30 40 « [O] 50
(a) chmax ’ Ngmin (b) NG’H(a)
70
a | -3
t
50 1
-5%
20 30 40 « [O] 50
© M. ) Mg
e < 5% 5% < e < 10% 10% < e < 20% e > 20%

Fig. 5.21 Erreur sur les efforts intérieurs dus a H.
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La valeur de I’erreur e varie légérement, de quelques pour cent, si on étudie un autre cas (par
exemple en modifiant la valeur du coefficient de Poisson v), mais I’allure de la variation de e reste
identique. De¢s lors, l'approximation de Geckeler évalue de manieére trés satisfaisante les effets flexion-
nels de bord des coques de révolution de méridien arbitraire. On I'utilisera dans les applications pra-
tiques (prédimensionnement) et dans le contréle des calculs par éléments finis.

5.12 Exercices

5.12.1 Déduire, des équations générales du chapitre 2, les équations d’équilibre (5.4), les équations cinéma-
tiques (5.5) a (5.7), et les conditions aux limites (5.10) et (5.11).

5.12.2 Une coque cylindrique de révolution, de rayon a et d’épaisseur ¢, est soumise a une charge radiale ¢
uniformément distribuée le long d’un paralléle (fig. Ex. 5.12.2). Cette coque peut étre considérée comme tres
longue de part et d’autre de la charge.

1) Etablir les expressions du déplacement radial w et de ses dérivées dw/dz, d*w/dz? et d®w/dxz>.
2) Ecrire les équations du moment de flexion M, et de I'effort tranchant V.

3) Dessiner les allures de la déformée w et des diagrammes de M, et V le long d’une génératrice ; calculer
les valeurs de wWmax, Mmax €t Vmax.

Fig. Ex. 5.12.2

5.12.3 Une tour de réfrigération hyperbolique (hyperboloide de révolution) en béton armé est articulée a sa
base et est soumise a une élévation uniforme de température T = 50° C (fig. Ex. 5.12.3). Les propriétés mé-
caniques utiles du béton armé (supposé élastique, linéaire, homogene et isotrope) sont £ = 2200 kN/cm?,
v=02eta=12-10"%1/°C.
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1) Calculer le moment de flexion maximal M, max et effort normal maximal No max.
2) Dessiner les diagrammes des efforts M, et Np.

Note : le calcul par éléments finis fournit | M, max| = 28,82 kNem/cm a Z = 1,50 m de la base.

100 m

Fig. Ex. 5.12.3

5.12.4 Une coque conique d’ouverture /2, d’apothéme ¢, d’épaisseur ¢, de matériau élastique linéaire carac-
térisé par E et v, articulée a sa base, supporte une charge concentrée @ en son sommet (fig. Ex. 5.12.4). Tenir
compte des effets flexionnels locaux pour calculer la répartition des efforts intérieurs dans la coque (littéral).
Rechercher 'intensité maximale de chacun de ces efforts, et indiquer ou elle se situe. Pour le cas du moment My,
prendre ¢/t = 25 et v = 0,25 ; comparer My max & My max-

Fig. Ex. 5.12.4
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5.13 Annexes

5.13.1 Tableau des fonctions 71, V2, v3 et 4

Le tableau 5.22 donne la valeur des fonctions =1, 72, v3 et v4 utiles au calcul de 'effet flexionnel
de bord des coques de révolution cylindriques et sphériques, en fonction du paramétre & :

e cylindre & = \x/a (5.24);
e sphére £ = As/a = Ao — ¢) = \w (5.50).

Tableau 5.22 Tabulation des fonctions 1, 2, y3 €t V4.

3 7 V2 V3 V4 3 " Y2 V3 V4
0 1,0000 1,0000 1,0000 0 3,5 | —0,0389 | —0,0177 | —0,0283 | —0,0106
0,1 0,9907 0,8100 0,9003 0,0903 || 3,6 | —0,0366 | —0,0124 | —0,0245 | —0,0121
0,2 0,9651 0,6398 0,8024 0,1627 || 3,7 | —0,0341 | —0,0079 | —0,0210 | —0,0131
0,3 0,9267 0,4888 0,7077 0,2189 || 3,8 | —0,0314 | —0,0040 | —0,0177 | —0,0137
0,4 0,8784 0,3564 0,6174 0,2610 || 3,9 | —0,0286 | —0,0008 | —0,0147 | —0,0140
0,5 0,8231 0,2415 0,5323 0,2908 || 4,0 | —0,0258 0,0019 | —0,0120 | —0,0139
0,6 0,7628 0,1431 0,4530 0,3099 || 4,1 | —0,0231 0,0040 | —0,0095 | —0,0136
0,7 0,6997 0,0599 0,3798 0,3199 || 4,2 | —0,0204 0,0057 | —0,0074 | —0,0131
0,8 0,6354 | —0,0093 0,3131 0,3223 || 4,3 | —0,0179 0,0070 | —0,0054 | —0,0125
0,9 0,5712 | —0,0657 0,2527 0,3185 || 4,4 | —0,0155 0,0079 | —0,0038 | —0,0117
1,0 0,5083 | —0,1108 0,1988 0,3096 || 4,5 | —0,0132 0,0085 | —0,0023 | —0,0108
1,1 0,4476 | —0,1457 0,1510 0,2967 || 4,6 | —0,0111 0,0089 | —0,0011 | —0,0100
1,2 0,3899 | —0,1716 0,1091 0,2807 || 4,7 | —0,0092 0,0090 0,0001 | —0,0091
1,3 0,3355 | —0,1897 0,0729 0,2626 || 4,8 | —0,0075 0,0089 0,0007 | —0,0082
1,4 0,2849 | —0,2011 0,0419 0,2430 || 4,9 | —0,0059 0,0087 0,0014 | —0,0073
1.5 0,2384 | —0,2068 0,0158 0,2226 || 5,0 | —0,0046 0,0084 0,0019 | —0,0065
1,6 0,1959 | —0,2077 | —0,0059 0,2018 || 5,1 | —0,0033 0,0080 0,0023 | —0,0057
1,7 0,1576 | —0,2047 | —0,0235 0,1812 || 5,2 | —0,0023 0,0075 0,0026 | —0,0049
1,8 0,1234 | —0,1985 | —0,0376 0,1610 || 5,3 | —0,0014 0,0069 0,0028 | —0,0042
1,9 0,0932 | —0,1899 | —0,0484 0,1415 || 5,4 | —0,0006 0,0064 0,0029 | —0,0035
2,0 0,0667 | —0,1794 | —0,0563 0,1230 || 5,5 0,0000 0,0058 0,0029 | —0,0029
2,1 0,0439 | —0,1675 | —0,0618 0,1057 || 5,6 0,0005 0,0052 0,0029 | —0,0023
2,2 0,0244 | —0,1548 | —0,0652 0,0895 || 5,7 0,0010 0,0046 0,0028 | —0,0018
2,3 0,0080 | —0,1416 | —0,0668 0,0748 || 5,8 0,0013 0,0041 0,0027 | —0,0014
2.4 | —0,0056 | —0,1282 | —0,0669 0,0613 || 5,9 0,0015 0,0036 0,0026 | —0,0010
2,5 | —0,0166 | —0,1149 | —0,0658 0,0492 || 6,0 0,0017 0,0031 0,0024 | —0,0007
2,6 | —0,0254 | —0,1019 | —0,0636 0,0383 || 6,1 0,0018 0,0026 0,0022 | —0,0004
2,7 | —0,0320 | —0,0895 | —0,0608 0,0287 || 6,2 0,0019 0,0022 0,0020 | —0,0002
2,8 | —0,0369 | —0,0777 | —0,0573 0,0204 || 6,3 0,0019 0,0018 0,0018 0,0001
2,9 | —0,0403 | —0,0666 | —0,0534 0,0132 || 6,4 0,0018 0,0015 0,0017 0,0003
3,0 | —0,0423 | —0,0563 | —0,0493 0,0071 || 6,5 0,0018 0,0012 0,0015 0,0004
3,1 | —0,0431 | —0,0469 | —0,0450 0,0019 || 6,6 0,0017 0,0009 0,0013 0,0005
3,2 | —0,0431 | —0,0383 | —0,0407 | —0,0024 || 6,7 0,0016 0,0006 0,0011 0,0006
3,3 | —0,0422 | —0,0306 | —0,0364 | —0,0058 || 6,8 0,0015 0,0004 0,0010 0,0006
3,4 | —0,0408 | —0,0237 | —0,0323 | —0,0085 || 6,9 0,0014 0,0002 0,0008 0,0006
7,0 0,0013 0,0001 0,0007 0,0006
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5.13.2 Plaques circulaires

115

La théorie des coques de révolution s’applique aux plaques circulaires et on se trouve dans la

situation définie par la figure 5.23.

r = abscisse (s—1)
(r, 0) : coordonnées polaires
r, =00 et Tp = 00
r,dp — dr (p— 1)

p=0 = sinp=tgp=20
cosp =1
ctgy = 00

méridien — radial

Fig. 5.23 Plaque circulaire de rayon a et d’épaisseur ¢.

Les équations (5.4) a (5.8) deviennent (avec (1/7) ctgp = (1/r) cosp = 1/71)

dN,
N +r— — Ng+p,r=0
dr
d
%(TVT)+pzT:0
dM,
M, +r —My—7rV, =0
dr
— oy Y
T dr =5
p_dv w6 1du
" dr T dr T dr? O T v dr

NTZO(ET+VEO) Mr:D(¢r+Vw9)

Ny = C(eq +ve,) Mo = D (g + v¢)r)
On observe le découplage complet entre I’état membranaire
u, &, &9, NT ) NO y  Pr

de I'état flexionnel

w, eTa CT:_,(/JTa CQZ_wGa MT'7 M97 ‘/7'7 D=z

(5.55)

(5.56)

(5.57)

(5.58)

L’état membranaire est typiquement celui de 1’élasticité plane en coordonnées polaires (TGC,

vol. 3, sect. 5.10).
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Pour I’état flexionnel, on introduit les courbures dans la loi constitutive

dPw v dw 1 dw d*w
M,=-D|—+—— My=—-D |- — — 5.59
(dr2+r dr) 0 (r dr+yd7“2> (5.59)
De la troisieme équation d’équilibre, on tire
1 dM, Pw 1 dPw 1 dw
== (M, — M, = D|l=—mF-"r — = — 5.60
v ’I“( o)+ dr (dr3 rodr?  r2 dr) (5.60)

En introduisant cette valeur dans la deuxiéme équation d’équilibre (5.55), on obtient 1’équation dif-
férentielle de la surface moyenne fléchie w(r)

4 2 3 1 d? 1 1 1 1 2
dw_ 2dw 1 dw dw:;%{_i[ﬁi(_d_wﬂ}:p_ (5.61)

drt T drd 12 dr2 3 dr r dr dr \r dr

qui résout le probléme.

On donne ci-apres la solution de deux problémes qui présentent un intérét pratique pour les
coques de révolution.

Plaque appuyée uniformément chargée (fig. 5.24)

_ 4 2 o (DEV o o
w—64D(a T)(l—&—ya r)

(5.62)
a_d_w__qr 3+_Va2_r2 0 _9’ __L
"Tdr T 16D \1+v T = 8 D1+ )
Voo M= s 22 Mo = L (4203 2(1+3 5.63
=g T_1_6(+V)(a —7r7) 9—1—6(a(+’/)—r(+’/)) (5.63)

Fig. 5.24 Plaque circulaire uniformément chargée.
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Plaque sous forces de bord (fig. 5.25)

u= il r=—({1—-v)r u u‘ __Ha _ Hal-v)
 C(1+v)  Et e r=a C(1+4v) Et
— M 2 2
Y= "5pas) @ ) (5.64)
Mr Ma
07’ D(l +V) 07’ max 0T|r:a D(1—|—V)
N, =Nyg=H

_ (5.65)

V,=0 M, =My=-M

Fig. 5.25 Plaque circulaire sous forces de bord.

Remarque

Leffet de bord des coques de révolution n’existe pas pour le cas particulier des plaques circulaires :
les efforts appliqués a la circonférence extérieure se propagent sur toute I’étendue de la plaque.






6 Coques de révolution
Jonctions

6.1 Position du probléme

6.1.1 Introduction

Lorsqu’on assemble plusieurs coques (fig. 6.1), il se produit le plus souvent, en leurs paralléles
de jonction (ou d’intersection), un effet de bord qui se traduit par I'apparition d’efforts flexionnels
localisés, méme si la tangente au méridien est commune en ces paralléles. Ces efforts proviennent de
Vincompatibilité des déplacements membranaires le long des paralléles de jonction.

@ 16,7 m

2332m

\
\
\
\
\
|
20 »«% 38,42 m
\
\
\
\
\
\
\

210,02 m

Fig. 6.1 Chateau d’eau en acier (coupe).
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En effet, le seul état membranaire exige qu’il existe, le long de tout parallele limitant une coque,
des efforts normaux (V,,) tangents au méridien, équilibrant les charges appliquées, et des conditions
cinématiques laissant se développer librement les composantes w et 6, du déplacement (conditions
aux limites membranaires, sect. 4.6). De telles conditions ne se rencontrent pratiquement jamais.

6.1.2 Notion de poussée au vide

Examinons le cas d’une calotte sphérique (rayon a, épaisseur ¢, ouverture 2«r) soumise a une
pression externe p. L’état membranaire fournit

2

pa pa

N, =Ny =—— = =—(1-
@ 0 2 u=0 w=3 t( V)

Si les conditions aux limites sont celles de la figure 6.2 (u = 0), elles permettent le développe-
ment de I’état membranaire sans effort flexionnel aucun ; de telles conditions d’appui sont toutefois
inhabituelles.

position initiale position déformée

Fig. 6.2 Calotte sphérique en état membranaire (A = |N,| = pa/2).

D’ordinaire, une telle calotte est appuyée comme le montre la figure 6.3 (wz = 0). Bien que 'on
puisse encore trouver la valeur de la réaction verticale R par ’équation d’équilibre global

2 2

R2wasina = pra” sin® o
d’ou

pa .
R="-
B Sin o

le développement du seul état membranaire n’est plus possible, puisque, sur le parallele d’appui, R
n’équilibre pas 'effort N,,, mais seulement sa composante verticale, d’intensité | N, | sin c.
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position déformée |

|N,| sina

A

P | ; ;
‘ ary wld
R a sina | R

Fig. 6.3 Calotte sphérique sur un plan d’appui horizontal.

Pour résoudre ce probléme, on décompose la sollicitation en une sollicitation membranaire et une
sollicitation flexionnelle (fig. 6.4). On constate que la sollicitation flexionnelle est du type effet de
bord; elle est due a la composante horizontale P provenant de la décomposition de la réaction
d’appui R. On appelle cette force poussée au vide, pour des raisons évidentes. On observe que cette
maniére de résoudre est de méme nature que celle proposée au paragraphe 5.9.2 (superposition).

\ \ \

\ TN

Fig. 6.4 Solution flexionnelle de la calotte sphégque I,
état réel = état membranaire + état flexionnel de bord (R = A + P).

6.1.3 Détermination de la poussée au vide

Analytiquement, choisissant la poussée au vide positive dans le sens de la translation radiale ux
(méme convention que pour la force de bord H ; § 5.8.1), cette poussée vaut

P = TN, cos g (6.1)

ou le signe négatif s’adresse a une face positive et inversement (fig. 6.5), et ou I’angle ¢ fixe la
position du paralléle de bord.

Pratiquement, on détermine tout aussi aisément la poussée et son sens d’action par inspection du
cas traité (sens physique). Dans le cas de la figure 6.4, on a

a
P=Acosa = % Cos «

Cette poussée aplatit la coque (fig. 6.3) et la déformée a ainsi une allure essentiellement différente de
celle du cas membranaire.
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face positive

face négative

Fig. 6.5 Troncon de coque tendue entre deux paralléles de jonction A et B : poussées au vide
dans leur sens réel (déplacement relatif wz = 0 en A et B).

6.1.4 Reprise des poussées au vide

Les poussées au vide provoquent des efforts de bord importants. Aussi, pour les combattre, est-il
judicieux de placer des anneaux de raidissage (fig. 6.6).

calotte anneau

Fig. 6.6 Calotte avec anneau de raidissage a sa base (vue en coupe).

Dans ’esprit de la théorie membranaire, on peut prédimensionner ces anneaux sous les seules
poussées au vide. Ils ne sont alors sollicités qu’a I’effort normal. Si ce dernier est de traction, il peut
étre intéressant de recourir a la précontrainte.

6.2 Anneau raidisseur

Lorsqu’une poutre d’axe circulaire est chargée par une force H radiale et un moment M tournant
autour de ’axe, uniformément répartis, agissant a I'image des forces de bord (fig. 6.7), il en résulte les
efforts intérieurs (effort normal et moment de flexion) et déplacements (radial et rotation)

Ng = Ha Mg =—Ma
_ Ha?  Ma? (6.2)
UX = ¢~ Rl
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ou a est le rayon de ’axe de la poutre, A I’aire de la section droite et I le moment d’inertie (supposé
principal) par rapport a ’axe y contenu dans le plan de 'anneau. Il est admis que les dimensions de
la section de I’anneau sont petites devant le rayon a.

On constate que 'anneau, sous H, se comporte comme une piece tendue (ou comprimée) ; la sol-
licitation par effort normal qui en résulte est classique (TGC vol. 2, sect. 4.6). Par contre, sous M,
I’anneau se comporte comme une poutre fléchie ; le moment de flexion My est nécessaire pour garan-
tir I’équilibre en rotation (d’un demi-anneau autour de son diamétre par exemple) et son effet cor-
respond bien a celui de la rotation 6, due & M, qui est de raccourcir les fibres annulaires supérieures
et d’allonger les fibres inférieures (My est donc négatif dans (6.2)). Il n’apparait pas de moment de
torsion, les sections droites tournant toutes du méme angle 6, autour de 'axe de I’anneau.

H [N/m]

o
s inertie [ = Iy
(z, y, 2) : axes de la poutre
(a) (®)

Fig. 6.7 Anneau raidisseur : (a) moment axial M et force radiale H ; (b) section droite dans la coupe C.

6.3 Réflexions sur les efforts aux jonctions

On considére les quatre récipients de la figure 6.8, destinés a contenir un fluide sous pression
(réservoirs sous pression). Dans la moitié supérieure de cette figure, le fond est séparé du corps cylin-
drique pour montrer la transmission des efforts de I'un a 'autre.

Dans le premier cas (fig. 6.8a), ou le fond hémisphérique se raccorde tangentiellement au cylindre,
les efforts de membrane le long du paralléle commun AA s’autoéquilibrent ; il n’y a pas de poussée
au vide. Dans le deuxiéme cas (fig. 6.8b), ou la jonction entre fond et cylindre se fait a angle vif, il y
a encore équilibre par les seuls efforts membranaires grdce a I'anneau raidisseur qui peut reprendre la
poussée au vide. Dans ces deux cas, les effets flexionnels de bord le long de AA, bien qu’ils existent,
ne sont pas nécessaires pour réaliser I'équilibre des charges sollicitant la coque, mais servent uni-
quement a assurer la compatibilité des déplacements (€tat d’autocontrainte). Ils peuvent avoir une
valeur faible; si, de plus, le matériau composant la coque est ductile, il est tolérable d’en faire abs-
traction dans les calculs en vertu du théoréme statique de la plasticité (TGC vol. 2, sect. 17.6). Il y
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a naturellement exception si le récipient est soumis a la fatigue (remplissages et vidanges fréquents)
ou a l'instabilité. Enfin, 'anneau du deuxiéme cas est comprimé et doit donc étre vérifié contre son
flambement.

A A W IR !
I
|
I
cylindre cylindre cylindre ! cylindre
_ anneau
sphere
(a) (®) © (CY)

Fig. 6.8 Quatre conceptions d’un récipient sous pression ; forces de liaison pour raccord :
(a) tangentiel (hémisphere) ; (b) a angle vif avec anneau de raidissage (calotte sphérique) ;
(c) a angle vif non raidi (calotte sphérique) ; (d) tangentiel (tore).

Dans le troisiéme cas (fig. 6.8¢c) au contraire, il n’y a plus équilibre par les seuls efforts membra-
naires. Il faut alors faire ’analyse flexionnelle compléte (superposition de la solution membranaire
et de l'effet de bord di a la poussée au vide ; sect. 6.4 et 6.5). L'effet de bord est toujours plus grand
que dans les deux cas précédents.

Enfin, le quatrieme cas (fig. 6.8d) représente un compromis : le fond bombé est moins encom-
brant que dans le premier cas, tout en assurant une jonction tangentielle évitant le raidisseur (cher).
Cependant, le segment de tore de raccordement a souvent une courbure prononcée (¢/r relativement
grand) et se contracte au niveau de la jonction alors que le cylindre se dilate (en état membranaire ;
trait interrompu) ; il en résulte que les effets de bord prennent une importance correspondante et
doivent étre estimés. De plus, la zone du tore est comprimée circonférentiellement (Ny < 0) et peut
devenir instable. En somme, le tore joue un peu le role du raidisseur du deuxiéme cas.

Les cas examinés ci-dessus illustrent aussi la variété¢ des comportements et phénomenes que ’on
peut rencontrer aux jonctions, allant du plus simple (effet de bord, fig. 6.8a) au plus complexe (voi-
lement, fig. 6.8d). Pour en réaliser une analyse précise, il faut recourir a la méthode des éléments finis
(chap. 11), seule capable de fournir un résultat fiable sans devoir introduire trop d’hypothéses simpli-
ficatrices.

Dans bien des cas cependant, certaines simplifications sont effectivement justifiées. Elles condui-
sent a des techniques de calcul simples, permettant d’obtenir un résultat de précision fort satisfai-
sante. Ces techniques, exposées ci-apres, permettent le prédimensionnement et, surtout, le controle
de la validité des résultats d’un calcul aux éléments finis.
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6.4 Calcul des jonctions de coques

6.4.1 Hypothéses et méthodes de résolution

La jonction de deux ou plusieurs coques le long d’un parallele, appelé cercle nodal (ou plus sim-
plement neud), est généralement de nature rigide : il y a continuité¢ de tous les déplacements (en
particulier la translation radiale et la rotation). De plus, il y a équilibre du cercle nodal (en particu-
lier des forces horizontales et des moments).

Ces exigences traduisent la méthode générale de résolution d’un probléme de jonction de coques :
exprimer les conditions aux limites (sect. 5.6). Par exemple, dans le cas de la figure 6.8(c), ces condi-
tions sont, le long du paralléle commun au cylindre (indice supérieur c) et a la sphere (indice supé-
rieur s),

w’ = —u% 0z =0, M; = Mg Ve=H?® (6.3)

Si 'on suppose le cylindre long, ces conditions conduisent a un systéme de quatre équations
pour quatre constantes d’intégration (deux pour le cylindre et deux pour la calotte sphérique). Si le
cylindre est court, il y a interaction du cylindre avec les deux calottes sphériques, ce qui conduit a
huit conditions couplées. Enfin, dans le cas plus général ou les coques sont hyperstatiques a 1’effort
N,, il s’ajoute deux conditions axiales, ce qui porte le nombre des équations a six ou douze.

Dans la suite, on suppose que

« en état membranaire, ’assemblage des coques est isostatique ;

« les coques sont suffisamment Jongues pour éviter 'interaction entre les jonctions ;
« la méthode par superposition état membranaire + effet de bord s’applique.

Grace a la premiére hypothése, aucune compatibilité n’est a exprimer, en translation, selon I’axe
de révolution ; seules subsistent les conditions en translation radiale et en rotation (équilibre et compa-
tibilité) ; I'isostaticité membranaire fournit la distribution des NV, dont on peut déduire les poussées
au vide P intervenant dans ces conditions. Par la seconde hypothése, on peut traiter chaque jonction
indépendamment de ses voisines. Enfin, la deuxiéme et la troisiéme hypothéses permettent d’utiliser
certains résultats approchés des coques soumises a des forces de bord (par exemple ’approximation
de Geckeler).

Lorsqu’on entre dans le cadre de ces hypotheéses simplificatrices, ce qui est fréquemment le cas, et
en utilisant la méthode des forces ou des déplacements, on peut résoudre les problémes de jonction
de coques de maniére plus rationnelle qu’en exprimant les conditions aux limites (moins d’équations
simultanées).

Le principe est le suivant :

A lintersection de deux ou plusieurs coques, la solution membranaire conduit a des déplacements et
efforts discontinus, tant en translation qu’en rotation; la continuité cinématique (méthode des forces)
ou statique (méthode des déplacements) est rétablie a 'aide d’effets de bord, provoquant par ailleurs
des déplacements et efforts intérieurs locaux ; la solution compleéte s’obtient par superposition des effets
membranaires et locaux.

Ci-aprés, les indices supérieurs désignent les coques, comme dans (6.3); quant aux indices in-
férieurs m (membrane), p (poussée) et f (effet flexionnel de bord), ils ne sont introduits que si la
compréhension le nécessite, en particulier pour les déplacements intervenant dans les équations et
calculs.
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6.4.2 Meéthode des forces

On considere, pour fixer les idées, la jonction A de deux coques a et b (fig. 6.9). Par la théorie
membranaire, on détermine, au paralléle de jonction,

: : a b .
o les translations radiales u% ,,,, u’

: a b .
o les rotations 05 ,,,, 6, ,, ;

o les efforts normaux méridiens Ng, Nf; ;

o les poussées au vide P%, PP (§ 6.1.3); il faut les reporter sur la figure dans le bon sens d’action, tel
que I’équilibre vertical soit d’emblée satisfait (sens inverse a celui de la composante horizontale
de N,,).

On peut dés lors introduire, aux lévres de la coupure A, les paires de forces hyperstatiques de
bord X; (moment) et X5 (force horizontale), qui assurent la compatibilité¢ des déplacements des
deux coques (coupure double).

>
N

coque b

V axe de révolution

PENING
cercle nodal - | @ 1 4dN°
de jonction - |/ X, A ¢

! coque a

Fig. 6.9 Jonction de deux coques au nceud A.

Dans les équations de compatibilité cinématique

fuuXi + f12Xo + fio =0 (rotation)

. 6.4
Jo1 X1+ foaXo+ foo =0 (translation) 6.4)

les coefficients de flexibilité fi1, fia = fo1 et fao sont a calculer a partir de (5.35) (cylindre), (5.52)
(sphére), (5.64) (plaque) ou (6.2) (anneau de raidissage). Quant aux termes indépendants fig et foq,
ils se composent de deux parties

fio = fiom + fiop f20 = foom + foop (6.5)

ou les f,, sont les déplacements membranaires ux ,, et 0, ,, et ou les f, sont les déplacements
provoqués par les poussées au vide P (a tirer de (5.35), (5.52), (5.64) ou (6.2) a nouveau).
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Les conventions de signe sont celles de la méthode des forces (un déplacement est positif s’il a le
méme sens que I’hyperstatique associée).

Une fois (6.4) résolu, on peut obtenir I'effet de bord sous moment (X;) et force horizontale
(somme algébrique de X5 et P).

6.4.3 Méthode des déplacements

Lorsque la jonction comporte plus de deux éléments (trois coques ou plus ; un anneau raidisseur
et deux coques ou plus; etc.), il est indiqué de résoudre par la méthode des déplacements, de maniére
a n’avoir que les deux inconnues que sont la rotation et le déplacement radial communs de tous les
¢éléments assemblés.

Les conventions de signe de la méthode des déplacements sont :
« rotations 6, et moments M associés : positifs dans le sens trigonométrique ;
o translations ux et forces H, P associées : positives dans le sens X T.
Les équations d’équilibre
K110, + Kppux = M+ S, (rotation)

_ 6.6
K910, + Kooux =P+ 5o (translation) 66

expriment 1’équilibre de la jonction (cercle nodal). Dans ces équations, K11, K12 = Ka1, Koo sont
les coefficients de rigidité et S1, S5 les charges le long des cercles nodaux, provenant des diverses
coques assemblées ; M et P sont les forces directement appliquées aux cercles nodaux, par exemple
les poussées au vide, la charge radiale due a une précontrainte, etc. Toutes les forces sont définies par
unité de longueur de cercle nodal.

On construit les coefficients de rigidité Kq1, K12 = Ko et Koo par assemblage, a partir des
matrices de rigidité des éléments ; ces matrices sont déduites des équations (5.35), (5.52), (5.64) ou
(6.2) résolues par rapport aux forces, ce qui s’écrit

M _ k‘11 klg 9¢ (67)
H . ko1 koo . ux . .

re =ked, (68)

ou e désigne 1’élément structural considéré. On obtient :

ou

o cylindre (fig. 6.10a) (avec, dans (5.35), wpax = —ux)
a

— - -1
M Et A 9@
{ﬁ}—m S o {ux} (69)

M| Bt
H 2x

« spheére (fig. 6.10b)

U (6.10)

sina @ sin® «

— >
=,
jm}

Q
——
SIS
PR
——
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@ | b) @

Fig. 6.10 Eléments structuraux associés aux équations (6.9) a (6.12) : (a) cylindre ;
(b) sphere; (¢) plaque ; (d) anneau.

« plaque (fig. 6.10c)

- D(1+v) 0
M| a 6,
B e e
a(l+v)
« anneau (fig. 6.10d)
El
M _ | ’ . 6.12
E n EA ux ( )
O =

Les coefficients S et S5 dans (6.6) sont les forces nodales dans la structure bloquée, dues aux
charges appliquées sur les diverses coques; on les obtient par assemblage des coefficients dus aux
déplacements membranaires 0, ,, et wx,m

5 Op.m
{_1} =ke{ it } 6.13)
52 UX,m
(& (&
Apres avoir résolu (6.6), qui fournit les déplacements réels 6, et ux du paralléle de jonction, on
peut trouver les déplacements associés au seul effet de bord 0, et ux ; par

Op.; = 0p = Opm ux,f = ux — Ux,m (6.14)

et procéder alors par superposition selon la méthode habituelle pour calculer toute grandeur utile
(réel = membrane + effet de bord).

6.5 Application — Fond de réservoir sous pression

Un réservoir cylindrique c est fermé par un fond sphérique s d’ouverture 2« = w/2 (fig. 6.11a);
la pression interne p est uniforme ; les deux coques ont la méme épaisseur ¢, et des rayons a (cylindre)
et ay/2 (sphére). On admet que a/t = 50 et v = 0,3.
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Fig. 6.11 Jonction sphere-cylindre : (a) géométrie et charge ;
(b) choix de X; et X5 pour la méthode des forces.

6.5.1 Etat membranaire

Le comportement membranaire est isostatique et il n’y a pas de déplacement relatif axial au
niveau du parallele de jonction AA. On obtient les résultats suivants :

Sphére (indice supérieur s)

V2

N(P:Ng:Tpa
. pa?
u=Csing (C = cste) w:Ccosgo—Ft(l—l/) 6,=0
2 2
_ b g —o_Pr 4
ux = g (1 —-v)singp wy o (1—-v)cosgp
En ¢ = a = «/4 (fig. 6.10b)
1 2
wy=0 — =Py
2 bt
d’ou
1 pa? pa
Sm=—=— (1—v)=247487T— 05 .,,=0
uX,m \/§ Et( V) ’ E w,m
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Cylindre (indice supérieur c)

1
Nz:§}7@ Ngzpa
_pa (1 __Zﬁ(_z) _
U= (2 1/>+C’ w=-7 1 3 0,=0
Enz =0 (fig. 6.10b), u = 0 = C = 0, o
c - pa 14 - pa c -
W = —w =2 (1_5)_42’5E 6, =0

6.5.2 Etude de la jonction

Seule la sphéere engendre une poussée au vide (intensité ; sens selon fig. 6.11b) valant
P®=N,cosa = %pa = 25pt
Les parametres (5.21) A de la sphére et du cylindre
2
s\4 2 av2 _ 2 §2 e\ 2 E2
() =301 y)<—t )_6(1 y)(t) () =30 y)(t)
sont tels que, en notant simplement A le paramétre du cylindre, on a
(A*)* = 2xt (A*) = VBN (A*)? = V22 X = V2
avec \ = 9,0892.

Méthode des forces
On choisit X; et X5 (fig 6.11b), puis on calcule les différents termes de (6.4)
A3 4\/_)\3 2a\ 2a\/_
Ju= Eta Ftav? Ji2 = fa Ja2 = o \/_
2v2X2 1 pa . 2a\/_ 1 pa
= —-— = S —_ 3 )\
Jio Bt 3 2 f20 = Wk — U — V2
Le systéme (6.4) s’écrit
4)\3 A2pa
1 X =
Yo ( + \/_) 1T hy 0
a pa 1—v v é/g)\
2 8) X —14=-——1=0
Et<+\/_) 2+Et<\/§ T3 2)
d’ou
X, = 31,41 pt? Xy = 11,95 pt

Les forces de bord sur le cylindre sont X; et Xo, et sur la sphére X; et P® — X5 = 13,05 pt (vers
Pintérieur ; fig. 6.13).
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Méthode des déplacements

On prend garde au sens positif des déplacements (6, ux) et des forces qui leur sont associées
(fig. 6.12a). Les divers coefficients de (6.6) valent

Eta  FEtaVv?2 Et Et
K= — 4+ —4/—— Kis =Ky =0 Kop="4—-———2
NT9N T IR 12 2 27 a2 Aav/2
a\/§ a
_ il Sl 2 - -1 _
s\ Bt | V2 0 LB 0\ pa? 0,35502A5
Sy 2V/2 22 /s AVRM | w23 | 22| | Uk 2)2 2877255
a2 a
M=0 P:—Psz—%pa

Le systéme (6.6) s’écrit

Et 1 2
: (— + 1) 0, = —0,355025 L%

223 \ {2 2\2
Et 1 pa pa
— 1+ —-—= =—-—=42 255 —
N ( + %> ux 2 + 2,877255 o)
d’ou » va
=— 444 — =— —
0, 87,6 5 ux 70,9385 fo

qui sont les déplacements réels du nceud A (fig. 6.12b).

celmarizizazazaan—-

pe 7z uX
déformée
réelle
/ B .
s déformée
7 membranaire
ol
,/‘
P
'l
oad
(@) (®)

Fig. 6.12 Jonction sphere-cylindre : (a) convention de signe pour la méthode des déplacements ;
(b) déformée.
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On en déduit les déplacements propres a l'effet de bord seul par (6.14)

S S p S S
H%f = 9%0 — H%m = —87,6444 —E Ux f=UX —Ux m
c o —f,—0° — 8764442 WS ¢ = ux — us
o, f ¢ p,m ) E X, f X X,m

pa
—95,6872 —
’ E

pa
—113,4385 —
3,4385 o

Puis, par (6.10) pour la sphere et (6.9) pour le cylindre, on trouve les forces de bord

M* = —31,41pt? H*® = —-13,05pt

M€ = 31,41 pt? H¢=-1195pt

ou les signes donnent le sens d’action (fig. 6.13).

Fig. 6.13 Forces de bord.

6.6 Exercices

6.6.1 Un cylindre circulaire, de longueur L, de rayon a et d’épaisseur ¢, est soumis a une pression uniformément
répartie p sur une moitié seulement de la coque (fig. Ex. 6.6.1). On admet que L /2 est grand. Les deux constantes
¢élastiques du matériau sont le module d’¢lasticité E et le coefficient de Poisson v. Déterminer le déplacement

radial, la rotation et les efforts intérieurs dans la section médiane (en L/2) de ce cylindre.

Note : ce probléme se rencontre par exemple lors de I’enroulement, sur un tambour, d’un cable soumis a tension

constante.
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R IR S S F
3 %

L (@)

Fig. Ex. 6.6.1 (a) géométrie et charge ; (b) cas pratique.

6.6.2 (Suite du précédent.) Le long d’une génératrice du cylindre, tracer I’allure de la déformée w et des dia-
grammes des efforts intérieurs N, Ny, M., My et V,,. Calculer quelques valeurs caractéristiques pour les don-
nées numériques suivantes :

e cylindre: L =160 cm;a =50cm; ¢t = 3cm;

o charge:p = 0,6 kN/cm?;

« matériau (acier) : £ = 21000 kN/cm?; v = 0,3.
Ou se produit la plus forte sollicitation de la matiere ?

6.6.3 Une calotte sphérique, d’ouverture 2« et d’épaisseur ¢, repose sur des appuis a rouleaux selon un paralléle
de diametre L (fig. Ex. 6.6.3). Elle est soumise a une charge verticale p uniformément répartie sur I’horizontale.
Les constantes élastiques du matériau sont E et v. On spécifie les données suivantes :

e sphére:a=35°;t=8cm; L =36m;

o charge:p =2kN/m?;

o matériau (béton) : E = 2100 kN/cm?; v = 0,2.

1) Calculer les efforts membranaires.

2) Calculer les déplacements membranaires ux et 6, au niveau du paralléle d’appui.

3) Calculer My, max €t No max.

4) Dessiner la répartition correcte de Ny le long d’un méridien.

5) A titre qualitatif, calculer les contraintes correspondantes dans le béton supposé non fissuré.

R R TR AAY

L

A

Fig. Ex. 6.6.3
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6.6.4 La calotte sphérique de I’exercice précédent est maintenant raidie par un anneau de section rectangulaire
b x h =60 x 45 [cm)] (fig. Ex. 6.6.4).

1) Calculer I’effort normal dans ’anneau en théorie membranaire.

2) Calculer la jonction sphére-anneau.

3) Déduire la valeur correcte des efforts dans ’anneau.

4) Déduire la valeur maximale de Ny et M, dans la sphére.

R R R R R R A R R R A

raidisseur

Fig. Ex. 6.6.4



7 Coques cylindriques
Théorie membranaire

7.1 Géométrie

La surface moyenne cylindrique ¥ de la coque peut étre engendrée par une droite, la génératrice,
se déplacant parallélement a elle-méme en suivant une courbe, la directrice (fig. 7.1). La directrice est
admise plane et les génératrices sont normales au plan contenant la directrice. Inversement, la surface
moyenne s’obtient aussi en faisant se déplacer la directrice parallélement a elle-méme le long d’une
génératrice (surface de translation). Conventionnellement, on place les génératrices a I’horizontale.
La figure 7.1 montre la surface moyenne et les coordonnées ; génératrices et directrices sont les lignes
de courbure (z, ).

directrice origine (z, ¢) : coordonnées de X

x : longitudinal
S . transversal
A 7
inératri P
%fir:géizfli N ’ (Y, Z) : plan de la directrice

Y : tangent a la directrice
Z : normal a X

r(¢p) : rayon de courbure
s : abscisse curviligne

ds = rdy

directrice ¢

génératrice x (a, b, n) : repére attaché a X
Fig. 7.1 Coque cylindrique.

Si la directrice est une courbe fermée (cercle, ellipse), la coque est dite fermée également (tuyau).
Si la directrice est ouverte (arc de cercle, demi-ellipse), la coque est dite ouverte et qualifiée de voiite.
La distinction est importante, car le comportement structural peut étre tres différent : tout réside
dans la présence ou non de génératrices formant bords libres.
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Ces coques sont appuyées sur des organes d’entretoisement qui épousent la forme de la directrice,
les diaphragmes, et sollicitées par des charges qui, le plus souvent, agissent normalement aux généra-
trices. Elles ont, vues en élévation dans le plan (X, Z), ’aspect général de poutres et s’appellent alors
coques cylindriques autoportantes. Leur emploi comme couverture est courant (fig. 7.2).

directrice

diaphragme

Fig. 7.2 Shed autoportant a deux travées (coque cylindrique ouverte).

Remarque

Logiquement, la coordonnée curviligne devrait étre désignée par 6, et non ¢ ; on a cédé a 'usage
général, qui utilise .

7.2 Equilibre

On isole un élément de coque (dx, rdy), on y porte les efforts membranaires et les charges
(fig. 7.3), puis on en fait I’équilibre dans le repére (a, b,n). Les forces N, dz ont une composante
N, dx dy selon n. On obtient

ON; 1 ONgq

=0
oxr r Oy tPe
ONz, 10N, (7.1
ZLEe - -0
Ox + r Op tPe
Ny +rp. =0

avec Ny, = Nyp. On résout aisément ces trois équations en remontant a partir de la derniére.

On déduit directement NV, de la troisiéme équation, sans intégration. Cet effort intérieur ne peut
donc étre influencé par les conditions aux limites. Cette particularité joue un role important dans le
cas des volites autoportantes, comportant des génératrices formant bord libre (§ 7.5.3). De plus, N,
ne dépend que de la valeur locale de la composante normale p, de la charge.



COQUES CYLINDRIQUES - THEORIE MEMBRANAIRE 137
- 0
F, —Nﬂdw+fa (N 7 dop) da
X

d
Fw:Nwrdcp+87(Nwrd<p)dx

d
F,=N, dx—l—%(NW dz) do

0
F,, =N, dr+ a—(p (Nyy dz) dp
dA = r dp dx
an = N,QT

Fig. 7.3 Elément de coque cylindrique isolé : efforts membranaires et charges.

Connaissant IV, on trouve IV, en intégrant la deuxieéme équation (7.1). On en déduit N, en in-
tégrant la premicre équation. Ces deux intégrations portant sur z, il apparait, en guise de constantes,
deux fonctions f; et fo de ¢ seul. On obtient

1 ON,
Ny = _/m (m + aJ) dz + fi(p) (7.2)

La présence des deux fonctions f; et fo montre que les conditions aux limites doivent porter
sur N, et N, dans les sections x = cste, c’est-a-dire que la coque doit s’appuyer sur des éléments
transversaux qui suivent la forme de la directrice (§ 7.5.1 et 7.5.2).

Chargement indépendant de x

On rencontre fréquemment le cas de charge suivant, ou les composantes de la charge sont indé-
pendantes de x, soit

Pe = Pz(@) Po = Pp(®) Pz = p=(p) (7.3)

Posons 1 ON, 1 dN,
F(p) = il e 7.4
(SD) pip + r 6@ p@ + r d(p ( )

car N, = —rp.(y) ne dépend, comme r, que de . Alors, en intégrant (7.2),
Nyp = —xF(p) + f1(p) (7.5)

=—— ———— —ap. + fa(p) (7.6)
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7.3 Cinématique

La figure 7.4 décrit, en plan et en élévation, la cinématique d’un élément ABCD de coque.

La dilatation longitudinale ¢, est immédiate, puisque AB est sur une génératrice rectiligne. La
dilatation transversale ¢, s’obtient de la méme maniére que pour les coques de révolution (premicre
équation (4.11), § 4.5.1) : sous v seul, e, = Jv/ds = (1/r)(Ov/0y) (car 0/0s = (1/r)(0/0y)), et

sous w seul, e, = —(wdy)/(rdp) = —w/r. Enfin, le glissement 7, est également immédiat. La
cinématique membranaire est donc
ou 1 [/ 0v 1 0u Ov
= — =—| - == —+4— 7.7
o= 9z - (8(,0 w) Tee =5 Op + ox 7.9
ds=rdp
v
D——l + — d(
b v o5 s
P, T F -~ ————— — —___ ._,lqua—uds
D’} ds
/2 - '
(@ P i
"B/ C
J v
— + dx
! dz ’ v+ v ds
ds
ow
+ == d:
w 9s S
(b) dp

éj 6,
A

Fig. 7.4 Cinématique : (a) vue dans le plan tangent ; (b) élévation selon la directrice.

Rotations

Les deux rotations de la normale ou, encore, les deux variations de la pente (ou de ’angle de la
tangente) s’obtiennent aisément. Le long de la génératrice rectiligne, la rotation est simplement la
dérivée du déplacement transversal; le long de la directrice, la rotation s’obtient de la méme fagon
que (4.20) pour les coques de révolution. Ainsi

o, =22 =1 (v " 8—“’) (7.8)

™ r
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7.4 Loi constitutive et bilan

La loi de Hooke s’écrit

1 1 1

E(NT_VNSO) ESOZE(NLP_VNT) r}/Tgp:aN

€z = zp (7.9)

Les neuf équations (7.1), (7.7) et (7.9) permettent de trouver les trois efforts intérieurs IV, N,
et Ny, les trois déformations €., €, et 4,, €t les trois déplacements u, v et w. Si la coque a un
caractere isostatique, les efforts intérieurs peuvent se calculer directement a partir des trois seules
équations d’équilibre (7.1).

7.5 Conditions aux limites

7.5.1 Conditions générales

L’intégration des équations de la théorie membranaire des coques cylindriques montre que les
conditions aux limites doivent s’exprimer le long des directrices (x = cste) et peuvent porter sur les
grandeurs suivantes (fig. 7.5)

Ny, Na:(p u, v (710)

Il y a deux conditions par bord directrice ; ces résultats sont en accord avec ceux de la théorie
générale (§ 3.2.3). S’il y a autant de conditions statiques que cinématiques, la coque est isostatique.

Fig. 7.5 Conditions aux limites cinématiques (u, v) et statiques (N, Nz,).

Remarque

Il n’y a pas de conditions aux limites sur w !
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7.5.2 Diaphragmes

En théorie membranaire, les conditions cinématiques sont indispensables pour garantir la forme
et la raideur de la coque : cette derniére doit étre fixée a des éléments transversaux plans (x = cste)
épousant la forme de la directrice, les diaphragmes. Pratiquement, le diaphragme est une paroi (pleine
ou évidée), une poutre courbe ou un treillis.

La fonction premiére du diaphragme est d’assurer la condition cinématique v = 0; ce faisant, il
reprend l'effort tangentiel N, (pour le transmettre & ses propres appuis). La résultante des IV, sur
un diaphragme représente la réaction d’appui globale de la coque sous les charges transversales (p,,
et p,). Siv = 0, le diaphragme est dit infiniment rigide dans son plan.

Hors de son plan, le diaphragme est admis infiniment souple (u libre). Par ailleurs, il ne devrait
pas entraver la composante w. Cette derniére se produisant dans le plan du diaphragme, on voit qu’il
est quasiment impossible de satisfaire aux conditions cinématiques membranaires en pratique. De
méme pour un encastrement, on peut réaliser les conditions u = 0 et v = 0, mais w sera imposé nul
également.

Dans le cas de la figure 7.6(a) par exemple, la coque s’appuie sur deux diaphragmes d’extrémité ;
les conditions aux limites sont donc

v=0 et N,=0 enx=0ectz =1L

soit deux conditions cinématiques et deux conditions statiques (coque isostatique). Dans le cas de
la figure 7.6(b), ou la coque est a I'image d’une console, les conditions sont (on suppose w libre en
x =0)

u=0 et v=0 enx =0

Ny =0 et Nyp=0 enx =L

et la coque est a nouveau isostatique.

diaphragme
(poutre)

diaphragme
(paroi)

(@) (b)

Fig. 7.6 Conditions aux limites : (a) deux diaphragmes ;
(b) diaphragme-paroi en z = 0 (pas de diaphragme en « = L).
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7.5.3 Coques ouvertes

Si la coque cylindrique est ouverte (voute), elle comporte des génératrices formant bords libres,
mais aucune condition statique nouvelle ne peut étre introduite sur ces bords. Or, en un tel bord, on
devrait avoir

Ny,=0 Ny =0 (7.11)

La théorie membranaire ne peut satisfaire ces conditions aux limites et son application aux coques
cylindriques ouvertes devient discutable.

Toutefois, la premiere équation (7.2) montre que N, = 0 1a ou p, = 0. Cette circonstance se pré-
sente fréquemment en pratique, ou les volites doivent essentiellement résister a des charges verticales
(poids mort et neige) : on a N, = 0 la ou la directrice a des tangentes verticales. Si c’est le long des
génératrices formant bords libres, on a N, = 0 sur ces bords, mais, malheureusement, on ne peut
ordinairement pas remplir simultanément la condition Ny, = 0.

Si N, n’est pas nul, il faut absorber cet effort par un raidisseur longitudinal (fig. 7.7), qui sera
soumis a l’effort normal. Mais il est techniquement impossible de n’assurer que la transmission de
N, entre coque et raidisseur. Ce dernier est li¢ rigidement a la coque, de sorte que la compatibilité
des déplacements est complexe et introduit des efforts flexionnels.

raidisseur

Fig. 7.7 Voute avec raidisseurs.

On voit que, dans tous les cas de coques cylindriques ouvertes, la théorie membranaire est incom-
patible avec la présence de bords libres génératrices : il nait des efforts supplémentaires qui, le plus
souvent, sont importants et se répercutent dans toute la coque. 11 faut dés lors passer par la théo-
rie flexionnelle, car la distribution des efforts membranaires est en général complétement perturbée
(chap. 8).

7.6 Applications

7.6.1 Cadre

On admet que
o les charges suivent la distribution simple (7.3) avec, en plus, p, = 0;

« la coque, de longueur L, est appuyée sur deux diaphragmes d’extrémité (cas isostatique).
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diaphragme

Fig. 7.8 Tuyau elliptique.

On place I'origine des = au niveau de la directrice médiane (fig. 7.8). Les conditions statiques aux
limites sont

N, =0 enm:—g N, =0 enng (a)
De plus, par symétrie par rapport au plan z = 0, on doit avoir
Ny =0 enz =0 (b)
En introduisant (b) dans (7.5), on trouve f1(p) = 0; puis, avec (a) dans (7.6), on obtient
L? dF
fale) = s %
Les équations d’équilibre deviennent
1 [L? dF(p)

avecr = 1(p) et F(p) = p, + (1/7)(dNy/dep).

11 résulte de ces formules que N, et IV, varient linéairement et paraboliquement dans le sens
longitudinal (génératrice : x variable et ¢ constant), a I'image de I'effort tranchant et du moment de
flexion d’une poutre simple de portée L (fig. 7.9). Mais les diagrammes de IV,; et N, dans la section
droite (directrice : « constant et  variable) ne sont pas a 'image de ceux des contraintes o, et 7 dans
une poutre. En plus, il apparait un effort N, inexistant dans la théorie des poutres.

7.6.2 Tuyau cylindrique sous pression hydrostatique

Un tuyau, de section circulaire de rayon a, est soumis au poids et a la pression intérieure d’ un
liquide de masse volumique p; la charge est définie par la hauteur & (h > a) entre la surface libre du
liquide et I’axe du tuyau (fig. 7.9).

La charge est normale en tout point de la surface moyenne et ses composantes valent
Py =0 Dy =0 b2 = —pg(h+acos<p)
On en tire d’abord, dans la premiére équation (7.12),

N, = pga(h + acos )
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puis, par (7.4),

1 dN, . dF
F(p)=—-—= = —pgasing = — = —pgacosy
a dp dy
et enfin, avec les deux derniéres équations (7.12),
1/ L?
Ny, = pgaz sin N, = 3 (Z — xz) g COS

diaphragme

N,, (¢ = cste)
N, (¢ = cste)

Fig. 7.9 Tuyau circulaire sous pression hydrostatique.

On constate que la pression moyenne a ’axe, pgh, ne produit que des efforts normaux circonfé-
rentiels, obéissant a la formule du tube (TGC vol. 2, § 4.7.1). Quant a N, et N, ils représentent
la transmission du poids du liquide, contenu dans le tuyau, vers les diaphragmes ; si on assimile le
tuyau a une poutre, on observe que IV, et Ny, sont distribués conformément aux contraintes o, et 7
de flexion simple : N, = o, suit la loi de Navier et IV, = 7¢ obéit a la formule de I'effort tranchant
(fig. 7.10a). Cette coincidence n’existe cependant que pour le cylindre circulaire et pour certains cas
simples de mise en charge. Par exemple, si la section droite est elliptique, les diagrammes sont trés
différents (fig. 7.10b).

(@) (b

Fig. 7.10 Efforts intérieurs dans la section droite : (a) section circulaire ; (b) section elliptique (allures).
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Remarques

En pratique, on ne peut réaliser les conditions aux limites de type membranaire, et il y a incom-
patibilité cinématique au niveau des diaphragmes (en particulier, 1a ot v = 0, on a aussi w = 0). Des
effets flexionnels de bord apparaissent. La coque étant fermée, ils ont un caractere local et la solution
membranaire donne une vue globalement correcte du jeu des forces dans la coque.

Entre deux diaphragmes, une coque a I’aspect d’une poutre, mais les diagrammes des efforts in-
térieurs, tant transversaux que longitudinaux, peuvent différer de ceux d’une poutre. En effet, dans
une poutre, on ne fait pas les mémes hypotheses cinématiques (par exemple : loi des sections planes
et indéformables, déformations dues a I'effort tranchant ignorées) que dans la coque (v, w, vz, non
nuls).

7.6.3 Tuyau circulaire sous poids propre

Pour un tuyau de longueur L, de section circulaire de rayon a, d’épaisseur de paroi constante ¢,
on appelle p le poids propre de la paroi par unité d’aire (fig. 7.11). Les composantes de la charge
valent

pz =0 Dy = —psine Pz = —PpCOS P

On obtient, en suivant la méme démarche qu’au paragraphe 7.6.2,

L2
N, = apcosp Nyp = 2prsing N, = p (Z — m2> cos
a
avec
dF
F(p) = —2psing = o= —2pcosy
2

Fig. 7.11 Tuyau circulaire sous son poids propre.
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7.6.4 Voiite a directrice semi-circulaire sous son poids propre

Dans 'application précédente, IV, s’annule le long des deux génératrices ¢ = +x/2. Sil’on enléve
la moitié inférieure de la coque, la moiti¢ supérieure peut porter son poids propre librement entre
les diaphragmes. Il subsiste cependant I'effort tangentiel Ny, (= N,,) sur les génératrices de bord
(§7.5.3). Il vaut

Ny, = +2pz

et on doit ajouter un élément raidisseur auquel transmettre cet effort (fig. 7.12). Ce raidisseur est

soumis a la traction
L/2 L/2 12
N(x):/ |N¢w|dx:2p/ xdx:p(—_x2>
x z 4

avec, en x = 0, N(x) = pL?/4 (valeur maximale) et, en z = +L/2, N(x) = 0.

pLY4

Fig. 7.12 Sollicitation des raidisseurs d une voute a directrice semi-circulaire.

La nécessité statique de cet effort normal est bien visible si ’on examine, en élévation, I’équilibre
d’un fragment de coque limité a la section z = cste (fig. 7.13). On vérifie aisément que I’équilibre
global est satisfait :

o dans ) Fx =0, la paire 2N des efforts normaux équilibre I'intégrale des N, ;
o dans ) Fz =0, la somme V + R équilibre le poids propre p sur L/2 + x;
e dans > M4 = 0, le moment des efforts IV, équilibre celui des forces R et p.
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T = cste V=mapx
?Z
|
' NI
/'T\
[ S T
3 / L2 o 2N

Fig. 7.13 Equilibre global d’un fragment de la votte
(R au diaphragme et V' dans la coupe x sont les résultantes verticales des N.,).

7.7 Forme de la directrice d’une voiite autoportante

Comme déja signalé, les incompatibilités cinématiques entre une voute et ses raidisseurs peuvent
perturber complétement 1’état membranaire.

D’un strict point de vue membranaire, le long de la génératrice associée au raidisseur, la com-
patibilité doit porter sur les déplacements longitudinaux u. Or les déplacements u, produits dans
les raidisseurs par l'effort N,,, ne concordent pas avec ceux des génératrices correspondantes de la
coque : ¢’est 'incompatibilité majeure.

De plus, les raidisseurs sont, en réaliteé, des poutres liées rigidement a la coque. La compatibilité
devrait donc porter sur toutes les composantes des déplacements (u, v, w, 0, 6, — avec emploi de la
théorie flexionnelle). Enfin, les poutres raidisseurs ont un poids propre ¢ non négligeable et, en outre,
la liaison est généralement excentrique et oblique, ce qui complique encore le probléme (fig. 7.14).

position initiale

raidisseur

Uraidisseur

() (b)
Fig. 7.14 Incompeatibilité cinématique entre voute et raidisseur : (a) incompatibilité membranaire

(seul w importe) ; (b) jonction rigide (incompatibilité flexionnelle).

On peut, par un choix judicieux de la forme de la directrice, limiter dans une certaine mesure ces
incompatibilités.
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On sait qu’il convient d’avoir des tangentes verticales le long des bords libres, ce qui évite les
efforts N, sous charges verticales (§ 7.5.3). La présence de ces efforts signifie que la coque ne souhaite
pas transmettre ses charges aux seuls diaphragmes, longitudinalement, par effet de poutre, mais aussi
a des raidisseurs, transversalement, par effet d’arc. Pour limiter ce second mode de travail, le choix
de directrices cambrées aux naissances, de type demi-ellipse, est judicieux (fig. 7.15). Au contraire,
le choix d’une parabole ou d’une chainette est mauvais, puisque les actions verticales (neige, poids
mort) sont essentiellement transmises en IV, aux poutres raidisseurs par effet d’arc, sans qu’aucun
effet longitudinal de poutre ne puisse se développer convenablement (IV; = 0; NV, = 0).

bon (ellipse...)

médiocre (parabole, chafnette...)

Fig. 7.15 Choix d’une directrice.

Quant a la non-concordance entre les déplacements u, on peut tenter, pour la limiter, de choi-
sir comme directrices des courbes qui, sous charges verticales, assurent N, > 0 aux bords libres
rectilignes (fig. 7.16), voire qui approchent la compatibilité entre bord et raidisseur (supposé sans
excentricité et sans poids). Dans cette optique, on observe que des courbes cambrées aux naissances
sont, a nouveau, meilleures.

&=k, sing + k, (¢ + sing cosyp) n ="k (1 -cosp) + k, sinp r=ky + 2k, cosp
k1:7£ b—mh k2:b72h
2 b-2h )

Fig. 7.16 Directrice pour laquelle les génératrices bords libres sont en traction (sous poids propre).

7.8 Conclusion

La théorie membranaire des coques cylindriques autoportantes est, d'un point de vue quantitatif,
de peu d’utilité. Elles ne donne des résultats valables que pour les coques fermées, en dehors des
zones d’appui. Pour les vofites, seuls les résultats qualitatifs sont intéressants.
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7.9 Exercices

7.9.1 Etudier les conditions aux limites des trois coques proposées (fig. Ex. 7.9.1) et dire si elles sont isostatiques
ou non (d = diaphragme).

3t t

(a) (b (©
Fig. Ex. 7.9.1

7.9.2 Déduire les équations (7.1), (7.7), (7.8) et (7.9) de la théorie membranaire des coques cylindriques, a partir
des équations de la théorie générale (sect. 3.2).

7.9.3 Un réservoir cylindrique, encastré a sa base et ouvert en son sommet, est soumis au seul cas de charge
du vent (réservoir vide ; poids propre non considéré; fig. Ex. 7.9.3). Pour 