





Avant-propos

Cet ouvrage forme le cinquieme maillon de la série d’ouvrages consacrée a I’analyse des structures
et milieux continus. Le lecteur peut se reporter a I’avant-propos du premier d’entre eux (TGC vol. 1,
Statique appliquée), qui reste d’actualite.

Conformément a I'esprit du Traité de Génie Civil, ce livre est le reflet du cours — intitulé Structures
3D a parois minces — que les étudiants de la section de Génie civil de I’Ecole polytechnique fédérale
de Lausanne (EPFL) recoivent durant le septiéme semestre. Dans un domaine aussi large que celui
des coques, on se limite volontairement aux bases classiques, en les présentant de maniére simple et
avec I'optique de I'ingénieur.

Spécialiste de I'analyse des coques, notre collégue et ami G. Fonder, professeur a I'Université de
Liége, a mis a notre disposition ses notes de cours — ce dont le présent ouvrage a fortement béné-
ficié — et a, de surcroit, relu et discuté I'entier du manuscrit avec un esprit trés constructif. Les auteurs
le remercient chaleureusement.

Notre collegue J. Jirousek, professeur honoraire, qui a partagé I'enseignement du cours avec les
auteurs de nombreuses années, a également laissé des traces importantes dans cet ouvrage, en parti-
culier dans les chapitres 3, 5, 9 et 10. Nous I’en remercions vivement.

Ont également contribué a la valeur du présent texte, de maniere directe ou indirecte, les collabo-
rateurs et chercheurs du LSC qui ont consacré leur temps aux exercices, travaux pratiques, travaux de
dipléme, travaux de recherche ou théses de doctorat dans le domaine des coques. Ce sont M. Amieur,
Y. Dubois-Pélerin, C. Falla Luque, A. Ibrahimbegovic, Ph. Jetteur, S. Jaamei, H. Rabemanantsoa,
B. Rebora et C. Scholtes.

Enfin, nous remercions également les Presses polytechniques et universitaires romandes (PPUR),
qui ont apporté un soutien décisif a la réalisation de ce volume et mis & notre disposition les talents de
Mme M.-H. Gellis pour la composition et la mise en page, et ceux de M. M. Fiaux pour I'exécution
et le traitement informatisés des dessins, graphiques et photographies.

Frangois Frey
Marc-André Studer






Introduction

Coques : conception, analyse et esthétique

Les structures en coques ne sont pas I'exclusivité de I'ingénieur civil ; elles sont employées égale-
ment en construction aéronautique, navale, automobile et mécanique, ainsi qu’en génie chimique et
nucléaire. Elles ont néanmoins la particularité commune d’étre parmi les structures les plus délicates
a étudier.

Qu’il s’agisse d’une couverture en voile mince ou d’un réservoir sous pression, d’une coque de
navire ou d’un chateau d’eau, I'ingénieur reste confronté aux deux impératifs usuels suivants : savoir
analyser la structure pour la dimensionner avec précision et sécurité, et savoir concevoir, planifier et
construire la structure de maniére rationnelle et économique.

Mais, pour I'ingénieur civil, dans le domaine des coques et structures plissées, survient fréquem-
ment une troisiéme exigence essentielle : savoir choisir des formes esthétiques pour donner a la construc-
tion un aspect attrayant. Ce troisieme impératif est trop souvent négligé — voire abandonné a d’au-
tres — alors que, dans ce type de structures, analyse, construction et esthétique sont intimement liés.
Négliger I'une de ces composantes revient a aller au-devant de déboires certains (I’'opéra de Sydney
restera célébre a ce point de vue).

Alors que I'analyse surtout (objet de ce texte) et la construction s’enseignent aisément, s’appuyant
sur des notions mathématiques et pratiques éprouveées, I'esthétique par contre reste par nature beau-
coup plus floue, intuitive, subjective et di cile a cerner avec précision. Dans les structures tridimen-
sionnelles de I'ingénieur civil, elle est un pivot essentiel du projet. Les grands constructeurs de coques
I’ont bien compris : ils sont de bons scientifiques, mais ils sont aussi artistes, et ils savent s’appuyer
sur des architectes compeétents.

La construction des coques s’est fort développée ces soixante derniéres années et le recul que I'in-
génieur peut prendre aujourd’hui vis-a-vis de ces ouvrages, en ce qui concerne la conception, I’esthé-
tique, la construction et la durabilité, est un excellent guide pour I'avenir. Nombre de ces structures
ont été érigées avec peu de théorie mathématique, mais avec une connaissance saine du jeu des forces,
du comportement structural et de I’art de construire.

Aujourd’hui, la finesse, I'audace et la complexité des structures tridimensionnelles deviennent
monnaie courante, car I'ingénieur bénéficie, grace au calcul numérique par ordinateur, de moyens
d’étude tres complets pour comprendre dans le détail la maniere dont ces structures transmettent
lese orts. Les méthodes analytiques lourdes et souvent imprécises du calcul manuel sont totalement
abandonnées. Les méthodes simples et sdres sont par contre conservées tant pour comprendre I’es-
sentiel du fonctionnement structural que pour prédimensionner. L’analyse fine est alors e ectuée par
un bon programme de calcul par ordinateur (méthode des éléments finis).

L’informatique toutefois ne reste jamais qu’un auxiliaire pour le constructeur : une bonne concep-
tion découle d’abord d’'un mariage harmonieux des connaissances théoriques et pratiques.
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Cadre de I'ouvrage

Ce livre prétend o rir une introduction conséquente a I'analyse théorique et numérique des
coques et structures plissées. Dans cette optique, et face a I'’étendue des développements dans ce
domaine, on s’est restreint aux notions les plus classiques et les plus solides.

Le livre est dédié, pour la plus grande part, aux coques minces. La théorie générale la plus simple
des coques minces, due a Love, est exposée dans les coordonnées curvilignes des lignes de cour-
bure principale, ce qui évite I'emploi de I'analyse tensorielle. Quelques notions de théorie des coques
d’épaisseur modérée sont néanmoins mentionnées en liaison avec la méthode des éléments finis. Au
reste, on se limite au cas statique, élastique linéaire, isotrope et, a I'exception des problémes d’insta-
bilité, géométriquement linéaire (petits déplacements).

L’analyse de certains types courants de coques est développée plus en détail. Dans la mesure du
possible, les théories particularisées a ces types sont établies a nouveau. On pourrait craindre un
double emploi avec la théorie générale. A vrai dire, cette derniére peut paraitre abstraite ou éloignée
du sens physique de I'ingénieur. C’est donc pour bien faire saisir le fonctionnement de ces divers
types de coques, donner une signification concréte aux termes des équations générales, voire éviter
de retenir tous les détails de ces équations, que les théories particularisées sont présentées de fagcon
indépendante. De plus, le lecteur dispose également, de la sorte, d’une certaine autonomie dans les
divers chapitres.

On n’a d’ailleurs retenu, des développements précédents, que ce qui peut étre utile au construc-
teur. En fait, ces notions doivent permettre de saisir le mode de travail de la coque et d’en calculer
certains éléments, afin d’aborder un calcul aux éléments finis avec confiance et, étape essentielle, d’en
contrdler la validité des résultats. Aujourd’huien e et, seule la méthode des éléments finis est capable
d’analyser une coque avec précision. L’ingénieur se doit donc de recourir a cet outil, afin de s’assurer
du dimensionnement correct de son ouvrage, mais en connaissance de cause.

Notation

La notation est classique. Les variables sont en italique maigre, les vecteurs et matrices sont en
romain gras, et la notation indicielle n’est pas compactée.
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1 Description

1.1 Elément structural a paroi mince

On considére une portion d’une surface X, ainsi que sa normale n au point A (fig. 1.1a). On
porte, sur n, le segment BC de longueur t, symétriqguement par rapport a A (AB = AC). En fai-
sant parcourir au point A toute la surface X, la grandeur t pouvant varier trés progressivement, on
matérialise un élément structural, dit a paroi mince si t est petit vis-a-vis de certaines dimensions ca-
ractéristiguesde > (t < L, t < a, t <r; fig. 1.1b). On appelle X la surface moyenne et t I’épaisseur.
Les surfaces engendrées par les extrémités B et C du segment normal, qui limitent I’élément structu-
ral selon I’épaisseur, sont appelées faces (ou surfaces) extrémes, supérieure et inférieure, extérieure et
intérieure, voire avant et arriére, selon les cas.

t (variable)

Y (surface moyenne)

normale n

surface

@) (b)

Fig. 1.1 Elément structural mince (t est I'épaisseur) : (a) surface moyenne X et sa normale;
(b) dimensions caractéristiques (L, a, r).

Ingénieurs et architectes congoivent une infinie variété de structures formées d’un ou plusieurs
éléments de ce genre, de sorte qu’une classification est presque impossible. On distingue, d’aprés la
forme de la surface moyenne,
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- les coques ou voiles, a surface moyenne courbe,
- les parois et plaques, a surface moyenne plane (TGC vol. 4),
- les structures plissées, a surface moyenne polyédrique.

La rigidité de ces structures peut étre accrue par I'adjonction de raidisseurs. On parle alors de
coques et plaques nervurées ou raidies.

Les domaines d’utilisation couvrent tous les secteurs : réservoirs, conduites et tuyauteries, cou-
vertures, carrosseries, fuselages d’avion, coques de navire, ponts biais ou courbes, chateaux d’eau,
vo(tes, barrages, silos, enceintes de réacteur, tours de refroidissement, bouteilles, murs et culées, pla-
telages, tunnels, etc.

Les matériaux utilisés sont le béton, I'acier et, moins fréquemment, les matériaux composites (a
fibres de verre, aramide et carbone), les matieres plastiques, le bois, la brique et les alliages d’alumi-
nium.

Dans I'étude théorique des coques, la surface moyenne 2, la normale n et le segment BC jouent
un role essentiel. Dans la suite, on désigne par normale tant le segment que la droite qui le porte.
Le segment correspond, dans la théorie des coques, a la section droite dans la théorie des poutres de
Bernoulli.

Pour éviter de recourir & une analyse de solide tridimensionnel, I’objectif de toute théorie de
coque est de tirer parti de la minceur de I’élément structural défini ci-dessus : sa réponse peut en
e et étre ramenée a I’étude bidimensionnelle de sa surface moyenne, complétée de regles dictant le
comportement des normales. L’analyse de la surface moyenne est donc importante et ce chapitre est
avant tout consacré a I’étude des surfaces : rappel de propriétés géométriques (sect. 1.2), description
de formes utilisées en construction (sect. 1.3 & 1.6) et relations analytiques (sect. 1.7).

1.2 Geéométrie de la surface moyenne

1.2.1 Définition

Dans un systeme d’axes cartésiens droit (X, Y, Z), les équations paramétriques
X = X(a,B) Y =Y (a,B) Z=2(a,B) (1.1)

définissent une surface >. A toute valeur constante Cg du parametre 3 correspond une ligne sur la
surface, dite ligne de coordonnée o ; de méme, a = Cq définit une ligne de coordonnée 3. L’'ensemble
forme les lignes de coordonnées et (a, B) sont les coordonnées curvilignes de la surface (fig. 1.2).

Si les paramétres a et 3 peuvent étre éliminés des équations (1.1), on obtient la forme explicite
Z=2Z(X,Y) (1.2)
La surface peut, semblablement, étre définie (de facon vectorielle et paramétrique) par le vecteur
OA = x(a,B) = Xey +Yey+Zes (1.3)

ou ey, e, et e sont les vecteurs unités dans (X, Y, Z).
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a=C

«

ligne 5= Cﬂ

Fig. 1.2 Surface et ses lignes de coordonnées.

1.2.2 Courbure normale

Soit n la normale élevée au point A d’une surface X (fig. 1.3). On dit qu’un plan P contenant n
réalise une section normale de la surface ; cette section se traduit par une courbe plane\ tracée sur .
Au point A de cette courbe, on désigne par ry, le rayon de courbure ; son inverse 1/ry, est la courbure
normale.

Lorsque le plan P tourne autour de n, r et 1/r, varient entre deux valeurs extrémes appelées
rayons de courbure principaux rmax €t rmin €t courbures principales 1/rmin et 1/rmax ; les plans P
correspondants sont perpendiculaires.

Fig. 1.3 Courbe, de courbure normale 1/r au point A,
section normale de la surface = par le plan P.

La trace de ces deux plans dessine, au voisinage immédiat du point A, une petite croix sur la sur-
face 2. Les bras de cette croix sont les directions principales ; les courbes enveloppes de ces directions,
en tous les points de X, constituent un réseau orthogonal de deux familles de lignes, les lignes de
courbure principale ou, simplement, les lignes de courbure.

1.2.3 Lignes de courbure

Le réseau des lignes de courbure d’une surface peut étre utilisé avantageusement comme systéme
de lignes de coordonnées curvilignes (a, ) pour exprimer les équations des coques (chap. 2). Outre
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I’orthogonalite, ce réseau posséde la propriéte essentielle suivante : le long d’un trongon dsq (ou dsg)
d’une ligne de courbure, la normale reste dans le plan contenant la section normale et passe par le
centre de courbure de ce trongon (fig. 1.4). Grace a cette propriété, on peut isoler un fragment de

coque d’épaisseur t par des sections droites, c’est-a-dire des coupes planes et normales & la surface
moyenne.

Seules les lignes de courbure présentent cette particularité ; sur une autre ligne, la normale tourne
autour de la ligne, traduisant la torsion de cette ligne.

Fig. 1.4 Elément de surface limité par des lignes de courbure ; le long d’un coté, la normale reste
dans le plan de la section normale ; pour toute autre ligne, la normale tourne autour de la ligne.

1.2.4 Propriétés géométriques

En un point d’une surface, la courbure de Gauss K, ou courbure totale, est le produit des courbures
principales
1
K= — (1.4)

I'maxPmin

et la courbure moyenne H est simplement

(1.5)

2 I'max I'min
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Dans une surface a simple courbure, I'une des courbures principales est nulle et K = 0 (céne
par exemple; fig. 1.5). Dans une surface a double courbure, les deux courbures principales sont non
nulles ; si elles sont de méme signe, ou de signe contraire, la surface est dite & courbure de Gauss po-
sitive (paraboloide de révolution par exemple), ou négative (paraboloide hyperbolique par exemple).

direction
asymptotique

@) (b)

<>
o
2
"/

S
Yy
-
™

NE=
Nee

\\\‘\\t\\\
DN
Y

%
\\\ss //ﬁ/
\\\\//

HW
direction |||
asymptotique

\

K>0
© (d)

Fig. 1.5 Surfaces diverses selon la valeur de la courbure de Gauss K : (a) paraboloide de révolution
(cas elliptique, K > 0) ; (b) paraboloide hyperbolique (cas hyperbolique, K < 0);
(c) cone (cas parabolique, K = 0); (d) tore (K = 0 et K < 0).

Certaines surfaces ont des zones a courbure totale positive, nulle ou négative (tore par exemple).
Il convient donc d’examiner cette notion de maniere plus locale. Soit T le plan tangent au point A
d’une surface . Localement, trois cas sont possibles (fig. 1.5) :

- lasurface X reste située d’un seul c6té de T, ne coupe pas T : le point A est dit elliptique (si I'on
coupe X par un plan parallele & T, tres voisin de T, la section est, en premiere approximation,
une ellipse) ; la courbure totale K est positive ; pour toute section normale par A, la courbure
normale 1/rn ne change pas de signe;

- lasurface > coupe T et se situe des deux ctés de T : le point A est dit hyperbolique et la cour-
bure totale est négative ; I'intersection de X avec T se fait selon deux directions dites asympto-
tiques ; les directions principales en sont les bissectrices ; la courbure normale 1/r, change de
signe, s’annulant le long des directions asymptotiques;;
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- lasurface X et le plan T ont une ligne en commun, définissant une direction asymptotique; le
point A est dit parabolique et la courbure de Gauss est nulle ; la courbure normale ne change
pas de signe, s’annulant, une seule fois, sur la direction asymptotique.

Une surface est dite minimale si sa courbure moyenne H est nulle ; si H = 0, les rayons principaux
de courbure sont opposés et la courbure totale K est négative. D’intérét particulier sont les surfaces
d’aire minimale pour un contour donné ; ce sont des surfaces minimales et on peut les matérialiser par
une bulle de savon tendue sur un fil de fer épousant le contour (hélicoide et caténoide par exemple ;
fig. 1.6).

(@ (b)

Fig. 1.6 Surfaces minimales d’aire minimale : (a) hélicoide (surface réglée);
(b) caténoide (ou alysséide), surface de révolution engendrée par la rotation de la chainette.

Une surface est réglée si elle est engendrée par une droite, la génératrice, dont le déplacement n’est
fonction que d’un seul paramétre, par exemple une droite s’appuyant sur trois courbes quelconques,
ou encore sur deux courbes et paralléle a un plan. La courbure de Gauss K d’une surface réglée est
negative ou nulle (hyperboloide de révolution par exemple ; fig. 1.13).

Une surface est développable si elle peut étre appliquée sur un plan sans déchirure ni superposi-
tion. Sa courbure totale est en tout point nulle. Toute surface issue de la déformation d’un plan (sans
I’étirer ni le contracter) est développable.

Pour qu’une surface réglée soit développable, le plan tangent doit étre le méme en tous les points
d’une génératrice. Les surfaces développables sont réglées : ce sont les cdnes, cylindres et lieux des
tangentes & une courbe gauche.

Si, en un point d’une surface, les deux courbures principales sont égales (1/rmax = 1/rmin), Ce
point est dit sphérique ou ombilical.

Enfin, sur une surface, on peut trouver trois types de lignes remarquables. Les lignes de courbure,
enveloppes des directions principales (§ 1.2.3), les lignes asymptotiques, lignes de courbure normale
1/r, nulle (certaines surfaces en sont dépourvues, la sphére par exemple) et les lignes géodésiques,
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lignes de plus courte distance entre deux points (I’hélice, sur un cylindre, par exemple). Si une surface
est pourvue de lignes droites, ces derniéres sont a la fois des asymptotiques et des géodésiques.

1.2.5 Théoreme de Meusnier et formule d’Euler

Soit une ligne quelconque\ tracée sur une surface >. Au point A (fig. 1.7), on trace la tangente t
et la normale principale N &\ ; sur N se trouve le rayon de courbure p de\ en A (Frenet, § 1.7.6). En
A toujours, on éléve la normale na X ; le plan P formé de n et t coupe X selon la ligne N de courbure
normale 1/r, (section normale). Si u est I'angle entre n et N, le théoréme de Meusnier (1776)

P =rnCOS| (1.6)

exprime les propriétés suivantes :

- le rayon de courbure d’une courbe quelconque tracée sur une surface est la projection, sur la
normale principale, de celui de la section normale correspondante;

- atoutes les courbes tracées sur une surface, ayant une tangente commune en un point, corres-
pond la méme courbure normale 1/rn en ce point.

Ce théoreme, démontré plus loin (8 1.7.7), rappelle, en particulier, que les courbures principales
1/rmin et 1/rmax Ne sont pas nécessairement les courbures des lignes de courbure, mais bien les
courbures des sections normales. Ainsi, sur une sphére de rayon a, un paralléle de rayon b est une ligne
de courbure principale (fig. 1.8). Sa courbure vaut 1/b et sa courbure normale 1/a, avec (Meusnier)

b=acosu 1.7)
ou, en utilisant la colatitude ¢,
b=asing (1.8)
a sphére
Qb X
n
paralléle n
Fig. 1.7 Courbure et courbure normale Fig. 1.8 Théoréme de Meusnier

(Meusnier). dans la sphere.
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Dans le plan tangent T au point A d’une surface 2, orientons le plan P d’une section normale
guelconque par I'angle y compté & partir de la direction principale associée a rmax (fig. 1.9). La
formule d’Euler (1760) donne, en fonction de y, la courbure 1/r, de la section normale N par

1 .
= ()= cos?y + sin’y (1.9)
I I'max I'min
ou les trois rayons de courbure sont mesurés au point A.
Tmax "min "n (7) , / direction

Fig. 1.9 Courbure d’une section normale quelconque de > en A.

1.3 Etat membranaire et état flexionnel

L’état de contrainte, par lequel I’élément structural résiste aux actions extérieures, est caractérisé
par des e orts intérieurs définis au niveau de la surface moyenne. La trace de cette surface dans une
section droite s’appelle la ligne moyenne. Les e orts intérieurs sont décrits par unité de longueur de
ligne moyenne dans les sections droites.

L’état membranaire s’associe aux e orts intérieurs de type force agissant dans la surface moyenne,
a savoir les e orts normaux et les e orts tangentiels. L’état flexionnel regroupe les e orts intérieurs de
caractere flexionnel, soit les moments de flexion, les moments de torsion et les e orts tranchants.

Selon le mode de travail, on peut distinguer quatre types d’éléments structuraux :

- I’élément de paroi est défini par la géométrie plane de sa surface moyenne (plan moyen) et par
son épaisseur ; sollicité par des charges agissant dans son plan moyen, il y résiste par un état
membranaire (fig. 1.10a) ; les e orts normaux et tangentiels résultent d’ailleurs de I’état plan de
contrainte (TGC vol. 3,§85.6.1);

- I’élément de plaque est défini par la géométrie plane de sa surface moyenne (plan ou feuillet
moyen) ; il résiste aux charges agissant normalement a son plan moyen par un état flexionnel
(fig. 1.10b; TGC vol. 4);
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- I’élément de plague-membrane est la superposition des deux cas précédents et réunit donc I’état
membranaire de paroi et I'état flexionnel de plaque (fig. 1.10c) ; bien que plan, il se comporte de
maniére spatiale, pouvant étre soumis a des charges quelconques, tant paralléles que perpendi-
culaires a son plan moyen ; il constitue la base des structures plissées ;

- enfin, I'élément structural de coque est, par nature, courbe et spatial; il utilise les deux états
d’e orts intérieurs, membranaire et flexionnel, pour s’opposer aux actions arbitraires pouvant
le solliciter (fig. 1.10d) ; exceptionnellement, gréce a sa courbure, une coque peut ne résister aux
charges que par I'état membranaire (§ 3.2.4 ; structure gonflable, textile, peau, etc.).

Y efforts normaux N, et N, z4  moments de flexion M, et M,

| N (N,=to,; N,=to) | moments de torsion M, = M,

efforts tangentiels N, =N,

- efforts tranchants Vet Vy

(Nzy = thy)
NI
e
¥ —
(@) Etat membranaire de paroi. (b) Etat flexionnel de plaque.

(c) Plague-membrane : superposition des (d) Coque : cing efforts intérieurs
états membranaire et flexionnel. par section droite.

Fig. 1.10 E orts intérieurs.

Remargues

L’état de contrainte d’une coque est étudié rigoureusement au chapitre 2; il s’agit ici d’'une pré-
sentation intuitive.

L’élément structural plague-membrane est aussi appelé élément plan de coque.
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La présence de raidisseurs peut modifier considérablement le mode de travail d’un élément struc-
tural ; par exemple, les sommiers ajoutés sous une plaque (dalle nervurée) transforment le comporte-
ment de plaque en celui d’une structure plissée (fig. 1.11).

< >
T ~
Lty T

(a) (b)

Fig. 1.11 E et des raidisseurs :
(a) plaque et plaque nervurée (avec raidisseurs centrés) : état flexionnel seul ;
(b) structure plissée (plaque avec raidisseurs excentrés) : états membranaire et flexionnel.

1.4 Coques

Une coque est définie par la géométrie courbe de sa surface moyenne et par son épaisseur en tout
point de cette surface. En outre, pour I'ingénieur, il convient de caractériser les matériaux constituant
la coque, les conditions d’appui et les actions.

On s’intéresse ici a la surface moyenne. En particulier, on discute les nombreuses formes géomé-
triques possibles de cette surface. Le choix, important, de la bonne forme est en premier lieu gouverné
par la fonction que la coque doit remplir.

@ (b) ©

Fig. 1.12 Surfaces de révolution : (a) réservoir sphérique (double courbure K > 0);
(b) réservoir cylindrique (simple courbure K = 0);
(c) tour de refroidissement (hyperboloide, double courbure K < 0).
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1.4.1 Surfaces géométriques

La géométrie des surfaces o re un grand éventail de formes simples. Parmi les surfaces a simple
courbure, le cdne et surtout le cylindre sont trés utilisés (réservoirs, silos, chateaux d’eau, récipients
sous pression, conduites forcées, fusees, etc.). Les surfaces de révolution, obtenues par rotation d’une
courbe plane, le méridien, autour d’un axe situé dans le plan de la courbe, sont également d’un emploi
trés fréquent (fig. 1.12).

Les surfaces réglées résultent du déplacement d’une droite, la génératrice, selon une certaine loi
(8 1.2.4); on peut ainsi engendrer des surfaces diverses & simple ou double courbure, dont la plus
connue est le paraboloide hyperbolique (fig. 1.13).

a

a

iig

@) (b) ©

Fig. 1.13 Surfaces réglées : (a) conoide (K = 0); (b) hyperboloide a une nappe (K < 0);
(c) paraboloide hyperbolique (K < 0).

L’intérét de I'utilisation des surfaces réglées est essentiellement technique. Si la coque est en béton,
le co rage est réalisé au moyen de planches rectilignes étroites disposées selon les génératrices; en
bois, elle peut étre formée d’un réseau de planches croisées clouées.

Les surfaces cylindriques, ouvertes ou fermées, sont obtenues en déplacant une droite, la géné-
ratrice, parallelement a elle-méme sur une courbe plane, la directrice. La volte autoportante, par
exemple, est d’usage courant comme couverture ; elle est supportée par des diaphragmes (tympans,
entretoises, raidisseurs) situés au niveau des appuis (fig. 1.14).

Les surfaces de translation résultent du déplacement d’une courbe plane, la génératrice, sur une
autre, la directrice (fig. 1.15).

Les surfaces géométriques, présentées brievement ici, ont I'avantage de pouvoir étre décrites ana-
lytiguement. Elles ne sont toutefois pas I’'unique ni nécessairement le meilleur choix pour la surface
moyenne d’une coque. Ces formes simples risquent de ne pas s’adapter a des exigences particulieres,
par exemple a certaines charges, aux conditions géométriques ou statiques au contour (conditions
aux limites), a la résistance au voilement, etc.
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directrice AN génératrice

génératrice diaphragme

directrice

Fig. 1.14 Surfaces cylindriques ouvertes (K = 0) dites vo(tes autoportantes :
(a) sheds (vodtes a simple portée L) ; (b) abri (volte continue).

directrice

Fig. 1.15 Surface de translation (K > 0) utilisée comme couverture.

1.4.2 Surfaces expérimentales

D’autres surfaces intéressantes et souvent tres fonctionnelles peuvent s’obtenir par des techniques
expérimentales. La plupart d’entre elles recourent a des matieres souples (sans résistance flexionnelle)
adaptant leur forme a la charge appliquée, en sorte que la résistance résulte essentiellement d’un état
membranaire.

Un film d’eau savonneuse tendu sur les bords matérialisés (fil de fer, élastique, etc.) du modele
réduit de la coque (fig. 1.16a), par exemple, permet, selon les conditions aux bords, une liberté de
formes sans limite; la surface correspondante est d’aire minimale (§ 1.2.4). Une technique voisine
consiste a mettre en tension, entre leurs supports, des membranes, filets ou tissus souples (fig. 1.16b).
La surface en goutte, remarquable, est obtenue par remplissage d’une enveloppe souple dont la forme
s'adapte a la quantité de matiére contenue (silos de stockage ; fig. 1.17). On parle, dans ces divers cas,
de structures tendues.
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@ (b)

Fig. 1.16 Maquettes pour I’étude des formes (pavillon de I’ Allemagne, Expo 1967, Montréal) :
(a) bulle de savon; (b) tissu.
(Source : IL8 — Netze in Natur und Technik, K. Bach Red., Mit. des IL, Univ. Stuttgart, 1975.)

Fig. 1.17 Projet de silos en enveloppe souple. (Source : F. Otto, Zugbeanspruchte Konstruktionen,
Band 1, Ullstein Verlag, Frankfurt/M - Berlin, 1962.)

€) (b)

Fig. 1.18 Coques de forme pneumatique :
(a) maquette d’'une membrane en caoutchouc sous pression d’air ;
(b) réalisation de coques a base rectangulaire 18 m x 24 m.
(Source : H. Isler, ingénieur ETHZ, Berthoud.)
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Une membrane élastique tendue sur un cadre rigide et soumise a une pression uniforme conduit
également a des formes trés variées selon la géométrie de la base (fig. 1.18a). Gonflée et en vraie gran-
deur, elle peut servir de co rage a une coque en béton (démes; fig. 1.18b). Soumise a une pression
hydrostatique, la membrane peut donner la forme idéale pour un barrage vo(te.

Les membranes, filets ou tissus souples, suspendus entre les appuis, enduits d’une matiére liquide
(platre, polyester, etc.) durcissant une fois la position d’équilibre réalisée, puis retournés (fig. 1.19),
fournissent les meilleures formes possibles pour résister au poids propre par compression membra-
naire (couvertures en béton sous charge de gravité, déterminante pour le dimensionnement).

Fig. 1.19 Modéles de coque appuyée sur quatre points, obtenus d’un tissu trempé dans du polyester,
solidifié et retourné. (Source : H. Isler, ingénieur ETHZ, Berthoud.)

Convaincu de I'e cacité de la méthode des toiles pesantes rigidifiées inversées, dont il est I’ini-
tiateur (1955), I'ingénieur suisse H. Isler I'utilise intensivement et avoisine la perfection technique et
esthétique dans la réalisation des couvertures les plus diverses. Sa démarche expérimentale propre,
prise comme un jeu créatif et propice a de nouvelles idées de conception, lui permet de trouver des
formes de coques inédites et de proportions idéales. La richesse des formes, la légereté et la beauté de
ses coques, témoignent de la valeur de sa démarche (fig. 1.20).

Dans tous ces procédés expérimentaux de recherche de formes, cependant, le relevé topogra-
phique du modeéle, qui doit étre tres précis, est une opération délicate a mener. 1l est possible de s’y
soustraire en simulant les expériences par un calcul sur ordinateur.

De plus, la surface moyenne obtenue échappe a toute représentation analytique et, par suite,
a toute méthode classique de résolution analytique qui pourrait en dépendre. Seules les méthodes
numériques (éléments finis ; chap. 11) ou expérimentales (essais sur modéle) permettent d’étudier les
coques de forme quelconque.
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Fig. 1.20 Coques en béton réalisées par Heinz Isler : (a) coque sur quatre appuis, 35 m < 35 m,
épaisseur 9 a 10 cm (piscine de Brugg, 1981) ; (b) coque sur sept appuis, a base irréguliére
57,5 m % 34,5 m, épaisseur 10 cm (Sicli S.A., Geneve, 1969) ; (c) coque sur cing appuis a

di érents niveaux, 28 m x 42 m (théatre en plein air, Grétzingen bei Stuttgart, 1977) ; (d) coques a
base rectangulaire 18,4 m x 48 m accolées (halle de tennis, Marin-La Théne vers Neuchatel,1983) ;
(e) coque sur cing appuis, exemple de forme non suspendue mais dite coulée (centre horticole,
Florélites Clause, Paris, 1975). (Source : H. Isler, ingénieur ETHZ, Berthoud.)

15
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1.5 Structures plissées

Les structures plissées sont constituées d’un assemblage d’éléments structuraux plans, de type
plague-membrane, réalisant une structure portante stable. La jonction de deux éléments plans forme
une aréte selon laquelle la liaison est presque toujours rigide, pour des raisons techniques évidentes.

La surface moyenne d’une structure plissée est une sorte de surface polyédrique a facettes mul-
tiples. La plus simple est une surface prismatique a facettes rectangulaires, la coque prismatique, tres
courante en pratique ; elle est formée d’une série de panneaux rectangulaires, généralement allongés,
supportés transversalement par des diaphragmes au droit des appuis (fig. 1.21).

arétes

diaphragme
d’extrémité

Fig. 1.21 Coque prismatique ouverte.

La coupe transversale d’une coque prismatique est une section droite a parois minces, ouverte
ou fermée (fig. 1.22); toute structure engendrée par le déplacement d’une telle section le long d’une
droite est ainsi une coque prismatique (toiture, platelage, plancher, pont, poutre, etc.). La présence
d’entretoises intermédiaires, pour garantir la conservation de la forme de la section droite, permet
souvent de calculer les plus allongées de ces coques comme de simples poutres.

b \ 3 353,5 mm N
B |
=l L L

@) (b)

Fig. 1.22 Coupes transversales de coques prismatiques : (a) pont-caisson en béton armé;
(b) platelage en aluminium du pont suspendu de Montmerle, France (source : R. Paubel,
Le pont suspendu de Montmerle, Revue de I’Aluminium, juillet-aoGt 1974).
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De facon plus générale, I'utilisation de panneaux plans a bords non paralléles permet de réali-
ser des structures portantes les plus diverses (couvertures, batiments, murs de souténement, ponts-
caissons biais, culées de ponts, silos, etc. ; fig. 1.23).

(b) ©

Fig. 1.23 Structures plissées : (a) toiture circulaire (esquisse) ; (b) culée de pont (esquisse) ;
(c) église St-Pierre et St-Paul, Droixhe, Liege (vues extérieure et intérieure ; photos F. Frey).

1.6 Autres structures

1l est évidemment possible d’envisager d’autres constructions formées d’éléments structuraux a
parois minces, qui sortent du cadre traité jusqu’ici.

D’autres types de structures plissées, par exemple, sont composés d’éléments a surface moyenne
courbe et reliés par des arétes curvilignes, ou d’un mélange de panneaux courbes et plans. Ce genre
de structures est trés fréquent en pratique (coupoles diverses, ponts courbes, trémies des silos, vannes,
barrages a vo(tes multiples, etc. ; fig. 1.24).

Des structures composées, formées d’un assemblage de coques et de plagues-membranes, sont
également tres répandues ; les structures les plus diverses et les plus complexes résultent des exigences
modernes de la technique (fondation des tours de télévision, batiment des réacteurs nucléaires, plate-
forme pétroliere, carcasse des véhicules sur rail, fuselage des avions, coque des navires; fig. 1.24).
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(stockage) 120 m
~
sable
(ballast)
.

©

Fig. 1.24 Structures a parois minces diverses : (a) projet de marché couvert a Moscou (esquisse) ;
(b) pont-caisson courbe, Barboleusaz, Suisse (discrétisation) ; (c) coupole polygonale réguliére,
Markthalle, Bale, 1929 (source : J. Joedicke, Les Structures en Voiles et Coques, Editions Vincent,
Fréal et Cie, Paris, 1962) ; (d) fondation de la tour de télévision de Stuttgart (source : F. Leonhardt,
Der Stuttgarter Fernsehturm, Beton- und Stahlbetonbau, 51 (1956) 4/5) ;

(e) plate-forme o shore norvégienne condeep (esquisse).
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1.7 Analyse des surfaces

1.7.1 Introduction

Cette section rappelle, brievement, quelques relations importantes de la théorie des surfaces,
exprimées selon les lignes de courbure principale. On consultera les ouvrages spécialisés (voir par
exemple la bibliographie) pour une vue détaillée, des démonstrations complétes et une présentation
rigoureuse.

On choisit la représentation paramétrique vectorielle (§ 1.2.1)
x = x(a, B) (1.10)

pour décrire une surface = dans I'espace. Les paramétres a et 3 sont les coordonnées curvilignes sur
2 ; les lignes a = cste et B = cste sont les lignes de coordonnées sur X.

On adopte les lignes de courbure (principale) comme lignes de coordonnées : elles forment un
réseau orthogonal sur la surface (§ 1.2.2 et 1.2.3).

1.7.2  Vecteurs unités attachés a la surface

Les vecteurs 3 3
X X
= — = 1.11
X,p B (1.11)

sont tangents aux lignes de coordonnées et a la surface. (Par commodité, on utilise occasionnellement
la notation (=) o pour désigner la dérivée.) Les vecteurs unités tangents a et b sont (fig. 1.25)

Xa X’_a b= X’B
X.a A Xp

a=

XB
= 1.12
B ( )

ou A et B sont les longueurs des vecteurs X o et X g (par exemple A% = X o X q).

Fig. 1.25 Surface X et sa base orthonormée (a, b, n).
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Le vecteur unité n normal a la surface est issu du produit vectoriel

1
n=axb=—(XgqgXX 1.13
Ag e X Xp) (1.13)

Les vecteurs unités a, b et n forment un repeére attaché a la surface; ils sont fonctions des para-
metres a et B; leurs dérivées par rapport a ces derniers sont données par les relations matricielles
(sans démonstration)

_10A A o LoB
B o r A oJa
T N 1 - W
aa " B AP B - Ada r
n A n n B n
- 0 0 0 -—— 0
la s
(1.14)

Les matrices liant les vecteurs unités a leurs dérivées sont antisymétriques (propriété générale
pour toute base orthonormeée). Dans ces matrices, rq et rg sont les rayons de courbure principaux
(8 1.2.2) ; ces rayons sont positifs si la normale unité n pointe vers le centre de courbure.

La derniére ligne de chacune des relations (1.14) montre que I’accroissement du vecteur n n’a de
composante que dans la section normale associée, c’est-a-dire que ce vecteur reste dans le plan des
sections normales le long des arcs élémentaires tracés sur les lignes de courbure. Cette propriété n'a
lieu que sur ces lignes (§ 1.2.3) et traduit le théoréme de Rodrigues.

1.7.3 Premiere forme fondamentale

Ladi érentielle
dx = x g da+xp df (1.15)

permet de calculer le carré de la longueur de I’élément de ligne sur la surface

ds? = dx-dx = (X.q"X,q) da? + (X g X ) dB?

Cette relation, écrite sous la forme
I =ds? = A?do? + B2 dp? (1.16)

représente la premiére forme fondamentale de la surface. Cette forme illustre la mesure de la distance
sur X. Les coe cients A et B sont les paramétres de Lamé (longueur de x et X g). Il n’y a pas de
terme en X o-X g vu I'orthogonalité des lignes de coordonnées.

Si I’élément de ligne se situe sur une ligne de coordonnée (a ou B), on a
dsq = Ada dsg = Bdp (1.17)

et les paramétres de Lameé donnent I'accroissement de la longueur d’arc associé a I’accroissement de
la coordonnée. L’élément d’aire sur X est

dA = dsy dsg = AB dadB (1.18)
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1.7.4 Deuxiéme forme fondamentale

L’intersection du plan P d’une section normale avec la surface > est une courbe planex (fig. 1.26).
Au point A de cette courbe d’abscisse curviligne s, on construit le vecteur tangent T et le vecteur
normal N au sens de Frenet (§ 1.7.6). On a N = n ou n est la normale unité & X et, par Frenet,

dx dT N
T=o — = (1.19)

avec 1/p = 1/rn, ou 1/p est la courbure de\ en A et 1/r, la courbure normale.

Fig. 1.26 Plan P de la section normale, avec le rayon de courbure rn de la courbe \.

La dérivée, par rapport a I'abscisse curviligne s de N, du produit scalaire T-N = 0 s’écrit

= = 1.2
(™ ds2 | (1.20)
L’expression
Il = —dx-dn = Ldo? + N dp? (1.21)
est la seconde forme fondamentale de la surface. En I’écrivant 11 = (1/r,) ds?, on observe qu’elle
traduit la forme de la surface via la courbure. Ses paramétres valent
dx on gx on
L=——+— N=—-—— — 1.22
Ja da 0B dp (1.22)
et, avec (1.12) et (1.14), ils deviennent
2 2
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1.7.5 Equations de Codazzi et Gauss

Les parametres A, B, L et N ou, mieux, A, B, rq et rg, intervenant dans les deux formes fon-
damentales d’une surface, ne sont pas indépendants, mais liés par trois equations. Ces équations
peuvent étre considérées comme des conditions de compatibilité géométrique entre ces parametres,
garantissant I’existence et I'unicité de la surface.

Pour les trouver, on examine les identités existant entre les secondes dérivées mixtes des vecteurs
de base. On a d’abord

°n _ 9%n
000p  dpda
d’ou, avec (1.14),
_0 A ,_A0a__0 B , Bob
0B rq ro 0B oa rg rg 0o
puis, encore avec (1.14),
10A 0 A _1aB_aEb

OB OB rfa | rad0 04 Ty

et, comme a et b sont perpendiculaires, on aboutit aux deux équations de Codazzi

Ensuite, considérant les identités
0%a _ d%a 9°%b _ 9°%b
0adB 0dPBda 0adB 0dPBda
et les traitant comme ci-dessus, on trouve une seule égalité nouvelle, I'équation de Gauss
_AB _0 10B 9 10A (1.25)

rafpg _0a A do 0B B 9B

dans laquelle apparait la courbure de Gauss K (1.4).

1.7.6 Formules de Frenet

On peut décrire une courbe dans I'espace semblablement a une surface, par la représentation
vectorielle & un paramétre
X = X(S) (1.26)
ou s est I'abscisse curviligne le long de la courbe.
En tout point A de cette courbe, on construit le repére de Frenet (T, N, B) par les vecteurs unités
dx dT
T=— N=p—
ds P ds
portés par la tangente t, la normale principale N et la binormale b (fig. 1.27). Le rayon de courbure p

est positif car N est toujours dirigé vers le centre de courbure. Les plans construits sur les vecteurs
unités sont le plan osculateur (t, N), le plan normal (N, b) et le plan rectifiant (t, b).

B=TxN (1.27)
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X(s)

Fig. 1.27 Repeére de Frenet.

Les formules de Frenet lient les vecteurs unités a leurs dérivées

0 % 0
T T
di N = -1 o ! N (1.28)
S B T
0 - 0
T

Le rapport 1/71 est la torsion de la courbe et T est le rayon de torsion. Entre les normales principales
et les binormales élevées aux extrémités d’un arc ds de la courbe apparaissent les angles d¢ et d8
(fig. 1.27); la courbure et la torsion sont dés lors données par

_do

1 1
™ == (1.29)

Q.|D_
wn| o

1.7.7 Courbure et torsion géodésiques

Repere de Darboux

Au point A d’une courbe N\ quelconque tracée sur une surface X (fig. 1.28), on construit le repere
de Darboux (t, g, n) ou test porté par la tangente a la courbe, g est normal a t dans le plan tangent T
aZenA, etnestnormal a . Ce repére di ere de celui de Frenet d’un angle w autour de la tangente
commune (t = T). On a donc, w désignant I'angle entre le vecteur g et la normale principale a la
courbe\,

T 1 0 0 t
N = 0 cosw sinw g (1.30)
B 0 —sinw cosw n



24 COQUES

plan normal

s\

Fig. 1.28 Repére de Darboux (t, g, n).
(Les quatre vecteurs g, n, N et B sont situés dans le plan normal.)

Si s désigne la coordonnée curviligne le long de la courbe '\, la dérivée des vecteurs unités du
repére de Darboux est donnée par

1 1
N
g n
¢ ¢ 1 1t
s 9= 1 v g 9 (1.31)
n 19 ] 9 n
—— = 0
rn tg

Dans la matrice antisymétrique de (1.31), 1/rn est la courbure normale (§ 1.2.2), tandis que 1/rg
est la courbure géodésique et 1/t la torsion géodésique.

Sachant que
dT N dt

ds p ds
on obtient, avec (1.30) pour N et (1.31) pour dt/ds,

cos sin W 1 1
n=—g+—n
p p Ig n
d’ou, par identification,
i: sin W i:cosoo (1.32)
n p g p

ou la premiere égalité est le théoreme de Meusnier (8 1.2.5, équation (1.6) avec cos 1 = sin ). Ces
formules montrent que, dans le plan normal (contenant g, n, N et B; fig. 1.29), les trois centres de
courbure (Cg, C,, et C,) sont alignés.

La courbure géodésique s’interpréte comme la courbure de la projection de la ligne\ dans le plan
tangent T.
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n direction
de r

min

Y
A direction

_/ de Tmax

Fig. 1.29 Les trois rayons de Fig. 1.30 Vue dans le plan tangent.
courbure.

Semblablement on peut calculer

i = d_w + 1 (1.33)
ty ds T

et, si y désigne (comme a la figure 1.9) I’'angle entre la direction principale de rmax €t la tangente a la
courbe\ (fig. 1.30), on a
1

1 1 .
— = - siny cos 1.34
tg I'max Imin Y Y ( )

et toutes les courbes de > admettant t comme tangente en A ont, en ce point, la méme torsion
géodésique 1/ty (méme propriété que la courbure normale 1/ry, § 1.2.5).

Cas particulier

Si la courbe quelconque N est une ligne de courbure a ou B, le repére (a, b, n) est (t, g, n) sur a
(81.7.2) et (—g, t,n) sur B. Sachant que

9 _19 o9 _19
dsq A da dsg B op
on obtient, par identification des formules (1.14) et (1.31),
1 1 0A 1 1 0B
— = — = 1.

D’autre part, avec (1.34), puisque y = 0,

1 1
= =0 = =0 (1.36)
tya top
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1.7.8 Lignes remarquables sur une surface

Les lignes de courbure, enveloppes des directions principales de courbure, formant deux familles
orthogonales, ont déja été définies (§ 1.2.3). Sur ces lignes, la torsion géodesique 1/tq est nulle.

Les lignes asymptotiques sont les lignes de courbure normale 1/r nulle (§ 1.2.4). En tout point
d’une telle ligne, le plan osculateur (T, N) est tangent a la surface. Les éventuelles droites d’une
surface sont des lignes asymptotiques. Certaines surfaces n’ont pas de telles lignes.

Les lignes géodesiques sont les lignes de courbure geodésique 1/rg nulle. En tout point d’une telle
ligne, le plan osculateur est normal & la surface et la normale principale coincide avec la normale & la
surface (N = n). Entre deux points d’une surface, I'arc le plus court est celui de géodésique (§ 1.2.4).
Les éventuelles droites d’une surface sont des géodésiques particuliéres.

1.7.9 Application — Surface de révolution

Une surface de révolution est engendrée par la rotation d’une courbe plane, le méridien, autour
d’une droite située dans son plan, I'axe de révolution (axe Z, fig. 1.31; § 1.4.1). Chaque point du
méridien décrit un cercle, le paralléle.

méridien

paralléle

Fig. 1.31 Geéométrie d’une surface de révolution.

On repére un point A par deux coordonnées, I'angle 6 situant le plan méridien par rapport a
I'axe X (ou au plan de X et Z) et I'angle ¢ donnant I'inclinaison de la tangente au méridien sur
I’horizontale.
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Méridiens et paralléles sont les lignes de courbure. On prend la coordonnée a = ¢ sur les mé-
ridiens et la coordonnée B = 0 sur les paralléles. Les rayons de courbure principaux sont rg et rg
(centres de courbure Cq et, sur I'axe de révolution, Cg). Le rayon r du paralléle est aussi son rayon
de courbure (centre C).

On a (abscisse curviligne)
dsy = re do dsg = rd@ (1.37)

et les paramétres de Lamé valent, avec (1.17),

A=r, B=r (1.38)

Le théoréme de Meusnier donne (évident sur la figure)

r=rgsind (1.39)
Les équations de Codazzi (1.24)
o A _10A 0 B _108B
0 ry re 08 0d re  rey 00

fournissent, pour la premiere, une identité (0A/06 = 0) et, pour la seconde (¢ seule variable indé-
pendante),

3—; =Tr¢yCcos¢ (1.40)

ce qui se controdle aisément géométriquement (fig. 1.32).

Enfin, avec (1.40), on vérifie que I’équation de Gauss (1.25) est satisfaite.

()

C, \Z
|
|
|

“ r

Fig. 1.32 Géométrie de la relation (1.40) : dr = ds¢ cos ¢ = r¢ dé cos ¢.
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Les courbures de Frenet, normales et géodésiques, valent

- pour le méridien

Pp Tro dse e Py To Fgo
- pour le paralléle (cf. fig. 1.29)
1 1 1 1 i 1
Pe r I'e 1) r lge r

Les torsions sont nulles (lignes de courbure planes). Avec 1/rqe, = 0, le méridien est une géodé-
sique.



2 Théorie des coques minces

2.1 Introduction

Ce chapitre a pour but d’expliquer de quelle maniére on peut établir les équations nécessaires a
la résolution du probléme de coque. On se limite a la théorie la plus simple, due a Love. Les équa-
tions sont exprimées en utilisant les lignes de courbure comme lignes de coordonnées. Certaines ne
sont pas démontrées en détail, bien que les informations données permettent de le faire sans di -
culté majeure ; de plus, on trouvera, dans les ouvrages cités en bibliographie, tous les renseignements
souhaitables.

Il semble en e et préférable, lors de I'établissement de ces équations, de souligner les aspects
structuraux, profitables a I'ingénieur, plutdt que de s’attarder sur des démonstrations mathématiques
certainement utiles, mais quelque peu fastidieuses. En conséquence, dans les chapitres qui traitent de
sujets particuliers (grandes classes de coques ; chap. 4 a 8), les équations sont, en général, a nouveau
établies de facon compléte et détaillée, ce qui permet de mettre en évidence les propriétés du cas
étudié. Elles ne sont donc pas simplement déduites des équations générales de ce chapitre. Une telle
déduction, en e et, tend a masquer les caractéristiques physiques du probleme ; elle est proposée a
titre d’exercice, un exercice trivial par ailleurs.

2.2 Théorie de Love

Dans le domaine des coques, la premiére théorie recevable a été formulée par Love en 1888. Elle
est construite sur le méme modele que la théorie des plaques de Kirchho , a savoir exprimer les
équations en se référant a la surface moyenne tout en tirant parti, a I'aide d’hypothéses raisonnables,
de la minceur de la structure.

La courbure de la coque pose toutefois des probléemes nouveaux et délicats, par rapport au cas de
la plaque. Suite a de nombreuses recherches et controverses, la validité de la théorie simple de Love
n’a finalement été confirmée que beaucoup plus tard par Koiter (1960).
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On verra ci-apres que la théorie de Love n’est, en réalité, qu’approximative. Elle néglige des termes
dont I'ordre de grandeur peut étre considéré comme petit. 1l s’ensuit que certaines équations ne
sont qu’imparfaitement satisfaites. Tant qu’il y a cohérence dans I'ordre de grandeur des termes
negliges, la théorie est acceptable. C’est le cas de la théorie de Love, souvent appelée, pour cette
raison, premiere approximation cohérente de la théorie des coques.

Le degré de précision de la théorie de Love est de quelques pour cent pour quasiment tous les cas
de coque. (Font exception quelques formes particuliéres, a caractére plus académique que pratique,
ou la précision peut étre moindre, de I'ordre de 5 & 10 %.) Pour I'ingénieur, la théorie de Love est
donc entiérement satisfaisante.

2.3 Elément de coque

Sur la surface moyenne de la coque, on choisit les lignes de courbure comme lignes de coordon-
nees a et B, vu leurs propriétés remarquables (§ 1.2.3). On appelle z la coordonnée mesureée selon la
normale n a la surface moyenne (—t/2 < z < t/2).

Dans la coque d’épaisseur t, on découpe un élément par deux paires de sections droites infiniment
voisines, contenues dans les sections normales associées aux lignes de courbure (fig. 2.1).

Au niveau z = 0 de la surface moyenne, les longueurs des cétés curvilignes de I’élément sont dsq
et dsg ; les courbures principales 1/rmax et 1/rmin sont désignées par 1/rq et 1/rg. Au niveau z, une
surface paralléle & la surface moyenne coupe les faces de I’élément selon des arcs de longueur ds, et
dsg. Par similitude des secteurs circulaires situés dans les plans (rq, dsq) et (rg, dsg), on a

z z
dSa = 1- a dSa dSB = 1- E dSB (21)

surface moyenne

Fig. 2.1 Elément de coque dans les lignes de courbure (vue arriere).
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2.4 Hypothéses

2.4.1 Hypotheses de linéarisation

On se place dans le cadre usuel de I’analyse linéaire des structures, acceptant
- I’hypothése de linéarisation géométrique, et
- I’hypothése de linéarisation matérielle.

La premiéere admet que déplacements et déformations restent petits, en sorte que les équations
cinématiques soient linéaires (TGC vol. 1, § 4.2.2 et vol. 3, § 3.4.1). Pratiquement, les dilatations et,
surtout, les rotations doivent rester petites. On sait que cette hypothése ne peut étre maintenue si I'on
étudie les phénomeénes d’instabilité.

La seconde admet que le matériau obéit a la loi de Hooke (TGC vol. 2, § 2.7.2 et vol. 3, § 4.1.2).
Ici, par simplicité, on fait I’hypothése complémentaire suivante :

- la coque est constituée d’un seul matériau isotrope homogéne.

2.4.2 Hypothéses des structures minces

Love a généralisé aux coques les hypothéses classiques propres aux poutres de Bernoulli et aux
plaques de Kirchho . Elles peuvent s’exprimer de la maniére suivante :

- les normales a la surface moyenne de la coque non déformée restent des normales a la surface
moyenne de la coque déformée et elles ne changent pas de longueur ;

- la contrainte normale transversale est négligeable.

La premiere hypothése est purement cinématique et s’appelle parfois loi de conservation des nor-
males. 1l en résulte d’abord que les glissements sont nuls dans tous les plans normaux a la surface
moyenne

Yaz =0 Yz =0 (2.2)

et ensuite que la dilatation perpendiculaire a la surface moyenne est nulle

£, =0 (2.3)

La seconde hypothése, statique, permet d’ignorer les e ets qui se manifestent a travers I'épaisseur
et s’écrit
0,=0 (2.4)

Remargues

La premiéere hypothése est utilisée pour construire les équations cinématiques, non les équations
statiques. En statique, les e orts tranchants associés aux glissements (2.2) sont nécessaires pour
exprimer I’équilibre. Par conséquent, on doit comprendre que, pour formuler la cinématique, les
déformations Yq, Yp- €t €, peuvent étre négligées.

Les hypotheéses ci-dessus sont d’autant mieux satisfaites que la minceur de la coque est e ective;
elles réduisent I’état de contrainte dans la coque a un état de contrainte plan, parallélement au plan
tangent a la surface moyenne.
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Dans le cadre des hypothéses avancées dans ce chapitre, on peut montrer que la composante o,
a un ordre de grandeur négligeable. De méme, admettre €, = 0 crée une erreur comparable, donc
négligeable, tout en simplifiant I’expression de la cinématique.

2.4.3 Hypotheése de faible épaisseur

On fait encore I’hypothése suivante :

- I'épaisseur t de la coque est petite vis-a-vis du rayon de courbure minimal rmi, de la surface

moyenne, soit
t

I'min

1 (2.9)

Cette hypothése est essentielle en théorie de Love, car elle conduit & une simplification formidable
des équations et fixe I’ordre de grandeur des termes négligeables, soit O(t/rmin). Il en résulte, dans
(2.1),

z z
— 1 — 1 2.
d’ou
dsy, = dsq dsg = dsp 2.7)

ce qui signifie que les faces de I’élément de coque peuvent étre admises rectangulaires (fig. 2.1).

En liaison avec (2.3), on déduit aussi qu’on peut faire agir toutes les charges au niveau de la surface
moyenne.

En pratique, pour que la théorie qui suit soit valable, il est nécessaire de respecter, en tout point
d’une coque, I'ordre de grandeur

< — (2.8)

Remarque

La théorie de Love, construite sur les hypothéses précédentes, implique donc des erreurs d’ordre
O(t/rmin)- Toute simplification portant sur des termes dont I'ordre de grandeur est inférieur ou égal
a O(t/rmin) est donc justifiée, alors qu’il serait vain de penser améliorer la théorie en tenant compte
de tels termes, leur influence étant d’emblée masquée par les erreurs inhérentes aux hypothéses de
base.

2.5 Autres théories

Diverses théories ont été proposées, afin d’éviter les incorrections de la théorie simplifiée de Love.
Certaines sont des améliorations, restant au niveau d’une premiére approximation cohérente. D’autres
sont des théories plus précises, dites d’ordre supérieur, abandonnant tout ou partie des hypothéses
précédentes. Ces theories ne présentent que peu d’intérét pratique.

Plus utiles sont les théories abandonnant I’hypothése de conservation des normales. Elles s’adres-
sent aux coques dites d’épaisseur modérée, dans lesquelles on souhaite tenir compte de la déformation
par e ort tranchant. Ces théories peuvent étre développées en suivant les mémes lignes que celles
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utilisées dans ce chapitre pour établir la théorie de Love. Sortant du cadre de cet ouvrage, on en
trouvera I’exposé dans les textes cités dans la bibliographie.

2.6 Cinématique

2.6.1 Déplacements

Sur une normale n & la surface moyenne X d’une coque, on considére le point A, pied de n sur
2, et le point B, point de la coque situé a la distance z de A (—t/2 < z < t/2). On construit en A
le repére (a, b, n) attaché a =. En configuration déformée,n, >~ , A, B et (a,b,n) sont les images
correspondantes, avec A B = z par (2.3) (fig. 2.2).

On appelle u, v, w les composantes du vecteur déplacement u du point A de la surface moyenne
2 ; la composante w est souvent qualifiée de déplacement transversal ou normal. L’équation paramé-
trique de la surface moyenne déformée = est

X =X+u=x+ua+vb+wn (2.9)

et permet de déterminer I'image (a ,b ,n) du repére (a, b, n). On calcule d’abord, comme au para-
graphe 1.7.2, les dérivées de x par rapport a a et 3, ce qui, avec (1.12) et (1.14), fournit

Xg=A (1+eg)a+eqpb+0un Xpg =B ggaa+ (1 +¢ep)b+0gn (2.10)
avec, A et B étant les paramétres de Lameé de X,

e —Lou v oA _w g, U 0B _1ov_w (2.11)

“TAdd AB OB rq PT"ABoa BB rp '

u A 1 ov 1 du v 0B

—__uoa_ Llov =-2-_ Y %" 2.12
EB = "AB 38 A da 8~ B 38 AB oa (2.12)
(2.13)

(O)e;

Fig. 2.2 Déplacement.
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Dans les calculs qui suivent, il faut appliquer I’hypothése de linéarisation géométrique pour que
les expressions restent linéaires en les composantes des déplacements ou leurs gradients. Les para-
metres de Lamé de X , longueurs de x et x 5 (2.10), valent

A =A(l+eq) B =B(l+¢p) (2.14)

et permettent de calculer les vecteurs unitésa = x /A etb = X /B ,puisn =a xb.On obtient,
en negligeant € et g devant 1,

a 1 80([3 ea a
b = &€pa 1 SB b (2.15)
n 8y —Bg 1 N

Les vecteursa etb sont dirigés selon les images dans = des lignes de courbure de >. Ces images
ne sont pas les lignes de courbure de la surface déformée X et, par suite, a et b ne sont pas perpen-
diculaires.

En e ectuant les produits scalaires de n avec a et b, on obtient
n-b=-06g n-a=—0q (2.16)

ce qui permet d’interpréter 8 et 8, comme les composantes de la rotation de la normale n autour de
a et b (fig. 2.3). On remarque, dans (2.13), que ces rotations ne sont pas liées qu’aux seules dérivées
du déplacement transversal w.

@) (b)

Fig. 2.3 Rotations : (a) composante 6g (n -b = cos¢ = sin(Ww/2 — ¢) =2 — ¢ = —0g
8 = ¢ —/2); (b) composante 8.

Le déplacement ug du point B (fig. 2.2) est donné par

ug =u+z(h —n) (2.17)

Avec n tiré de (2.15), on met (2.17) sous la forme

ug = uga+vgb +wgn = ua+vb +wn—z(84a+ 6gb)
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qui fait apparaitre les composantes du champ des déplacements
Ug = U—z0q
vg =V —1z0p (2.18)

Wg = W

Ces relations donnent le déplacement d’un point quelconque B de la coque en fonction des gran-
deurs propres au point correspondant A de la surface moyenne : déplacement de A, rotation de
la normale en A et cote constante z. Elles montrent que, parallélement a la surface moyenne, les
déplacements varient linéairement a travers I’épaisseur de la coque, ce qui exprime, en fait, la loi de
conservation des normales.

2.6.2 Déformations et équations cinématiques

L’image (a,b,n) du repere (a, b, n) contient la mesure de la déformation ; cette derniere doit
donc figurer dans les coe cients des relations (2.10) a (2.15). Parmi eux, 84 et 8g ont déja éte inter-
prétés.

On calcule les dilatations et le glissement usuels, associés a I'état plan de contrainte (§ 2.4.2), au
point A, c’est-a-dire au niveau de la surface moyenne d’une part, puis au point B, dans une surface
paralléle a la surface moyenne, a la cote z, d’autre part. Le premier cas fournit les déformations
membranaires, tandis que le second fait apparaitre, en plus, les variations de courbure.

Déformations membranaires
Sur la premiére ligne de coordonnée de la surface moyenne, les longueurs d’arc en configuration

initiale, puis déformeée, valent, avec (1.17) et (2.14),

dsq = Ada dsy = A da = A(1 + g¢) da

Avec ces relations, la dilatation a pour valeur

dsy — dsq

d5e = €q (2.19)

donnée par la premiere des équations (2.11). Le long de l'autre ligne de coordonnée, on trouve,
semblablement, la dilatation €g selon la deuxieme équation (2.11).

Pour le glissement, on évalue la variation de I'angle droit qui se manifeste entre les vecteurs a et
b (fig. 2.4); avec (2.15) et en linéarisant

a-b =gpg+eEq =cCoSYP =sin T2—‘—L|J :g—w:y

et le glissement est donné par la somme des deux relations de (2.12), qui peut s’écrire

A +BO Vv (2.20)

u
= -+ = — — —
Y=t T 8T 558 A TAdd B
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b’
Eﬂa ¢

L/2 a
Fig. 2.4 Glissement (a -b = gqg = c0s Yy = SiN(TW/2 — Yp) = W2 — ).

Variations de courbure

En tenant compte de I’hypothése de faible épaisseur (2.5) ou (2.6), on trouve que les expres-
sions des dilatations et du glissement, au point B d’une surface paralléle distante de z de la surface
moyenne, sont de structure identique aux précédentes. On a par exemple

e —10us Vs 0A wg
°® T A da  AB OB rq

En introduisant (2.18), on trouve aisément les équations suivantes, qui montrent que les défor-
mations varient linéairement a travers I’épaisseur de la coque,

SGB = 80 - ZCC(
E€ps = € — ZCp (2.21)
Ye =Y —2C

Dans ces relations, cq , Cg €t ¢ sont les variations de courbure cinématique ; elles valent

_108q 6 0A _ 8 0B | 1 06p
%= A %a " AB 3B *=AB 9a "B 0B (2.22)
Ad 0 Bad 8
C:CGB-'-CBCX:E% Ka +K% EB (223)
avec
cn=_DOa 0A 100 o, = + 0% _ 63 0B (2.24)
T "AB 9B A da fa™ B 9B AB aa '

Les variations de courbure flexionnelles ¢y et cg et la variation de courbure torsionnelle ¢
permettent d’exprimer les déformations en un point quelconque de la coque en se référant aux
déplacements de la surface moyenne. On peut montrer qu’une variation de courbure correspond
e ectivement au changement que subit cette courbure, de la configuration initiale a celle déformée;

par exemple, on a

=~ -1t (2.25)

g Ta
et la variation de courbure est positive si la courbure augmente (ry < rq).
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La figure 2.5 montre schématiquement comment une variation de courbure selon a intervient
dans le calcul de la dilatation e45 (2.21). En admettant une fibre de longueur unité sur la surface

moyenne, on a, a la cote z, comme pour (2.1),
s=1- 2= s=1- 2
o Mo
La dilatation (2.19) € = (s — s)/s donne
(L—=z/ry)— (1 —2z/vrq) _  2/rg—2/1q
1—2z/rqg T 1—1z/rg

et, avec I’hypothese de faible épaisseur (2.6),

position initiale

Fig. 2.5 Dilatation suite a la variation de courbure cinématique Cq.

Equations cinématiques
En conclusion, au niveau de la surface moyenne, la cinématique fait apparaitre neuf inconnues,
trois composantes u, v, w du déplacement et six composantes £q, €g, Y, Ca, Cg, C de la déformation
(déformations de structure), qui sont liées aux trois composantes du déplacement par les six équations

cinématiques ou relations déformations-déplacements
_1du v 0A w u doB 1dv w

= A3a AB OB I« %" ABOoa BB rp
_A0 u BO v
Bop A Ada B
ol B 0A 8. 0B 108 (220
“TAda  AB B P~ AB 9o B 0B
c=A0 8 BO &
Bop A Ada B
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Dans ces équations interviennent les composantes 84 et 8z (2.13) de la rotation de la normale
u 1 ow \ 1 ow
eO(:_+__ = —+ = —
r« A Jda rr B dp
Autre forme des équations cinématiques
Dans les équations (2.26) apparaissent les courbures géodésiques (1.35) des lignes de courbure
1 1 0A 1 1 0B
lga AB 0B rg  AB da
Utilisant ces courbures, ainsi que I'abscisse curviligne (§ 1.7.7), on peut écrire la cinématique sous
la forme

_ du v w _u ov w
“TO% T Ta P 0% T
ep= L+ g UV
rga  0Sq dsp  Igp (2.27)
yoepripas D+t oyr 2L
0Sg  lga 0Sa  Igp
oz ®a_ B B 06
0Sa  Iga rgg 0sg
o , 06 06, 6
CO‘B:rg_u“Lﬁ CB“:E_& (2.28)
c:CO(B"'CBO(: i+i ea"’ i_i 913
0Sg  lga 0Sq  Igp

2.7 Statique

2.7.1 Contraintes et e orts intérieurs

Afin d’aboutir a une théorie bidimensionnelle, il faut intégrer les distributions des contraintes a
travers I’épaisseur pour les remplacer par leurs résultantes équivalentes que sont les e orts intérieurs.

Fig. 2.6 Contraintes (0q, O, Tag = Tpa : COMposantes de I’état plan de contrainte).
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(@) (b)

Fig. 2.7 E orts intérieurs : (a) membranaires ; (b) flexionnels.

La figure 2.6 montre la convention de signe pour les contraintes : sur la face positive d’une section
droite, du coté des z positifs, les contraintes sont positives lorsqu’elles agissent dans le sens des axes.

Le sens positif des e orts intérieurs est déduit de celui des contraintes (un e ort intérieur positif
produit des contraintes positives sur les faces positives dans la zone z positive). Les e orts intérieurs
sont subdivisés en e orts membranaires et e orts flexionnels. lls sont définis par unité de longueur
d’arc sur la surface moyenne (fig. 2.7 ; sect. 1.3).

Le domaine d’intégration est rectangulaire, de largeur constante unité (en vertu de I’hypotheése de
faible épaisseur ; § 2.4.3) et de hauteur t (épaisseur de la coque). On définit :

- lese orts normaux ([N/m] par exemple)

t/2 t/2
Ng = Oq dz Np = op dz (2.29)
—t/2 —t/2

les e orts tangentiels ((N/m] par exemple)

t/2 t/2
—t/2 —t/2

les moments de flexion ((Nm/m] = [N] par exemple)

/2 /2
Mq = 0qzdz Mg = opzdz (2.31)
—t/2 —t/2

les moments de torsion ([Nm/m] = [N] par exemple)

t/2 t/2
Mg = Tapz dz Mga = TRaz dz (2.32)
—t/2 —t/2

les e orts tranchants ([N/m] par exemple)

t/2 t/2
Va = Tc(z dZ VB = TBZ dZ (2.33)
—t/2 —t/2
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En vertu du principe de réciprocité des contraintes tangentielles, on a

Nap = Npa (2.34)
Mapg = Mga (2.35)

de sorte qu’il y a huit e orts intérieurs inconnus.

A partir des e orts intérieurs, on peut calculer la distribution des contraintes par les formules
classiques (section rectangulaire de largeur 1 et hauteur t)

Na+12Ma :&+12M|3

Ogq = T o z op T o z (2.36)
N 12M
Top = Tpa = TGB + 5 ab 2 (2.37)
_ 3Vq 4 5 _ 3V 4 ,

Vu I’hypothese de linéarisation matérielle, les contraintes oq, Op et Tqp Vvarient linéairement,
comme les déformations (2.21), et sont les plus grandes en z = +t/2. On admet que les contraintes
tangentielles d’e ort tranchant 14, et 13, varient paraboliqguement, sont maximales sur la surface
moyenne (z = 0) et nulles en z = £t/2 (fig. 2.8).

Z% TaB = Tha = (12Maﬁ/t3)z

Taf = Tpa = Nag /t Tazmax — (3/2) (Va /t) T3z max — (3/2) (V,}/t)

(@) (b)

Fig. 2.8 Diagrammes des contraintes : (a) membranaires ; (b) flexionnelles.

Il N’y a pas contradiction entre la présence des e orts tranchants Vg et Vg et I'hypothese de
conservation des normales, comme déja dit (§ 2.4.2). A I'instar des poutres de Bernoulli et des plagues
de Kirchho , ces e orts tranchants sont nécessaires pour satisfaire aux conditions d’équilibre et
peuvent se déduire apres coup des autres e orts intérieurs par les équations d’équilibre (c’est-a-dire
sans qu’il faille a priori définir le diagramme des contraintes tangentielles gqu’ils produisent).
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Remarques

A l'opposé des autres contraintes, qui découlent des déformations via la loi constitutive, les
contraintes Ty, et Tpz, associées a des déformations supposées nulles, sont calculées directement a
partir des e orts intérieurs Vg et Vg ; leur diagramme est admis identique a celui obtenu pour les
poutres prismatiques a section droite rectangulaire (TGC vol. 2, §9.8.2).

Lorsqu’on ne fait pas I’hypothése de faible épaisseur, le domaine d’intégration des équations
(2.29) a (2.33) est légérement trapézoidal, sa largeur variant selon (2.1) (avec dsq = dsg = 1). On
trouve alors, a la place de (2.30) et (2.32),

t/2 . /2 7
—t/2 g —t/2 ra
/2 7 /2 .
Mgp = Tepz 1—— dz Mga = Tgaz 1—— dz (2.40)
—t/2 rs —t/2 o

On n’a plus, sauf cas particulier (sphére par exemple), les égalités (2.34) et (2.35), et il y a alors
dix e orts intérieurs inconnus. Tenir compte de (2.1) complique énormément la formulation, sans
apporter un gain de précision appréciable.

2.7.2 Equations d’équilibre

Pour exprimer I’équilibre, le plus e cace est de procéder vectoriellement. Dans ce but, on repré-
sente les divers vecteurs forces et moments qui s’exercent sur un élément isolé de la surface moyenne,
de cOtés dsq et dsp (fig. 2.9). On désigne par pq, pg €t p, les composantes de la force de surface p
provenant des diverses charges ou actions sollicitant la coque. On se limite & I’équilibre statique. On a

FB = (NBua+ NBb + VBn) dSa CB = (—MBa + MBab) dSq (2-41)
P = paa +pgh +pzn

oF,
F,+— da

aC S
C, + - < da LY

«

Fig. 2.9 Forces et moments sur I'élément de coque.
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Equilibre de translation

L’équilibre en translation  F = 0 s’écrit

oF oFg
—Fa+ Fa+a—o‘:‘da —Fp + FB+—BdB +pdA=0

En utilisant (1.17), (1.18) et, pour les dérivées, (1.14), on transforme I’équation ci-dessus en une
équation de la forme Hqa + Hgb + H,n = 0 qui fournit trois équations d’equilibre en composantes
Ha =0, Hg =0etH, =0, a savoir

6 (BN y+ 2 aB 0A AB
N~ o

B (ANga) = 5= Np + B Nop = —— Vo + ABpq =0 (2.42)
a
aB A AB
(BNGB) + 55 GB (ANg) + 3o VBa T kT Ng — ™ Vg +ABpg =0 (2.43)
d AB AB
P (BVq) + =— aB (AVg) + — Ng + H Ng + ABp, =0 (2.44)
G

Equilibre de rotation
On exprime avantageusement I’équilibre en rotation M = 0 en se plagant au centre de I’élément
de coque. A la contribution des moments eux-mémes

accx

~Co+ Coq+—da —Cp+ cB+aCB

ap P
s’ajoute celle des forces (couples de bras de levier dsq et dsp)
(a = Fqg)dsq + (b < Fg)dsg

ou I'on néglige les termes d’ordre supérieur (ordre 3 et plus). La charge p ne produit pas de moment.

En procédant comme précédemment, on aboutit a une équation de la forme Gqa+Ggh+G,n = 0
qui conduit aux trois équations

B A
(BMGB) + B (AMp) + a 3 Mea — Z—B Mo —ABVg =0 (2.45)
aB oA
(BMG) + — (AMpg) — 3g M8+ 55 Map — ABVo =0 (2.46)
aB op
1 1
Nag — Nga — — Mag + — Mpa =0 (2.47)
ra rB

Remarque

Lorsque, dans I'élément de surface moyenne (fig. 2.9), on se deplace de da, la longueur du c6té dsg
change. Il en est de méme pour dsq. Ces changements apparaissent, dans les équations d’équilibre, au
niveau des coe cients de Lamé : ces derniers restent prisonniers des dérivées, car (1.17) dsq = Ada
etdsg = Bdp, avec A= A(a,B) et B = B(a, ).
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Sixieme équation d’équilibre et bilan

L’équation d’équilibre de rotation autour de la normale a la coque (2.47) a causé bien des tracas
a la théorie de Love. En e et, en tenant compte de (2.34) et (2.35), force est de constater que cette
équation n’est, sauf exception, pas satisfaite... L’équilibre ne pouvant étre remis en question, le
probléme se situe au niveau de I’hypothése de faible épaisseur (§ 2.4.3), qui est a I'origine des égalités
(2.34) et (2.35).

Si on ne fait pas cette hypothese et si I'on adopte (2.39) pour les e orts tangentiels Ngg et Nga,
et (2.40) pour les moments de torsion Mqg et Mgq, I’équation (2.47) est identiquement satisfaite.

En conclusion, on doit admettre que (2.47) correspond a une identité et il n’y a que cing équations
d’équilibre (2.42) & (2.46), trois de translation et deux de rotation, liant les huit e orts intérieurs (2.29)
a (2.35) et les charges.

L’équation (2.47) est connue sous le nom de sixiéme équation d’équilibre.

Autre forme des équations d’équilibre

En dérivant dans les parenthéses de chacune des cing équations d’équilibre, puis en divisant par
AB, on fait apparaitre la courbure géodésique (1.35) des lignes de courbure

1 1 0A 1 1 0B

Utilisant ces courbures, ainsi que I'abscisse curviligne (§ 1.7.7), on peut écrire les équations d’équilibre
sous la forme

aNa+aNBa+NG—NB_NaB+NBG_V_a

+pg=0

dsa  0sp rop Fga ra e
aNaB +aN[3 + Na — Np + Na[3+NBO(_V_[3+p =0
0Sq osp lga rgp rg B
ava+%+&+&+v_a_v_ﬁ+pzzo (2.48)
0Sq  Osp ra rg rgg  lga
oM oM Mg —M Mgz + M

ap B 4 Ma B 4 MaB BG—V[;:O
6Mq + 6MBG + MC(_MB _ MqB"’MBa —Va:O
asa 65[3 rg[} rgcx

avec, toujours, Ngg = Npg et Mgp = Mpq .
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2.8 Lol constitutive

Pour un matériau élastique lineaire isotrope en état plan de contrainte (sect. 2.4), la loi de Hooke

s'écrit (TGC vol. 3,§5.6.1)
_E
Oaa = 1—v2 (Eaa + VsBB)

E
o = 1—v2 (EBB + VEO(G) (2.49)

E
Tap = myas = GYap

ou E est le module d’élasticité, v le coe cient de Poisson et G le module de glissement. Avec (2.21),
ona
€aa (E €ag) = €a — ZCq

B (= SBB) =€ — ZCg (2.50)
Yap (F¥s) =Y —2¢

Pour exprimer la loi de Hooke au niveau de la surface moyenne, on introduit (2.49) et (2.50) dans
les expressions (2.29) a (2.32) des e orts intérieurs et on intégre. On obtient la loi constitutive liant les
e orts intérieurs aux déformations de coque

No = C(gq + VER) Ma = D(Ya + Vi)
Np = C(gp + VEq) Mg = D(Up + VUa) (2.51)
1—v 1—v t3

avec

- la raideur extensionnelle C et la raideur flexionnelle D

Et Et3
T 1—y2 D=1 (1—v?) (2:52)
- les variations de courbure statique g, Yp et X
Yo = —Ca Wp = —Cg X=-c (2.53)

La loi (2.51) donne six équations liant six e orts intérieurs a six déformations. On observe, au
niveau constitutif, que les e ets membranaires et flexionnels sont découplés.

Les variations de courbure statique Y, Yg et X sont de signe opposé aux variations de courbure
cinématique cq, Cg et ¢, pour qu’un moment positif s’associe a des contraintes positives dans la
loi constitutive. Par exemple, pour que My soit positif, il faut que son action diminue la courbure
(rq > ra), afin de tendre les fibres z* (fig. 2.10a). La variation positive de courbure cinématique est
dictée par les déplacements et est opposée a la précédente (fig. 2.10b).
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@) (b)

Fig. 2.10 Variation positive : (a) de la courbure statique ; (b) de la courbure cinématique.

2.9 Bilan des inconnues et équations

Grace aux hypothéses choisies, I’étude d’une coque a été ramenée au niveau de sa surface moyen-
ne. Les développements précédents font apparaitre dix-sept inconnues

- trois déplacements (u, v, w),

- six déformations (£q, £g, Y, Ca OU Yq, Cg OU Yg, C OU X),

- huite ortsintérieurs (Ng, Ng, Nog, Mo, Mg, Mgg, Va, V),
reliées entre elles par dix-sept équations

- six equations cinématiques (2.26),

- cing équations statiques (2.42) a (2.46),

- six équations constitutives (2.51),

dont I'ensemble forme un systéme di érentiel d’ordre 8. Il est aisé d’éliminer les déformations et
les e orts intérieurs pour constater qu’il subsiste un systéme de trois équations di érentielles aux
dérivees partielles couplées, d’ordre 2 pour u et v, et d’ordre 4 pour w (formulation en déplacements).
Les conditions aux limites, quatre en chaque point du bord, sont examinées a la section 2.10.

Les équations ont été établies dans des axes particuliers, les lignes de courbure de la surface
moyenne. Plus généralement, on peut les formuler en coordonnées curvilignes quelconques, gréace
au calcul tensoriel. L’appareil mathématique est alors fort complexe, mais doit étre utilisé si I'on
désire discuter la théorie rigoureusement. Cette démarche, qui présente peu d’intérét pratique pour
I'ingénieur, sort du cadre du présent ouvrage.

Il existe heureusement beaucoup de cas ou la théorie générale peut étre simplifiée tout en conser-
vant un degré de précision tout a fait satisfaisant. L'un des buts de cet ouvrage est de présenter
quelques cas de ce genre, utiles et fréquents en pratique. 1Is permettent d’acquérir une connaissance
tant physique que théorique du comportement des coques, indispensable au concepteur et occultée
par la théorie générale précédente. C’est pourquoi, pour la plupart de ces cas, les équations sont
établies a nouveau, complétement et indépendamment des équations générales.
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2.10 Conditions aux limites

2.10.1 E orts de bord équivalents

Dans les coques de Love existe la méme particularité que dans les plaques de Kirchho : le mo-
ment de torsion au bord doit étre remplacé par un e et statique équivalent. Cet e et touche deux
e orts intérieurs qu’on appelle e orts de bord équivalents.

Admettons que le bord se situe le long d’une ligne de courbure B (a = cste). La figure 2.11
montre ce bord, vu depuis a, ou les moments de torsion sont remplacés par des couples équivalents.
Au point A, les deux forces équivalentes ont une action selon b sur Ngg et selon nsur Vq. Lese orts
équivalents de bord sont donc

i 6Mq|3
B 0B

M
NCXB = NC‘B - r::B ch = VC( + (254)

Enfin, dans un angle, il peut aussi exister une réaction concentrée, comme dans les plaques. A
I’angle des lignes de coordonnées a et 3, elle vaut £(Mqg + Mgq).

Fig. 2.11 Contributions du moment de torsion Mqp & I'e ort tangentiel Nog et a l’e ort tranchant Vg
sur un bord a = cste; les couples équivalents ont BA et AC comme bras de levier (BA = dsg = B dp).

2.10.2 Conditions sur les bords

En chaque point d’un bord, par exemple a = cste, on peut exprimer quatre conditions aux limites.
Elles portent sur

- lese ortsintérieurs
ar Ma (2.55)

- les déplacements
u, v, w, 64 (2.56)
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E orts et déplacements sont associés et, dans un tandem, seule I'une des grandeurs peut étre
imposée. Classiquement, la grandeur est imposée nulle (par exemple u = 0), mais on peut aussi
imposer des déplacements d’appui ou des e orts de bord non nuls (par exemple N = Ng, W = W,
etc.).

Les conditions aux limites usuelles portent sur les grandeurs suivantes :

- bord libre
NC( ’ NGB ’ ch ’ MG

- rouleau (sur un plan normal & a)

u, v, V Mg ou U, Ngg, Vg, Mqa

o

selon la condition imposée dans la direction 3 ;
- articulation

- encastrement
u, v, w, B8q

Les conditions aux limites jouent, en théorie des coques, un rdle primordial. Elles sont associées
aux equations genérales des coques, et cet ensemble forme un probleme aux limites di  cile a résoudre.
Certaines solutions peuvent toutefois étre obtenues pour des conditions aux limites particulieres. 11
y a alors souvent contradiction entre les conditions aux limites propres aux solutions analytiques et
celles pratiqguement réalisables sur I’ouvrage construit. On sera souvent confronté a ce probléme par
la suite.






3 Théories particulieres

3.1 Introduction

Les équations générales de la théorie flexionnelle des coques de forme quelcongue ont éte établies
au chapitre 2 dans les coordonnées curvilignes orthogonales des lignes de courbure. 1l peut étre in-
téressant d’exprimer ces équations di éremment, afin de s’adapter a certaines formes géométriques
particulieres de coques. D’un autre coté, les ingénieurs ont aussi cherché a simplifier les équations
pour pouvoir les résoudre et obtenir d’utiles renseignements sur la réponse des coques, méme si par-
fois ces simplifications ne constituent plus qu’une approximation de la réalité.

Dans le cadre de cet ouvrage, on se limite aux seules notions qui présentent quelque intérét. Parmi
les théories qui suivent, certaines ne sont pas exprimées dans les lignes de courbure et les équations
ne peuvent pas étre simplement déduites de celles du chapitre 2; toutefois, la démonstration de ces
équations n'apportant rien de nouveau, elle n’est, le plus souvent, pas donnée.

3.2 Théorie membranaire

3.2.1 Hypotheses et équations

Dans certains cas de coques, les e orts intérieurs flexionnels sont nuls, ou si petits, qu’ils peuvent
étre négligés. On est donc amené a poser, éventuellement sous forme d’hypotheése,

MO(:MB:MO(B:MBO(:VO(:VB =0 (31)

ce qui conduit a ce qu’on appelle la théorie membranaire, car la coque ne résiste plus aux charges
extérieures que par le seul jeu des trois e orts inteérieurs membranaires Ng, Ng et Ngg = Ngg.
Lorsque (3.1) ne peut étre accepté, on parle, par opposition, de théorie flexionnelle.

La théorie membranaire peut étre tenue pour une simplification extréme de la théorie flexionnelle.
Elle s’en déduit directement et s’exprime dans les lignes de courbure.
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En introduisant (3.1) dans les équations d’équilibre en translation (2.42) a (2.44), on obtient (avec

Napg = Npa)
3 (BNa) + 5 (ANag) = 30 N + 52 Nog + ABp. = 0
:—G(BNGB)+ %(ANB)+ g—i Nop — Z%Na +ABpg =0
l;l_: + I:I—s +p,=0

alors que les équations d’équilibre en rotation (2.45) a (2.47) sont identiquement satisfaites.

La cinématique, purement membranaire, est donnée par les équations (2.11) et (2.20)

1 du v 0A w u oB 10v w
ga:__+__—_ EB:—_+____
Ada AB OB rq AB da B JdB rp
A0 u B o v
yV=E— — +—— —
Bog A Aoda B

Quant a la loi constitutive, elle se limite, dans (2.51) et avec C = Et/(1 — v?), &
Ng = C(Eq + VER) Ng = C(gp + Veq)

1_
Nap =CTVV=th

I1'y a neuf équations pour les neuf inconnues Ng, Ng, Ngg, €q, €, Y, U, V et w.
Si nécessaire, la rotation des normales peut toujours étre calculée aprés coup par (2.13)
u 1 ow \ 1 ow
eO(:_+__ GB:_+__
r« A Jda rr B dp
et on utilise aussi, frequemment, I'inverse de la loi constitutive (3.7)

Ea —

1 1

— (Ng — VN = — (Ng —VN

Et( a B) € Et( B a)
1

y:_

N
Gt °F

3.2.2 Discussion des équations

(3.2)

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)

Dans les équations d’équilibre (3.2) a (3.4), le nombre des inconnues est égal au nombre des
équations : les équations d’équilibre permettent de trouver a elles seules — sauf cas particulier
(8 3.2.3) — les e orts intérieurs membranaires. On aboutit donc a une simplification remarquable :

la théorie membranaire peut avoir un caractere isostatique.
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Une fois la statique connue, les déplacements s’obtiennent en introduisant (3.9) dans (3.5) et (3.6)

1 ou v 0A w 1
S, VIR W o (Ng—VN
Ada TAB OB e Et NaTVNp)

1
AB oot B op 1y~ ErMNe VN (3.10)

Les deux systémes di érentiels (3.2)-(3.4) et (3.10) sont du second ordre, de sorte que, globale-
ment, la théorie membranaire est du quatriéme ordre.

3.2.3 Conditions aux limites

Si I'on applique (3.1) au cas général (§ 2.10.2), les conditions aux limites membranaires, le long
d’un bord a = cste par exemple, peuvent porter sur

- lese ortsintérieurs
NCX ’ NCXB (311)

- les déplacements
u, v (3.12)

Les déplacements w et B, ne peuvent étre utilisés puisqu’ils s’associent & des e orts intérieurs
flexionnels inexistants en théorie membranaire.

Il y a donc deux conditions aux limites en tout point d’un bord en théorie membranaire, ce qui
est en accord avec I'ordre 4 du probleme di érentiel. Cependant, les conditions aux limites ne peuvent
étre toutes statiques : la moitié d’entre elles au moins doit étre cinématique. S’il y a autant de condi-
tions statiques que cinématiques, I’état membranaire est isostatique. Dés qu’il y a plus de conditions
cinématiques que statiques, I'état membranaire devient hyperstatique. Ces propriétés sont dues a la
structure particuliére des équations di érentielles de la théorie membranaire.

Remarque

La nécessité des conditions cinématiques ressort clairement de I'illustration suivante. Formons
un cylindre avec une feuille de papier, en la roulant sur elle-méme, puis en collant les deux bords.
Sans appui aucun, la feuille de papier n’ayant aucune rigidité flexionnelle (théorie membranaire),
cette coque est totalement déformable (mécanisme). Pour pouvoir la faire travailler en membrane,
il faut I'appuyer convenablement. Ainsi, les conditions aux limites cinématiques sont indispensables
pour créer la forme de la coque, rigidifier cette derniére, puis assurer le maintien de cette forme sous
I’action des charges.
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3.2.4 Applicabilité de la théorie membranaire

Une coque a, en général, une épaisseur de paroi faible; elle n’est donc pas réellement adaptée
pour résister par flexion et il serait préférable de la faire travailler en état membranaire. C’est par un
choix judicieux de sa forme, grace a la courbure, qu’une coque peut résister aux actions par les seuls
e orts membranaires.

La théorie membranaire donne une solution approximative intéressante pour les coques de géo-
métrie trés réguliére, de chargement réparti et de conditions d’appui de type membranaire. Les coques
de révolution font souvent partie de cette catégorie. Les coques a comportement exclusivement mem-
branaire sont rares (ballon sphérique sous pression uniforme par exemple).

Pour juger de la valeur de la théorie membranaire, il su t d’étudier les conditions aux limites :
le plus souvent, les conditions réelles, cinématiques ou statiques, ne sont pas respectées. Il faut donc
revenir a la théorie flexionnelle pour avoir une solution valable.

L’examen de cette derniére montre que, parfois, il ne nait des e orts flexionnels qu’au voisinage
immediat des discontinuités ; dés qu’on s’en écarte, ces e orts s’amortissent trés rapidement et dispa-
raissent au point qu’il ne reste que les e orts membranaires, quasiment identiques a ceux fournis par
la théorie membranaire. C’est le cas par exemple pour les coques a symétrie de révolution (géométrie
et chargement), pour lesquelles une technique de calcul simplifiée consiste a superposer a la solu-
tion membranaire les e ets flexionnels locaux nécessaires a assurer la compatibilité cinématique. Ces
e etss’appellent e ets (flexionnels) de bord (parce qu’ils s’associent, en fait, aux conditions aux limi-
tes). 1l existe des méthodes approchées simples pour déterminer la solution flexionnelle corrective. La
solution obtenue moyennant cette superposition est d’un degré de précision tout a fait satisfaisant
en pratique (chap. 5).

Prenons par exemple le cas d’une coque hémisphérique articulée sur son grand cercle et soumise
a une pression uniforme (fig. 3.1a). L’état membranaire est une compression uniforme qui déforme
la coque en une sphére légerement plus petite (fig. 3.1b). Cependant, les appuis empéchent ce dépla-
cement et la coque est fléchie a sa base (réaction horizontale gpartie H). On vérifie que cette flexion
reste trés localisée (elle ne s’étend guere au-dela de I'arcs = 2  at) et ne perturbe presque pas le reste
de la sollicitation membranaire (fig. 3.1c).

N, = Ny =—pa/2 = cste

@) (b) ©

Fig. 3.1 E etde bord dans une coque de révolution : (a) vue en coupe (donnée) ;
(b) déformée membranaire ; (c) déformée réelle (s : zone des e ets flexionnels de bord).

De tels e ets de bord apparaissent au niveau des appuis (fig. 3.1, 3.2 et 3.4), des jonctions de
coques (fig. 3.2 et 3.4), des raidisseurs (fig. 3.3), des changements d’épaisseur (fig. 3.4), des charges
concentrées (fig. 1.12), etc.
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-
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O . effet de bord

Fig. 3.2 Jonction d’une Fig. 3.3 Conduite forcée Fig. 3.4 Réservoir cylindrique
sphere sur un cylindre. raidie par des anneaux. a épaisseur de paroi variable.

3.3 Théorie en coordonnées cartésiennes

Il est tentant d’exprimer les équations des coques en coordonnées cartésiennes, mais les relations
obtenues restent compliquées. On ne donne ici que les équations d’équilibre attachées a la théorie
membranaire.

3.3.1 Géométrie

Dans les axes cartésiens (X, Y, Z), la surface moyenne X de la coque est décrite sous forme expli-
cite (§ 1.2.1) par

Z=2Z(XY) (3.13)

On utilise, comme coordonnées curvilignes sur 2, les lignes x et y résultant de I'intersection de =
parlesplansY = Cy et X = Cx, ou Cx et Cy sont des constantes (fig. 3.5a). En général, ces lignes
ne se coupent pas a angle droit sur X, contrairement a leurs projections dans le plan (X, Y ) ; elles ne
sont donc pas des lignes de courbure de la surface.

Un élément, decoupé dans la surface par deux paires de plans verticaux distants de dX et dY, a
la forme d’un parallélogramme (fig. 3.5b). Les angles des lignes de coordonnées avec les axes X et Y
étant donnés par

997 5% 9P = 5y
les longueurs dsx et dsy des cotés de I’élément valent
dX dy

dsy =

= dsy =
cosa Y

= cosp (3.14)
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@ (b)

Fig. 3.5 Surface dans les axes cartésiens : (a) coordonnées ; (b) élément de surface.

Les produits scalaire et vectoriel des vecteurs

dsy =dXe; +dX tgaes dsy =dY ex; +dY tgp es
permettent de trouver I'angle w et I'aire dA de I’élément de surface
cosw =sina sin3 (3.15)
dA= 1+tg?a+tg?BdXdY =ndXdy (3.16)

3.3.2 E ortsintérieurs membranaires et équilibre

Sur les bords de I’élément, les e orts intérieurs membranaires Ny, Nyy et Ny, Ny agissent selon
les coordonnées curvilignes ; il n’y a pas perpendicularité et les e orts intérieurs forment un systeme
de forces obliques (fig. 3.6a), pour lequel la réciprocité est toujours vraie : Nxy = Nyx.

On désigne par px, py et pz les composantes, selon les axes X, Y et Z, de la charge répartie
par unité d’aire de la surface moyenne. Exprimant les composantes des forces parallélement aux axes
(fig. 3.6b), on obtient les trois équations d’équilibre

0 cosa 0

ax NxGosp v Mo NPk =0 (317

0 0 cosf

— Nyy+=— Ny,— + = A

ax vyt ay Y cosa npy =0 (3.18)
cosa 0%Z 0%Z cosp 0%z

XCosp m““z'\'xym“L Ny osa Wﬂ](pz—pxtga—pvtgﬁ):O (3.19)

ou n est donné par (3.16). La structure de la troisiéme équation a été simplifiée grace aux deux
premiéres équations (raison pour laquelle apparaissent les composantes px et py de la charge).
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/ll/

dSz ’/l_”// j aFX
N ds = Fy + — dX
T %y { s t Fy = N, ds, cosa — JA 0X
Y +— Px
L 6%
Nzy dsy N ) L
T
—
N

" ds, dX
N ds
T

Y

¥i<

@) (b)

Fig. 3.6 E ortsintérieurs : (a) forces obliques sur I’élément (vue dans le plan de I’élément) ;
(b) coupe dans le plan Y = Cy par le centre de I’élément et composantes horizontales des forces.

Les équations (3.17) a (3.19) représentent un systeme de trois équations di érentielles pour les
trois e orts inconnus Ny, Ny et Nyy. La derniére équation, qui contient les dérivées secondes de
Z(X,Y), montre que les e orts intérieurs dépendent bien de la forme de la surface moyenne. Ces
équations sont attribuées a Pucher (1934).

Il y a deux conditions aux limites par bord (§ 3.2.3).

La similitude des relations (3.17) et (3.18) avec les équations d’équilibre de I'élasticité plane (TGC
vol. 3, chap. 5) a permis de trouver diverses solutions aux équations de Pucher. Mais il s’agit de
solutions membranaires qui, le plus souvent, ne satisfont pas aux conditions d’appui réelles. De plus,
les grandeurs s’expriment dans des axes obliques et les sections de la coque ne se font pas le long des
lignes de courbure, ce qui peut poser de di ciles problemes (on n’est plus dans des sections droites
au sens du paragraphe 1.2.3). Enfin, I'avénement des méthodes numériques (éléments finis, chap. 11)
a fait perdre beaucoup d’intérét a ces solutions analytiques.

Remarque

Les termes Ny cos a/ cos B, Nyy et Ny cos3/ cosa des équations d’équilibre (3.17) a (3.19) sont
susceptibles d’une interprétation physique simple et pratique. Considérons par exemple la compo-
sante horizontale N dsy cos a (fig. 3.6b) ; avec (3.14) pour dsy, il vient

cosa
Nx dsy cosa = N
Y *cos B

et Ny cos a/ cos [3 est I'intensité de la projection horizontale de Ny par unité de ligne moyenne rapportée
a I’horizontale (dY ). On écrit cette quantité Nx (indice majuscule) et on interpréte semblablement
Nxy et Ny cos 3/ cosa, d’ou

dY = NxdY

cosa cos 3
Nx = Ny—— Nxy =N Ny = Ny—— 3.20

X XCOSB XY Xy Y Yeosa ( )
et les deux équations (3.17) et (3.18) représentent I’équilibre horizontal d’un élément de coque pro-

jeté.
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3.4 Coques surbaissées

3.4.1 Géométrie

Lorsqu’une coque a, en tout point, une surface moyenne de trés faible courbure, elle est qualifiee
de coque surbaissee ; la surface moyenne est aussi dite surbaissée. On peut tracer un plan, a peu pres
paralléle a la surface moyenne X de la coque, dans lequel on dessine les axes X et Y d’un systéme
d’axes cartésiens (X, Y, Z) (fig. 3.7), et définir = par rapport a ce plan, explicitement, par (3.13)

Z=2(X,Y)

Fig. 3.7 Surface moyenne d’une coque surbaissée.

La surface moyenne de la coque est surbaissée si, par rapport au plan de référence (X, Y), les
pentes
0z 0z
o0X oY
sont petites, c’est-a-dire si les carrés et produits des dérivées premiéres de Z (X, Y) sont négligeables
devant 'unité
0z *? 0z ? 0Z 9z 301
0X oY oX oY (3.21)
En pratique, ces pentes ne devraient pas dépasser 0,1 radian, mais les résultats peuvent encore
étre intéressants jusqu’a 0,5 radian ( 30°).

Comme précédemment, on prend, pour lignes de coordonnées (X,y) sur X, I'intersection de la
surface avec les plans verticaux Y = Cy et X = Cx. De (3.14), (3.15) et (3.16), avec cosa = 1 et
cos B = 1, on déduit

dsx = dX dsy =dY cosw =20 dA = dXdY (3.22)
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Les accroissements de coordonnées curvilignes sont égaux a ceux de coordonnées cartésiennes, les
lignes de coordonnées sont quasi orthogonales (0w = TW/2) — cependant, ces lignes ne sont pas celles de
courbure principale — et les éléments de surface peuvent étre admis rectangulaires et identiques a leur
projection sur (X, Y ). Quant aux sections de la coque le long des lignes x et y bordant ces éléments,
elles ne sont plus exactement des sections droites (au sens du paragraphe 1.2.3) ; néanmoins, I’erreur
commise en les considérant comme telles est négligeable.

Remarque

La langue scientifique anglaise posséde deux qualificatifs permettant de distinguer les coques
surbaissées des autres : shallow et deep. La langue frangaise n’a pas de terme pour deep. On emploie
parfois les expressions a faible courbure et a forte courbure. Ici, si I'on ne précise pas que la coque est
surbaissée, on sous-entend qu’elle peut étre a forte courbure.

3.4.2 Théories

Deux théories de coques surbaissées sont couramment utilisées : I’'une, dite de Donnell, s’exprime
en coordonnées curvilignes (x, y), I'autre, de Marguerre, en coordonnées cartésiennes (X, Y). La dif-
férence est insignifiante pour les résultats pratiques, mais essentielle pour les techniques numérigques
(méthode des éléments finis, chap. 11).

Dans I'un et I'autre cas, la théorie s’appuie sur I’hypotheése, de type géométrique, postulant que la
surface moyenne est surbaissée (les relations (3.21) et (3.22) s’appliquent). Puis, selon la théorie, une
hypothése complémentaire, de type cinématique, est nécessaire ou non; c’est a ce stade que s’exprime
la di érence entre les deux théories.

Au reste, la structure de la loi constitutive ne change pas, que la coque soit surbaissée ou non,
gue I’on soit en coordonnées curvilignes ou cartésiennes. Cette structure est donnee par les équations
(2.51), qui ne sont pas rappelées ci-apres.

Enfin, les conditions aux limites restent au nombre de quatre par bord (sect. 2.10). Mais, en coque
surbaissée, la notion d’e ort tangentiel équivalent tombe (No(B = Ngg); par contre, celle d’e ort
tranchant équivalent (V) subsiste.

3.4.3 Coques surbaissées en coordonnées curvilignes (Théorie de Donnell)

Toutes les grandeurs et équations s’expriment dans les coordonnées curvilignes (X, y) de la surface
moyenne. La normale est désignée par z.

Dans cette théorie, une hypothese complémentaire, de caractére cinématique, est nécessaire ; elle
postule que les composantes membranaires u et v du déplacement sont négligeables devant la compo-
sante transversale w : elles peuvent étre ignorées dans I’expression des rotations, et disparaissent donc
aussi de celles des courbures. Enfin, on peut montrer que les e orts tranchants n’interviennent plus
dans les deux premiéres équations d’équilibre en translation.
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Les rotations sont simplement

B = g_\;(v By = g_\;v (3.23)
Les six équations cinématiques sont
Ex = g—i - W?;Tf &y = g—; —W?;Tf (3.24)
y= g—; + g—;’( - ZW;):azy (3.25)
Cx = ‘327"2“ o = ‘;27"2" c=2 ::;‘; (3.26)

Rotations et variations de courbure ne dépendent plus que du déplacement transversal w(x, y) :
c’est la simplification essentielle apportée (mais aussi recherchée...) par cette théorie des coques sur-
baissées. La présence, dans y (3.25), du dernier terme, contenant la dérivée mixte de Z, prouve que
(X,y) ne sont pas les lignes de courbure. On note aussi la similitude des variations de courbure cine-
matique avec les expressions propres a la flexion des plaques de Kirchho .

L’équilibre produit cing équations

aal\)l(X_,_aaN_;W_,_pxzo aI(_;I—Xxy+aa%+py20
NX?;TE“L nyaa;—azy+ y%+%+%+pzzo (3.27)
al(\3/'—)(Xy+aa%—vy=0 agf(x+a'g'—yxy—vx:0
Les conditions aux limites portent sur (bord x = Cy)
u, v, w, By Nx, Nyy, Vi :vx+6':;'yxy, My (3.28)

Donnell a, le premier (1933), proposé les équations précédentes dans son étude sur I'instabilité
des coques cylindriques circulaires. Ces équations ont été reprises par moult scientifiques, ainsi que
par les ingénieurs desireux de résoudre les équations flexionnelles des voltes autoportantes (chap. 8).

En comparant les équations (2.13) et (3.23) par exemple, on observe I'e et simplificateur de I’hy-
pothése cinématique : les termes en u et v s’e acent devant le terme en w. Or les termes négligés
contiennent les rayons de courbure. Ce fait joue un réle primordial dans la méthode des éléments
finis, en défaveur de la théorie de Donnell (chap. 11).
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3.4.4 Coques surbaissées en coordonnées cartésiennes (Théorie de Marguerre)

On travaille dans les axes cartésiens (X, Y, Z) et toutes les grandeurs s’y référent. La correspon-
dance entre la coque surbaissée et son plan (X, Y) de référence a lieu par projection orthogonale sur
(X,Y). Aucune hypothése complémentaire n’est nécessaire.

Les rotations sont

ow ow
La cinématique s’exprime par les six équations
Ju 0Z ow ov 0Z ow
XZax Taxoax Ty Tavov (3:30)
ou o0v 0Z ow 0Z ow
= — 4+ — 4+ — —— + — .
Y=y Tax Tav ax | ax ay (3:31)
_ 06x _ 0%w _ 06y _ 0%w _06x 88y __ 0%w
X=X Taxz YT oy Tave STy Toax T laxey 8%
L’équilibre fournit cing équations
aNx any _ 6ny 6NY _
ax "oy TPx=0 ax "oy TP =0 (3:33)
92z 92z 92Z  9dVx , 0Vy 9z 0z _
Nxgxz ¥ 2Nxv goay *Nvava * gx Yoy TPz TG TRy S0 (339)
aMXY 6MY _ aMX a'\/IXY _ _
X + 3y Vy =0 % + 3y Vx =0 (3.35)
ou les dérivées (notation de Monge)
0%z 0%z 0%z
0X?2 ay?2 oXoY

peuvent s’interpréter comme les courbures et la torsion géométriques de la surface moyenne surbais-
sée.
Les conditions aux limites portent sur (bord X = Cx)
aMXY
oy '
Ces équations sont attribuées a Marguerre (1938). Ce sont les plus simples et, pourtant, les der-
nieres a avoir éte utilisées intensivement par les ingénieurs.

Comme pour la théorie de Donnell, les déplacements u et v ont disparu des équations de la
cinématique (3.29) et (3.32). Mais, contrairement a la théorie de Donnell, celle de Marguerre aboutit
a cette simplification par la seule hypothése géométrique. Ce fait présente un intérét considérable
pour les méthodes numériques, privilégiant I'emploi de la théorie de Marguerre (chap. 11).

u, v, w, eX NX ’ NXY ’ VX = Vx + MX (336)

Remarque

Les contributions membranaires aux équations d’équilibre (3.33) et (3.34) peuvent se déduire des
équations (3.17), (3.18) et (3.19).






4 Coques de revolution
Theéorie membranaire

4.1 Introduction

Les coques de révolution, représentées par leurs surfaces moyennes (sphére, calotte sphérique,
cdne, tronc de cone, cylindre, paraboloide, hyperboloide, etc.; § 1.4.1) sont trés utilisées dans la
construction du génie civil (réservoirs, chateaux d’eau, silos, cheminées, tours de télévision, enceintes
de réacteur, tunnels, galeries, conduites forcées, tours de refroidissement, couvertures, fondations,
etc.). Elles trouvent également de nombreuses applications (citernes, récipients sous pression, chau-
dieres, conduites, tuyauteries, bouteilles, fuselages d’avion, fusées, coques de sous-marins, etc.) dans
d’autres domaines trés variés de I'ingénierie (mécanique, aéronautique, hydraulique, construction
navale, o shore, chimie, épuration, etc.).

La théorie membranaire donne, pour les coques de révolution, des résultats aisés a obtenir et de
bonnes valeurs pour les cas de chargement de révolution, ce qui est fréquent en pratique.

4.2 Géométrie

Pour que la surface moyenne de la coque soit une surface de révolution (§ 1.7.9), on fait pivoter
une courbe plane, dite méridien et contenue dans le plan méridien, autour d’un axe situé lui aussi
dans le plan méridien, I’axe de révolution. Chaque point du méridien décrit un cercle, le paralléle.

Méridiens et paralléles sont les lignes de courbure. En un point, le rayon de courbure du méridien
est un rayon de courbure principal de la surface ; I'autre est centré sur I’axe de révolution.

La figure 4.1 définit les notations et les coordonnées. L'axe Z du systeme d’axes cartésiens
(X,Y, Z) est placé sur I'axe de révolution. Un point A de la surface X est ordinairement repéré
par les deux coordonnées ¢ et 6 avec

- ¢ : angle d’inclinaison de la tangente au méridien (se retrouve entre I’axe de révolution et la
normale au point A) ;

- 0:angle positionnant le plan méridien.
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Les rayons de courbure principaux sont ry et rg. Si r désigne le rayon du paralléle passant par A,
on a (théoréme de Meusnier, § 1.2.5; relation (1.8) ou (1.39))

r=regsind (4.1)

%Z (X, Y, Z) : axes cartésiens
i e ' Z . axe de révolution

(¢, 8) : coordonnées d'un point A
(a,b,n) : repérede X en A

z . axe normal en A, selon n, portant
les rayons de courbure principaux

r, (= CA)etr, (= BA)

. r . (= DA) rayon du paralléleen A
parallele

s . (=arc OA) coordonnée curviligne
sur le méridien

Fig. 4.1 Géométrie d’une surface de révolution.

A la place de ¢, on emploie parfois avantageusement I’abscisse curviligne s sur le méridien ; on a
(fig. 4.2)

ds =rg do 4.2)
et, avec dr = ds cos ¢, on obtient (deuxiéme équation de Codazzi, § 1.7.9; relation (1.40))

3—; =Tr¢yCcos¢ (4.3)

Le repére (a, b, n), attaché a la surface moyenne X au point A, avec
- aselon la tangente au méridien (sens s),
- b selon la tangente au paralléle (sens 8),
- nselon la normale & la surface (sens z),

peut se déduire du systeme (X, Y, Z) par deux rotations successives (8 et ¢).
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Fig. 4.2 Géométrie dans le plan méridien.

Remarque

Pour les coques de révolution, les coordonnées a et 3 de la théorie générale sont désignées par ¢ et
8, comme c’est souvent le cas dans la littérature. 1l convient alors de ne pas confondre la coordonnée
B avec les composantes 6 et 8g de I’angle dont tourne la normale : I'indice marque la di érence.

4.3 Equations d’équilibre

On isole, par quatre sections droites entourant le point A (fig. 4.3), un élément de coque compris
entre deux méridiens voisins (dB) et deux paralléles voisins (d) ; les cotés de I’élément, de rayon r
et rg, sont de longueur r dd et rg dd. La figure 4.3 montre les forces sur I'élément, dues aux e orts
intérieurs membranaires Ng¢, No, Ngo = Ngg €t aux composantes des charges de surface pg, Pe, Pz.

On emploie les qualificatifs méridien, circonférentiel et normal (ou transversal) pour désigner les
grandeurs dirigées selon ¢, B etz :

- Ng etpg : e ort normal méridien et charge méridienne ;
- Ng et pg : e ort normal circonférentiel et charge circonférentielle ;

- pz : charge normale (ou transversale).
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0 d
FW:NWrdHJr%(N\prdG)dgo FW:NQQrdHJr@(NWrdH)d@

0 d
Fy = Nyr,dp + 7 (Ng 1, d) dO Fp, = Ny, 1, dp + F7l (Np,, 1, dip) dO

méridien

d¢ = df sing

d¢ = df cosp

Fig. 4.3 Elément de coque de révolution en théorie membranaire : (a) e orts intérieurs et géométrie
(rdé =redl = (r/cos¢)dg, d'ot d{ = dbsin ¢, avec (4.1), et d§ = dBcos ) ;
(b) charges (dA = rerd¢ do, (p. dA) dA).
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L’équilibre de translation selon les directions (¢, 8, z) associées au repére (a, b, n) fournit trois
équations reliant les trois e orts membranaires inconnus.

L’équation d’équilibre  F¢ = 0 s’écrit

Fe = —Ngrdd + Ngprdé + — (Ngrdé) do

¢
— Nogre dd + Negre ddp * 35 (Ne¢r¢ dd) dé

— Neor¢ ddp décos ¢ + pyre dd rdé

¢ (Ngr)dod + = (Ne¢)r¢ dd do
— Negry dpdbcos + pyrerddpdd =0

L’avant-dernier terme est la contribution de I’e ort normal circonférentiel Ng due a la courbure dans

le plan du paralléle (fig. 4.4a) ou, ce qui est équivalent, au non-parallélisme des cbtés méridiens dans
le plan tangent en A (fig. 4.4Db).

L’équation d’équilibre ~ Fg = 0 donne
0
Fo = —Nel’¢ dq) + N9r¢ dq) + % (Ner¢ d(l)) dae

— Nq)erde + Nq)erde + — (Nq)erde) do

¢
+ Nogprp dp dB cosd + pgry dd rdé

0
= =5 (NI A9 d8 + — (Ngor) d8 do

6¢
+ Nogprp dpdBcosd + pgrerddpdd =0

L’avant-dernier terme est la contribution de I'e ort tangentiel Ngg due au non-parallélisme des cotés

méridiens (fig. 4.4b).

A cause de la double courbure de I’élément, les e orts normaux méridien Ng (dans le plan méri-
dien contenant la courbure 1/r¢, fig. 4.4c) et circonférentiel Ng (dans le plan contenant la courbure
1/rg, fig. 4.4d, ou dans le plan du paralléle, fig. 4.4a) ont des composantes sur I’axe z qui permettent
d’équilibrer la charge p,. L’équation d’équilibre ~ F, = 0 prend la forme

F; = Ngyrd8dd + Nerg dp dosing + p,rerddpdé =0
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Ny, 1, dip db cosp
N&p sz d@ 4+ ...

‘\\i\’e 7, d dfl sinp

T~ df cosp
4 NOLp Tp di
Nyr,dp df ‘ Ny, do df cosp
v Ny 7, dp df cosp
Nyrydp + ...
@) (b)
d6 singp Nyrydp + ...
Ny, dp

df sing Ny 1, dip df sing

Nyrydp Nyr,dp+ ...

() (d)

Fig. 4.4 Equilibre d’un élément de coque de révolution en théorie membranaire :
(a) Np dans le plan du paralléle et du méridien; (b) Ng et Ngg dans le plan tangent ;
(c) Ng dans le plan méridien contenant la courbure 1/r ;

(d) Ng dans le plan contenant la courbure 1/rg.
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Apres simplification des équations précédentes, avec (2.34) Ngo = Ngg €t (4.1) r = rgsin¢, on
obtient les équations d’équilibre

% (rNg) + rq,ageeq’ —reNgcosp +pgprry =0

0 ON

% (rNgg) + rq,a—ee + ryNggpCosd + pgrry =0 (4.4)
N
e + & +p,=0
r¢ I'p

Remargues

Quand, dans I’élément de coque, on passe du bord ¢ au bord ¢ + dé, on a changement non
seulement des e orts intérieurs (Ng, Ngp), mais aussi de la longueur du bord (r d8), raison pour
laquelle r reste prisonnier de la dérivation par rapporta ¢ (§ 2.7.2, remarque).

Il est aisé, a I'aide des relations géométriques du paragraphe 1.7.9, en particulier (1.38) et (1.40),
de déduire les équations (4.4) des équations (3.2), (3.3) et (3.4). Cependant, la dérivation ci-dessus a
I’avantage de donner une signification physique a chacun des termes de (4.4).

4.4 Chargement de révolution

4.4.1 Equations d’équilibre

Lorsque la charge a également la symétrie de révolution, les e orts intérieurs sont constants le
long d’un paralléle, et toutes les dérivées circonférentielles 8/08 s’annulent. Dans (4.4), il reste (¢
seule variable)

d
do
d

do

(rNg) —reNgcos¢ +pgrry =0

(FN9¢) + ryNgg cos ¢ + pgr ro = 0 (4.5)

On observe que la seconde équation est découplée des deux autres. On peut donc traiter séparé-
ment les deux cas suivants :

- I'e orttangentiel Ngg d0 a la composante pe ;

- lese orts normaux Ng et Ng dus aux composantes pg et p,.
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4.4.2 E orttangentiel

Avec (4.3) dr/d¢ = ry cos ¢, la seconde équation (4.5) peut s’écrire

d¢ (r’Nog) = —por®re

et, aprés intégration, on obtient

1
Ne¢ = —r—2 o Pe r2r¢ d¢ +C (4.6)

Cette équation décrit une sollicitation de torsion de la coque autour de son axe. En e et, le crochet
représente le moment résultant, agissant sur I’axe de révolution Z, des charges pg et d’un éventuel
moment concentré C, et ce pour 6 = 1 radian (fig. 4.5a). Appelons Tz/(2n) cette résultante; (4.6)
devient

Tz

2 4.7)

Ne¢ = Nq)e = -
et s’interpréte comme suit : Ny = Nag est le flux de cisaillement équilibrant, dans une section tronco-
nique opérée au niveau d’un paralléle quelconque ¢ = cste, le moment de torsion total Tz (fig. 4.5b).
On retrouve un résultat connu de la théorie de la torsion de Saint-Venant des structures tubulaires a
parois minces (f = T/2Q avec Q = wr?, TGC vol. 2, §8.7.2).

Le cas de charges pg est rare en pratique. Dans la suite, il est ignoré.

AZ
— - <‘l_‘ -~
¥ |
{ | b
|| /
IIH\HHH” —
\
\
@) (b)
Fig. 4.5 Détermination de I e ort tangentiel Ngeo : (a) interprétation de I’équation (4.6) :
dA = (re d)(rde) etdTz = rpe(r¢r dé d8) = per?re dd (moment de torsion élémentaire sur

1 radian de parallele) ; (b) solution de I’équation (4.6) par équilibre global et torsion
d’une structure en caisson & paroi mince (Nge est le flux de cisaillement).
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4.4.3 E orts normaux

Tirant Ng de la troisiéme équation (4.5) et I'introduisant dans la premiére, on peut mettre I’équa-
tion di érentielle obtenue sous la forme

% (rNg sing) = —(pg sind + pz cos P)r ry

dont la solution est (Q est la constante d’intégration)

Ny = — Py Sing + p,cosp)rry ddp +Q (4.8)
o}

rsing

Comme précédemment, on interprete le crochet de (4.8) comme la force résultante, sur I'axe Z,
des composantes py et p, des charges appliquées d’une part, et d’une éventuelle force concentrée Q
d’autre part, pour 6 = 1 radian (fig. 4.6a). Appelons Fz/(2w) cette résultante ; (4.8) s’écrit

Fz

Ny =———"F—
¢ 2nrsin

(4.9)

et représente I’équilibre axial de la coque coupée au niveau du parallele ¢ quelconque (fig. 4.6b).

“1

Z

(@) (b) ©

Fig. 4.6 Détermination de I'e ort normal Ng : (a) interprétation de I’équation (4.8) :

dFz = 01(p¢ sin @ + pz cos ¢)(rer dp d8) = (pg Sin @ + pz cos d)r re d (force élémentaire sur
1 radian de parallele) ; (b) solution de I’équation (4.8) par équilibre global selon Z ; (c) vue en coupe.

Lorsque Ng est connu, I'e ort normal Ng se calcule a I'aide de la troisieme équation (4.5)

N
No=—ry —2+p, (4.10)
e
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Remarque

Les equations (4.7), (4.9) et (4.10) donnent la répartition des e orts membranaires dans toute la
coque. Leur emploi direct n’est possible que si la coque a un caractére isostatique (§ 3.2.3 et sect. 4.6) ;
pratiquement, la coupe le long d’un parallele doit isoler un fragment de coque. Cette coupe a une
forme tronconique et est une généralisation de la notion de section droite (§ 1.2.3), propre aux cogques
de révolution. Enfin, dans (4.7) et (4.9), on travaille avec la face positive de la section (la normale
extérieure pointe dans le sens croissant de ¢).

4.5 Cinématique

La cinématique membranaire a éte définie au paragraphe 3.2.1. Ici, on se place a nouveau dans le
cas plus simple ou le chargement posséde la symétrie de révolution, avec en plus pg = 0. (Pour le cas
pe = 0, voir Ex. 4.8.10.)

45.1 Déformations

On appelle u la composante méridienne (u selon ¢) et w la composante normale (w selon z) du
déplacement d’un point quelconque A de la surface moyenne de la coque (fig. 4.7a). Avec pg = 0,
I’e ort tangentiel Ngg est nul et, par suite, le glissement ygg et le déplacement circonférentiel v sont
nuls aussi. On examine la dilatation méridienne &4 et la dilatation circonférentielle €¢ au travers de
I’élément d’arc de méridien (4.2) ds = r¢ d¢ et du rayon r du paralléle.

Sous I'e et de la composante méridienne u seule (fig. 4.7b)
- I’élément d’arc s’allonge de du,
- le rayon du paralléle s’accroit de ucos ¢ ;
sous I'e et de la composante normale w seule (fig. 4.7¢)
- I’élément d’arc se raccourcit de w d¢,
- le rayon r diminue de wsin ¢.
Par cumul, en tenant compte des signes, les dilatations valent
du—wd¢ _ 1 du
eq) =" = — _—
ry do re dé
_ucosp—wsing 1
r I'p

w
(4.11)

€o (uctgdp —w)

Remarque

A nouveau, avec (1.38) et (1.40), on déduit aisément ces relations des formules générales (3.5).
Toutefois, la dérivation proposée ci-dessus donne une signification physique & chacun des termes
de (4.11).
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u+ du

w+ dw = w

X

méridien

@)
©

Fig. 4.7 Cinématique : (a) composantes du déplacement ; (b) cinématique sous le déplacement
méridien seul ; (c) cinématique sous le déplacement normal seul.

4.5.2 Déplacements

Les déplacements u et w s’obtiennent en résolvant les équations (4.11). Tirant w de la seconde
pour I'introduire dans la premiére, on obtient

du
s uctgd = egrep — Eore (4.12)

Le second membre est une fonction de ¢ que I'on peut déterminer si les e orts normaux sont
connus. En e et, la loi de Hooke (3.9)

1 1
€y = — (Ng — VN €9 = — (Ng — VN 4.13
o Et(¢ 0) 0 Et(e ) (4.13)
permet de calculer

1
f(¢) =Eplp — Eple = E_t Nq)(rq) + Vre) - Ne(re + vr¢) (4.14)



72 COQUES
La solution de I’équation di érentielle linéaire (4.12) fournit la composante u

¢% dp+C sind (4.15)

ou la constante C s’obtient par une condition de bord sur u. Connaissant u, on trouve w par la
seconde équation (4.11)

w=uctgd —eggrg (4.16)
ou &g est donné par la deuxiéme équation (4.13).

4.5.3 Déplacements en axes cartésiens, rotation et pente

Dans les calculs pratiques, on n’utilise guére les composantes curvilignes u et w du déplacement,
mais plutdt les composantes cartésiennes ux et wz :

- selon X, ux est le déplacement radial,
- selon Z, wz est le déplacement axial.

Par une rotation d’angle ¢ (fig. 4.8), on a d’abord

Ux =ucosd—wsind

. (4.17)
wz =usind +wcos¢
Puis, introduisant (4.15) et (4.16) dans ces relations, on trouve
Ux = €grgsind = ggr (4.18)
f(¢)
= —=dp—gprgcosp +C 4.19
wz 5 SinG ¢ —egrocosd (4.19)

Ces formules montrent que la constante C peut aussi se déterminer par une condition sur le
déplacement axial wz (qui s’associe au seul mode rigide possible de la coque).

TZ, wy, Y. Y
|

méridien

|

Fig. 4.8 Composantes du déplacement en coordonnées curvilignes (u, w) et cartésiennes (Ux, wz).
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Outre les translations, la rotation 84, au point A, de la normale, ou de la tangente, au méridien
(fig. 4.7a) est aussi un déplacement important a connaitre. Suite aux deux déplacements u et w, cette
rotation vaut (fig. 4.9)

1 dw u dw
0p=— U+ =—+— (4.20)
ro do ro ds

Cette relation montre que la rotation n'est pas la simple variation de pente dw/ds, mais comporte
un terme supplémentaire u/rg provenant de la courbure du méridien.

Fig. 4.9 Variation de I'angle d’inclinaison ¢ de la normale ou de la tangente au méridien
(6p = Bpu + Bpw) : (@) sOus U : Bpu = U/rg ; (b) sous w : Bpw = dw/ds.

En introduisant d’abord I'inverse de (4.17) dans (4.20), puis (4.18) et (4.19) dans la formule obte-
nue, on trouve

o s =X sing = F@)etgd— g (eare) (4.21)

et cette double relation donnant 84 permet de contr6ler le calcul numérique.

Remarque

Une fois encore, on peut déduire (4.20) directement de la premiére équation (2.13) ou (3.8), et
interpréter physiquement les deux termes de cette derniére par la figure 4.9.

4.6 Conditions aux limites

En se limitant au cas pg = 0, les conditions aux limites ne peuvent porter que sur (§ 3.2.3)
Ng ou u (4.22)

en accord avec les équations di érentielles correspondantes (une constante d’intégration Q ou C
dans (4.8) ou (4.15) par exemple). Sur un bord, on ne peut donc imposer qu’une seule condition.
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Si la coque a deux bords, deux cas sont possibles :
- I'une des conditions est cinématique et I'autre est statique : la coque est isostatique (fig. 4.10a) ;
- les deux conditions sont cinématiques et la coque est hyperstatique (fig. 4.10b).

Si la coque n’a qu’un bord (déme), la condition doit étre cinématique et la coque est isostatique
(fig. 4.10c).

@) (b) ©

Fig. 4.10 Conditions aux limites pour les coques de révolution a chargement de révolution (pg = 0) :
(a) deux bords, isostatique ; (b) deux bords, hyperstatique ; (c) un bord, isostatique.

Remarque

Quand il n’y a qu’un bord, une condition statique est implicitement contenue dans le sommet S
du déme (on peut toujours isoler un fragment élémentaire contenant S et en exprimer I’équilibre ;
voir Ex. 4.8.8).

4.7 Application — Coque cylindrique (chargement de révolution)

4.7.1 Particularités de la coque cylindrique circulaire

La figure 4.11 définit la géométrie de la coque. Les méridiens sont rectilignes et paralleles a I'axe
de révolution, ce qui permet de simplifier les équations.

La courbure méridienne étant nulle (ry = oo), on abandonne la variable ¢ au profit de I’abscisse
X le long du méridien, avec (4.2)

dx = re do (4.23)

Tout parallele est un cercle de courbure principale, de sorte que rg = r = a, ou a est le rayon du
cylindre.
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T, =00
rodp — dr (¢ — 2)

Ty = 1= a= Cste

paralléle
méridien T
=7 Clgpy =0
cosy =0
sing =1

Fig. 4.11 Coque cylindrique circulaire.

Tenant compte de ces diverses propriétés, les équations (4.9), (4.10), (4.11), (4.20) et (4.13) de-
viennent :

- équilibre
Ny = —% Ng = —ap; (4.24)
- cinématique
Ex = S—i g9 = —Vjav (4.25)
Bx = 2—")‘(’ (4.26)
- loi constitutive
Ex = é (Nx —VNpg) € = é (Ng —VNy) (4.27)

Ces équations représentent la solution membranaire de la coque cylindrique ; elles sont utiles dans
I’étude de la coque cylindrique par la théorie flexionnelle (sect. 5.7 et 5.10).

4.7.2 Réservoir cylindrique

Un réservoir cylindrique (axe vertical, hauteur h, rayon a, épaisseur t constante; fig. 4.12) est
rempli d’un liquide de masse volumique p. La paroi est libre au sommet (réservoir ouvert; condition
statique Nx = 0) et sur appui mobile continu en base (condition cinématique membranaire u = 0).
On suppose que le fond n’interagit pas avec la coque cylindrique. On désire analyser ce réservoir sous
I'action du seul liquide contenu.
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8

4
|

Z
.Ff,fgim
Q0.

Fig. 4.12 Réservoir cylindrique sur appui membranaire.

A la cote X, la pression normale vaut (g est I'accélération de la pesanteur)
Pz = —pp = —pg(h —Xx)

Les conditions aux limites du cylindre permettent le développement du seul état membranaire.
On a, par (4.24),

Ny =0 Ng = —ap, = apg(h — x) (4.28)

Ny est nul et Ng décroit linéairement de Ng max = apghen x = 0a Ng = 0 en X = h. Puis, par (4.25)
et (4.27),

du v v
&%= gx - TE e T T2 =)
w 1 1
€ = A Et Ng = Et apg(h —x)

La premiere relation fournit, en intégrant,

(x=hy? _

C
2

Y Y
u—E—tapg (Xx—h)ydx = —

Et apd

La constante d’intégration C se détermine par la condition cinématique u = 0 sur le bord appuyé
X =0, qui donne C = —h?/2; d’ol

-V arg

="Et 2 X(2h — x) (4.29)

u varie paraboliquement de u = 0 en X = 0 & Umax = —(V/Et)(apg/2)h? en x = h.
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La deuxieéme relation fournit directement
a’pg
h— 4,
= (h—%) (4.30)

w varie linéairement de Wmax = —(a%pg/Et)henx =0aw =0enx = h.

Enfin, par (4.26),

W= -

a2
0, = Py
Et
La figure (4.13) montre la solution membranaire du réservoir circulaire.

= cste (4.31)

U max U max
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, ‘L
BT~ Y ¥
| \
, : ©)
1 \
! \
N | ‘ 0,
1 \
0 1 ‘ \ u
! \
! \
@ / | |
! \
/ ‘ \
,,,,,,,, !
Nf/max ‘ wmaxL

(a) (b) (©

Fig. 4.13 Réservoir circulaire en théorie membranaire : (a) e ort normal circonférentiel Ng ;
(b) déformée ; (c) variation du déplacement méridien u.

Exemple 4.1
On considére un réservoir circulaire en béton pour lequel a = 400cm, h = 800cm,t = 20cm, E =

2100 kN/cm?, v = 0,2 et pg = 107> kN/cm? (eau).
Ces données permettent de calculer les valeurs numériques de I'e ort et des déplacements

Ne max — 3,20 kN/cm

Umax = —0,0061 cm Wmax = —0,0305 cm fx = 0,381-10* rad

de la théorie membranaire a I'aide des relations (4.28) a (4.31).
La contrainte de traction dans le béton est de 160 N/cm?.

4.8 Exercices

4.8.1 On considére un réservoir de révolution, de méridien arbitraire, soumis a une pression interne p. En théo-
rie membranaire, montrer que les contraintes méridienne et circonférentielle, ainsi que le déplacement radial,

sont donnés par les relations

:& o-—pre 2—2 Ux = 2—v— —

0o 2t 2t re
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4.8.2 On plonge une sphere en acier, de rayon a = 200 cm, sous 2000 m d’eau. Si la contrainte normale dans
I’acier est limitée & 10 kN/cm?, calculer I’épaisseur t nécessaire. Qu’en est-il de I’hypothése : les charges agissent
sur la surface moyenne (§ 2.4.3) ?

Note : utiliser les formules de I'exercice 4.8.1.

4.8.3 Un récipient cylindrique de révolution en tdle d’acier est fermé par une calotte sphérique et une calotte
ellipsoidale (fig. Ex. 4.8.3). Le cylindre et les calottes ont la méme épaisseur t. Ce récipient est soumis a une
pression interne p. Calculer les déplacements utiles qui permettent d’esquisser la déformée membranaire du
récipient. Observer les discontinuités cinématiques.

Note : utiliser les formules de I'exercice 4.8.1.

sphére cylindre ellipsoide

@) (b)

Fig. Ex. 4.8.3 Récipient sous pression :
(a) coupe longitudinale ; (b) rayons de courbure de I'ellipsoide au niveau de I’équateur.

4.8.4 Un réservoir sphérique, de rayon a et d’épaisseur t, est appuyé tout le long de I’équateur (fig. Ex. 4.8.4).
1l est soumis a son seul poids propre (réservoir vide). Faire I’étude membranaire de cette coque sphérique.

1) Modéliser le réservoir.

2) Calculer en tout point, en fonction de ¢, a, t et du poids volumique y du matériau,
- lese orts normaux N¢ et Neg ;
- la réaction d’appui.

3) Dessiner les diagrammes de Ng et Ng dans une coupe méridienne du réservoir (N a droite et Ng a
gauche) ; chercher les points particuliers et commenter les discontinuités.

1

Ag=2mah

@) (b)

Fig. Ex. 4.8.4 Réservoir sphérique : (a) vue; (b) aire d’une calotte sphérique.
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4.8.5 Un réservoir de révolution en t6le d’acier d’épaisseur t est constitué d’un cylindre et d’'un fond en forme
de cone (fig. Ex. 4.8.5). Faire I’étude membranaire de la partie conique de ce réservoir.
1) Modéliser le cone.
2) Pour un cone, il faut abandonner la variable angulaire ¢ au profit de I'abscisse s sur le méridien; en
utilisant la relation (4.2), réécrire les formules nécessaires.
3) Pour le seul cas de charge du poids de I'acier (poids volumique ya), calculer les e orts intérieurs Ng
(= Ng) et Ng ; les représenter graphiquement.
4) Calculer les déplacements correspondants ux et 6s (= 0¢).

« ol
liquide : ‘

h poids volumique ~y
|

V= L wrlh
Y anneau raidisseur (E'A) 3
A =7rs
colonne d'appui
(@) (b)

Fig. Ex. 4.8.5 Réservoir : (a) vue en coupe ; (b) volume et aire latérale d’un cone.

4.8.6 On reprend le réservoir de I'exercice 4.8.5, mais soumis maintenant au seul cas de charge du liquide
contenu (poids volumique y).

1) Calculer les e orts membranaires Ns et Ng dans le cone.

2) Calculer les déplacements membranaires ux et 8s du cone.

3) Calculer I'e ort normal et le déplacement radial de I’'anneau raidisseur AB.
On continue avec les données numériques suivantes :

- réservoir:r=4m;h=12m;w =20";

- anneau raidisseur : rar = 4,10 m; A = 200 cm?;

- acier : Gagm = 10 kN/cm? ; E = 21000 kN/cm?;v =0,3;

- liquide : y = 10 kN/m®.

4) Trouver I'épaisseur nécessaire t de la tdle d’acier (en mm; arrondir a la cote paire supérieure pour la

guestion suivante).

5) Le long du parallele d’appui AB, calculer les déplacements membranaires du cdne, du cylindre (§ 4.7.2)
et du raidisseur ; comparer et commenter les résultats.
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4.8.7 Une coque conique, de hauteur H et d’angle au sommet 2w (fig. Ex. 4.8.7), est remplie d’un liquide de
poids volumique y sur une hauteur h (h < H). Cette coque est soutenue par un anneau appuyé sur tout le
pourtour.

1) Trouver I’'expression des e orts Ng¢ et Ng en tout point du méridien, sous I’action du liquide, en fonction
de la cote Z mesurée a partir du sommet S.

2) Trouver les extremums de cese orts.

3) Dessiner le diagramme de ces e orts.

4) Trouver I’e ort de compression dans I’'anneau d’appuli.

dw
|
|
|

Fig. Ex. 4.8.7 Fig. Ex. 4.8.8

4.8.8 On considere une coque en forme de déme sous charge de surface répartie p (cf. fig. 4.10c). Trouver, sur
I’axe de révolution, c’est-a-dire au sommet S, la valeur des e orts intérieurs Ng et Ng en faisant I’équilibre d’une
calotte élémentaire voisine de S (fig. Ex. 4.8.8).

4.8.9 Pour entreprendre I’étude membranaire d’un déme en paraboloide de révolution (fig. Ex. 4.8.9), d’épais-
seur constante t, on le place dans les axes (X, Z), on prend, comme équation du méridien (parabole), la relation

X2
T 2a
ou a est le rayon de courbure au sommet S (paramétre de la parabole), et on exprime les grandeurs cherchées en
fonction de a et ¢.
1) Donner I’expression des rayons de courbure principaux en tout point de la coque.
2) Trouver la réaction d’appui A (force par unité de longueur sur le paralléle d’appui AA) due au poids
propre (poids volumique y selon Z™).

3) Sous I'action d’une force concentrée Q au sommet, calculer les e orts intérieurs et le déplacement hori-
zontal (radial) en tout point ; que se passe-t-il au voisinage du sommet ?

Fig. Ex. 4.8.9
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4.8.10 Calculer le champ du déplacement v d’une coque de révolution soumise au seul cas de charge pe
(P =pz =0).

position initiale

position déformée

Fig. Ex. 4.8.10

Solution. Il s’agit de la sollicitation de torsion (§ 4.4.2) pour laquelle seuls Neg et, par suite, yee et v sont
présents. 1l faut trouver I'expression du glissement. Pour I’obtenir, on doit soustraire v (et non v!) de v + dv
(fig. Ex. 4.8.10).

Onav/r =v /(r +dr);douv =v(1+dr/r). Alors

v+dv—v dv vdr dv v
=— - = ¥y cos ¢

Yoo = ds T ds rds dr

On peut contrdler cette valeur par (3.6). Avec la troisieme équation (3.9) Yep = Neep/Gt et Ngg connu par (4.7),
I’équation di érentielle donnant le déplacement v est

dv v _ Neq,

dr r  Gtcoso
d’ou, apres intégration,

N9¢
V=r ——— dr+C
o Gtrcos¢
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De la symétrie, on conclut encore qu’il N’y a que trois équations d’équilibre ( F¢ = 0,
F, =0, Mg = 0); elles sont insu santes pour déterminer les cing e orts intérieurs en pré-
sence.

5.3 Equations d’équilibre

La théorie membranaire fournit la contribution membranaire des équations d’équilibre de trans-
lation (sect. 4.3), représentée ici par ...... ; il faut toutefois tenir compte de la condition de sy-
métrie de révolution, en particulier (5.2), qui fait tomber le second terme de I’équation d’équilibre

F¢ =0.

Aux termes restants de cette premiere équation s’ajoute la contribution produite par I'e ort tran-
chant Vg, comme le montre la figure 5.2(a) ; d’ou

F¢: ...... —V¢rd9d¢:O

De méme, cet e ort tranchant contribue aussi a la troisiéme équation F, = 0 par

Fo=...... —V¢rd6+v¢rd6+%(Vq,rde)dcbzo

L’équation d’équilibre Mg = 0 (rotation autour de b) s’écrit
d
Mg = M¢rd6 + % (|V|¢I’ do)de — M¢I’d9

—Verddrydd — Merg dpddcosdp =0

ou le dernier terme est la contribution du moment Mg due au non-parallélisme des cdtés méridiens
de I’élément de coque (fig. 5.2b).

63@90 64;90
93@909 ¥
6 o ¥
0 ¢
0
0 o ¥
o
(a) (b)

Fig. 5.2 Equilibre d’un élément de coque de révolution en théorie flexionnelle :
(a) plan méridien ; (b) plan tangent.
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Apreés simplification des trois équations précédentes et division par d¢ d6, on obtient les équations
d’équilibre

% (rNg) —reNgcos$¢ —rVe +perre =0
. d
rNg + reNgsin¢ + % (rVe) +pzrre =0 (5.4)
d
@ (rMg) —rgMgcosd —rryVey =0

avec, encore, (4.1) r = rgsin .

5.4 Cinématique

5.4.1 Dilatations et rotation

Les dilatations €4 et €9 d’une part, et la rotation de la normale (ou de la tangente) 84 d’autre
part, se calculent comme en théorie membranaire (sect. 4.5). On a donc

1 du

1
84,—6 %—W se—a(uctgcb—w) (5.5)

Bp = — u+ W (5.6)

5.4.2 Variations de courbure cinématique

On peut établir I'expression des variations c¢ et cg de la courbure cinématique par un raisonne-
ment geométrique. Sur la figure 5.3, le nouveau rayon de courbure rg, du méridien, en configuration
déformeée, est tel que

re(do +doy) = (1 + €g)re do

et pour le nouveau rayon de courbure ry, on a

rgsin(¢ +8¢) =r+dr

d’ou
ool 1 dp+dey 1
T re (A+epredd T
1 1 _sin(p+8g) 1
Ce:———zi——

rg Tre r+dr re
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.
D ?’r—‘- dr=(1+4+¢p) r
Do

\

r

Fig. 5.3 Variation des rayons de courbure associée aux déplacements (dessin dans le plan méridien).

Dans ces expressions, on peut admettre, puisque €4, £g et 84 sont petits,

A +ep)re =r1¢ r+dr=(A+¢g)r=r

sin(¢ + 8¢) = sin¢p cosBy + cospsinby = sind + 64 cos
ou cosBgp = LetsinBg = 04 ; alors, avec (4.1) r = rgsin ¢,

oo G0rdsy 1 1
T Tredd  re 1y dO
_sin¢+9¢cos¢_i_9_¢
B resin ¢ re ctg ¢

(5.7)

Co
(]

Remarque

On peut contréler que les relations (5.7) sont correctes a partir des formules (2.22) de la théo-
rie générale : ce contrdle est quasi indispensable pour s’assurer de la pertinence des simplifications
introduites.
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5.5 Loi constitutive

En I'absence des e orts tangentiels et des moments de torsion, la loi constitutive (2.51) se réduit a

Ny = C(gp + Vep) M¢ = D(Wg + Vi) 58)
Ne = C(go + Vo) Mo = D (W + Vi) '

ou g et Yy sont les variations de la courbure statique.

Rappelons que les variations de courbure associées aux moments et a la loi constitutive (g et
Pg) sont de signe opposé a celles exprimees en fonction des deplacements (Cg, €t cg) (sect. 2.8)

Yo = —Co Yo = —Co (5.9)

5.6 Bilan et conditions aux limites

On dispose de douze équations (5.4) a (5.8) pour les douze inconnues Ng, Ng, Mg, Mg, Vg, €4,
€g, Cp OU Wy, Co OU Wy, U, W et Gq,.

Ces équations forment un systéeme di érentiel d’ordre 6. En conséquence, on doit exprimer trois
conditions aux limites sur un paralléle formant bord. Ces conditions peuvent porter sur

- lese ortsintérieurs
No, Vo, Mg (5.10)

- les déplacements
u, w,, B¢ (5.11)

5.7 Coque cylindrique

5.7.1 Equations générales

La coque cylindrigue circulaire est d’un emploi trés fréquent (réservoirs, récipients sous pres-
sion, conduites, etc.) et facile a construire grace aux génératrices rectilignes (mise en forme des toles,
co rage du béton, etc.). A cause du méridien rectiligne et paralléle a I’axe de révolution, I'étude
se simplifie et conduit a deux propriétés valables pour toutes les coques de révolution : e et de bord
(sect. 5.8) et superposition (sect. 5.9).

La figure 5.4 définit la géométrie et rappelle les diverses propriétés de la coque cylindrique cir-
culaire (§ 4.7.1). Ce qui s’appelait méridien devient axial (ou longitudinal, selon x), et normal se
confond avec radial (selon z).
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T, =00
2

T,dp — dr (¢ — 1)

9 = r = a = cste

= % ctgp =0
cosp =0
sinp =1

méridien — axial
normal — radial

Fig. 5.4 Coque cylindrique circulaire en théorie flexionnelle.

En tenant compte de ces diverses particularités, on peut réécrire toutes les équations relatives a
I’équilibre, la cinématique et la loi constitutive, utiles a I'analyse flexionnelle des coques cylindriques
circulaires.

Equilibre

A partir de (5.4), on obtient

dNy

+p. =
ax | Px 0

dVy
Ne + +ap, = 5.12
eta - tap: (5.12)
dMX _
dx Vx =

On constate que Mg n'apparait pas et que la premiére équation est découplée des deux autres;
elle donne, en intégrant,

NX = - px dX + C (5.13)

X

ce qui est I’équation d’équilibre axial (4.8) déja rencontrée au paragraphe 4.4.3. On peut donc calculer
Ny par équilibre global indépendamment des autres e orts intérieurs (on admet que les conditions
aux limites le permettent; sect. 4.6).
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Cinématique

On trouve aisément, via (5.5), (5.6) et (5.7),

&, = d_u €g = _W 0, = d_W
7 dx T 3 7 dx
4o & (5.14)
Cx = qu dx dx2 Co LIJB 0
Loi constitutive
Puisque g est nul, il reste, dans (5.8),
Nx = C(ex + v&g) Mx = Dy
(5.15)
Ng = C(gg + VEx) Mg = DV = VM
avec, pour rappel (2.52),
Et Et3
= D=
c 1—v2 12(1—v?)

On voit que Mg se déduit directement de My parce que g = 0.

5.7.2 Formulation en déplacement (équation di érentielle de la coque cylindrique)

Le découplage de la premiére équation d’équilibre (5.12) des deux autres permet de traiter sépa-
rement les charges axiales px des charges radiales p,. Cette simplification n’est toutefois pas décisive
et on n’en tient pas compte ici. Néanmoins, on suppose que Ny est connu, c’est-a-dire que la coque a
un caractere isostatique vis-a-vis de Ny.

Le probléme de la coque cylindrique comporte alors neuf inconnues : Ng, My, Vx, €x, €, 0x, Cx
ou Yy, u et w. Il est aisé d’éliminer les huit premiéres au profit de w.

On se défait des déformations €y, €g, Cx et de la rotation 6y (5.14) en les introduisant dans la loi
constitutive (5.15)

d d o2
Ny=C d_,% Ne=C vo - % My =D %

dx a dx a dx2 (5.16)

et il reste cing inconnues : Ng, My, Vx, U et w.

On élimine du/dx des relations (5.16) en multipliant la premiére par v et en la soustrayant de la
seconde ; avec C = Et/(1 — v?), il vient

E
Ne = —Etw+va (5.17)

Dans (5.12), on tire Vi de la troisieme équation et on le remplace dans la deuxiéme

d2 MX
dx?

1
+ — Np + =0
a e Pz
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Enfin, on introduit My (troisiéme relation (5.16)) et Ng (5.17) dans cette derniére équation; on

obtient i i £
w t
4+ — = .
dx? dx2 a2 W=p (5.18)
avec

\%
p =P+ <Ny (5.19)

Dans (5.18), w(x) est la seule inconnue. La résolution de cette équation donne la solution du
probléme : w(x) connu, tout peut s’en déduire.

5.7.3 Cast =cste, E = cste et v = cste

Pour un cylindre d’épaisseur de paroi constante et fait d’un seul matériau (D = cste), I’équation
(5.18) devient

d*w  Et

dx* a2

En introduisant le paramétre non dimensionnel

w=p (5.20)

4 _ 2 E 2 Eta2
AP =3(1—v9) n 1D (5.21)
I’équation (5.20) peut s’écrire
d*w A4 p
dx4 at W D (5:22)
La solution de (5.22) est
w(x) = wp(x) + wi(X) (5.23)

ou
- Wp est la solution générale de I’équation sans second membre, appelée par concision solution
homogeéne, contenant quatre constantes C; a Cy4;
- Wj est une solution particuliére attachée au second membre p /D ;

- les constantes d’intégration C; a C,4 se déterminent par les conditions aux limites portant sur
W = Wp + Wj.

Pour simplifier I’écriture ultérieure, posons encore (coordonnée non dimensionnelle)

3 X
§=A] (5.24)

L’équation homogene s’écrit
d*wo + 4wy =0
des o

et sa solution est

Wo(€) = €5(C1 cosE + Cysin€) + e 8(C3cosE + Cysiné) (5.25)
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Remarques
Si Nx = 0 (charge radiale p; seule ; px = 0), on a, par (5.17),

Et
-——w

Ng =
o a

(5.26)

et Ng est proportionnel a w.

L’équation di érentielle (5.18) ou (5.22) étant d’ordre 4, on doit exprimer deux conditions aux
limites sur chaque parallele de bord pour déterminer les quatre constantes C; a C4. Ces conditions
portent sur w et ses dérivées jusqu’a I'ordre 3. La premiere dérivée est attachée a la rotation 0y
par (5.14), la seconde au moment My par (5.16) et la troisiéme a I’e ort tranchant V (obtenu en
introduisant My de (5.16) dans la troisieme équation (5.12)) par

d3w

L’équation (5.22) est de méme structure que celle qui gouverne la déformée w des poutres prisma-
tiques sur appui élastique continu. En considérant la coque comme formée d’un faisceau de poutres
longitudinales (de raideur flexionnelle D) s’appuyant contin(iment sur des anneaux, on peut Vvérifier,
dans (5.20), que le coe cient Et/a? — correspondant au module de fondation — s’associe bien a la
raideur extensionnelle d’'un anneau (troisiéme relation (6.2), sect. 6.2).

5.7.4 Particularités de la solution homogéne wq

On considére un cylindre de hauteur h (fig. 5.5), et on pose

X =h—x (5.28)
puis
g :)\Xg (5.29)
‘ e
v ;
X
é‘/
h
£
X
4
e

Fig. 5.5 Axes x et x liés aux bords inférieur et supérieur pour la solution wo
de la coque cylindrique circulaire.
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Alors

X _h
527\5:57\_&

et on vérifie aisément que la solution de I’équation homogéne wg peut aussi s’écrire
Wo = e ¥ (Cycos& + C,sing ) + e 5(C3cosE + Cysiné) (5.30)

ou le premier terme représente I'e et du bord supérieur (x = 0) et le second celui du bord inférieur
(x = 0). Cette division de wp en deux parties fait bien ressortir qu’a chaque bord s’attachent deux
conditions aux limites.

On introduit les fonctions
y1(§) = e7%(cos& +sin &)

y2(€) = e"(cos& —sin§)

5.31
y3(§) = e %cos = % (Y1 +Y2) 531

Va(®) = eEsing = 2 (1 — v2)

Ces fonctions sont représentées graphiquement a la figure 5.6 et tabulées a I'annexe 5.13.1; elles
permettent d’écrire

Wo = C1Y3(&) + Cava(€) + Caya(§) + Caya(§)

% = 2 Ciy1(8) — Cay2(8) — Cava(§) + Cay2(8)

o % (5.32)
S =255 Cava(®) = CaVs(®) + Caya(®) = Cavs(®)

3 3

dd% = 2% —C1Y¥2(8) — Coy1(€ ) + Cay2(&) + Cay1(8)

Ces relations facilitent le calcul de la partie de Ng (5.17) ou (5.26), 8« (5.14), M (5.16) (d’ou Mg
(5.15)) et V (5.27) due a la solution homogene wq de (5.23) w = wg + wj.

5.8 Coque cylindrique — E et flexionnel de bord

5.8.1 E etde bord, longueur limite et cylindre long

Dans (5.23) w(x) = wg(X) + w1(X), la solution homogéne wp(X) traduit I'e et des bords (action
statique ou condition cinématique), tandis que la solution particuliére wy (X) donne I'e et des charges
de surface (px et p;). La solution compléte est la superposition de ces deux e ets.
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1,0
) | | |
\ — o0=E (mna .
N\ 71(6) = ¢ (cost + sing)
IBRY \ Y2(£) = ¢ ¢ (cost — sing)
051 \N ¢ 1 _
’ v 73(§) = e °cosE = — (71 + 72)
J \\ \( Y1 2
N X B 1 B
] \ \ Y4(§) = e ¢ sin = — (y1 — 72)
N\ \ 2
i AN
0 \\ \\\~ -
S \\ ;<7
] 7
i V2
~05 |
0 1,0 2,0 3,0 4,0 5,0 6,0 70 ¢

Fig. 5.6 Fonctions y1(£), y2(€), ya(€) et ya(§).

La figure 5.6 montre que les fonctions y;(€) a y4(§) (5.31) décroissent rapidement lorsque x
(ou &) augmente. Or ces fonctions permettent d’exprimer la solution homogéne wg et les grandeurs
qui en dépendent par dérivation ; ces dernieres s’amortissent donc tout aussi rapidement et sont quasi
nulles au-dela d’une certaine abscisse.

Ce caractére localisé est connu sous le nom d’e et flexionnel de bord ou, simplement, e et de bord,
et est commun a la plupart des coques de révolution.

En pratique, la solution homogene peut étre considérée comme négligeable au-dela d’une certaine
longueur limite L. On vérifie sans peine que les fonctions y1(§) a y4(§) sont amorties a moins de
3 % de leur valeur maximale pour & = 4. Alors, avec (5.24), puis (5.21) etv = 0,

a vV
Lim =45 =3 at (5.33)

Si, par exemple, t/a = 1/10, 1/25 et 1/50, on obtient L,i,, = a, 0,6a et 0,4a, de sorte que
I'influence de la solution homogeéne est pratiguement négligeable au-dela d’une longueur égale au
rayon.

En conclusion :
- I'e et flexionnel de bord a un caractére trés localisé ;

- on qualifie de long un cylindre dont la longueur est égale ou supérieure a Lim, ; toutefois, si
I'e et flexionnel des deux bords du cylindre est non nul, il faut évidemment porter la limite a
2L,im pour ne pas avoir interaction (fig. 5.7).
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h> 2Ly,
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Fig. 5.7 Cylindre : (a) long; (b) moyen; (c) court.

Les actions statiques de bord usuelles, dites forces de bord, sont le moment M (moment axial) et
la force H (force radiale), tous deux uniformément répartis (fig. 5.8a). Par convention, le sens positif
de ces forces est exprimé dans les axes (X, Y, Z) (fig. 4.8) : ces forces s’associent aux deplacements
B¢ et ux, avec, pour le cylindre, 8y = 85 et ux = —w. Pratiquement, le moment M agit dans le sens
trigonométrique et la force H vers I'extérieur.

5.8.2 Application — Cylindre semi-infini chargé au bord

__On considere un cylindre semi-infini soumis, le long du paralléle x = 0, aux seules forces de bord
M et H (fig. 5.8a). Il est évident que Nx = 0, p, = 0, wi(x) = 0 et que seule subsiste la solution
homogéne wg(x) (5.30).

T T

| |

| |

R |

| r

b | i
e i . W | T
meLX
(a) (b)

Fig. 5.8 Cylindre semi-infini : (a) forces de bord ; (b) déformée.
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Les conditions aux limites sur le bord supérieur sont
x=0 et V=0 ené =0 (ou& = o)
On en déduit

et il reste
Wo (&) = Cays(§) + Caya(§)

Les conditions aux limites (statiques) sur le bord chargé sont
My=M et Vy=H enf=0(oué = oco)
Avec My de (5.16), Vx de (5.27) et w = wp, on trouve, tout calcul fait,

C. = a® = A a? —
5= — A
a

- -+ N =
Da N M €=M

On connait donc I’'expression de wg et, par conséquent, de ses dérivées, ce qui résout le probléme.
Avec les fonctions y1 avya, on a

W = — a® A= q
°=To5DN® a My: Y3
dWo a? )\
ix ~ 2o ZaMyatHv:
0 N (5.34)
Wo a — —
- _2 Py, +A
&2 DA a YrThiva
dBWo _ 1 A — —
B "D CaMyeTHvz

On en déduit My par (5.16), Mg = VM par (5.15), Vx par (5.27) et, avec Ny = 0, Ng par (5.26);
la distribution des e orts intérieurs est donc connue dans toute la coque.

On termine par le calcul des déplacements maximaux, qui se produisent a la base de la coque
(x =0; fig. 5.8b),

a® A= = 240 A —  —
Wmax =Wo .20 = ~7p538 g M *H =~ gM+H
, , (5.35)
a A— — 222 A— —
eX max :ex £=0: 2—D)\2 ZEM +H = E ZEM +H
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Exemple 5.1
Une coque cylindrique en acier, pour laquelle E = 21000 kN/cm?, v = 0,3, a = 16 cm, h = 55 cm et
t = 1 cm, est soumise a une charge de bord radiale ¢ = 1 kN/cm (fig. 5.9).

Avec (5.33) Liim = 12 cm, on a une coque longue. Via les relations (5.34) pour w et ses dérivées, (5.26) pour
Np et (5.16) pour My, on trouve, avec (5.21) A = 5,141628 et H = q,

Ne = 10,283256 y3 [kN/cm]
My = 3,111855y4 [KN cm/cm]

Les diagrammes des e orts intérieurs Ng et My de la figure 5.9 montrent bien le caractére localisé de I'e et
flexionnel dd a la charge de bord g.

Ny ox = 10,283 kN/cm

0 ma

(b)

A\___

M = 1,003 kN cm/cm

T max

Fig. 5.9 E et de bord d’une coque cylindrique :
(a) données ; (b) diagramme de Ng ; (c) diagramme de Mx.

5.9 Meéthode approchée par superposition

5.9.1 Liaison avec la solution membranaire

Si le second membre p de I’équation di érentielle (5.20) de la coque cylindrique est un polynéme
de degré 3 au plus, alors la solution particuliére w; est de la forme

a2
= — 5.36
Wi() = =P (9 (5.36)
D’autre part, la solution membranaire wy, de la coque cylindrique, obtenue au paragraphe 4.7.1,

fournit (indice m pour membranaire)

Wm 1
€o 3 Et(e VNL)

Ng = —ap;
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d’ou ,
a a
Wm(X) = — (ap, + VNy) = —
m(X) Et( Pz x) Et
Pour la méme charge p., et puisque les Ny des comportements membranaire et flexionnel sont
identiques (§ 5.7.1), on a, avec (5.19),

\Y)
pZ+5NX

Wm (X) = w1(X) (5.37)
Enfin, si le degré du polyndme p dans (5.36) est de degré 1 au plus, alors

d2W1 _ d3W1
dx2  dx3

et par suite My (w1) = Vx(w;) = 0. En conclusion :

=0

Dans une coque cylindrique pour laquelle le second membre p de I’équation di érentielle (5.20) est un
polyndme linéaire au plus, la solution flexionnelle particuliére w; est identique a la solution membranaire
Wm.

5.9.2 Superposition de I'e et flexionnel de bord a la solution membranaire
Si la propriété du paragraphe précédent est satisfaite, la somme
W(X) = Wo(X) + W1 (X) = wWo(X) + Wm(X) (5.38)
est la solution exacte du probléme de la coque cylindrique. On peut alors interpréter I’équation (5.38)

de la fagon suivante :

La solution homogéne (e et flexionnel de bord) peut étre considérée comme une correction de la solution
membranaire destinée a restituer la compatibilité cinématique.

Cette interprétation, déja mentionnée et décrite au paragraphe 3.2.4 (fig. 3.1), a été étendue par
les ingénieurs

- atous les types de chargement (p (x) quelconque) ;

- atoutes les formes de coques de révolution (grace a I'approximation de Geckeler ; sect. 5.11).

L’idée de cette interprétation et de cette généralisation est d’e ectuer I’'analyse de toute coque de
révolution en deux étapes :

- rendre la coque isostatique au niveau de ses conditions aux limites cinématiques, pour en per-
mettre une solution par la théorie membranaire (calcul de wy,) ;

- restituer les conditions cinématiques réelles par les e ets flexionnels de bord (calcul de wp).

Cette superposition « solution membranaire + e et flexionnel de bord » fournit, le plus souvent, une
excellente approximation. Dans le cas des coques cylindriques en e et, vu que la zone d’e et de bord
reste trés localisée (Ljim), la solution membranaire wr, (X) ne s’écarte guére d’une variation linéaire,
guel que soit le cas de charge. Pour les coques de méridien arbitraire, il en est de méme a condition
gue certaines proportions géométriques soient respectées (sect. 5.11; en particulier, la coque ne doit
pas étre surbaissée).

Enfin, aucune étude générale n’a été faite, a la connaissance des auteurs, sur la précision de cette
méthode, de sorte qu’un contrdle reste souhaitable.



COQUES DE REVOLUTION - THEORIE FLEXIONNELLE SOUS CHARGEMENT DE REVOLUTION 99

Remarque

On observe que la démarche par superposition proposée correspond a la méthode des forces,
typique du calcul des structures en barres et poutres. Il en résulte que I’'on peut aussi analyser les
coques, dans le méme esprit, par la méthode des déplacements (sect. 6.4).

5.10 Application — Réservoir cylindrique

On désire étudier un réservoir cylindrique sous la seule action du liquide contenu (masse volu-
mique p). La paroi, d’épaisseur t constante, est encastrée en base (fig. 5.10).

h—zx

P, h

Fig. 5.10 Réservoir cylindrique encastré en base.
La composante radiale de la charge, a la profondeur h — x, vaut (§ 4.7.2)
Pz = —pp = —pg(h —Xx)

On commence par la solution flexionnelle exacte, a partir de I’équation di érentielle de la coque
cylindrique, puis on applique la méthode approchée par superposition.

5.10.1 Solution par I’équation di érentielle
Puisqu’il n’y a pas de charge axiale, Nx =0etp = p,. L’équation di érentielle (5.22) s’écrit

d*w A pg
o Tl = p (=X

Pour la solution homogene wg (5.30), on admet un cylindre long (h > L,in). La solution particu-
liere, aisée a trouver, vaut, avec (5.21),

__pga?

__a pg
Et

=i p 0=

(h—=x) (5.39)
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Les conditions aux limites sont
- au sommet
x=0 et V=0 eng¢ =0
douC; =C, =0et
Wo (&) = Cays(€) + Csya(€)
- alabase
wW=wp+w; =0 et 6,=0 eng&=0
dont on déduit facilement
_ 1 2 _ 1 2 ., _ 4
C3_Etpgah C4_Etpga h X
et wg est connu.

Avec (5.23) w = wp+ws1, On peut maintenant calculer toute grandeur dans la coque ; par exemple,
les e orts intérieurs My et Vi & I'encastrement valent

A2 2D h
My =2D—=Cy = —A A=——1
x 2 = apg Et a
. (5.40)
A 2D ., ..h
= — —_— -+ = — P — —-
Vx 2Da3 (C3 C4) P9 Et A 2)\8. 1

Remarque

La solution particuliére wy (5.39) est identique a la solution membranaire wy, — déja obtenue en
(4.30) — puisque p = p; est linéaire.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, R ——————
=12

a

A h = 800 cm
57
47 . N _
37 M
9 N, membranaire z
X \/ Llim o
\
0o-—— ¢ ) L NN S r @
3,2 kN/cm 17,24 kN

Fig. 5.11 Diagrammes de Ng et Mx dans la paroi du réservoir cylindrique.
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Exemple 5.2

Pour un réservoir en béton de mémes données numériques qu’a I'exemple 4.1 du paragraphe 4.7.2, & savoir
a = 400cm, h = 800cm, t = 20cm, E = 2100 kN/cm?, v = 0,2 et pg = 10~° kN/cm® (eau), la figure
5.11 montre les diagrammes de Ng et Mx. Puisque Nx = 0, le diagramme Ng est aussi, par (5.26), celui du
déplacement radial w & un facteur preés.

5.10.2 Solution par superposition
Pour entreprendre la résolution du réservoir cylindrique, en théorie flexionnelle, par superposition
(8 5.9.2), il faut rendre la coque isostatique au niveau des appuis et tout calculer sur cette référence.

L’étude membranaire montre qu’il apparait des discontinuités a la base, ou le déplacement radial
w et la rotation 65 devraient étre nuls (déformée membranaire du réservoir, fig. 4.13b); la solution
membranaire seule ne peut e ectivement pas conduire a des résultats corrects.

Par contre, vu que p = p; est linéaire,
- la solution membranaire (4.30) est bien identique a la solution particuliére (5.39);

- on doit trouver la solution exacte en ajoutant, a la solution membranaire, la solution e et
flexionnel de bord choisie de maniere a annuler les discontinuités propres a la solution membra-
naire (fig. 5.12).

Py Y ¢
" w_/

@) (b) ©

Fig. 5.12 Réservoir cylindrique pour I'analyse flexionnelle par superposition :
(a) coque reelle; (b) coque isostatique pour la solution membranaire ;
(c) coque isostatique pour la solution e et de bord.

Pour restaurer la compatibilité cinématique a la base (w = 0 et 8 = 0), on introduit les forces de
bord X, et X5 (fig. 5.13) et on applique la méthode des forces.

Fig. 5.13 Hyperstatiques de bord pour la méthode des forces.
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Il faut établir les deux équations
F11 Xy +FXo+F10=0 (translation)

T Xy + T Xo +F20 =0 (rotation)

A partir de (5.35) pour les coe cients de flexibilité f11, 12, F21 et f2p, et (4.30) et (4.31) pour les
termes indépendants 1 et f20, 0N a

_ad o a? _a?pgh
TS E T2 = 5% fo=""F%

_ _a __a’pg
T = T2 T = DX T = Et

ou les signes sont maintenant dictés par la méthode des forces, c’est-a-dire par le choix du sens
d’action de X; et X5. La résolution donne

2D h 2D, . h
Xy =pg A 2 —1 Xo=-apgz A Az =1 (5.41)

ce qui est la solution exacte (comparer avec les valeurs de Vi et My (5.40) de la solution flexionnelle).

Exemple 5.3
En reprenant les valeurs numériques précédentes, la solution membranaire (§ 4.7.2) fournit

No.m max = 3,20 kN/cm Wm max = —0,0305 cm Ox,m = 0,381-10_4 rad
et, avec
D = 1,4583-10° kNcm A =1152
les réactions de bord (5.41) valent
X1 = 0,5257 KN/cm X, = —17,238 kNcm/cm

A I'aide de (5.34), en prenant garde aux signes et en posant wo = ws (indice f pour e et flexionnel de bord),

ona 3
a

2DA3
et on peut calculer I'e et de bord, par exemple

d?ws a

W = dx2 _ DA

A A
2 Xoy2 + X1Y3 2 Xoy1 + X1Ya

Ne,f = —% weg = —11,6518 2X2y2 + X1y3

dZWf
dx?

dont la table ci-aprés donne quelques valeurs.

Mx:_D

= —68,6589 2 Xay1 + X1ys

A x A Ne.r A M
‘ ax [cm] ‘ 3 Y2 Xavs | ensem) ‘ 3 XY+ Xava | enem/em)
0 0 0,276 —3.20 —0.5511 17,24
1 68,66 0.1323 —154 0,0351 “om
2 137,32 0,0155 —0.18 0,0479 —3.29
3 205.98 —0,0118 0.14 0.0144 ~0.99

La figure 5.11 montre les diagrammes de Ng (superposition solution membranaire + e et flexionnel de bord :
Ng = N9,m + Ngyf) et de Mx.
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5.11 Coque sphérique — E et flexionnel de bord

On peut établir, pour une calotte sphérique (coque sphérique limitée a un parallele) soumise a des
forces de bord, des expressions semblables a celles obtenues pour le cylindre. On développe d’abord
deux équations di érentielles résolvant exactement le probléme, puis on en tire une solution appro-
chée utilisable en pratique.

5.11.1 Solution homogeéne de la coque sphérique

Soit a le rayon de la sphére, t = cste I'épaisseur et, pour une coque sans charges de surface,
Py = Pz = 0. On introduit ces quelques simplifications dans les douze équations (5.4) a (5.8), dont
on va tirer deux équations ne contenant plus que Vg et 84 comme inconnues.

On résout facilement (5.4) par rapport a N¢ et Ng ; on trouve
_dVe
do

La premiére équation exprime I’équilibre axial de toute calotte sphérique coupée au niveau du paral-
Iéle ¢ = cste (fig. 5.14).

Ny = —Vgctg ¢ Np = (5.42)

Fig. 5.14 Calotte sphérique en équilibre de translation selon Z (Mg non représenté).

On vérifie ensuite que
8o = (€0 — &) Ctg & — 020
¢ = (€ — €e)CLY o
a laide de (5.5) et (5.6), ce qui élimine u et w; introduisant (5.42) dans N¢, et Ng de (5.8) résolus par
rapport a £ et g, on en déduit
d2V¢ dVg 2
—— + —= - —V)Vy = E 4

Enfin, substituant (5.7) dans Mg, et Mg de (5.8), puis ces derniéres valeurs dans la troisiéme
équation (5.4), on trouve
d?0 . dbg

2
5" g cue- (ctg? & +V)By = —% Vo (5.44)
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Ces deux équations sont le point de départ des études tant rigoureuses qu’approchées des e ets
de bord sur les calottes sphériques.

5.11.2 Approximation de Geckeler

Geckeler (1926) a constaté que, pour une calotte sphérique mince (a/t grand) et d’angle d’ouver-
ture grand (2a grand), soumise a des forces de bord M et H (fig. 5.15), la solution exacte des e ets
flexionnels de bord s’amortissait tres rapidement, & I'image des résultats (5.34) obtenus pour la coque
cylindrique.

Dans (5.34) en e et, chaque nouvelle dérivée est « A fois » plus grande que la précédente; or le
paramétre (5.21) A

||

A= 431-v?)

a une valeur élevée puisque a/t est grand (§ 2.4.3, (2.8) a/t > 10). Par suite, approximativement, une
fonction est négligeable devant sa dérivée, une dérivée devant sa dérivée seconde, etc. Cette constata-
tion est la méme pour les coques sphériques; I'appliquant a (5.43) et (5.44), on obtient

2
dd;:;" = Et8, (5.45)
d2e a2

: ¢§’ =-5 Ve (5.46)

ce qui nécessite de supposer, en plus, que ¢ est grand, et donc ctg ¢ petit, pour que les produits
(dVy/dd) ctg ¢, 04 ctg? ¢, etc., soient négligeables. (L'e et de bord a lieu pour des valeurs de ¢
voisines de a.)

L’approximation de Geckeler est donc valable sous la double condition que a/t et a soient su  sam-
ment grands; I’ordre de grandeur, et la précision correspondante, de ces deux quantités sont donnes
plus loin (§ 5.11.5).

Fig. 5.15 Forces de bord sur une calotte sphérique.
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Insérant (5.45), dérivé deux fois, dans (5.46), on obtient I’équation

d*Ve
do?

qui est identique a (5.22) sans second membre (p = 0). La solution est donc

+4A\ Ve =0 (5.47)

Vg = e (Cy cos A + CosinAd) + e (Cz cos Ad + CysinAd) (5.48)

5.11.3 Forcesete etde bord (approximation de Geckeler)

Une calotte sphérique d’ouverture 2a est soumise aux forces de bord M et H uniformément
réparties sur le paralléle de bord (fig. 5.15; M positif comme 64 et H positif comme ux ). Puisque
tout s’amortit lorsque ¢ diminue (a partir de ¢ = a), comme dans les cylindres, il faut poser, dans
(5.48), C3 = C4 = 0et il reste

Vg = e (Cy cosAd + CysinAd) (5.49)

Les conditions statiques aux limites
My=—M et Vo=—Hsina end=a

permettent de trouver les constantes C; et C,, puis, tout calcul fait,
A {9 g 7 sinoe— M=) i
V¢:—25Me sinA(a—¢)—Hsinae cosA(a — ¢) —sinA(a — )

Cette expression est trés semblable a son homologue (5.27) obtenue pour le cylindre, quand on
injecte dans celle-ci la derniére équation (5.34) ; aussi introduit-on la nouvelle variable

£ = )\Z = A0 — ) = Ao (5.50)

ou s et w sont I'abscisse curviligne le long du méridien et I’'angle interceptant s, comptés a partir du
bord chargé dans le sens opposé a ¢ (fig. 5.15). On peut ainsi utiliser les fonctions y; a y4 (5.31) et
écrire A

Vo =2~ My, — Hys sina

Connaissant Vg, on trouve Ng et Ng par (5.42), puis 84 par (5.45) ; négligeant 8y devant sa dérivée
(approximation de Geckeler) dans I'expression (5.7) des courbures (d’ou cg = 0), les moments (5.8)
s'écrivent

Mg = DUy Mg = VMg
ou g se calcule par (5.7) Py = —C¢ = —(1/a)(d6y/dd) a partir de 8.
Enfin, il faut connaitre le déplacement radial ux ; on a, par (4.18), (4.13) et (5.42) successivement,

asm¢ asing

Et

vy
do

Ux = €ggasing = (Ne —VNg) = Ve ctgd —
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et finalement, avec I’'approximation de Geckeler,

_asing % _asing
Et dp  Et

Ux = 8

Tenant compte de tous ces développements et introduisant la variable & (5.50), on résume les
résultats utiles comme suit (la deuxieme colonne donnant Ng, ux et Mg s’obtenant directement de
la premiére colonne, une fois Vg, Ng et Mg connus)

A — —
Vo = —25 Mys — Hyzsina Ny = —Vgpctgd
A — — . asing
Ng =2\ —— My, + =
0 2 My2 Hyssina Ux THR
_ a— (5.51)
M¢=—My1+XHy4sina Mg =VMy
2N2 AN — —
8 = — 2-Mys—Hy;sina

Et “a
avech =a—w =a—s/aetys, Yz, Y3, Y4 Selon I'annexe 5.13.1.

Les déplacements le long du parallele ou s’exercent les forces de bord, en & = a (ou w = 0 ou
s = 0), sont

2a )
= 2 Asina —ZM +Hsi
Ux Et sina a sina
, (5.52)
2N\ A — —
0p = = 2-M—H
o= E 23 sina

_L’une des relations précedentes, a savoir Mg = VMg, présente toutefois un défaut essentiel. Sous
H,en ¢ = a, on acertes Mg = 0, mais Mg n'est pas nul, contrairement a ce qui ressort de la relation
simplifiée Mg = vMy. Pour pallier ce defaut, il su t de calculer Mg par la relation constitutive
compléte

Mg = D(Ys +Viip) = DYig +VDUy

sans négliger la courbure Yg. On tire DYy de la relation constitutive (5.8) Mg = D(Pg + Vig) d’une
part, et la courbure Qg de (5.7) d’autre part, soit

1
DllJ¢:|\/|¢—VDL|Je we:—aeq)ctgd)
Avec B¢ (5.51), on obtient

—y2
Mg = —w 9¢Ctg¢+VM¢
(5.53)

a A = —
=W(1—v2)ctg¢ —ZEMy3+Hylsma + VMg
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5.11.4 Utilisation et interprétation (approximation de Geckeler)

Lorsque a/t et a sont grands, I'e et de bord ne s’étend guere au-dela des limites approximatives
(fig. 5.16) v_
Sim=2 at=0,4a wWjim = 20° = 0,4 rad (5.54)

zone active |

Fig. 5.16 Etendue de I'e et de bord.

Par conséquent, seule la zone correspondante travaille (fig. 5.16) et le reste de la calotte ne joue pas
de réle : hors de la zone d’e et de bord, la forme ou méme la présence de la coque est sans conséquence.
Il en résulte que :

- on peut obtenir la solution compléte approchée d’une coque sphérique en superposant les solu-
tions membranaire et e et flexionnel de bord (comme pour les cylindres) ;

- on peut déterminer I'e et de bord de toute coque en y inscrivant une sphére tangente et, par
suite, aussi procéder par superposition pour une coque de révolution arbitraire (fig. 5.17).

Cette derniére propriété donne toute sa valeur a I'approximation de Geckeler, car on est mainte-
nant en mesure de calculer approximativement une coque de révolution de méridien quelconque.

demi-ellipsoide hyperboloide
SR

Fig. 5.17 Spheres tangentes de remplacement pour calculer I'e et de bord.

Remarque

Dans le cas d’un hémisphére (o = ©/2), on constate que les formules (5.51) et (5.52) coincident
avec celles du cylindre (§ 5.8.2) : dans ce cas particulier, I'approximation de Geckeler remplace la
demi-sphére par le cylindre circonscrit (interprétation physique).
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5.11.5 Précision (approximation de Geckeler)

La précision de la méthode de Geckeler a été testée sur une calotte sphérique pour laquelle on a
fait varier le rapport a/t et I'angle a dans les limites 10 < a/t < 70 et 20° < o < 50°. Le rayon a,
ainsi que les propriétés mécaniques E et v du matériau, constants, valent a = 9,7453125, E = 2,1.107
et v = 0,2 (unités cohérentes).

Les résultats obtenus sous les forces de bord M et H sont compareés a ceux provenant d’un calcul
par éléments finis (élément tronconique de Love & deux nceuds). Le nombre des éléments varie de
160 (o = 20°) & 400 (a = 50°). Les résultats du calcul numérique sont considérés comme précis et
pris comme référence.

L’erreur e sur I'intensité X d’une grandeur quelconque est calculée par la relation

e — Xer

X
e =100 %
Xer [%]

ol Xg est obtenue par Geckeler et Xgg résulte du calcul aux éléments finis. Sie > 0, Xg > XgF et
la méthode de Geckeler surestime I'intensité de la grandeur calculée.

Les quinze grandeurs étudiées sont les suivantes (fig. 5.18) :

- 50Us M : Ux (00), 8 (), Ng max, No(at), No max, Mo (@), Vi min ;
- sous H : ux(a), 8¢(a), N min, Ng(a), Mg max, Mg (), Mg max V¢ max-

© N

@ min

My(a

: (a)
! Mﬁ max
54
\

Fig. 5.18 Déplacements et e orts intérieurs étudiés quant & leur précision.
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Les relations issues de I'approximation de Geckeler montrent que les grandeurs suivantes sont
proportionnelles I'une a I'autre :

Ve et Ny uM @ et NM() 94'?_(0() et M{T(a)

Elles ont donc la méme erreur. De plus, on a I'égalité u@(a) = ef(a) (théoréme de réciprocité de
Betti). On en conclut qu’on peut restreindre I'analyse de I'erreur a dix grandeurs.

L’erreur est presentée sous forme de courbes de niveau, cotées en pour cent, dans des axes
(0, a/t). L’angle a est exprimé en degrés. La figure 5.19 donne I’erreur sur les déplacements — ainsi
que sur 'ﬂeM (a) et M (o) — et les figures 5.20 et 5.21 celle sur les e orts intérieurs dus, respective-
ment,a M et H.

70
a ]
! ’ ] e<s%
50
] % <e<10%
30 1 T 10% < e < 20%
0
_5 5
1) Bl %
-75
10# \‘.\ T T T T
20 30 40 al] 50
@ o, 07, N)(a), Mil(a)
70 70
2
a | a | 3
t t
50 50
] 5%

20 30 40 o] 50 50

) uff

Fig. 5.19 Erreur sur les déplacements.
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e < 5%

5% < e < 10%

10% < e < 20%

1000

e>20%
20 30 40 o] 50
M M
(3.) V<pmin ’N<pmax
70
a | -1
t
50
-3
30
~5%
4
0 .
10 T T T T T
20 30 40 o] 50 20 30 40 ] 50
®) MM(a) © Nma

Fig. 5.20 Erreursur lese orts intérieurs dus a M.
On peut tirer, des figures 5.19 a 5.21, les conclusions générales suivantes, quant a la précision de
I’'approximation de Geckeler :

- seuls le déplacement u¥! et I'e ort normal N/ (o) sont surestimés; les autres grandeurs sont
— essentiellement — sous-estimées ;

- I'e orttranchantVg et I'e ort normal Ng sont nettement moins précis (pres de quatre fois) que
les autres grandeurs;;

- la précision s’améliore quand a ou a/t augmentent, comme il se doit;
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- pour une estimation rapide (a en degrés; a/t = 10; a = 20°)

a%+20(2100

sauf pour Vg et Ng, ot e < 20 %.

\\

20 30 40 al] 50
(a) chmax’Ngmin

© MHE

pmax

] ]

e < 5% 5% < e < 10%

= e<5%

20 30 40 «af] 50
) Nj(o)
70
a | -3
t
50
—5%

20 30

40 o] 50

@ M7

6 max

10% < e < 20% e > 20%

Fig. 5.21 Erreursur lese orts intérieurs dus a H.
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La valeur de I'erreur e varie légérement, de quelques pour cent, si on étudie un autre cas (par
exemple en modifiant la valeur du coe cient de Poisson v), mais I'allure de la variation de e reste
identique. Dés lors, I'approximation de Geckeler évalue de maniére trés satisfaisante les e ets flexion-
nels de bord des coques de révolution de méridien arbitraire. On I'utilisera dans les applications pra-
tiques (prédimensionnement) et dans le contréle des calculs par éléments finis.

5.12 Exercices

5.12.1 Déduire, des équations générales du chapitre 2, les équations d’équilibre (5.4), les équations cinéma-
tiques (5.5) a (5.7), et les conditions aux limites (5.10) et (5.11).

5.12.2 Une coque cylindrique de révolution, de rayon a et d’épaisseur t, est soumise a une charge radiale q
uniformément distribuée le long d’un paralléle (fig. Ex. 5.12.2). Cette coque peut étre considérée comme trés
longue de part et d’autre de la charge.

1) Etablir les expressions du déplacement radial w et de ses dérivées dw/dx, d?w/dx? et d3w/dx3.
2) Ecrire les équations du moment de flexion My et de I’e ort tranchant V.

3) Dessiner les allures de la déformée w et des diagrammes de My et Vi le long d’une génératrice ; calculer
les valeurs de Wmax, Mmax €t Vmax.

Fig. Ex. 5.12.2

5.12.3 Une tour de réfrigération hyperbolique (hyperboloide de révolution) en béton armé est articulée a sa
base et est soumise & une élévation uniforme de température T = 50° C (fig. Ex. 5.12.3). Les propriétés me-
caniques utiles du béton armé (supposé élastique, linéaire, homogeéne et isotrope) sont E = 2200 kN/cm?,
v=0_2eta=12.10"%1/°C.
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1) Calculer le moment de flexion maximal Mg max €t I’e ort normal maximal Ng max.
2) Dessiner les diagrammes des e orts Mg et Neg.
Note : le calcul par éléments finis fournit [M¢ max| = 28,82 kNcm/cm a Z = 1,50 m de la base.

100 m

Fig. Ex. 5.12.3

5.12.4 Une coque conique d’ouverture w/2, d’apotheme c, d’épaisseur t, de matériau élastique linéaire carac-
térisé par E et v, articulée a sa base, supporte une charge concentrée Q en son sommet (fig. Ex. 5.12.4). Tenir
compte des e ets flexionnels locaux pour calculer la répartition des e orts intérieurs dans la coque (littéral).
Rechercher I'intensité maximale de chacun de ces e orts, et indiquer ou elle se situe. Pour le cas du moment Mg,
prendre c/t = 25 etv = 0,25; comparer Mg max @ M¢ max-

Fig. Ex. 5.12.4
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5.13 Annexes

5.13.1 Tableau des fonctions ys, y2, y3 et ya

Le tableau 5.22 donne la valeur des fonctions yi, Y2, Y3 et y4 utiles au calcul de I'e et flexionnel
de bord des coques de révolution cylindriques et sphériques, en fonction du parameétre & :

- cylindre £ = Ax/a (5.24) ;
- sphére § = As/a = A(a — ¢) = Aw (5.50).

Tableau 5.22 Tabulation des fonctions y1, y2, Y3 et ya.

g Y1 Y2 Y3 Ya & Y1 Y2 Ys Ya

0 1,0000 1,0000 1,0000 0 3,5 | —0,0389 | —0,0177 | —0,0283 | —0,0106
0,1 0,9907 0,8100 0,9003 0,0903 3,6 | —0,0366 | —0,0124 | —0,0245 | —0,0121
0,2 0,9651 0,6398 0,8024 0,1627 3,7 | —0,0341 | —0,0079 | —0,0210 | —0,0131
0,3 0,9267 0,4888 0,7077 0,2189 3,8 | —0,0314 | —0,0040 | —0,0177 | —0,0137
0,4 0,8784 0,3564 0,6174 0,2610 3,9 | —0,0286 | —0,0008 | —0,0147 | —0,0140
0,5 0,8231 0,2415 0,5323 0,2908 4,0 | —0,0258 0,0019 | —0,0120 | —0,0139
0,6 0,7628 0,1431 0,4530 0,3099 4,1 | —0,0231 0,0040 | —0,0095 | —0,0136
0,7 0,6997 0,0599 0,3798 0,3199 4,2 | —0,0204 0,0057 | —0,0074 | —0,0131
0,8 0,6354 | —0,0093 0,3131 0,3223 4,3 | —0,0179 0,0070 | —0,0054 | —0,0125
0,9 0,5712 | —0,0657 0,2527 0,3185 4,4 | —0,0155 0,0079 | —0,0038 | —0,0117
1,0 0,5083 | —0,1108 0,1988 0,3096 45 | —0,0132 0,0085 | —0,0023 | —0,0108
1,1 0,4476 | —0,1457 0,1510 0,2967 4.6 | —0,0111 0,0089 | —0,0011 | —0,0100
1,2 0,3899 | —0,1716 0,1091 0,2807 4,7 | —0,0092 0,0090 0,0001 | —0,0091
1,3 0,3355 | —0,1897 0,0729 0,2626 4,8 | —0,0075 0,0089 0,0007 | —0,0082
1,4 0,2849 | —0,2011 0,0419 0,2430 4,9 | —0,0059 0,0087 0,0014 | —0,0073
1,5 0,2384 | —0,2068 0,0158 0,2226 5,0 | —0,0046 0,0084 0,0019 | —0,0065
1,6 0,1959 | —0,2077 | —0,0059 0,2018 5,1 | —0,0033 0,0080 0,0023 | —0,0057
1,7 0,1576 | —0,2047 | —0,0235 0,1812 5,2 | —0,0023 0,0075 0,0026 | —0,0049
1,8 0,1234 | —0,1985 | —0,0376 0,1610 5,3 | —0,0014 0,0069 0,0028 | —0,0042
1,9 0,0932 | —0,1899 | —0,0484 0,1415 5,4 | —0,0006 0,0064 0,0029 | —0,0035
2,0 0,0667 | —0,1794 | —0,0563 0,1230 55 0,0000 0,0058 0,0029 | —0,0029
2,1 0,0439 | —0,1675 | —0,0618 0,1057 5,6 0,0005 0,0052 0,0029 | —0,0023
2,2 0,0244 | —0,1548 | —0,0652 0,0895 5,7 0,0010 0,0046 0,0028 | —0,0018
2,3 0,0080 | —0,1416 | —0,0668 0,0748 5,8 0,0013 0,0041 0,0027 | —0,0014
2,4 | —0,0056 | —0,1282 | —0,0669 0,0613 5,9 0,0015 0,0036 0,0026 | —0,0010
2,5 | —0,0166 | —0,1149 | —0,0658 0,0492 6,0 0,0017 0,0031 0,0024 | —0,0007
2,6 | —0,0254 | —0,1019 | —0,0636 0,0383 6,1 0,0018 0,0026 0,0022 | —0,0004
2,7 | —0,0320 | —0,0895 | —0,0608 0,0287 6,2 0,0019 0,0022 0,0020 | —0,0002
2,8 | —0,0369 | —0,0777 | —0,0573 0,0204 6,3 0,0019 0,0018 0,0018 0,0001
29 | —0,0403 | —0,0666 | —0,0534 0,0132 6,4 0,0018 0,0015 0,0017 0,0003
3,0 | —0,0423 | —0,0563 | —0,0493 0,0071 6,5 0,0018 0,0012 0,0015 0,0004
3,1 | —0,0431 | —0,0469 | —0,0450 0,0019 6,6 0,0017 0,0009 0,0013 0,0005
3,2 | —0,0431 | —0,0383 | —0,0407 | —0,0024 6,7 0,0016 0,0006 0,0011 0,0006
3,3 | —0,0422 | —0,0306 | —0,0364 | —0,0058 6,8 0,0015 0,0004 0,0010 0,0006
3,4 | —0,0408 | —0,0237 | —0,0323 | —0,0085 6,9 0,0014 0,0002 0,0008 0,0006
7,0 0,0013 0,0001 0,0007 0,0006
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5.13.2 Plaques circulaires
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La théorie des coques de révolution s’applique aux plaques circulaires et on se trouve dans la

situation définie par la figure 5.23.

r = abscisse (s—1)

@
r,dp — dr (p— 1)

(r, 8) : coordonnées polaires

T, = 00 et rg = 00

p=0 sing =tgp =10
cosp = 1
ctgyp = oo

méridien — radial
Fig. 5.23 Plaque circulaire de rayon a et d’épaisseur t.

Les équations (5.4) a (5.8) deviennent (avec (1/rg) ctgd = (1/r)cos ¢ = 1/r)

dN
Nr+rd—rr—Ne+prr:0

d
a(rvr)ﬂozr =0

dM
|v|r+rdrr—|v|e—rvr:o
g = U —
" dr Ty
9 _d_W der_dz_W C —e_r }d_W
T "Tdr - dr Tr o
N, = C(gr + vep) Mr = D(Yr + Vi)
Ng = C(gg + VE/) Mg = D(Yg + Vr)

On observe le découplage complet entre I’état membranaire
u ] 8I’ L] 89 1 NI’ 1 Ne 1 pl’
de I’état flexionnel

Wy ery Cr:_l-lJl’y Ce:_l-pey Mr1 Mea Vry pZ

(5.55)

(5.56)

(5.57)

(5.58)

L’état membranaire est typiquement celui de I'élasticité plane en coordonnées polaires (TGC,

vol. 3, sect. 5.10).



COQUES

116
Pour I'état flexionnel, on introduit les courbures dans la loi constitutive
M, =D SW,vdw Mg=-D LW, dw (5.59)
dr2 dr r dr dr2
De la troisiéme équation d’équilibre, on tire
vr:%(Mr—Me)+%:— ‘%ﬁ%%—%‘l_"r" (5.60)

En introduisant cette valeur dans la deuxiéme équation d’équilibre (5.55), on obtient I’équation dif-

férentielle de la surface moyenne fléchie w(r)

4 3 2
dw 2dw_ 1w 1dw_1d 1d ,d 1dw _p. 0
4 r dr dr r dr

+_ _——
dr¥ rdr® r2drz2 r3dr rdr

qui résout le probléme.
On donne ci-apreés la solution de deux problémes qui présentent un intérét pratique pour les

coques de révolution.

Plague appuyée uniformément chargée (fig. 5.24)

_ 9 22y OFV o
“@p & M) Ty E T
, (5.62)
dw ar  3+v , ga
T ot Ormax =0 =2 = T8 DI+ v)

%=~ 16D 1+v
4 2@+v)—r2(1+3v) (563

qr _a 2 _ 2 _a
M= L@+v@ - M=

Fig. 5.24 Plaque circulaire uniformément chargée.
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Plaque sous forces de bord (fig. 5.25)

u—iH r—i(l—v)r u =u = Ha _ﬁa(l—v)
T C(1+v) Et M Tr=a Cc(1+v) = Et
M 2 2
=- a‘—r
W= B ) (5.64)
o= Mr_ g g - _Ma_
r_D(1+V) r max — rr:a_D(1+V)
Nr=Ng=H
— (5.65)
Vr = 0 Mr = Me = _M
H €M | M 7
= L
‘ |
e
a
Fig. 5.25 Plaque circulaire sous forces de bord.
Remarque

L’e et debord des coques de révolution n’existe pas pour le cas particulier des plaques circulaires :
les e orts appliqués a la circonférence extérieure se propagent sur toute I’étendue de la plaque.
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